Dodatok
Krivky a funkcie dané parametricky

Nech je v rovine dand pravouhla suradnicova sustava s rovnakymi jednotkami dizok na suradnicovych
osiach Oz a Oy. Neprazdna mnozina K bodov roviny sa nazyva krivka dand parametricky (v dalsom
strucne len krivka), ak existuji funkcie ¢, ¢ definované na intervale I také, ze

K ={(p(t),4(); tel} "

Rovnice
=), y=v(), tel, (1)
sa nazyvaju parametrické vyjadrenie krivky K. Ak existuje funkcia f (funkcia g) tak, ze
K = {(z,f(z)); = € D(f)}
( K {(s(v).v); e D(9)} ),

hovorime, ze rovnicami (1) je parametricky dand funkcia y = f(z) (funkcia = = g(y)). (Postacujicou pod-

mienkou pre existenciu funkcie f (funkcie g) je injektivnost funkcie ¢ (funkcie ¢ ), potom f = ¢ o ™!
(g=pory™").)?

Specidlnym pripadom parametrického vyjadrenia krivky je rovnica krivky v polarnych sturadniciach: Us-
poriadanti dvojicu (g,¢), kde ¢ > 0, ¢ € R, nazyvame poldrnymi siradnicami bodu X = (z,y), ak

r=ogcosp, y=opgsinp 3.

Ak f je nezaporna funkcia definovana na intervale I a L je mnozina vSetkych bodov roviny s polarnymi
suradnicami (f(¢), ), ¢ € I, nazyva sa rovnica

o=flp), pel,

rovnica krivky L v poldrnych siradniciach®. (Zrejme jedno z moznych parametrickych vyjadreni krivky L
ma tvar

= f(p)cosp, y=[flp)sing, pel. )

!spravidla sa pozaduje aj spojitost funkeii ¢, 1

2definiciu funkcie danej parametricky mozno vyslovit aj vo vieobecnejsej podobe, ak podmienku ,,D(p) =
= D(y) = I“ nahradime podmienkou ,,D(¢) = D(¢)“

? 0 je teda vzdialenost bodov X a O = (0,0), ¢ je velkost (v radianoch) niektorého z uhlov, o ktory
treba otoéit polpriamku OJ (J = (1,0)) okolo bodu O, aby splynula s polpriamkou OX; pritom
>0 (¢ <0), ak sa toto otocenie deje proti smeru (v smere) hodinovych ruéiciek

*niekedy sa polarne stradnice definuji véeobecnejsie: namiesto ¢ > 0 sa uvazuje ¢ € R, v takom pripade
netreba pri zavadzani rovnice krivky v polarnych stradniciach pozadovat nezapornost funkcie f



V dalsom budeme nazov krivka pouzivat aj na oznacenie mnozin tvaru K, U KoU---U K, (n € N), kde
Ky, ..., K, su krivky v zmysle horeuvedenej definicie. Pokial na oznacenie premennych pouzijeme pismena
¢, ¢, budeme tym vidy myslief polarne suradnice.

408. Popiste nasledujuce krivky pomocou polarnych suradnic:

L (22 4+ yH)? = 2d%zy ; 2. (22 4+ y*)? = da’zy(x? — v?) ;
3. 2+ yt =d’ry; 4. a(z®+ ) =2 + 7.

409. Najdite parametrické vyjadrenie nasledujicich kriviek:

1. (x+y)?=alx—y) (poloite y=tzx); 2. 2t 4+t = azy ;

3. 4y’ =4x’y+2°  (poloite y =tz?); 4. PP+t = 2y? .

410. Rovnice nasledujicich kriviek prepiste na tvar F'(z,y) = 0, na zdklade toho zistite, o aké krivky

ide:

1. z=a+bcost, y=c+dsint (b>0,d>0), teR 5;

2. z=cht, y=sht, teR; 3. x =arctgt, y=arcctg?t, teR;
d a
4, p=———— % (d>0); 5. 0= ——— (a>0);
= Ep—p 70 = ey 470
a
6. 0= ———= >0) .
¢ sin?(p/2) (a )

411. Najdite parametrické vyjadrenie krivky K, ktorad je geometrickym miestom v8etkych bodov M
popisanych nasledujicou kongtrukciou:

1. Je dané ¢islo { > 0. Zvolme body A € Oy, B € Ox tak, aby |AB| =1. M je pita kolmice spustenej
z vrcholu € obdlznika OACB na tsecku AB.

2. Nech k je kruznica s polomerom r a stredom (r,0). Z bodu O = (0,0) vedme tetivu OB kruznice
k,z bodu B spustme kolmicu na priemer OA, jej ptu ozna¢me C. M je pata kolmice spustenej z bodu C
na tetivu OB.

3. Nech a > b > 0 su dané ¢isla. Bodom A = (0, —a) vedme priamku p, ktora nie je rovnobezna s osou
Oz, jej priesecnik s touto osou oznaé¢me B. M je bod leziaci na priamke p vo vzdialenosti b od bodu B.

Riesenie. 1. Oznaéme K; (i = 1,2,3,4) tu ¢ast krivky K, ktord lez{ v i-tom kvadrante. Pretoze —
ako vyplyva zo zadania — krivka K je simernd podla osi Oz a Oy, staéi najst parametrické vyjadrenie
krivky K7, pomocou neho uz lahko najdeme parametrické vyjadrenia kriviek Ko, K3, Ka.

Nech teda tsecka AB lezi v prvom kvadrante; za parameter zvolme velkost ¢ uhla OBA, potom (pozri
obr. 4)

— z pravouhlého A-a AOB dostdvame

|OA| = |BC| = |AB|sing = lsingp , |OB| = |AB|cosp =lcosp ;

-z A-a BCM:
|BM| = |BC|sing = Isin® ¢ ;

-z A-a BDM:
|DM| = |BM]|sinp = Isin® ¢ , |BD| = |BM|cosp = Isin® p cos @ .
Ak M = (z,y), tak

= |OB|—|BD|=1lcosp-(1—sin’p) =1lcos’ ¢, y=|MD|=lsiny,

Syzhladom na periodi¢nost funkeii sin, cos by stacilo uvazovat t € [0, 27]
®pokial v rovnici ¢ = f(¢), ¢ € M, nie je mnozina M uréend, kladieme M := {¢ € D(f); f(¥)
0}; ak je naviac funkcia f periodickd a jednou z jej periéd je éislo 2nm (n € N), staéi polozit M :

= [a,a+ 2w N {p € D(f); f(¢) 20} (a€ D(f))

v



obr. 4

teda parametrické vyjadrenie krivky K; ma tvar
r=1lcos®p, y=Isin’¢p, pe(0,7/2).
Krivky K; a K3 st simerné podla osi Oy, preto

Ky = {(—z,y); (z,y) € K1} = {(~lcos® ,lsin® p); ¢ € (0,7/2)} =
{(cos®(m — ), Isin®(7m — ) ; p € (0,7/2)} =
= {(lcos® p,lsin® @) ; p € (/2,7)},

teda jedno z parametrickych vyjadreni krivky K, je
z=lcos’p, y=Isin®p, p € (w/2,m).

Podobne mo#no najst parametrické vyjadrenia kriviek K3 a K4 ( K3, resp. Ka je stimerna podla osi Oz
s Kg, resp. K;) v tvare

z=lcos®p, y=Isin’yp, p € (m,37/2),

x=1lcosPp, y=Isin®p, ¢ € (37/2,27) .

Krivka K je teda urcena rovnicami

r=1lcosPp, y=Isin®¢p, ¢ €(0,2m)\ {7/2, 7, 37/2}.

Poznamka. Krivka dana parametricky rovnicami
r=1lcos®p, y=Isin®, p€[0,27]7,
sa nazyva asteroida; tito krivku mozno zadat tiez rovnicou
223 4213 = 213
(K inému geometrickému popisu asteroidy pozri poznamku za rieenim pr. 412.2.)

412. 1. Cykloidou sa nazyva draha, ktort opisuje bod kruznice kotilajicej sa po priamke. Najdite
parametrické vyjadrenie cykloidy (za parameter zvolte uhol otocenia polomeru spéjajiceho stred kotilajicej
sa kruznice s bodom, ktorého drahu popisujeme).

Tzrejme tu istd krivku dostaneme, ak interval [0,27] nahradime intervalom (—oo,00) alebo intervalom
[a,a+ 27)



2. Kruznica k s polomerom r sa zvnitra kotila po kruznici K s polomerom R, r < R. Néjdite
parametrické vyjadrenie krivky, ktord pri tomto pohybe opisuje bod kotulajicej sa kruznice (tato krivka sa
nazyva hypocykloida).

3. Na kruznicu s polomerom R je namotana nit nulovej hribky. Tito nit odmotavame z kruznice tak, aby
bola nit stale napnuté (tj. aby bola vidy dotyénicou ku kruznici). N&jdite parametrické vyjadrenie krivky,
ktoru opisuje koniec rozmotavanej nite (tato krivka sa nazyva evolventa kruhu).

RieSenie. 2. Zvolme siradnicovi sistavu tak, aby jej pociatkom O bol stred kruznice K a aby
v jednom z okamihov, ked bod M € k (ktorého drdhu popisujeme) je bodom dotyku obidvoch kruznic,
platilo M = (R,0); predpokladajme, ze kruznica k sa kotula po kruznici K proti smeru hodinovych
ruéiciek. Za parameter ¢ zvolme velkost uhla, ktory zviera spojnica stredov obidvoch kruznic s kladnym
smerom osi Oz . Nech § je stred kruznice k, D je bod dotyku kruznic £ a K, nech ¥ je uhol, ktory
zviera usecka SD s iseckou SM (pozri obr. 5).

obr. 5
Pretoze kruznica k sa kotila po kruznici K, si diZky oblikov AD a M D rovnaké:
Ry =717,
odtial R
d=—¢p.
r

Vzdialenost bodu S = (p,q) od poéiatku O je R — r a orientovany uhol s poéiatoénym ramenom OA a
koncovym ramenom OS ma velkost ¢, preto

p=(R—r)cosp, ¢g=(R—r)sing.

Vzdialenost bodov M a S je r a velkost orientovaného uhla s pociatoénym ramenom SB a koncovym
ramenom SM je —(¥ — @), preto pre vektor @ = (u1,uz) =M — S je

up =rcos(—(9— ), us=rsin(—(J —y)).
Pretoze pre bod M = (z,y) plati M = S+ @, dostdvame

r = p—i—u1:(R—r)cosgo+rcos(19—<p):(R—r)cosgo—i—rcos((ﬁ—l)go),

r

y = q—l—u2:(R—r)singo—rsin(ﬁ—go):(R—r)sinp—rsin<<5—1>go).
7



Teda parametrické vyjadrenie hypocykloidy ma tvar

x:(R—r)cOSSO‘FTCOS((%_l)‘P) ; y:(R—T’)sinzp—rsin((?—l)@) d yER.

Poznamka. Specidlne pre R/r = 4 dostaneme rovnice asteroidy:

z 3rcosp 4 1 cos 3p = 4rcos® p = Reos® ¢

y = 3rsing —rsin3p = 4rsin®p = Rsin® ¢ .

413. 1. Nech st dané funkcie ¢, ¥ definované na intervale I. Uvedte nutni a postacujicu podmienku,
aby rovnicami
z=p(t), y=vt), tel,
bola parametricky dand funkcia y = f(z).
2. Nech st dané funkcie p:I— R, ¢:I— R, x:J — I, kde I a J su intervaly. Za akych podmienok
je rovnicami
z=p(t), y=vt), tel,

resp.
z=p(x@), y=vix®), tel,
dana parametricky t4 ista funkcia y = f(z)?

414. Nech funkcia y = f(z) je dand parametricky rovnicami
z=p(t), y=vu), tel,

kde I je interval.

1.Ak I = (o,08), o, € R*, ¢ je rastica (klesajica) a existuji lims_.g_ ¢(t) =:a € R*,
lime_g_(t) =:b € R*, tak lim,;_.,_ f(2) =b (limy—at f(2) = b). Dokazte!

2. Ak ¢ je rydzomonoténna a ¢ spojita funkcia, tak aj f je spojitd funkcia. Dokézte!

3. Ak ¢ a ¥ s spojité funkcie, tak aj f je spojitd funkcia. Dokézte!

4. Vyplyva zo spojitosti funkcie f spojitost funkeii ¢ a 1 ?

Veta 1. Nech funkcie ¢ a ¢ definované na intervale I si diferencovatelné v bode a € I, nech ¢ je
rgdzomonoténna funkcia spojitd na niektorej z mnozin INO(a), kde O(a) je okolie bodu a, a nech ¢'(a) # 0.

Potom funkcia y = f(z) dand parametricky rovnicami (1) md v bode p(a) deriwvdciu® a
0
f'(pla 2
(ol = £ @

Specidlne, ak funkcie @, ¢ si diferencovatelné na intervale I a ¢'(t) >0,t €I (¢'(t)<0,t€T),
tak derivdciou funkcie y = f(x) danej parametricky rovnicami (1) je funkcia y = f'(x) dand parametricky
rovnicami

. tel.

Nech krivka K je dand parametricky rovnicami (1) (I je interval). Ak funkcie ¢, 9 si diferencovatelné
v bode a €T a (¢'(a),¢'(a)) #(0,0), tak priamka p dand parametricky rovnicami

z=p(a)+¢'(a)t, y=1v(a)+¢'(a)t, teR,

sa nazyva dotyénica ku krivke K v bode M = (p(a), ¥ (a)).

fak D(f) N (—o0,p(a)) =0 alebo D(f) N (p(a),c0) =@, ide o prislusnd jednostrannd derivaciu v bode
p(a)



Pozndmky. 1. Ak bod M krivky K zodpovedd niekolkym réznym hodnotdm parametra ¢, moze mat
krivka K v bode M viacero dotyénic.
2. Ak ¢'(a) # 0, mozno rovnicu priamky p zapisat v tvare

Y,
Yy 1/)(a) go’(a) ( - So(a)) .
V pripade, ze rovnicami
=), y=v(), tel,

kde J C I je interval, je dand parametricky funkcia y = f(z), definovana v niektorom okoli bodu ¢(a),
dostavame tak uz zndmu rovnicu dotycnice ku grafu funkcie f v bode (¢(a), ¢ (a)) : y = ¢(a)+ f'(¢(a))(z—
—p(a)). (Podobne mozno uvazovat v pripade ¢'(a) # 0.)

415. Najdite derivéciu funkcie y = f(z) danej parametricky rovnicami:

Loa= 2043t —4)', y=>—22+4t—4)e', te(l,);

2cos2t—1

416. Uk&zte, ze cykloida z = a(p—sinp), y = a(1—cos¢), ma dotyénicu v kazdom bode neleziacom na

vytvarajuicej kruznice cykloidy (popis cykloidy pozri v pr. 412.1).

417. 1. Nech I je interval, f:I— R je kladn4 diferencovatelnd funkcia. Potom pre uhol w, ktory zviera
dotyénica ku grafu krivky ¢ = f(¢) so spojnicou dotykového bodu a bodu (0, 0), plati

f'(¥)
VIP@) + P(e)

Dokazte! )
2. N4gjdite uhol, pod ktorym sa pretinaji krivky o = ¢ a g = —.
®

COSWw =

418. N4jdite druhu derivéciu funkcie y = f(z) danej parametricky rovnicami:

. T 37T
Lea=2t—t*, y=3t—1t, tec(l,00); 2. x=e'sint, y=-ecost, t€<_Z’_>;

t2_2t—5 2 —4t+5

Y=t YT rEra—s

te(l,00);

4. x=f'(t), y=tf(t)—f(t), tecl (pricom predpokladime, ze funkcia f je dvakrat diferencovatelna
na intervale I a f"(z)#0,teI).

Riesenie. 1. Derivacia f’ funkcie f je podla vety 1 dana parametricky rovnicami

r=2t—t2—1? (= 9(1)), y:?’?__?’;t :%(1+t) (=¥(t)), te(l,00).

Derivaciou f” funkcie f' bude preto opat podla vety 1 funkcia dand parametricky rovnicami

te(1,00),

tj.




419. Uk&ite, Ze nasledujicimi rovnicami parametricky dané funkcie y = f(z) su diferencovatelné v bo-
de 0, ale ich derivaciu v tomto bode nemozno najst pouzitim vety 1:
t

— — r42 . o=
Loz=2t+t], y=5"+4tft], teR; 2 e=t- 0,

y=1—arctg?t, teER;

3. x=t+ V1, y=2+3V1, teR.

420. 1. Nech funkcia y = f(¢) je dana parametricky rovnicami (1) (I je interval). Nech funkcie ¢, ¢
st diferencovatelné v bode a € I, pricom ¢'(a) # 0 a funkcia ¢ je spojita na niektorom okoli O(a) bodu a.
Potom funkcia f je diferencovatelna v bode ¢(a) a plati (2). Dokaite! °

2. Uvedte priklad takych funkcii ¢, :(—1,1)— R diferencovatelnych v bode 0, ze ¢'(0) # 0 a rovnicami

l‘zgo(t), y:d}(t)) tE(—l,l),

je parametricky dana funkcia y = f(z), ktora nie je diferencovatelnd v bode ¢(0)!

Nech mnozina D je zjednotenim koneéného poétu intervalov, nech krivka K je dana parametricky rovni-
cami

=), y=9), teD.

Priamka # = @ (y = a) sa nazyva vertikdlna asymptota krivky K (horizontdlna asymptota krivky K pre
z — o), ak pre niektory hromadny bod b € R* mnoziny D plati

limipy o(t) = a , limp_pq [9(2)] = 0 alebo limip— p(t) = a , limgp_ [9(2)] = o0
a ).

Priamka y = kz 4+ ¢, k # 0, sa nazyva asymptota so smernicou krivky K pre x — oo, ak pre niektory
hromadny bod b € R* mnoziny D plati

( lim;—py @(t) = 00, limy_p ¥(t) = a alebo lim;—p— (1) = 0o, limy—j_ 9¥(2)

. . ( .
Jim o) = lim ()l =co,  lim % =k, Jim ()~ ke() =4
alebo w(t)
Jim p(t) = lim [(t)] = o, tgﬁ;;ﬁj:k’ Jim (y(t) —ke(t)) = q -

Analogicky sa definuje horizontdlna asymptota krivky K pre @ — —oo a asymptota so smernicou krivky K
pre ¥ — —0o0.

Specialne, ak krivka K je dana rovnicou v polarnych suradniciach

o=f(g), w€D,

tak priamka
osin(p — o) = d *°,
je asymptotou krivky K prave vtedy, ked

lim f(p) =0, lim  f(p)sin(e — o) =4,
p—po+ p—po+
alebo
lim f(p) =0, lim  f(p)sin(e — po) = d
p—pp— p—pg—

kde ¢y € R je hromadny bod mnoziny D.

°na rozdiel od vety 1 v tomto tvrdeni nepredpokladdme rydzu monoténnost funkcie ¢, preto jeho dokaz
nemoino vykonat len na zéklade viet o derivacii zloZenej a inverznej funkcie (z ktorych vyplyva veta 1)

'°jej rovnica v pravouhlych suradniciach je ycos g —zsingg = d, teda jej smerovy vektor (cos pg, sin pg)
zviera s kladnym smerom osi Oz uhol ¢q



421. Naértnite nasledujuce krivky:

1
1. o= ¢ (Archimedova $pirdla) ; 2. o= — (hyperbolickd spirdla) ;
©®
3. p=sinby;
4. 9 =2c\/cos2¢p (Bernoulliho lemniskita'') ;
5. (22 +y?)P = d*(2? — y*)?, a>0; 6. z(z?—y?)=a(z’+y?), a>0.

Riesenie. 3. Kedie funkcia sin 5¢ nadobuda kladné aj zaporné hodnoty a jednou z jej periéd je éislo 27,
chdpeme uvedenti rovnicu krivky L v poldrnych stiradniciach nasledovne (pozri poznamku © k pr. 410.4):

5 c lo by U 2r 37 U 47 U 6 T U 87 97
= sin = - = -7 = = :
Q 90’ <P ?5 5 ) 5 5 ) 5 ) 5 5 ) 5

Ak f :]a,8] — R je spojita nezaporna funkcia, mozeme si krivku K, ktorej rovnica v polarnych
suradniciach je ¢ = f(¢), ¢ € [a,3], predstavit nasledovne: Na polpriamke p : ¢ = a (teda
p je mnozina vsetkych bodov s poldrnymi siradnicami (g,«), ¢ > 0, tj polpriamka vychddzajica
z pociatku a zvierajuca s kladnym smerom osi Oz uhol «) vyzna¢me bod M s polarnymi siradnicami
(f(a), ). Otacajme teraz polpriamkou p okolo bodu (0,0) proti smeru hodinovych ruciciek, az kym sa
neprekryje s polpriamkou ¢ = [; na otacajicej sa polpriamke p pritom pohybujme bodom M tak, aby
v okamiziku, ked sa p kryje s polpriamkou ¢ = 7 (kde v € [, 7], tj. ked zviera s kladnym smerom osi O
uhol 7), bola jeho vzdialenost od bodu (0,0) rovnd éislu f(y) '? (teda ak funkcia f rastie (klesd), tak bod
M sa vzdaluje od (priblizuje k) bodu (0,0)); potom drdhou bodu M je krivka K.

Na zaklade toho mézeme teraz — kedze pozname graf funkcie y = sin 5z (a vieme teda, kde této funkcia
rastie a kde klesa) — naértnut krivky K; (i=0,1,2,3,4) dané rovnicami

2im (2i+ D)r

=10,1,2,3,4
5a 5 :|a ? )y Sy Ty

0 =sindyp , pE [
ktorych zjednotenim je hladana krivka L (pozri obr. 6) 13; pritom — pretoze &islo 2w/5 je periédou
funkcie y = sinbz — krivka K; je obrazom krivky K;_; pri otoceni o uhol 27/5 okolo bodu (0,0)
proti smeru hodinovych ruciciek (i = 1,2,3,4); sicasne zo sumernosti grafu funkcie y = sinbz, = €
€ [2im/5,(2i + 1)x/5], podla priamky = = (4i + 1)7/10 vyplyva simernost krivky K; podla priamky
obsahujicej polpriamku ¢ = (4 + 1)7/10 (i =10,1,2,3,4).

422. Zostrojte nasledujice krivky (ak ma é&islo tilohy exponent !, staéi pouzit len prvé derivécie):

1. z=-5t242t5, y=-3t2+23; 2. z=2—1t, y=2>—13;
3. z*+2y° = 42%y (poloite y =tz ) ; 41, 4y = 2%y + 25 (poloite y = tx?) ;
2 2

5. z = Lt—:—?l) , = 7(1;__21) ; 6. 2°—22'y—y* =0;

Ty +at=zy®  (poloite x = ty?) ; 8. 2 +4y5 ==z’

9. 23+ y® =3axy (Descartesov list) ; 10. 234?13 =a*3, a>0 (asteroida) ;
11. z=a(t —sint), y=a(l—cost), a>0 (cykloida);
12. o=a(l+cosp), a>0 (kardioida) ; 13. o=1+2cosgp (Pascalova zdvitnica)'*;

4. z=t+e ', y=2+e 2.

""Bernoulliho lemniskata je geometrické miesto bodov, ktorych sicin vzdialenosti od bodov (—¢,0) a (c,0)
je konstantny a rovna sa ¢, mo#no ju popisat rovnicou (22 + y?)? — 2¢?(2? — y?) = 0

?ak v definicii polarnych siradnic nahradime podmienku ,,0 > 0 podmienkou ,,0 € R¢ (pozri pozndmku
4 k definicii polarnych siradnic; v takom pripade straca poznamka © k pr. 410.4 platnost) a f:[a, 5] — R
je spojita funkcia, tak bod M lezi v pripade, ze f(y) > 0, na polpriamke ¢ = 4 vo vzdialenosti f(y) od
bodu (0,0), a lezi na opacnej polpriamke ¢ = 4+ v vo vzdialenosti |f(y)| od bodu (0,0) pre f(y) <0

2hodou okolnosti (Eitateiovi odporti¢ame rozmyslief si, v ¢om tato zhoda okolnosti spoéiva) je v tomto
pripade ta ista krivka popisana aj rovnicou ¢ = sinby, kde g a ¢ chapeme ako ,vSeobecnejsie polarne
stradnice® v zmysle poznamky *



obr. 6. g =sinbyp

RieSenie. 5. Ak md parametrické vyjadrenie krivky tvar

r=9p(t), y=1u1),

pricom nie je urcend mnozina, na ktorej uvazujeme funkcie ¢ a ¢, kladieme M := D(p) N D(). V nasom
pripade

=T =

2)2
1 bl

(t

t

teda D(g) = R\ {~1}, D(¥) = R\ {1}, M = D(g) N D(¥) = (=00, ~1) U (~1,1) U (1, c0).

Pri zobrazovani krivky K s parametrickym vyjadrenim

r=pt), y=¥t), teM,

kde mnozina M je zjednotenim konec¢ného poctu intervalov a funkcie ¢, ¥ si spojité na M, postupujeme
spravidla nasledovne:

riefenim rovnic p(t) =0, t € M, resp. ¥(t) =0, t € M, najdeme priese¢niky krivky K s osou Oy,
resp. Oux;
mnozinu M rozdelime na intervaly Ji, ..., J, tak, aby na kazdom z nich boli funkcie ¢ a ¥

rydzomonoténne (ak st funkcie ¢, ¢ diferencovatelné, staci teda vysetrit ich rast a klesanie pomocou
znamienka funkcii ¢’, ¢’); rovnicami

=), y=vyt), te,
je tak parametricky dand rydzomonoténna spojita funkcia y = fi(z) (i=1,...n) " ;
najdeme mnoziny ¢(J;), ¥(J;), i =1,...,n (prvéz nich je zrejme definiénym oborom a druhd oborom

hodnot funkcie f;), na to staéi — pretoze funkcie ¢, 1 st na J; rydzomonoténne a spojité — néjst
funkéné hodnoty, resp. prislusné jednostranné limity funkcii ¢, ¢ v krajnych bodoch intervalu J;;
v pripade, ze niektora z tychto limit je nevlastna, vySetrime existenciu asymptoty krivky K;

na zaklade znamienka druhej derivacie funkcie f; (samozrejme pokial tato derivécia existuje) vysetrime
konvexnost a konkavnost funkcie f;;

naértneme grafy jednotlivych funkei f;, ¢ = 1,...,n, ktorych zjednotenim je krivka K (pokiai
pritom nie je zrejmé, ¢i sa grafy dvoch funkcii f; a f; pretnui alebo nepretni, vySetrime, ¢i existuju
utv, u€J;, veJ; také, ze p(u) = p(v), ¥(u) = ¢¥(v); ak dno, pretinaju sa grafy funkcii f; a
i v bode (p(u) ¥(u))).

'*vo vseobecnosti je Pascalova zavitnica dand rovnicou ¢ = acosp+! (a >0, I > 0); specidlne pre a =1
dostavame kardioidu
*a tiez rydzomonoténna spojitd funkcia # = ¢;(y) inverznd k funkcii f;



V nasom pripade, ked parametrické vyjadrenie krivky K ma tvar

t+ 2)? t—2)?
z=p(t)= (:H) Cu=v =S e M = (coomh UL D U(L0)
je ¢(t) = 0 pre t = —2, teda priese¢nikom krivky K s osou Oy je bod (p(—=2),¥(-2)) = (0,-16/3), a
¥(t) = 0 pre t = 2, teda priese¢nikom s osou Oz je bod (16/3,0). Dalej

_t(t+2)
N

a pretoze ¢'(t1) =0 pre t =0,t=—-2, ¢'(t) =0 pre t =0,t = 2, dostdvame

ot -2)

¢'(t) = a1

teM, (1)

teM,

Ji=(—00,=2], Jo=[-2,-1), Js=(=1,0], Ja=1[0,1), Js=(1,2], Jo=I[2 00).

Krivka K je teda zjednotenim grafov siestich funkcii y = fi(2), ..., y = fs(x), danych parametricky
rovnicami

=), y=vi), tel;, i=1,...,6.

V nasledujiicej tabulke st zaznacené limity funkcii |J;, «|J; v krajnych bodoch intervalu .J;

(i=1,...,6):

(—OO,—?] [_2’_1) (_1’0] [0,1) (LQ] [2’00)
9 9 16| 16
e | — — 41 4 = R
SRR R R
Odtial vidime, Ze definitnym oborom funkeil fi, ..., fs si postupne intervaly (—o0,0], (—o0,0],
[4,00), [4,9/2), (9/2,16/3], [16/3,00). Dalej, pretoze limy_._1- (1) = —oco, limy—_1-%(t) = —=9/2,
je priamka y = —9/2 horizontalnou asymptotou krivky K pre # — —oco, a pretoze lims_._14¢(t) =

= o0, limy——14 ¢(t) = =9/2, je priamka y = —9/2 aj horizontilnou asymptotou krivky K pre z — oo.
Z rovnosti limy—q1- ¢(t) = 9/2, limy_1- ¥ (1) = —co a limy_14 @(t) = 9/2, lim;—14+ ¢¥(t) = co vyplyva, ze
priamka z = 9/2 je vertikdlna asymptota krivky K.

Kedze lim;—_ _o o(t) = —00, limi— oo ¥(t) = —c0 a limy_o ¢(t) = 0o, limy— ¥(t) = oo, moze mat
krivka K aj asymptoty so smernicou; vysetrime ich existenciu : pretoze
t t—2)2(t+1
1 —¢():1im —( )(+):1 (= k),
t——00 So(t) t——00 (t =+ 2)2(t — 1)

lim ($(t) — ke(t)) = lim <(tt_—21)2 _(+ 2)2) =6,

t——o00 t——0o0 t + 1
je priamka y = z — 6 asymptota so smernicou krivky K pre & — —oo, podobne z rovnosti
L) - o)) —
A2 =L (=k),  lm () —ke(t)) = =6,

vyplyva, Ze priamka y = z — 6 je aj asymptotou so smernicou krivky K pre z — co.

Pretoze pre t € (—00,—2) je ¢'(t) < 0, ma podla vety 1 funkcia f; derivaciu v kazdom bode mnoziny
¢((—00,=2)) = (—00,0), tj. v kazdom vnitornom bode svojho definicného oboru; rovnako z vety 1 vyplyva
existencia derivacie funkcii fo, fs, f4 v kazdom vnitornom bode ich definiéného oboru a existencia derivacie
funkeii fs5, fs v kazdom bode ich defini¢ného oboru 8, tieto derivacie st dané parametricky rovnicami

(t+2)2 o wl(t) 3 ( )(t+ 1)2 -
t+1 = o0 " axpna—1y =r0) (3)

kde parameter ¢ postupne prebieha intervaly (—oo,—2), (=2,—1), (-=1,0), (0,1), (1,2], [2,00). (Otazkou
existencie (f1)_(¢(=2)), (f2)_(2(=2)), (f3)4(¢(0)), (fa)\(¢(0)), ktorii nemoino zodpovedat len na

zéklade vety 1, sa budeme zaoberat neskor.)

t—9
x = p(t) "

1%y pripade funkcii f5, fs a bodu 16/3 ide o jednostranné derivacie



Ak pouzijeme vetu 1 na najdenie derivacie funkcii danych parametricky rovnicami (3), vidime, ze funkcie
fi, fa, fs, fa, resp. f5, fe maju v kazdom vnutornom bode svojho definiéného oboru, resp. v kazdom
bode svojho definiéného oboru druhi derivaciu, dani parametricky rovnicami

v = ()= L2 vt _ 12+ 1)

t+1 YT o) Tt 2Bt —1)3

kde parameter ¢ prebieha postupne intervaly (—oo,—2), (=2,—1), (=1,0), (0,1), (1,2], [2,00) 7. Zo
12(¢ + 1)3
t(t+2)3(t—1)3
a fg su rydzo konvexné, funkcie f; a f4 rydzo konkavne.
Teraz by sme uz v podstate mohli naértnit grafy funkeii fy, ..., fs, vysetrime vsak este predtym pre
tplnost existenciu (f1)_(0), (f2)-(0), (f3)(4), (fa)/(4):

Inverzna funkcia z = f{*(y) k funkcii y = fi(z) je dand parametricky rovnicami

znamienka funkcie vnutri jednotlivych uvedenych intervalov vyplyva, ze funkcie f1, f3, fs

T = So(t) Y= 1/}(t) ) te (—OO, _2] )

tato funkcia je rastiica ako superpozicia rasticich funkeii ¢ a ¥~! a podla vety 1 ma v bode P(=2) = —16/3

jednostrannu derivaciu
16 o' (=2

preto podia vety o derivécii inverznej funkcie je (f1) (¢(=2)) = (f1)"(0) = co. Podobne mozno dokazat
rovnost (f2)" (0) = —oo 18.

Ako sme uz ukazali, spojita funkcia f3 ma v kazdom vnitornom bode svojho definicného oboru derivaciu
danu parametricky rovnicami

(t+2)° _(t+1)%(—2)
t+1 YT e—1t+2)’

xr =

te(—-1,0).

Takto parametricky dand funkcia y = f{(z) ma v bode # = 4 limitu sprava rovni —1 (pozri pr. 414.1),
z toho vyplyva (f3)’.(4) = —1 (pozri pr. 1.384.1, ktorého analégia plati aj pre jednostranné limity), podobne

sa dokéaze rovnost (f4)(4) = —1; teda grafy funkcii f3 a f4 maji v bode (4,—4) spoloéni dotyénicu
sprava.
Pokial sa teraz na zaklade ziskanych tidajov pokisime naértnit grafy funkeii fi, ..., fs, zistime, Ze nie

je jasné, ¢i grafy funkcii fs a f4, ktoré na seba ,nadvézuju“v bode (4,—4), maji okrem tohto bodu este
dalsi spoloény bod. Odpoved na tito otdzku mozno (v tomto pripade) n4jst dvoma sposobmi:

1. Keby sa grafy funkcii fs a fi pretli v niektorom bode réznom od bodu (4,—4) (= (¢(0),(0))),
museli by existovat ¢isla s € (—=1,0), ¢ € (0,1), ktoré sii rieSenim sistavy rovnic

pls) =¢(t),  ¥(s)=9(t),

t.
(s+2)* _ (t+2)? (s—2)*  (t—2)

s+1 — t4+1 s—1 t—1 7
odtial
5+ 22+ =(t+2)>2%s+1), (s—=22t—-1)=(t—-27%*%s—-1),
a po roznasobeni a tUprave
s2t 4+ 52 =t2s + 12 ,

s2t— 2 =t2s — 2.

7y pripade funkcii fs, fs a bodu 16/3 ide o jednostranné druhé derivacie

®pre t € (—oo0,—1) je ¢¥'(t) > 0, teda rovnicami z = ¢(t), y = ¢¥(t), t € (—oo,—1) je parametricky
dana funkcia = = g(y), ktorej graf je zjednotenim grafov funkcii fi a fa; z vety 1 vyplyva ¢'(¢¥(-2)) =
=¢'(-2)/¢'(-2) = 0, teda dotycnicou ku grafu funkcie g v bode (¢(—2),¢(—2)) = (0,—16/3) je priamka
=0, ¢ojeskutocne v siilade s definiciou dotyénice ku krivke K, podla ktorej smerovym vektorom dotycnice

v bode (p(=2),9(=2)) je vektor (¢'(=2),¢'(=2)) = (0,8/9)



Ak tieto rovnice séitame, dostaneme

2st(s —t) =10,
teda pre hladané riesenia by muselo platit s = 0 alebo t = 0 alebo s = t, ¢o — kedze ma platit s €
€ (-=1,0), t € (0,1) — nie je mozné. To znamend, ze grafy funkcii fz a fi; maju jediny spoloény bod

(4, —4).

2. Grafy funkcii fs a f4 majd spoloéni dotyénicu sprava v bode (4,—4), pritom na intervale (4, 0c0)
lezi graf rydzo konvexnej funkcie f3 nad touto dotyénicou (pozri pr. 1.362.1) a graf rydzo konkavnej funkcie
f5 lezi na intervale (4,9/2) pod touto dotyénicou, preto okrem bodu (4, —4) nemozu mat grafy funkcii f3
a f4 ziadne dalsie spoloéné body.

Vysetrovana krivka je znazornena na obr. 7.

t+2)* t—2)*
obr.7.m:u,y:( )
t+1

Veta 2. Nech funkcie ¢, b si diferencovatelné na intervale [a,b], pricom ¢ € Rla,b], ¢' € Rla,b].
Potom dlzkou krivky danej parametricky rovnicami

T = So(t) Y= 1/}(t) ) t €a,b], (4)
je cislo )
| T a.

Specidlne, ak funkcia f je diferencovatelnd na intervale [a,b] a f' € Rla,b], tak dlzkou krivky, ktorej
rovnica v poldrnych siradniciach md tvar

e=1flp), pelab], ()
je éislo

/ V@) + I (2) de |

423. Najdite dizku nasledujucich kriviek:
1. z = a(cost+tsint), y=a(sint—tcost), te][0,27];
2. 223 4 13 = g3, 3. x=ch3, y=sh3, tc[0,T)];
4. slucky krivky 2 = 26°(1 =), y=V15t*;



z z

13 d T d
5 z = / i Z, y = / SIZ% 5d bodu (0,0) po najblizsi bod, v ktorom je dotycnica
1 1

rovnobezna s osou Oy ;

6. 0 =a(l+cosp); 7. g:asin?’g;
1 1 ¢ sh
8,¢:_<Q+_>; 9, @:/ P dr, 0€[0,R];
2 0 o T

t
10. o =14 cost, go:t—tg§, 0<t<T<m.

424. Na cykloide z = a(t — sint), y = a(l — cost) ndjdite bod, ktory deli dizku jej prvého oblika
v pomere 1: 3.

425. Dokézte, ze pri kotilani sa paraboly p : #? = 4ay po osi Oz sa jej ohnisko (tj. bod (0,a)) pohybuje
po refazovke y = ach z
a

Veta 3. Nech krivka K je dand parametricky rovnicami (4), pricom ¢ je rjdzomonoténna a diferencova-
telnd a Y nezdpornd spojitd funkcia. Potom plosnym obsahom ttvaru ohrani¢eného krivkou K a priamkami

y=0, z=p(a), = @(b) je éislo

P= [ @i,

Pozndmka. Ak funkcia ¢ je diferencovatelna na [a,b] a ¢ je rastica, tak pouzitim metddy per partes
dostavame

p= [ d =l - [ wov@a.

Ak teda [p(t)¥()]% = 0, mozno plosny obsah P vypotitat aj pouzitim vzorcov

P [ e,

1t
=3 [ (0w - ey @)
podobne moi#no uvazovat v pripade klesajiicej funkcie ¢.

Veta 4. Nech 0 < b—a <27, nech f:[a,b]— R je spojitd nezdpornd funkcia. Potom plosnym obsahom
dtvaru ohraniéeného krivkou o = f(p), ¢ € [a,b], a polpriamkami ¢ =a, ¢ =b je éislo

b
5 | Ferde.

426. Vypocitajte plogny obsah P 1tvarov ohrani¢enych nasledujicimi krivkami:
lz=2t—t%, y=22-13; 2.1‘:;, y:ﬂ;
1412 1412
3. x = a(cost +tsint), y=a(sint—tcost), te€]0,2x], aspojnicou bodov (a,0) a (a,—2ma) ;
4. asteroidou z = cos®t, y=sin®t; 5. kardioidou ¢ = a(l + cos ) ;

6. p=asinng, a>0,neN;

7. 0 =acosp, 0= a(cosg+sing), a >0, pricom bod s pravouhlymi siradnicami (g,O) lezi

v danom utvare ;

T
8. ¢ =garctgg, ¢=0, $=
o a
0=

10. z* +y* = a*(2? + ¢?) .

p=t—arctgt, 0<t<ty, (o) <2m;



427. Vypocitajte plosny obsah tej ¢asti titvaru ohrani¢eného Bernoulliho lemniskatou (2% + y*)* =
2
. a
= a’(z? — y?), ktord lezi vnitri kruhu z? 4+ y* = —

R

Veta 5. Nech krivka K je dand parametricky rovnicami (4), pricom ¢ je rijdzomonotinna spojite diferen-
covatelnd a ¢ nezdpornd (nekladnd) spojitd funkcia. Nech M je wtvar ohraniceny krivkou K a priamkami
y=0, z=¢p(a), © = p(b). Potom objemom telesa, ktoré vznikne roticiou dtvaru M okolo osi O, je ¢islo

ver [ Colola.

Ak naviac ¢([a,b]) C [0,00), tak objemom telesa, ktoré vznikne rotdciou dtvaru M okolo osi Oy, je
¢islo

v=or [ ellleold.

Veta 6. Nech 0 < a<b< 7, neh f:[a,b]— R je spojitd funkcia a M je dtvar ohraniceny krivkou
o= flg), ¢ € la,b], a polpriamkami ¢ = a, ¢ =b. Potom objemom telesa, ktoré venikne rotdciou dtvary
M okolo osi Ox, je ¢islo

2 [°
V:?T/ FPe)sinpdp .

428. Vypocitajte objem V telesa, ktoré vznikne rotaciou ttvaru M ohrani¢eného krivkami

1. z=asint, y=bcos®t, t€[0,27], a>0,b>0, a)okoloosi Ox, b) okoloosi Oy ;

t
2. r=a(t*+1), y= %(3—152), It < V3, a) okolo osi Oz, b) okolo osi Oy ;
r=2—1t2, y=4t—1 a) okolo osi Oz, b) okolo osi Oy ;
y==z>, y==x okolopriamky y =z ; 5. o =a(l +cosp) okoloosi O ;

¢ = ay/cos 2 okolo priamky y =z ;
(2’ —y?)=a(z’+y?), x=3a okoloosi Oz .

N e

Riesenie. 4. Priesecnikmi danych kriviek si zrejme body (0,0) a (1,1). Objem telesa, ktoré vznikne
rotaciou utvaru M okolo priamky y = z, je rovnaky ako objem telesa, ktoré vznikne rotaciou okolo osi Oz
utvaru M’ ktory ziskame oto¢enim mnoziny M okolo bodu (0,0) o uhol w/4 v smere hodinovych ruciciek
(7/4 je uhol, ktory zviera priamka y = 2 a os Oz ). Toto otoéenie mozno jednoducho popisat pomocou
polarnych siradnic: obrazom bodu s polarnymi suradnicami (¢, ¢) je bod (¢, ¢—n/4). Ak teda obrazom
bodu s pravouhlymi siradnicami (z,y) je bod (2’,y'), tak zo vztahov

T =pcosy, y=opsing, x’:gcos(go—z), y’:gsin(go—z)

4 4
dostavame
= gcos<,0cosz —}—gsin(,osinz = L(.7;—}—y) ,
4 FRNG)
y = gsinc,ocosz - gcos<,osinI = L(y—ar;) :
4 1~ A

Obrazom grafu funkcie y = z?, = € [0,1], tj. mnoziny {(z,z?); 2 € [0,1]}, je teda mnozina
1 1, ) } o . o
—(z+z°),—=(z"—=2z) ] ; x€[0,1] p, tj. krivka K dand parametricky rovnicami

{(Fa+ e -0) e, v b y

(t*+1), yzw(t)zi(ﬁ—t), telo,1].

v =plt) = ,

Sl



Utvar M’ je ohrani¢eny krivkou K a osou Oz, pritom ©'t) = (2t+1) >0 pre t € [0,1], preto objem

Sl

telesa, ktoré vznikne rotaciou M’ okolo osi Oz, je

1

; VA (t)g' (1) dt = f/ —1)*(2t + 1)d \/_/ (2t° — 3t* + %) dt =

7 [tG 3t° t?’]l_ 7
0

14

Il
5

+ - = ——.
22 |3 5 3 302

Veta 7. Nech krivka K je dand parametricky rovnicami (4), pri¢om
1. funkcie @, 1 si spojite diferencovatelné na [a,b];
2.Vt € (a,b) : ¢?(t)+'%(t) >0
3. neexistuji u,v € [a,b], u#v. také, e p(u) = (v), ¥(u) = Y(v);
4. ¢ je nezdpornd (nekladnd) funkcia.
Potom plosngm obsahom plochy vytvorenej roticiou krivky K okolo ost Oz je ¢islo

s =27 [ WOIVFOT 00 bt

429. Vypocéitajte plosny obsah S plochy vytvorenej rotaciou

1. krivky 2 = acos®t, y=asin®t a) okolo osi Oz, b) okolo priamky y =z ;

2. krivky z = a(t —sint), y=a(l—cost), te€][0,2x], a) okolo osi Oz, b) okolo osi Oy ;
3. krivky ¢ = a(1l + cosy) okolo osi Oz ;

4. oblika paraboly y? = 2pax odrezaného priamkou y = 2z okolo tejto priamky .

430. Vypocitajte velkost povrchu telesa, ktoré vznikne rotaciou kocky s hranou diiky a okolo jej
diagonaly!



