RieSenia, navody, poznamky

,,Mily kamarade, “ fekl jednoroé¢ni dobrovolnik, ,,muj
rozhovor, ktery bude nyni nasledovat, dokdze vam
neobycejné jasné, ze chyb neni nikdo usetfen! Jsem
presvédéen, panové, ze vy tam vzadu pfestanete hrat
,,maso“, nebot to, co vam nyni povim, bude velice
zajimavé uz tim, Zze mnohym odbornym vyrazum

neporozumite.

J. Hasek: Osudy dobrého vojika Svejka

1. Neurcity integral

5x2 423 95 z” a? a®

. 3 * . .
1 34()20-83 9a4/31,5/3 9(12/3$7/3 23 41,5/4
21 - = ;5 —— . 6. alx — - — ; . —
n|z| $+C’ 5 <3 + C; 6. a°x 5 + Z 3 + C; T
24 17/12 4 3/4 4 7/4 o
x” + m3 + C; 8. :v7 +4z~ V0 9. — arctgz + C = = + arcctg + C (ﬁ =
14 22) -1 1 ' 1
w:l— ;0 10, z—2In s +C; 11. arcsinz+In m—i—\/xQ—i—l‘—l—C’:—arccosx—k
1+ 22 14 22 -1
3\° 3 2 1 e
nfo+ Va2 41 +05 12 30 -2+ (5] /(3 .13 - C 14 S -
et Vet c 12 S <2> /n<2)+C’, B e tseme T 3
. x sin LT
e® + o + C (pouiite vzorec a®> + b® = (a + b)(a? — ab + b?)); 15, 5T 3 + C (Sln§ =
1_ )
%); 16. —ctgz —z+C; 17. z—tha+C (sh?z =ch%x —1);
22 22
1_a) —7—1—0 prer<0,7+0 pre 2 > 0; 1le¢) —22+C pre ¢ < —1, 224+ 1+ C pre
z3 2 23 4
ze[-1,1,2¢+C pre z>1; 1d) ?—}—C’pre :L‘<—1,:L‘+§+C'pre mE[—l,l],?—i—g—}—Cpre

£>1; 2 akpoloiime z =e’, dostaneme f'(t)=1 pre t <0, f/(t) =¢' pre t >0, odtial f(t)=t+C
pre t <0, f(¢) =e' =1+ C pre t > 0;



napr. f(z) =¢'(x

)
1. 4no (nech |F(z)| < M pre z € (a,b); zvolme ¢ € (a,b) pevne; potom pre z € (a,b) plati
|F(2)] = |(F(z) = F(c)) + F(c)| < |F(x) = F(c)| + |F(c)|; pritom podla Lagrangeovej vety o strednej
hodnote je |F(z)— F(c)| = |f(d)||x — ¢| < M|b—a|; teda |F(z)| < |F(c)|+ M|b—al|; 2. nie (napr.

F(z):siné, ze(0,1));

1
kde g(z) = z?sin = pre z € (=1,1)\ {0}, g(z) =0 pre z =0 ;
z

1 2
1. Injz—a|+C; 2 —2z-3)"'+C; 3 —E(Sx )3/2—|—C' 4. arctg 31@ + C

22
1 1 1 3 \[ /3 1
— = - . ————  subst. —z=t]; 5. —ln x+ —l‘ -1+ C=1! —
(2—{—31:2 2 14 (\/3/22)? \/; ) vl
2 22 —1 1
ln‘\/gaz + \/3;1@2—2‘ + C; 6. —arctg———— + C; 8. arcsm C; — ‘ -— 4+
R A B ﬁ f 4

[ 2 _ 1 . L S92 _ . —z e )
— —1—1‘ + C <—\/§ln‘\/§r — 2\/§—|— 2z x—l—?‘—FC), 10. € 2 + C;

) ) o 1—; 99
11 —§ctg (21‘—1—4); 12. tg;—i—C’ (1+cosx:2cos2;); 13. m—3cth§—|—C’; 15. %—
(1-2)® (1-2)°7
C.
49 + 97 +e
.6 2y11 3 3)a
' 14 1
@ 1. Sme—i—C; 2. %—1—0 (subst. 14+2%=1¢); 3. —V1+22+C; 4. %—i—
2
349 1/3 _ .~z 9
C: 5. wjuc; 6. 62 +C; 7. In(2+€)+C; 8. gln?’x—Blnz—{—C (subst.
Inz =1t); 9. —Injcosz|+C (tgaz = sm;r’ subst. cosz =t); 10. In|arcsinz|+ C; 11. 3tha+
cos &
1 2?2 -1 1 zt— 2 427 +3
C; 13, —arctg——+C; 14. —In|=——|+C (subst. z* =t); 15. arcsin +
= ettt A Moot arate Y VT
1
C; 17. 2s nx~ln‘ x|+ 0|x+1 ‘—{—C, z € (—o0,—1)U(0, 0 definiécnym oborom funkcie ————
17. 2sg Vizl+ ]z + 1] ( JU(0,00) ( y T

je mnozina (—oo, —1)U(0,00); pre z > 0 plati \/z(1 + z) = /z-v/1 + ¢ — pouzijeme substiticiu /z =t;
pre z < —1 je \Jz(l+2) = /=2 /1 — 2 — pouzijeme substiticiu /=2 =t; mozno postupovat aj ana-

1
logicky ako v pr. 5.6-9, vtedy dostaneme vysledok v tvare In |z + ) + Va4 z|+C); 18 —(1—zH)/242.

(L—a?)  (1—a?)? 27— zde . 2| /24l TG gnie
3 — 5 +C  (subst. V1—= _t,—m_dt), 19. | +Vi+z ‘—I—C
-3
(subst. g/ = t); 20. sinz — =7 +C (COSB;L‘ = coslzcosz = (1 - sin2;73)cos;73, subst.
2sinz — 1 2sin? b2 cos?
sine=t); 21 arcsin%—kC; 22. Va sin Zl‘—i-bz v (subst. sin®z =1, 2sinzcoszdr =
a2 —
In cos;r—}—\/coszaz—l/Q‘ In [v/2 Vv
dt); 23. - + C :_n|\/_cos:b+ o8 $|+C ; 24, In|In(Inz)| +
V2 V2
C; 25 tge"+C; 27 L |2 +C (int d moz Sirenim vy ! it
; . arctge ; . integrand mozno roz§irenim vyrazom — upravi
I © =5 9m(2/3) " EE — o0 & Y gz P
2/3)* 2\°
na tvar %;subst. <§ =t);
(Y +T1+1
2. 2/F—2arctg 3+ 3. (YrFT+1)°-2 ‘“’2 D oY +1) 3In| ¥z T 1+1|+C
(pouzili sme najprv substiticiu = 3 — 1, ktord vyplyva zo vztahu Yr+1 =1t, potom substiticiu
1 1 1 1
——ln— \/§x+\/3x2—2)‘+02—1n‘\/§x+\/31‘2—2‘4—( —|—C’> ln‘\/gx—k
‘f V3 3 V2 V3

V3 ‘ + C'; teda cislo

sme ,,zahrnuli“ do integracnej konstanty

1
ﬁ V2



1
12

((2:,; — 532 4 30v/2¢ — 5 — L) +C (ak

l+t=2z); 4 2yz—4Yr+4In(1+ Yz)+C; 5. VT

. . L t*5+5 Viter -1
chceme, aby platilo (22 — 5)3/? = ¢, staci pouzit substiticiu z = 2+ ); 6. In \/11—6_1_1 +C
e.T/'

(mozeme pouzit dve za sebou nasledujtice substiticie # = Int; t = 22—1, z > 1 (prvi dostaneme zo vztahu
e® =t, druhi zo vztahu v/t +1 = z) alebo — ¢o je to isté — priamo substiticiu z = In(z? — 1), z > 1,
ktord ndjdeme, ak vyjadrime z z rovnosti \/1+e* = z);
x T
1. ———+CC (subst. z =sint, t € [——, —] , pri upravach sme vyuzili rovnosti v/1 —sin?t =
= VI-22 + ( 279 priup y

i 7 1 o
cost, t € [—T T] ; cos(arcsinz) = /1 — 22, sin(arcsinz) = z); 2. ) arcsin z + ;Vl — 224 C (subst.

272

ako v pr. 8.1, coszt:§(1—|—c052t)); 3. %arcsing—;\/az—ﬂ—}—c; 4. §arctgaj+§-1f—mz—}—0
T T . , e N .

(subst. r = tgt, t € (——,—) ., pri upravach sme pouzili vzfahy 1 + tg?t = ———, sinarctgz =
272 cos?t

i ¢ ! ) 5 YL 6 (sgna)- ‘ic <dﬁ'“’ b
——, cosarctgr = —); 5 ——-— ;6. (sgnz)—arccos — efini¢ny obor
V14 z2 8 V14 z2 a?Vx? + a? 8 a x Y

. . . . L a T
integrandu je (—oo,—a)U(a,00); na intervale (—oo, —a) pouzijeme substiticiu z = p—l te (5, 7r) , na
cos

. L a T
intervale (a@,00) substiticiu a = — | t € (0, —) ) ;
cost 2

@ pouzite substituciu « =", ¢t > 0, pre n parne, resp. ¢ =1", t € R, pre n neparne a vyuzite, Ze
primitivnymi funkciami k polynému st polynémys;

2 4
flx) = —% —C, 2 >0; g(z) = sinz — % +C (C eR) (z prvej v priklade vystupujiicej
2 3 . .
podmienky integrovanim dostaneme @ +g(z) =sinz — Z;lA + K) odporicame citatelovi urobit skisku
spravnosti ziskanych riesent;
2 e to:
1. zsinz + cosz + C; 2. — (z + De™® 4+ C; 3. 2(%1‘2) — % + achgx + C
®  2? z® 2’ 2¢%In°3+ 2z In3 + 1 2¢+5
4. |———+4+z)Inz—-—+—-2+C; 5 - c; 6. — 2z
4 <3 2-1—1) nx 9—1—4 r+C; 9o 9% 4. 1n°3 +C; 6 1 cos 2z +
' 1 1
gsin?x—l—C; 7. — —(In*z+2lnz+2)+C (u’ ==,v= lnzm) 2, 8 tgz-lncosx+tgr —x+
x x
92 2 1 z Inl: 1
C; 9. ztgz+ln|cosz|+C; 10. ﬁr3/2(91n21‘—121n1‘+8)—|—0; 11. %ln 14 —‘—1—%—%—1—0
T
1 1
(pri derivovani zlozenej funkcie In |l + —| vyuzite, Zze (In|u])’ = —; vyplyva to okrem iného zo vzorca
x u

2 v tabulke integrdlov); 12. zlnz —x+C; 14. zarcsinz +V1—22+C; 15 xln(m—i—\/l—l—mz)—
1 )
Vi+22+C; 17, We”(asinbx—bcosbx)—l—c 3, 18. g(sin(lnm)—cos(lnx))—i—C;
a
_;133
1. —63 (1+ 234+ C (subst. 2 =1); 2 2/zeV® —2V% 4+ C (subst. 2 =12t >0
3. (12¢/x — 22/x) cos /x + (6 — 12)sin/z + C; 4. zarcsin’z + 2/1 — 22 arcsinz — 2z + C (u =
2
1
Z(1—
5(

T ’/T] ) z z cos 2x 9
) =

+C (sin“z=

~—

3

2

5 — — —sin2x—

4 4 8

arcsin“z, v/ = 1, alebo subst. z =sint, t € [—

22

Zvé@imnimesi, ze v pr. 11.7-9 nie je definiécnym oborom integrandu interval, ale zjednotenie dvoch otvorenych
disjunktnych intervalov, resp. spoéitatelného systému po dvoch disjunktnych otvorenych intervalov; metédu
per partes by sme mali pouzivat na kaidom z tychto intervalov zvlagt— veta 6 je totiz formulovana pre funkcie
definované na intervale; kedze vsak na kazdom z tychto intervalov je zapis vypoétu rovnaky, moézeme pouzit
metddu per partes na celom definicnom obore ,,naraz*

*ak I := [e*sinbrde, J:= [ cosbzdr, tak pouzitim metddy per partes v podobe u' = e, v =

! axr

. , 1 . 1 b .
sinbx, resp. u’ = €, v = cosbr, dostavame I = —e*sinbr — —J, J = — e cosbr + —1, z tejto
a a a a

stistavy rovnic uz vieme vyjadrif integraly I aj J; tento postup, pri ktorom najdeme hned dva ,parové®
integraly naraz, mo#no pouzit aj pri rieseni pr. 11.18



2z 2z , : 2. to:
cos2z)); 6. e—(2—cos 2e—sin2z)+C; 7. 6——6”(cos J:—{—sinx)—{—f—{—sm x—{—C; 8 — .mz _oet
8 2 4 2sin” x t2
C; 9. —v/1—1z?arccosz—z+C; 10. /1+ z2 ln( 1—1—1‘2)—1‘—1—0; 11. —2(1_T_ 2)+arc2gr+
=
x 1 1 x 1 1 224 a%—2?
C (’:7, :-)4; 12. ——arct S -— = . =
b (1 4+ 22)? vee =2 93 e g + 202 22 + a2 (a2 4+ 222 a2 (2?4 a?)?

1 1 z? 1 . , x
—2<$z+a2 - (,1;2—1—(12)2)); 13, 5(”“1”‘30“”2) e (v = = v = 2)
1 2 2
14. §(a2 arcsing + J;\/aQ—xZ) + C <pre z € (—a,a) plati Va2 —2? = \/a;_ ;1:2_\/a2m— = 5) :
e 1) . (z + 1)6arctg;r et+1
. ———————= 4+ C (najprv subst. arctge = t); 16, ——— + (C'; 17. +
L e tO S Y o1

. . et 1
C (najprv subst. # + 1 =1; metddu per partes pouzite len na vypocet / 7] dt; u' = 2 v et) ;

af'(x) — f(z) + C;

arctg :L‘(l,

1 a’ 1 1
16| 2. I, = 7y - -=; 3. I, = tg" e — I 1
f" PG 2n+1"1’"7é gr B =gyt e s lazy n
u = Smnl , v =sin""lz; tento rekurentny vztah moino odvodit aj bez pouzitia metédy per partes:
cos™ x
1 1 -1
/tg"zdw = /tg"_2:v< 5 —1) d.z‘); 4. I, = —z" a2+ a2 ~ 2l In_a, n #0 (u’ =
cos? x n n
. - 1.
\/ﬁ, 'U:x"_l); 5 I, = cosmsm"_laz—i—nn In_a, n#0; 6. I, = Zsmajcos”_lr—k
n—1

. . T , - ,
In—2, n#0 (moino pouzit substiticiu « =t — 5 @ rekurentny vztah odvodeny v pr. 16.5);

.2
1. 2:0('3 3_%3;2_{_%33 787)+C 2. (%—i—%—i—%)sin?r—}—(g—i—%)cost—i—C’ (plati

2 2 11 20 2
[ P, (m);osardl%_in(:v)smar—}—RnHl( )coslaa:—}—C); 3. (—%—%4—27) cos3:v+<§+§) sin3z+C';
4. ( ~3 3 + yii 5) cos 2z + <Z z? + g) sin2z + C (vysledok sme hladali v tvare Qs(z)cos2z +
Ry(z)sin 2z );
1 9 -8 e
1. In|z?4+3z-10|+C; 2. ——ln|;1:—|—1|—|—21n|;1:—|—2|—§1n|m—|—3|—|—C’; 3. %—%4—3%—
52  112°  21x* 4323 8522 1024
— - - 171 —1 —1|— ——1In 2
s T3 1 T3 5t Tz + zIn|z — 1] 3 |t + 2|+ C;
2 |e—1 1 1 1 |z— 1| 4 1
20 2. -1 - c; 3. ——+—1 C; 4. 41 -
[20] 2 9n1‘—|—2‘ 31 7 2 9(1‘—2)+54n1‘—|—1‘+ ’ n;p—?‘ e—2 z-1°"
1 z 9 1 1
;5.1 2| - — 6. — 4+ 2z — - —In | 1 —1 z—1 ;
C; 5 Infz+2|--=5+C; 6 2 + 2z iz =) 4(r—1)2+8 nlz+ 1|+ 5 nle—1]+C;
1 2z +1 1 z? x 2 20+ 1
21| 1. —In(z®4+2+1)—V3arct +C; 2. —-In +C'; n —‘——arct —+
_?( ) VG T4 x? 42 - s 1| BT

*v prikladoch 12.11-14, ktoré tu riesime metédou per partes, moZno pouzif aj goniometrické substiticie:

U i ~ 1
v opr. 1211 = = tgt, t € (—%,%) ., pri dalsich dpravach potom rovnosti sin?t = 5(1 — cos2t),
2 7
sin(2arctgz) = 1—1—22 ;v opr. 1212 » = atgt, t € (—g,%) (pozri pr. 8.4), v pr. 12.13
x =sint, t € (—g, g) , alebo & = cost, t € (0,w) (pozri pr. 8.3), v pr. 12.14 z = asint, t € [—g, g] ,
alebo # = cost, t € [0, 7] (pozri pr. 8.2)

0
. 1 .z . , . . . .
*funkciu f(z) = 2 <a2 arcsin — + 2V a? — x2) + C' sme nasli integraciou pravej strany tejto rovnostl, preto
a

plati Ve € (—a,a) : f'(z) = Va® —2?; zostava este overit pravdivosf rovnosti f'(z) = va?— a2 pre
r =a, © = —a; hodnoty f'(a), (—a) pritom nemozno najst tabulkovym derivovanim, na ich vypocet

treba poumt tvrdenie z pr. 1.384.1; inou mo#znostou dokazu rovnosti f'(a) = f'(—a) =0 je tvrdeme 7z pr. 48



1 1 Jz—1
C; 5 In|z + 2| + — arct + C (Véimnite si, 7ze koeficient pri najvyssej moc-
5. In| I+ 25 T AT p jvyse]
nine polynému v menovateli integrandu nie je rovny 1 — porovnaj s predpokladmi vety 7; rozmys-
lite si, preéo mozeme rozklad integrandu na parcidlne zlomky hladat v tvare P + EEDIE +
Cz+ D 1 242642
1/ z+2 x 3 x 3
22| 1. — - t ;20 ——— - —arctg z ;
22} 1 4(1‘2+2 fa“gf) TO 2 g vy omer gt O
1 ;1:2—}—2;7:—1—1) z+2 5 2z + 1
3. —In + arct + C;
=2 <m2+x+1 3@ t+z+ 1) 33 T3
z3 2 1, z2-2zx+1 1 20+ 1 1 x—1
-23 1. = — Zln|z® 4+ 2 ;20 —ln————— —arct ;3.0 1 —
-3 3n|r tA+ 02 6 2Zta+l +\/§ W V3 O3 4nx+1‘
1 1 2+ 2241 )
—arctgz + C'; 4. In + 2arctg (zV2 + 1) + 2arctg (2vV2 — 1)} + C 41 =
g8 - 4¢§< 22 —aV/2+1 8 ( ) 8 ) (
2 2 2 2 2 2 2 2 6 1 oa?+a41
1 ( 20+ 1 2¢ — 1 4 9 9 2 9 - 1
—arct—+arct—)—|—0 4+ zzr+1 = (22 + 1) — = ; 6. -arctgz +
53 \arete — = .75 ( ( ) ) jarcty

1 22+2/3+1 1
In + =~ (arctg (22 + V/3) + arctg (22 — V3)) + C (1‘6—1—1: 2413 = (22 4+ 1)(a* -
T e+ g (arct (22 + V) + anet (20— V) (@) +1° = (@ + 1
. 1 14+2/3422 1 1
2 . s 8
x“ 4+ 1); vysledok mozno upravit na tvar In + —arct ¢ + —arctgz® + C );
)i vy 2 p PR T g garctg
1 1 z2+2x41 1 1 20 — 1 2z 41 2041
7. ————+4-In—————+ —arctgax — t C; .
TS R R i B R N R SULAS NI T g s AL TP R

¢pokial hladdme neur¢ity integral len na mnozine R\ {—1,1}, moZeme pouzitim vzorca z pr. 1.87.1

1 22+ V2 +1 1 /2
In + arctg
W2 2r-V2+1 2V2 1—

(vyraz em vystupujici v uvedenom vzorci sme ,,zahrnuli“ do integracnej konstanty C'; na symbol C sa
vztahuje poznamka 2 za vetou 1’; ak chceme pomocou predpisu funkcie F) zapisat predpis funkcie F,

vysledok integricie prepisat do podoby Fi(z)+ C' kde Fi(z) =

ktora by bola primitivnou funkciou k na celej mnozine R, moéZeme postupovat ako v rieseni

zt+1
Fi(z) +9(x), ak zeR\{-1,1}
1 2 -2 T
In + , ak xz=-1 _
pr. 41.1, dostaneme tak F'(z) = 4132 242 \/_ ,  kde J(z) =0 pre
1 2+f
ak =1

+ ;
4\f -2 4\/5
i T
r<—1,9x)= —= pre x € (—1,1), d(x) = —= pre > 1
()= 575 pre 2 € (-1, 1), )= b
neuréity integrdl na mnozine R \ {—1,1} moZno pouZitim vzorca z pr. 1.87.1 napisal v tvare
z? +£L‘+1 1

+ arct
—z+1 2\/§ gl

1
4

1
R\ {0} napisal v tvare - ln

5 + C'; pouzitim vzorca z pr. 1.62.2 mozno neurcity integral na mnozine

z? —|— r+1 1 1—z?
arct +C
e N A
oo 1 1 (1) 71 1 1 z
plati totiz garctg z+ g(arctg (2r+\/§)+arctg (2,1:—\/3)) +C = (§arctg z— garctg ;7:) + garctg ﬁ—l—
—z

21 1 1 1 3) 1 1 1
C (:) §arctg :13+6arctg +6arctg 1 +C( ) §arctg1‘+6arctg( )—i-C

1 1
@ §arctg z—{—garctg B+C (v
(1) a (3) sme pouzili vzorec z pr. 1.87.1, v (2) a (4) vzorec z pr.1.62.2 | v (4) naviac rovnost arctg(—a) =
—arctg a; konstanty vystupujice v pouzitych vzorcoch su ,,zahrnuté“ do integracnej konstanty C'; uvedené
rovnosti platia na mnozine R\ {—1,0,1}, pretoze vSak vyraz na lavej strane rovnosti (1) a vyraz na pravej
strane rovnosti (4) su funkcie spojité na R, plati rovnost medzi tymito vyrazmi na celej mnozine R ;

odporicame citatelovi, aby si najma poslednu uvedeni tvahu podrobne rozmyslel



4 2x 4+ 1 1 1 x 5 x 1

e V3 e _48x3+322—x+m+256amtg§+0 <m -
2

(ﬁ) = %(i - ﬁ) >; 10 %(f v lln(m;fi) oo e

& > 0; 2¢rszawﬂ“”+vcﬂ+2vfaJ:uwf“$ VI el O e

a<0,a+b#0; &ln i;z‘—i—Qb(m_i_b)—l—Cpre a<0,a+b2=0;

¢ =0 alebo bec=ad;

a) D :=b? —4ac =0 (tato podmienka zahfia aj pripad a =b=0); b) D >0 (tato podmienka
zahfiia aj pripad @ = 0 Ab # 0) alebo a = b = 0 (vtedy staéi polozit R(z) = 1); ¢) D < 0 alebo

a=b=0;
4 2 1 ?_ 1
l. 1H|I—1|——1+m+0 (subst. Jj—l:t), g gh’l ;T‘—Zarctgx2+6’ (SUbSt.
1 1 2—-1 1 (2% + 1)2 .
2 =1t); ——arct 4. —arctgz’+ arct 4+ —In——+C (napisat ako
) _4\[ g\[ 4. garctga” 4 Zparctg — e+ In (nap
4

1
sti¢et dvoch integralov, v prvom subst. z® = ¢, v druhom z? =s); 5. % — ln(a:4 +2)+ 1 ln(r4 +1)+
z +2 1 1 210
;6. t 1 7. | 8.1 1
¢: 8 ©10(210 4 225 + 2) 10arcg(x th+C; 1 10(];10_}_1)"1'“1,10_1_1"'0: 8 In(z'+1)—

3 5 1 z' 1 1 z6 1

“lnz*~Zln(z*+2)+C; 9. —In|——|+C = _ = — ;100 — 1

8 e 8 n(a: +2)+C5 9 49 . ;737—|—7‘+ <x8—|—71‘ z(x"+7) x‘(m7—|—7)) - n(x +)-
xn

1 1
E|:L‘” + 1]+ C ( = In|z™ 4+ 1| + C, ak konstantu m ,,zahrnieme“ do integracnej konstanty C’)

)

1 1
pre n #0; 2lnz+C pre n = 0; 11. %<arctgz"—m)+0 pre n # 0; Zlnx—{—C pre
1 2?2z +1 -1 1- 1/« 1—1/a
12. In 2 V2z +C <I4 =— /12: /2 pre z # 0; to, Ze vysledok
W2 224+ 2z+1 41 22+ 1/z (x+1/2)?2 -2
(ktory sme nasli integrovanim funkcie definovanej na R\ {0}) je hladanou primitivnou funkciou na R, vy-

1 2¢2 + (1 —+/5 2 1 z? 1
plyvaz pr. 46) ; 13, —=In 2+ \/—)x + +C (subst. r+— = t) ;14 \/_+ +
VB 2224 (1+V5)x +2 z 4\[ 1‘2\/——1—1

1
C (najprv subst. 22 =t a potom ako v pr. 26.12, alebo priamo subst. z2 + — = t) ;
x

n=20;

1 t— 1ymn=2 1 (3(z-2) = r— 2)?
ra JEED iR WECED I £ e
(a —b)ymtn-1 tm 625\ z+3 xr—2 2(x + 3)?
xr—2
31 C;
nw+J)+ |
1. pouzite metddu per partes a vyuzite, ze primitivna funkcia k racionalnej funkcii F(z)(arctgz)’,
1 g 5 73
resp. F(z)(arcctg ), resp. F(z)(lnz)" je elementdrna; 2a) 3 ((rs — larctgz — % + x? - % + a:) +
5

1 1 - 1
C; 2b) zarcctg 21 + arcctg (2 — 1) — 3 In(z® — 224+ 2)+ C ( pomocou vztahu arcctga + arcctg — =
2 — «

. 1 1 1
T — gsgn « mozno vysledok upravit na tvar (z — 1)arcctg —— — = In(z? — 2z + 2) + C’) ; 2c¢) 3 In(z? —
z p—

2

+1)—In|z| - = In(2? — 2 — 1) +/3arct Lioy 24) 1222 im Lo ((pri derivovani

xr —HI—— mx —r— arc —1n n Il derivovanl
g x|z +2 Vr—4 P

\/_
2
r bl
V14 12
1. arctg ;—I + C; 2 5 1% — 62t — Al |2t 4 1] 4 2In|2C — 212 41 +
2 1/12 _ 1
4\/_arctg A +C (subst. =1t2,t>0); 3 In(l4+z)—-3In(1+ JT+z)— 6arctg T+ +

Ci 4 L1+ o) = 2(1+ o) 4 (14 o) -3+ Y2+ C

funkeie In | = vyuzite vzorec (In|z|) =




. . fax + b . . . ,
1. &pecidlne pre be = ad je R (.Z‘, ? ar——{i——d) racionalnou funkciou premennej z; v ostatnych
cx

njax +b
| cx+d
ako funkciu premennej ¢; pritom treba rozli§it pripady n péarne, n neparne a pripady ¢ = 0Aa #

Oz + 1) (252 — 20 2t 1, t24t+1
0, c#£0Abc—ad #£0; 2a) (”3@—91’ )y e eR\{-1,0}; 2b) PR ML L
xr

t3—-1 3 (t—1)2
2 2t+ 1 s/z+1
—arctg ——— 4+ C', kde t =
BT ~1

3t? 1
per partes: u' = —m, v = 215); 2c¢) 5111‘

pripadoch staéi pouzit substitiiciu, ktorej predpis dostaneme, ak z rovnice = t vyjadrime =z

o 6t o R ,
(Vypocet —W dt mozno zjednodusit pouzitim metddy

Vve+1l4++vz—1 z?—1
Ve+l—+z—-1 2(z+ V22 -1

1 . 1 2 el —1
\/ﬁ; vysledok mozno upravit na tvar 5111‘1‘—}— Vzi+ 1‘ + % — % +
C, z > 1 : zlomok v absolitnej hodnote staéi rozsirit vyrazom +z+1 + z —1, druhy zlomok
Jafz+1
vyrazom x — ;1:2—1); 2d) - Safrt

2Ve—-1

sfz+1 1 n ,lx—=b at a t2 -1
r—1 (;7:—1)(;1:4—1))’ 2e) b—a r_a+C,r>maX{a;}7 2f) t4+1+2\/§arcg\/§t+

a 2 +t/2+1 z A4 . .
In +C, kde t = ¢ na vypocet / ————dt pouzite najprv metdédu per partes:
4/2 |12 —t/2+1 Va-z (na vyp S e Jp per p

447 dt 1 [t2+1 1 [t2—1
u = m, v==t; /1_}_—154 =3 / ﬁ dt — 2 / ) dt, v pripade druhého integralu pozri pr.

26.12, prvy mozno najst analogicky) ;

) +C (integrand

rozsirit vyrazom

+C, zeR\{-1,1} <integrand mo#no prepisat do tvaru

1 t 8t +1 2dt

31] 1. -1 = C,kdet=a+VaZlrao+1° ( vy “t/i ino z-

- 1 3 n(2t+1)3 2(2t+1)+ , e r+vei+r+ vypoce 2+ 1) mozno z
: 1 1 . t* 3

jednodusit substiticiou t = — alebo 2¢t+1 = —; vysledok mozno zapisat v podobe —In +2(2t 1)

z z 2 (2t+1)3
C 10)' 2 L(2.22—162'—1—4hr1|z|—E—g—ﬁ)—I—C' kde z=2(z+vV22+2+1)+1 (pouzili
T 256 22 23 2 ’

. 1 3 1
sme postupne substiticie Vel +z+1 =t —z, z = Qt—i—l); 3. g(z+3ln|z|——— —) + C, kde
z z
1

z=2z4+2V/x? +z+1 ( ouzitim rovnosti =2z4+1—-2v/22 + z moino vysledok uprav-
P 20+ 14+2Vx2 4+ 2 Y P

. 1 1 2—

it na tvar éln ‘21‘ +2vVa? 4z + 1‘——(1‘2—1—21‘)—1——(1@—{—5)\/ z? + ;7:—1—0) ;5. 2arctg ( i )—
8 2 4 14+V1 -2z — 22
2—x

N > =+ 1‘ +C (deﬁniény obor integrandu je [—v2 — 1,4/2 — 1]; pouzili sme substitiiciu
Y g

20t -1
V1—-2zx—22 = 1 —te, inverznid funkcia k funkcii z = ¢(t) = 152+1), t el —\/5,1—}—\/5],
TP
k —V2-1,V/2-1 o
je t = o7 Hz) = z - Ak ze[=v2-1v2 -1\ {0} . to moZno zapisat v t-
1, ak z=0
2—xz
14+vV1 -2z — 22

+

ln‘

.2_1
). 6. 2arct <1—|— l—) + C ( ouzili sme sub-
) - & 14+vV1+42z— 22 P

vare p~Hz) =

o o — . t?—1 1
®prislusnd Eulerova substiticia prepisana do podoby vyhovujicej vete 5 ma tvar x = TR te <—§, O)
t?—1

— tak ndjdeme primitivnu funkciu na intervale (—oco,—1), resp. z = TR t € (0,00) — tak najdeme

primitivnu funkciu na intervale (—1,c0)

8t +1 . . .
Oplati _ﬁ =—2+ m a ¢islo —2 mozno ,,zahrnut® do integracénej konstanty C
"keby sme pouzili (na prvy pohlad prirodzenejsiu) substiticiu V1 — 2z — z2 =tz —1, boloby & = ¢(t) =



stiticiu v/1+ 2 — 22 = tz + 1; funkcia —2arctg najdena pomocou substiticie

( mH)

1-— 1+ 1 r—2
V1+z—2z? = tr — 1 je primitivnou funkciou len na ( 2\/5, ) \ {0}) 7. 50 ; _
-z

4 —
5\/5 ; + C (pouZili sme substiticiu (\/7.7:—10—1‘2 = ) (x—2)b—2) = t(z — 2) 12);
t—1 33—z Vidr —3 — z2
8. 1 kde t = = ' 1,2 2,3);
= nt+1‘+c ¢ z—1 ( z—1 ),xE(,)U(,S),
1 2¢ — 1 1—+421 1421 20 —
1. —arcsinx——\/5+x—aj2—|—0, x € , + ;2. x—gx/r2—|—x—|— —
2 V21 2 2 4
1 1
gln‘x + 5 + \/r2+:v+1‘ + C; 3 3840\/1+x2(384x — 43227 4 5042° — 6302% + 945z) —
4 . . 1
398450 ln‘x—i—\/l—}—mz‘ + C (staéi opakovane pouzit rekurentny vztah I, = —z""'W1422 —
n

5 2,.3

-1 11 20 —1 1—2 1- 1 ' '
r In—2)§ 4. garcsinr——l——rvl—l—x—xz—l—C, x € ( 2\/5, +\/5) ;5. (I——a ro_
n

V5 4 2 6 24

4 6
a*x a . T . sy . _.x ,
F) a? —x? + 6 arcsin — + C' (mtegrand rozsirit vyrazom v/a? — 2, potom mozno pouzit rekurentny

a

. 1 . n—1, dr 5 ., L . ,

vztah I, = ——=2 a2 — 22+ ——a°l,_o, kde I, = —— = Ina moznost: odvodit rekurentny
n n —

. n—1 1 . ey

vztah J, = ) aJ,_o9— 2.7;"_1(a2—;1:2)3/2 , kde J, = /:L'"\/ a? — z?dx, Jo pritom mozno vypocitat
n n—

L 2z + 1 701
substiticiou m:acost,tE[O,ﬂ']); 6. IZ— mz—i—r—i—?—I—gln‘§—|—l‘—|—\/l‘2+l‘+2‘+c;
2 ) 1 ) .2
1. (—%+5—I——9) 1—2m—x2—4arcsinr+

1 x 14z
C; 2 |———4+37T)Vz2+42+3 -
G \/5+,_(3 3—1-)\/1‘—}—1:—}—
661n|r—|—2+\/;7:2+4;1:+3|+0;

222 4+ 1 1 1 1 z2+1
1. I3—|3— Vel—-1+C % 2 ——2\/x2+1+sgnm-§ln — % +C <Vysledok
z T x
. 1 2 1
mozno upravit do podoby 5.2 241 + —1 2 + 15) ; 4. arcsin x\/—g +
34+z+2sgn(z+1) vV1—2—2a? < . 2z +1
sgn(z + 1) - In + C = arcsin + sgn(z + 1) -
gz + 1) T L4 e+ D)
2t — 1 14+ V1= 2z — 22 . L
% , 1€ (=00, 1-V2)U[14V2,00), t = ¢~ (2) = + T , pomocou tejto substitticie najdend
T
funkcia In — 2arctgt (kde t = ¢~!(z)) je primitivnou funkciou len na [—v2 — 1,v/2 — 1]\ {0},

hladanie primitivnej funkcie na celom intervale [—\/§ —1,V/2- 1] sa potom zakladd na rovnakych dvahach
ako riesenie pr. 41.1
[b—x 5+ 2t* \/7 5+ 2t*
12 . prog— . — ) —
teda ¢t = m,potomr_m, Te—10—a22=t(x—2) =t T+ —QV
to, ze vysledok, ktory sme nasli integrovanim funkcie definovanej na (—a,a), je hladanou primitivnou
funkciou na intervale [—a,a], vyplyvaz pr. 46

14pouzitim substittici L dost intervale (1, 00) / dz 0 dt interval
pouZitim substitiicie £ = — dostaneme na intervale (1,00) : | ———— = — | ———; na intervale
t /22— 1 V1 —t2
( / dz 3 dt ; B al dob dx y
—00 = : to mozno naraz zapisat v podobe ——— = —sgnt -
zi/z? -1 Vv1-—1t2 P P /22 -1 s

3 dt
——— na vypoéet posledného integralu pouzite substiticiu /1 — ¢ = z
V1—1t2
1 z24+1

. ., . 1
Ypre # > 0 by mala byt Uprava zrejmd; pre £ < 0 je sgnz-—1In|—+
x

2

1

1 1—Vz2+1
= ——Mn|— =
2

X

||



3 2 1) -v1—oz—2? 1 . . .
In ot Zsen (x—:_ 1) T + C, ak dislo ln§ ,,zahrnieme® do integracnej kondtanty C';
x
. . 2z 41 3 2Vl —x — z?
vysledok mozno upravit do podoby arcsin s + In tot v ) 05 Val4 22 4+24
\/5 x+1

1 1 Vv +2 2 . .

ln|;1: + 1+ a2+ 2x+2| — ﬁsgnr cIn|— 4+ 2 + % + C <1ntegrand roz§irit vyrazom
x x

Va2 +2zx+2, vysledok mozno upravit do podoby Vz2+2x4+2 + In |.Z‘ + 1 4+ Va2 +2z+ 2| -

2 2 Va2+2 2
V2In t2+v2 Vel4 3+ +C |; 6. M\/ 2+2r——sgn(x+1) arcsin +C, z€
x 8z + 1)* z+1
p2 )
(=00, —2)U(0, o0) (ak vyuzijeme neparnost funkcie arcsin, mozeme vysledok napisat v tvare %—
x
1
garcsinm—}—C, z € (—00,—2)U(0,00));
: 1 1 1
1 §k5—2k3+3k+0, kde k =1+ ¥22; 2. §(1+r3)8/3—3(1+$3)5/3+0; 3. —ﬂ(&rz—i—
10z + 15)\e(l+ ) + garcsm\/_ +C, z € [0,1) (vysledok sme ziskali pouzitim substiticie /z =
. 2 23
a rekurentného vzfahu z navodu k pr. 32.5 '6); 4. — + C (pouzili
) 21-vV1-2?) 6(1-vi=2?)° (
1 12 2
sme FEulerovu substiticiu +1—22 = 1 — ¢z 17); 5. 2 (;1:—}— 1—1—1‘2) + C; 6. iy +
z
1 17 16
oz T 108 In |2 + 5 ln|z +3+C, kde z = 2(z+V22-3z+2) — 3 (pouzili sme substiticie
z
/2 2 /2 2 ) _1
\/.7;2—31‘—}—2:15—3:, 2t—3:z); 7. x+x+3 £+$+C i rozlozte na par-
2z 2(z+2) z? 4 2z
2 V(2
cidlne zlomky; pri uprave vysledku pouzite rovnosti sgnz - cte = M, sgn(z + 2) -
= .
V(2 2 21 — 22
+2) ; 8 — — — x4+ N T Yarcsing + C <integrand rozsirte vyrazom
2 +z x+2 x x

2\/ 1 —x2 i i
1+ +V1—22; pri vypocite /72]: dx pouzite substiticiu z = sint, t € [—%, %] \ {0},
x

. , , . 3 . 2zt —1
alebo integrand rozsirte vyrazom +/1 — 2 a pouzite postup z pr. 34); 9. Zarcsm —

V5
2 (2 1 o} 2
%1/1_{_1,2_1,4 + C. 10 %ln(r (22 + v —1—1)) L0011 r+va?+1l

1 Vei+4+l —
14+V14 24 z 4+ V2 + ( +

1
e — +C; 12. +z— —xr— —=arcsinzx + integrand rozsirte vyrazom + x4+ —z—
21 C V1 V1 NG i C (integrand i y V1 V1
2 2
Vv2); 13 3(:135/2— (z+1)5/2) + 3(1‘3/2—{—(73—{— 1)3/2) + C (integrand rozsirte vyrazom vz +1— /z);
11 1—vVe24+1 14+vV224+1 11 ‘ T ‘ | z2+1
—Zln . - Zlp|l———= | == -
2 T 1++vVz2+1 2 |14++z24+1] 2 z
-z

$pouzitim substiticie =t a rekurentného vztahu z pr. 16.1 by sme dostali vysledok —ﬂ(&rz +

-
1 -

10z + 15)\/a(l — &) — garctg 1/ Tx +C pre z €(0,1) ( = F(l‘)) , hodnotou primitivnej funkcie v bode

0 je potom ¢islo lir(r)1+ F(z); pozri aj pr. 48

/ 21 — x2
— i dz

. y . R , 2 .. . ,
"inou moznostou je rozsirit integrand vyrazom (1 + V1 - ,1:2) , na vypocet integralu

v L. . T 7 cos?t 9 1 e, , , .
pouzit substiticiu « = sint, t € [—5, 5] \ {0} ok ctg “t - — 7 a pri dalgich dpravach rovnost
sin sin
) V1= 22 3,2_2_21_,23/2
ctg arcsinz = y.-r , dostaneme tak vysledok v tvare z ( )

x 3z3



F(z)
V1—2?
dx previest na /R(t) dt, kde R je raciondlna

E vyuzite integraciu per partes a skutoénost, ze primitivna funkcia k funkcii je elementarna

_F)
i—s?

1 )
funkcia; funkcia S(t) := /R(t) dt je elementarna, preto aj S (, / 1+—i) je elementdrna funkcia) ;

(poumtlm tretej Eulerovej substiticie mozno /

1 cos®z  cos?z LC 2 sin®z  2sindz 4 LC. 3 cost? z n costlz  cos®z n
. — ; . — sin & ; .= —
- 5 3 = 5 3 o= 12 5 8
- 12 - 10 .8 . 6
sin™“ x 3sinTx 3sin“x sin % %4
bst. x =1 lebo — — bst. si =t); 5 ——
C (sus coS & )aeo D + 10 3 + 6 +C (sus sin & ), 5 7
sin2z  sin®2z n Isindx LC 3z sin 4z N sin 8z L0
4 48 64 7128 128 1024 '
n—2 1 cos 1 1 . L
1. 7, = 7}_1171_2— 1 sarig n#1 <u' = . v = m; ina moznost: ak
do rekurentného vztahu odvodeného v pr. 16.5 — ten plati pre véetky n € R\ {0} — dosadime n = —k,
. 1 1 -2
dostaneme vztah medzi I a Ik+2) ;20 I, = 1 cosslnnjm Z_ 1 In_a, n#1;
6 4 1 57 1 1
- 1 _ cos :L‘_COSS $+C; 2. 5 cos <x+1—;)—ﬁcos <5w+12)+0; 3. Ecos(&'c—}—a—{—b)

1 1 1
1 cos(z+a—b)— g cosa cos(z+b)+C (ak integrand prepiSeme do tvaru 3 ( cos a— cos(2z + a)) sin(z +b) )

1 1 1
alebo 2 cos(3z + a + b) — 1 cos(z + a + b) — 3 cosz cos(a — b) + C (ak integrand prepiSeme dotvaru

. 1 3 x 3 Sx 3 Tx 3 11z
sma:-§(cos(a—b)—cos(2r+a+b))), 4. 908 e — 1S E ~ 11 ?—}—ﬁ T+C’ 5 -
3 cos 2z n 3 cosdx n cos bz 3 cos 8z n cos 12z L C ot d . ali d dob

16 61 18 128 192 integrnad sme najprv prepisali do podoby

9 1 — cos4x 1+ cosbx
sin 2z ;
2 2 '

2. F(z)+C, kde

L oretg (P8E/ ALY kT Cr .
7 tg( Ve )+\/5, k z€((2k—Vm (2k+ )7), keZ

F(z) = ( primitivnou

(2k+ )7
ML A ak z=2k+1)m, keZ
2V/5

. . 2
funkciou na R\ {(2k+ 1)w; k € Z} je %arctg <M) +C) ;3. lln (tgzg . (tgzg +3) )-i—

V5 6
dt

c 18 (deﬁniény obor integrandu je R\ {km ; k € Z}; vypocet integralu /m mozno z-
e dnodusit substitic . 1 4 1(, ) 1 l‘t (l‘+ﬂ')‘+c (

ednodugit substiticiou = - . =(sinz — cosz) — —=1n -+ = sinzcosx =
J 2 ) = 2 2/2 t\2 73

1[( 4 )2 = (sin?z + cos? )] 1(. n )2 1 C vpoct / dz site sub
—[(sinz + cosz)” — (sin“xz + cos®z)] = =(sinz + cosz)” — =; pri vypoite | ————— pouzite sub-
2 2 2’ prLvyp sin & + cosx P

stiticiu = + % =t vyplyvajicu z rovnosti sinz + cosz = /2sin (m—|— %) ) ; boake=1:tg g + C'; ak

1 2V 1 2 Ve — lsin(x/2
e> 1 n| Yot Leos(2/2) + Ve - Lsin(z/ )‘+c 19 ak e €(0,1) : F(z)+C, kde Fz) =
Ve2 — 1 |Ve+ lcos(z/2) — /e — 1sin(z/2)
18 ny 0 X 1 5 & 1 . , .
pouZitim vzorcov cos 7 = 5(1 + cosz), sin 3 = 5(1 — cosz) mozno vysledok upravit na tvar
lln (1 —cosa)(2 + cosz)? LC
6 (14 cosz)3

Ybody zx = (2k + U)m, k € 1Z, si body odstranitelnej nespojitosti funkcie Fy(z) =



2 l—¢ =z 2km
2k + D)7

, ak z=02k+ 17w, keZ
T2 ( )

2 t . 2 1 2]{71 i
%arctg 8(32/2) + + \/_3 T, ak =z € ((2/{7—1)%,(2/{:—1—1)%)  keZ
kde F(z)= V2 :
T T
2k+1)——, ak z=Q2k+1)-,keZ
( )375 ( )3
1 1—cosz 1 1 1 sin 1 1
42| la) - In| —— - — = Zln|——— - .
la) 4 n<1+cosx) + 2 14 coszx +C ( 2 14 cosz + 2 14 cosz + O
. 1—+/2 ' .
integrand rozsirit clenom sinm) 20, 1b) —cosz — 3 In V2 cosx +C (integrand mozno zapisat
2 4/2 142 cosz
2 — cos?: 2 1+ sin:
v tvare - sinz ; lc) sinz — —— —fbarctg sinz+C'; 1d) — 2arctgsinz+In 7+S?HI
2cos?z—1 sin x 1—sinz
C <:—2arctgsinm—|—21n LS.Z 0)21;
1—sinzx

1 k
& ———arctg (V2tg z)— il

7 T ™
v Tk ae (2t-1)F. 2e+1)T)  kez

2a) F(z)+ C, kde F(z) = - 1 . ;
—(2k+1)(1-— k = 2k+1)z, k€Z
Soern (1o, ak o= @ReD ke
cos x ) e . . 1
2b) - - + C (mtegrand roz§irit vyrazom ; ak predpis funkcie Fy(z) = —— -
a(asinz + bcos ) cos? a

1 1

m , ktora je primitivnou k funkcii f(z) = (asimz + beosz)?

na mnozine D(f)\{(?k—}—l)g; ke Z} ,

roz§irime vyrazom cosz, dostaneme predpis spojitej funkcie definovanej na D(f)) ;o 2¢) F(x)+ C,

2 2t . 1 2]{7/ i
—7arctg <L+) + —T, ak z € ((2/{7— 1)%,(2/{7—1— 1)%) kel

kde F(z) = (‘;Hm V7 VT ) 24 Dy
== 7 ak z=2k+ )=, keZ
> (2% +1)]
3 (L8237 (= 2¢) F(z)+C, kd
20" tglz+ 1 ’ =€ v » xae
1 RV 1++Ve—1t 2 1

ln‘ et tve glz/ )‘ , ktora je primitivna k funkcii f(z) = ————— na mnozine

Ve -1 |Ve+1—+Ve—1tg(z/2) 1+ecosz

DAH\N{(2k + 1)m; k € Z}; ak logaritmovany zlomok v predpise funkcie Fy rozsirime vyrazom cos E,

2
dostaneme predpis spojitej funkcie F' definovanej na mnozine D(f); predpis funkcie F' mozno uprav-
£ na tvar I €+ cosx ++/e?2 —1sinz

Ve —1 1+ ecosz
x/e—}—lcosg—kx/e— 1 sing

*hoci pre R(—u,v) = —R(u,v) otakdvame spravidla od nahradenia substiticie tg§ = t substiticiou

, ak v nom logaritmovany zlomok rozsirime vyrazom

cosz =t zjednodusSenie vypoétu, je to v tomto pripade naopak: substitucia tg 5= t prevedie dany integral
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*lygorec cos3z = cos® 2 — 3cosxsin® ¢ mozno odvodit z Moivreovej vety s(cosa + isina)® = cosna +
isinna, n € N, a € R ak lavi stranu rozpiseme podla vzorca (a + b)% = a® + 3a?b + 3ab® + b? a nijdeme
realnu ¢ast tohto komplexného vyrazu
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2pouzitim vztahu , k € Z, moino vysledok upravit na tvar
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—In=——="——+4 —arct ; defini¢ny obor integrandu
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Teod s + C (éitatel integrandu — tj. ¢islo 1 — mozno zapisat v tvare (sin?z + cos?z)? a integrand
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potom napisat ako sucet troch zlomkov); 4. Zln(?) +4sin®z) + C; 5. F(z)+ C, kde F(z) =
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defini¢nym oborom integrandu je R : acosz+bsinz+c¢ = vVa? + b2 ( = COS T+ —ee sin CL‘) +
¢ = Va2+bsin(z + @) + ¢ > 0; cislo ¢ je urcené podmienkami sing = 271)2, cosp =
a* +
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100 -In|m—|+C (mozno pouzit substiticiu sin®x = ¢, v pripade substitucie tg z = ¢ mozno na
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poznamku 2 pred vetou 3)

— In|sine — 3cosz| + C', pricom tento predpis uvazujeme len na defini¢énom obore integrandu (pozri
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2plati sin® + cos® 2 = (sin x + cos z)(sin?  — sin z cos x + cos? ) = /2sin (x + %) (1 + s1n2 r)

#pouzitim substiticie # + — = t a potom ctgt = 2z by sme dostali vysledok v tvare
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