2. Riemannov urcity integral

b— b — b—
nie; napr. D, = {a, a + a, a+ a, e, @t a, b} (samozrejme plati ale
n n—1 2
obrdtena implikacia: ak lim v(D,) =0, tak lim d, = c0);
1 2 3n—1 1 1 2 3n—1
1. aan:{O,—,—,..., r ,3},takL(x,Dn):—(O+—+——|—---+ " ):1
n’ n n n n on n
1 B3n-1)3n 9 3 . 1,1 2 3n 9 3 1
_ = - D’I’L = —| — — e — ] = = —; toz DTL - —
n? 2 2 2n’ Uz, Dn) n('n—l_n—l_ ) 2+2n pretoze v(D) n—>0

v 3 9 3 9 3
pre n — oo, je podla dosledku vety 2 / zder = lim L(z,D,)= lim (— - —) =— / zdx =
0 n—oo n—oo \92 2n 2 0

9 3 9 3 3 .
lim (——I— —) = —; pretoze / xdr = / xdz , jefunkcia f(z) = z riemennovsky integrovatelna
n—co \2 2n 2 0 0
na intervale [0,3];
1 n—1 ) 1 1/n
2. ak Dn:{O,—,...7 —,1}, tak pre @ > 1 je L(a*,D,) = —(1+a'"+--- 4+
n * n

1 -1 1 -1 1 1 -1
a0y = it 2 U(a*,Dy) = —al/”ail, / adz = lim (— : ai) =
n Jo_

n al/n —1 alln — n al/m"—1

1 a—1 ot 1 a—1 a—1
(a ) i al/m 1 Ina ’ 0 e ar= 1% (na al/m — 1 Ina ’ pre @
1/n 1 -1
1 je L(1,D,) = U(1,D,) = 1; / ldz = / ldx = 1; pre a € (0,1) je L(a*,D,) =
JO 0
1 oy, a—1 1 a-1 /1 /1 a—1
Lo o @ D)= [atde = [arde= 2"
P VO | (a ) n al/n -1 La ! 0 “ T T
2 37 -1 7 7
3. ak D, = {O, l, —ﬂ, —T, e u, 1}4, tak L(sin, D,) = l(sin()—l—
2n" 2n’ 2n 2n 2 2n
T (2n — )7
927 -1 COSf—COS%
sinl + sin—T 4+ ... 4+ sin u) - . dn = dn 5 U(sin, D,) =
2n 2n 2n 2n 9sin —
4dn
!pouzili sme vzorec 1 4+24---+k = k(k;— D)
2pouzili sme vzorec 14+ qg+¢>+ - +¢"" 1 = 1 __11, q#1
dpripomefime, Ze lim g _lzlna, a>0

U—

. ™ , . - ™
*teda interval [O, 5] rozdelime na n intervalov dlzky o
n

L . . . 1 .o, .o, .«
®pouzili sme vzorec sina + sin2a + - - -+ sin ko = = ,7(81n—sma—|—sm—sm?a—|—~~~+sm—~
sin(a/2) 2 2
. 1 1 o 3a 1 3a Sa 1 2k —1 2k+1
smka):,i —(cos——cos—)+—(cos——cos—)+~~~+—<cos « — COS8 a) =
sin(a/2) | 2 2 2 2 2 2 2 2 2
o 2k+1
COS — — COS o
= 2 @ 2 , ot 2mrn, meZ

2sin —
2



- ( T (2n + 1)7{') s (2n — )7

cos - — cos in /2 cos o, o8 4
= ; / sinzdr = lim I n = 1 6.
An sin —— 0 n—o00 sin(m/4n)
m/4n

/2 . T
/ sinz dx = 1; teda funkcia sin je riemannovsky integrovatelnd na intervale [O, —] ;
0

4. najprv dokaite, Zze pre kazdé delenie D intervalu [—2,—1] plati (f, ) =

1 2 n
L(z, D D)= U(-z,D); ak D, ={—2, —24=, —242 ... _2 o1,
(2, D), U(f;D) = U(=2,D); a { +o 24 +— }
1 2n 2n — 1 n+1 1
tak L(f0) = (=2 - B s P b )4k (2u— 1) 4 20) =
1 /2n(2n4+1) n(n+ 1)) 3n +n 1 < n(2n+1)  n(n+ 1))
R — — _— D?’L = _— =
n? ( 2 2 om?2 U, Dn) n? 2 2
2 -1 =) 5
M; / flz)de = —§, / flz)de = §, teda f nie je riemannovsky integrovatelnd
2n? -2 2 -2 2

na intervale [—2, —1];
a, ak zeQnjo,1]

napr. f(m):{ 5. ak z€[0,1\Q '

1. je (f jespojitina [—1,1]); 2. je (f je monoténnana [0,1]; integrovatelnost f na
[0,1] vyplyva ajz toho, ze mnozina {1/2";n € N} jej bodov nespojitosti ma Jordanovu mieru nula);
flz), ak z€(0,1]

0 ak =0

je monoténna, a teda riemannovsky integrovatelnd na intervale [0,1]; integrovatelnost funkcie f
na [0, 1] vyplyva aj z toho, ze mnozina {1/n; n = 2,3,...} jej bodov nespojitosti md Jordanovu
mieru nula ®); 4. je (ajna tito funkciu sa vziahuje pozndmka 2 za vetou 6; pre [ubovolné A € R

3. je (na tito funkciu sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6; funkcia f = {

plati: mnoZina {0} U {1/n; n € N} bodov nespojitosti funkcie f,(z)= { ;};(m), Zlﬁ z E(OO’Q]
mé Jordanovu mieru nula, teda f, je riemannovsky integrovatelna na [0,2]); 5. je (mnozina

{0}uU{l/n; n=2,3...} bodov nespojitosti funkcie f|[0,1] md Jordanovu mieru nula); 6. nie je

(pre [ubovolny uzavrety ohraniceny interval I = [a,b] je bx(m) dzr =0, {bx(w) de = b — a) :
7. nie je ( f totiz nie je ohranicend na intervale [—1,1], pozri tiez poznamku za vetou 4);
dokazte, ze mnozina {z, ; n € N} md Jordanovu mieru nula;
pouzijeme vetu 3; pretoze pre lubovolné delenie D intervalu I = [a,b] je L(r,D) =0,
sta¢i pre kazdé ¢ > 0 ndjst také delenie D., pre ktoré U(r,D.) < ¢; nech je teda dané ¢ > 0;

€
mnozina M := {x € l;r(z) > m} je konetna, preto existuje konetny pocet po dvoch
—a

disjunkfbnych podintervalov Iy, ..., I, intervalu I taky, ze sucet ich dizok je mensi nez % a
M C U I;; ak je delenie D intervalu I vytvorené bodmi e, b a koncovymi bodmi intervalov
=1
I, ..., I, (usporiadanymi podia velkosti), tak U(r,D) < ¢ (pre x e lUulbU...Ul, iste plati
Spripomefime, Ze il_r% Slzu =1
"pouzili sme vzorec 1+2+4---+k = @

f(z), ak z€(0,1]
A, ak =0
¢islo, bola by mnozinou bodov nespojitosti funkcie f, mnozina {0} U {l/n; n =2,3,...}, ktord ma tiez
Jordanovu mieru nula

®keby sme namiesto funkcie f zvolili funkciu TA(m) = { , kde A # 0 je dané



r(z) <1 apre z € I\(LU...Ul,) je 'r(x)gﬁ m

kde dy je sucet di7zok intervalov I s ooeey Inoa dy je stcet dizok zvy$nych intervalov delenia D

(zrejme dy < (b—a)), preto U(r,D) < 2—I—m(b— )—8)

-1 -2 2 2n — 1
1. aan:{—l,—n ,—n Y e mUIEE i ,2} a za & zvolime
n n

n

, preto U(r,D)<1-dy + dy ,

0, L
n’
1 n—1 1\?
vidy lavy koncovy bod prisluiného intervalu, tak S, = — —|— et =) 04+
n n

(2"_1) ]:i[(n2+---+12)+(12+ 4 (2n—1)? :i< (4 1)(2n+ 1)+ 2(2n—1)2n(4n -

n n3 3 6

1)) 9 lim S, =3;
b— b— b—

2. ak D, = {a, a + a’ a + 2 a, ey, @+ (= 1) a, b} a &
n n n
. b—a 1
zvolime podla ndvodu, tak 5, = 2 + + -+

n n n
1 ) n ( 1 1)1 [ 11
—_— )+ —Zl|l====, lim S, =—-——;
a—|—2b a b—a a—l—(n—l)b a b a b’ n—oo a b
n n
pretoze plati Z mpAx, < Z sin b0& Az, < Z M Axy aj Z mpAx, <
k=1 k=1 k=1

< ZﬂlkAxk — kaA;L‘k =

3 n
/ sin 50z dx < Z MpAzxy, je

k=1

3 i3
/ sin 50z dx — E sin 50&pAxy
0 k=1

n
Z(ﬂ/[k — myg)Axy; staél teda ndjst § > 0 tak, aby z nerovnosti Azy < § vyplyvalo My, — my <
k=1

Ogﬂ (k=1,...,n); f jespojitd na [zx_1,2k], preto My = sin 507, my = sin 509 pre niek-
toré n, U € [xx_1,2x]; podla Lagrangeovej vety My —my = |AMk—mk| = | sin 507, — sin 509 | =
[50 cos 50¢||mp — x| < 50|mr — P%| < 50AzE; preto staél zvolit § = T50

1. limitovany vyraz je integralnym sictom riemannovsky integrovatelnej funkcie f pri
deleni D, = {0, %, %, cee 1}, pritom {D,}°°; je normdlna postupnost delen{ intervalu [0, 1];

napr. Dirichletova funkcia y, ak v kaZdom ¢iasto¢nom intervale kazdého delenia zvolime
za £ iraciondlne &islo;
69 | nie je; {D,}°2, nie je totiz normdlna postupnost delenf;

70| za danych predpokladov mozno najst normalnu postupnost integrélnych sictov {S,}°%,
takd, ze S, = 0 pre véetky n € N; prikladom s Dirichletova funkcia x a funkcia f(z) =0 (alebo

N N
1 .
®poutili sme vzorec g 2 = 6N<N+ 1)(2N +1); vzorce pre E i* (k€ N) mozno odvodif nasledovne:

N i=1 i=1

plati sz = Pry1(N), kde Poy1(N) = a1 N¥*1 + @ N¥ + .- -+ ag je polyném stupiia k + 1; nezname
i=1

koeficienty ap41, ..., ap najdeme z podmienok Pry1(N + 1) — Pry1(N) = (N + 1)F, Peyr(1) = 1; iné

odvodenie pozri napr. v [27, str. 51]



Dirichletova a Riemannova funkcia);

_ k
napr. f(ﬂC):{ _(z_Z): Zk i;g ;

sucin ano (ak napr. za jednu z funkcii zvolime f(z) =0 a druhd bude lubovolnd ohrani¢end
riemannovsky neintegrovatelna funkcia, inym prikladom je sucin Dirichletovej a Riemannovej funkcie

103 sticet nie;

. 1 .
vyuzite rovnost max{f, g} = §(f + 9+ |f—g¢g|) aanalogickd rovnost pre min{f,g};

nie (prislusny priklad uz musite ndjst sami);

staéf dokdzal f(zg) > 0 pre niektoré zg € [a,b] a vyuZil spojitost funkcie f; z vyroku
b

Va €la,b] : f(z) <0 by vyplyvalo / flz)de <0;

a
1. nech zg je vnutorny bod intervalu [a,b] (v pripade zg = a, 29 = b je dokaz obdobny);
iste existuji ¢ >0, § >0 tak, ze a < zg— 6 < xo+ 6 < b, pricom Va € Os(zg) : f(z)>e (staci

f(950)

zvolit napr. ¢ = 5 2 vyuzit spojitost funkcie f v bode zg); z nerovnosti Yz € [a,z9 — 6] :
1‘0—5
fl@) >0, Vo €lzg—b,x0+ 6] : f(z)>e,Va €[zg+6,b] : f(z)>0 vyplyva / flz)dz >

7;0-}—6 b b 1‘0—6 ]}0-}—6 b
O,/ f(x)dxz%g,/ f(w)deO,teda/ :/ —I—/ + > 20e>0;
zg—56 zg+6 a a zg—56 zg+6

0 < sin < 1

' Var+2 V2
2

1. druhy; vyplyva to z nerovnosti Yz € (0,1) : e *sinz < e~ % sinz a z tvrdenia pr.

76.2; 2. (na obidva porovndvané integrily sa vziahuje pozndmka 2 za vetou 6) druhy; vyplyva to
sin z

1. vyplyva z nerovnosti Yz € (0,7)

a z tvrdenia pr. 76.2;

. ™ . ey . R
z nerovnosti Yz € [—,7?) > 0, z tvrdenia pr. 76.2 a z aditivnej vlastnosti Riemannovho

x

2
™ /2 ™
integralu (/ :/ —I—/ );
0 0 /2

oznatme [T :=max{f,0}, f~ := max{—f,0}, potom f*, f~ si spojité funkcie (pozri
b b
pr. 1.228)a f = ft — f~  |f| = f* 4+ f7; oznaime A := / ff(z)dz, B ::/ f(z)dz; ak

b b
/ flz)de >0 (postup pre / flz)de <0 je obdobny)7 tak zo zadania vyplyva A—B = A+ B,

teda B = 0; odtial na zdklade pr. 76.1 vyplyva f~(z) =0 pre véetky z € [a,b];
napr. f(z)= sgnaz, g je Riemannova funkcia;

1. 44—5; 2. g; 3. g; 4. 1 (VyuZite rovnost v/1+ sh2a = cha); 6. 2
(pozor: \/m:|.7c|1/3); 7. ak b >a >0 : b—a; ak b >0>a : b+a; ak
0>b>a: a—b; tomoino ,naraz® zapisat v tvare [b| — |a|; 8. 100v/2 (m =
\/§|sinx|); 9. In(n!') (=In2+4In3+4+---+Ilnn); 10. pre m=n=0 apre m# £tn : 0;

pre m=n#0:7; pre m=-n#0:—-7; 12. —;
2ab

1 .
la) funkcia f(z) = — je neohranitena na [—1,1]\ {0}, teda nemédze byt riemannovsky
T

Opozri tiez pr. 165; nie je tazké dokazat nasledujiice tvrdenie zovéeobeciiujiice obidva uvedené priklady:

b
ak g € Rla,b], g > 0, pricom / g(z)de =0, a f:[a,b] = R je ohranicend funkcia, tak fg € R[a,b] a

/a @)@ da = 0



. 11
integrovatelnd na [—1,1] ! (preto symbol / —dx nema zmysel) ;
1
1
14 22’
1 1\’ 1 1 . 1. o . 1
/ arctg— | dz = / ———dz, funkcia arctg— je primitivna k funkcii ———— len na
T 14 22 z 14

-1 -1 $2

1 !
1b) pretoze <arctg —) = x # 0, je (v zmysle poznamky 2 za vetou 6)
T

R\ {0}, preto na [—1,1] nie si splnené predpoklady vety 11 <tie st splnené pri nasledujicom

[.( tl)/d‘/l X [-arctgall, = -2
B arch T = T arctgz]_, = 5

1 1 1y’ ,
pomocou funkcie arctg — mozno integrdl / <arctg —) dz vypocitat nasledovne:
Zz -1 T

1 0 1 119 171 -
/ :/ —|—/ = [arctg —] + [arctg —] = ——=,
-1 -1 0 Tl Tlo 2

pretoze na intervale [—1,0], resp. [0,1] si v tomto pripade splnené vsetky predpoklady vety 11) :

vypocte:

1 1
1c) funkcia 7 arctg (V3tgz) je primitivna k funkcii T 2ema len na R\ §( { 2k + 1 i k€

Z}, teda na intervale [0,7] nie si splnené vietky predpoklady vety 11; tie si v tomto prlpade

, . T T
splnené len na intervaloch 0,5 a |57 , preto

/7‘[‘ /71'/2 [ \/_ ) /2 1 (\/g ) ™ T
= arctg (V3tga ] + [— arctg tga ] = —;
0 0 7T/2 0 \/g /2 \/§

22 (=[] [k o oveovat rdpoliado vty 1 s tomto e

.= = |——— ; pri overovani predpokladov ve v tomto pripade

2. 3 ) IR beryved IR predp y prip
. 1 ! <

nezabudnite preverit, ¢i je funkcia (W) riemannovsky integrovatelnd na [—1, 1]) ;

1 1
2. L <:/ xpdx); 3. %(\/g—l); 4. In2 <:/ du ); 5. 64
0 0

p+1 14z
4 3 da T 1 da 1 b
[ea) se (cft) o (<[ ) s L P
( /(J$ A o Vi+z/) T 6 o Vi—22)" T b-a af(x) x,

4 *1n z da o ' In3 1 2 a?da
9. - (:efl , pozri aj pr. 67.2); 10. S :5/0 )

1. 0.3125 < [; < 0.40972; 2. 0.493055055 < I; < 0.493107639; 3. 0.12610097 <
I3 <0.12617146;

jednotlivé nerovnosti si dosledkom tvrdenia z pr. 76.2 a nasledujicich nerovnosti:

T T a9 e (01); 2 et < <l e(m)\{l} (stati
— < <z, ,1); 2. —e — < €,z , - staci
V2 V14 a? 9 (z+1)(2-2) = 2 2

isi maxd i funkeie (+ 412~ 2), = € 0,1]); 3 0< o< T e
najst maximum a mmllmum un (:1; T f , T ,11); 3. 2120 50 0 ©
0,200]; 4. 1< < ,xE(O,—],nZl;

( ] V1—z?2n T /1 — a2 2

Ufunkeia f ma hned dve ,,chyby“: nie je definovana v bode 0 a nie je ohranicena, z nich podstatnejsia je
v tomto pripade jej neohrani¢enost (porovnaj s poznamkou 2 za vetou 6 a poznamkou za vetou 4)



b
[ f'@)de = ) - Fla) = 1wl - g5 = 1- V3
ak M C {a,b}, niet ¢o dokazovai; ak M ¢ {a,b} a M\{a,b} = {21, ..., ,}, pricom
b £ b z z
s << tak [ = [T [Tt [ S @R 4 P+ P,

€3
T
a+b s ) N :
1. napr. f(z)= sgn |z — — ) i menej trividlnym prikladom je Riemannova funkcia

r (pri dokaze faktu, Ze r nemd na [a,b] primitivnu funkciu, vyuZite tvrdenie z pozndmky ¥ k pr.
1
3/2 ain =
57; 2. nie, napr. f=F', kde F(z)= s o, ak 2z € (0,1]

9

0, ak z=0
1 /9 dt 1 T 337 ra*
2. 0 = = —):; 3. = 4. 2 — —:; 6. 8 7. — 8.
- ( 2 Jo 1—}—152)’ =6 = 27 = + 2 7 = 16’ =

T

4

pouzite substiticiu z = asint{ a potom substiticiu ¢+ % = z, pritom vyuzite vzorec cosa +
142

sina = ﬂsin(a—l—%)); 9. Llnw ziln 10.

2 :
T V2 7 VZR VST I
14

Lo

(pozor:

_ |sinlnz|

Z

1 !
\/1—c052w:|sinw|); 11. 4n (‘(cosln—)

, potom subst. Inz = t) ;

. . . . . P . ™
la) &no; 1b) &no; 1lc) ano (vSimnite si, ze v pr. 90.1a,b, tj. pre t € [0,5] , Tesp.

T
pre t € |:§,7T:| , ,prebieha® funkcia sint vsetky hodnoty medzi 0 a 1 (teda hodnoty sint presne

,,vyplnia“ interval [0,1], na ktorom chceme integrovai funkciu +/1 — 22), zatialco v pr. 90.1c je
b)
sin <[O, ?ﬂ]) = [-1,1]; predpoklady vety 12 st splnené vo vietkych troch pripadoch); 2a) &no;
1 - i interval [ 1 1] . ([7‘[‘ 5#])
—————— nie je spojitd na intervale |—— =sin| |-, —
(1= g2z M€ ¢ 5P0) V2’ 4 al)

teda nie su splnené vsetky predpoklady vety 12) ;3. nie (neexistuje § € R tak, aby platilo

2b) nie <funkcia flz) =

sin 3 = 3, teda pri lubovolnej volbe a, § ,nevyplnia® hodnoty sint, t € [a, ], interval [0,3]);
1. funkcia ¢(z) = tgz nie je definovand na celom intervale [0,7] (a nemoZzno ju ani

,,spojite dodefinovat“ 12), preto pri uvedenom vypoéte nie st splnené predpoklady vety 12 <spréwny

je napr. nasledujuci vypocet:

/07T = /(;T/2 —|—/7T7/T2 = [% arctg (ﬂtg x)]zm + [% arctg (\/ﬁtgx)] :/2 - % 13) ;

2yvetu 12 mozno totiz pouzif aj v pripade, ked funkcia ¢ sice nie je definovana v koneénom pocte bodov
intervalu [a, A], ale existuje funkcia @:[«, 5] — R vyhovujica predpokladom vety 12 (a teda spojita) taka, ze
1

?(z) = p(z) pre vietky z € D(p) (takto mozno pouzit napr. substiticiu ¢ = z®sin — na vypocet integralu
x
1 !
1 1 , , . , L R , I

/ <x3 sin —) <.Z‘3 sin —) dz ; presnu formuldciu uvedeného tvrdenia a jeho dokaz prenechdvame citatelovi)

-1 xr xr

!3yvsimnime si, ze pri vypocte integralov foﬂ’lz a f:/2 pouzivame substiticiu ¢ = tga len ako substiticiu
pre neurdity integral (vetu 12 nemozno pouzit), musime sa teda ,,vracat k povodnej integraénej premennej*;
nebude to potrebné, ak okrem Riemannovho integrilu zavedieme aj Newtonov integral (pozri poznamku pred
odsekom 2.6) alebo nevlastny Riemannov integrél (pozri napr. [1])



1 .
2. funkcia (1) = n nie je definovand na celom intervale [—1,1] (a bod 0 je jej neodstranitelny

bod nespojitosti), preto nie si splnené predpoklady vety 12 pri uvedenom vypocte;

. o 1 .. o l . . .
1. pouzite substiticiu z = g; 2. pouzite substiticiu z = tg 2 (na integral na pravej
arctg

aj lavej strane rovnosti sa vztahuje pozndmka 2 za vetou 6, ako treba dodefinoval funkcie
x

g aby boli splnené predpoklady vety 127)

0
- / / —I—/ na vypocet / pouzite substiticiu # = —t; 3a) pouzite sub-
-k

stiticiu =z = é —t; 8b) pouzite substiticiu z =71 — ¢;

, . iy
1. 0 (vyplyva to z tvrdenia pr. 93.1); 2. 5

/2 T2 a 0 a
je / z?sinz dzr = 0) ;3. — (pouzite pr. 93.3b); 5. «a ( / = / —I—/ , na vypocet
—7/2 4 —a —a 0

(VyuZite, 7e podla tvrdenia z pr. 93.1

0
/ pouzite substiticiu = = —t) ;6. 1;

—a

1 € . 2 . 1 3 n+1 n+1
1. 51115, 2. 2 — E, 3 ﬁ(5€ — 2), 4. m[(n + 1)n Inn — n +
4
1]; 5. — R (" +1); 6. ?ﬂ - V3 (pre funkcie f(z) = z, g(x) = arcsin -:76 nie
1

st splnené predpoklady vety 13 — funkcia ¢'(z) = nie je definovand v bode 0 (a nie

2/E(1+2)

je ohrani¢end na (0,3], teda nemébze byt riemannovsky integrovatelnd na [0,3]), napriek tomu
fg' € R[0,3] a plati (2.2) z vety 13, zdovodnenie prenechdvame na éitateia) ;7.1 <V tomto
pripade nemozno pouiif vetu 13, pretoze pre f(z) = z, g(z) = arccosz neplati fg’' € R[0,1],

symbol / z)dz teda nemd zmysel; metédu per partes tu mozno pouzit len pre neuréité
2 .
integraly 14) ;8. v 2 (na tento priklad sa vztahuje podobnd poznamka ako na pr. 95.7);
2n)!! , 2 y
2. & (rekurentny vztah I, = 7n[n_1 mozno odvodit samostatne alebo
(2n+ D! 2n+1
pouzit substiticiu @ = cost a vyuZif riefenie pr. 96.1); 3 (—1)”E + z:(—l)”_]C ! (I =
o 4 2k — 1 "
L g )i o4 (-1 n (na integral I, (m,n€ N) fahuj {mk
—I,1); . (-1)"————— [na integra m,n sa vztahuje pozndmka
m— 1 n—1 }» = (m_l_ 1)n—l—1 ng m,n ’ Je p
2 za vetou 6; rekurentny vzfah I, = — n 1Im7n_1 sme odvodili pouzitim metody per
m
partes pre neurcity integral — funkcie f'(z) = 2™, g(z) = In"z totiz nevyhovuji pred-
m+1
pokladom vety 13; rovnost lin% ? 1ln”x = 0 moino dokdzal pouzitim I’'Hospitalovho
1?—>n m + . .
: . _1yn+1 _ynt+l-k _ = .
prav1d1a), 5. (-1) l11\/§—|—kz::1( 1) oy (In =3 In_l),
1 xr
na vyjadrenie integralu —'/ (z — t)”f(”‘H)(t) dt pouzite n—krat za sebou metddu per
n! Jz,
partes;
1 1 —cosa 1+ cosa T .
1. — arctg —— 4 arctg ——— = —, ak pouzijeme vzorec
sin « sin « sin « 2sin
1 iy vy 14 29 1
t tg— = = ;02 Inv3 - ——; 3. —; 4. —; 5. — - V2);
arctga + arctg 2sgnaﬁ), 2. Inv3 N AR 2(f \/_),

*aj v tomto pripade by sa podobne ako v rieseni pr. 91.1 situdcia zjednodusila zavedenim Newtonovho
alebo nevlastného Riemannovho integralu, pozri tiez riesenie tohto prikladu v poznamke pred odsekom 2.6



2-1 1
6. In (2%) <ak ste pouzili substiticiu z = T uvedomte si, ze V12 = —t pre

tgl
t < 0; pouzitim substiticie z = tg¢ dostaneme vysledok v tvare 111<tg arCQg )—
arcth)) T < 1) T a®+ b
In{ ¢t ; 1. ———; 8. 2V27; 9. 2« 10. — ——; 1. 0;
n<g2 Lo & B2 T el
2 - - !
12. % . w pre m € N parne, ﬂ'u pre m € N nepdrne; 13. %(1+\/_)
m!!

T T it te 1 — cos(7/6) 1); 15 0; 1 I
= — — — — ritom — = = — N . H . —TE -
2 68120 P 812 T\ 1+ cos(n/6) po=2 T Sy
1

17. 2 —5; 18 oy 19, 297 93 207T</ /+/ ¢
. 2e — . — L— = : — v prvom z inte-
? ? = 16 1 = 3 7 = 4 p
, ) ) L dx
gralov subst. @ = —t; po dprave vyjde ;o 21. arctg — — 27 = [arctg f(x )] +
o 1+ 22 27
!
[arctg f(z)]3 + [arctg f(z)]5; nezabudnite preverif, ¢i je funkcia % riemannovsky inte-
grovatelnd na [—1.3], na to staci vysetril jej spravanie sa v bodoch 0 a 2 (dobre si rozmyslite,
24+V/3
preéo)); 22. T = [arcsin —] , tato rovnost ovsem nevyplyva bezprostredne z
3 1 -I— $2 _2_\/5

2z
+ a?

2
\/(1—x2)2:|1—x2|)>; 23. —1; 24. —%; 25. 14—-1n(7!) (e* =~ 7.39).

podla vety 11 (uvedomte si, ze jej tvrdenie zostane v platnosti aj v pripade ¢ > b) je

!
vety 11, ale z pr. 87 (rozmyslite si, preto; vypoditajte <arcsin 1 ) — nezabudnite pritom, ze

G(z) = F(¢(z)) — F(p(z)), kde F je primitivna funkcia k funkcii f (zv1asi si rozmyslite dokaz
rovnosti (2.3) pre z = a, ¢ = §, ak I = [a,f], a pre pripady ¢(z) = ¢, ¢(z) = d, ¥(z) =
¢, ¥(z) = d);
1. sinb*; 2. —sine?; 3. 0; 4. sinb®—sine®*; 5. 2(b— a)z cosa?;
3a? 2z
101| 1. f'(z) = 2zv1 +2%; 2. ;3. — cos(mcos?z) cosz —
L [@) = 2VTH a0 2 [0 = - —Ei 3 cos(reost)
cos(msin®z)cosz (= cos(msin®z)-(sinz — cosz));
17
102| 1. (globédlne) minimum - —15In3 = F(In2); 2. (globdlne) minimum y = —15 Pre
x =1, inflexné body z =2, z = §;
1.1 (rovnosf lin% cost?*dt, ktort (okrem iného) musime overit pred pouzitim
r— 0
T 2
I’Hospitalovho pravidla, vyplyva zo spojitosti funkcie F(z) = / cos ¢ dt) ;2. %; 3.0 (pred
0

pouzitim I’Hospitalovho pravidla tu treba overif podmienku hm/ 22 dex = oo, ta vyplyva z

nerovnosti / 6235 dx > x, ktord je dosledkom nerovnosti eQx >1,z€]0, oo)) ;
0

104| A (pouzite substiticiu nz =1);
105 | (predovsetkym si uvedomte, ze z podmienky f € R[0,w] vyplyva riemannovska inte-
grovatelnosi funkcie f na lubovolnom uzavretom ohrani¢enom intervale) 1. F(z) = G(z) +

K(z —a), kde K = —/ t)ydt, a G(z) = F(z) — K(z — a) je periodickd funkcia s per-
idbdou w (ukazte, ze tvrdenie pr. 93.2 plati aj za predpokladov uvedenych v pr. 105); 2. ak

<II



K = 0 (pozri vyjadrenie F v rieeni pr. 105.1), tak F je periodickd funkcia 1°, ak K # 0, tak
lim [F(2)| = 0o, ateda F neméze byl periodické;

1. staéf si prezriet dokaz tvrdenia a) vety 14 (pozri napr. [24, str. 63]); 2. vypljyva z
F(z)—-F
pr. 106.1, pretoze M < L pre vsetky z € [a,b]\ {zo};
r — X
1. Fl(zo) = lim f(z); 2. Fi(zo) = lim_l_f(x), fl(z0) = lim f(2) <pri dokaze
. T
prvej z tychto rovnosti mozno postupovat nasledovne: pre z € [zg,b] je F(z) = / f(t)dt +
T _ _ f(), ak t € (zo,0] o ]
/xo ft)ydt, kde f(t) = lim+ F(1), ak t=zg ;  pre funkciu f, bod zg a interval
r—xg

[z0,b] su splnené predpoklady tvrdenia b) vety 14) ;

vyuzite pr. 107.1;

z vety 11 vyplyva: ak existuje primitivna funkcia F :[0,1] — R k riemannovsky inte-
grovatelnej funkcii f:[0,1]— R, tak F(z) = / ft)ydt+ C;
0

[110] 1 25 2 45 8 5

T

oznatme m := min f(z), M := max f(z); uvedené tvrdenie zrejme plati, ak
z€[a,b] z€[a,b]

b ~
/ g(z)dz = 0 alebo ak funkcia f je konstantna na intervale [a,b]; dalej iste plati v pripade,
a

ked vnitri intervalu (a,b) lezi aspoii jeden z bodov, v ktorych funkcia f nadobuda hodnotu m, a
aspoil jeden z bodov, v ktorych f nadobuda hodnotu M (vtedy totiz f — kedze je darbouxovska
— mus{ hodnoty f(a) a f(b), pre ktoré zrejme plati m < f(a) < M, m < f(b) < M, nadobidat
. b
aj vnitri intervalu (a,b)); zostdva vysetrii pripad, ked / g(z)dz # 0, f je nekonStantnd a
nadobida hodnotu m len v niektorom z bodov a, b (p;fpadne v obidvoch) alebo nadobida
hodnotu M len v niektorom z bodov a, b (pripadne v obidvoch); predpokladajme teda, ze
/ glz)dz >0, fla) =M a Vz € (a,b) : m < f(z) < M (postup v ostatnych pripadoch je
b
b
obdobny); pretoze / g(z)dz > 0, existuju ¢,d € (a,b), ¢ < d tak, ze Yz € [¢,d] : g(z) > 0
(pozri pr. 75, resp. 161411), sutasne Yz € [c,d] : m < f(z) < M ; z uvedenych nerovnosti dostdvame
Va € [c,d] : mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z); z tejto nerovnosti, nerovnosti Vz € [a,b] : mg(z) <

b b b

f(2)g(z) < Mg(z) azpr. 76.2 16 vyplyva m/ g(z)dx < / f(z)g(z)dx < jW/ g(z)dz , preto
pre &slo p z vety 15 nemdze platit u = M = f(a); zostalo ndm teda este uvazovat o hodnote
f(b) = ak f(b)# m, f(b)# M, tak z nagich predpokladov vyplyva, ze f nadobida hodnotu f(b)
aj vnidtri intervalu (a,b) (za tychto predpokladov f musi nadobidat hodnotu m vnitri (a,b),
sicasne f(a) = M, dalej staéi vyuzil darbouxovskost funkcie f); ak f(b) = M, niet uz ¢o
dokazovat; ak f(b) =m a Vz € (a,b) : m < f(z) < M, moZzno rovnakym postupom ako
predtym dokdzal, ze pre u z vety 15 nemoze platit u=m = f(b);

integral je 2. kladny; 3. zdporny; 4. kladny (pozor: pre interval [0,7] a funkcie

“pritom kazda periéda funkcie f je aj periddou funkcie F'; opaéné implikacia nemusi platit (uvazujte
napr. f =r, kde r je Riemannova funkcia z pr. 63), ndjdenie vztahu medzi mnozinou periéd funkcie f a
mnozinou periéd funkcie F v pripade, ze f je spojita periodicka funkcia, prenechavame citatelovi

6tyrdenie pr. 111 zostane v platnosti aj vtedy, ked predpoklad ,,g je spojita funkcia® nahradime predpo-
kladom ,,g € R[a, b]“, na tomto mieste dokazu musime potom namiesto pr. 76.2 pouzit pr. 162



1
f(z) = —, g(z) = sinz nie st splnené predpoklady vety 15 ani tvrdenia z pr. 111 — f je totiz
T

neohrani¢end na intervale (0,1]'7; prislusnd nerovnosi mozno dokdzai podobne ako v pozndmke
Jir ViT
2 za rieSenim pr. 112.1) ;5. kladny ( / sin z?dx = / — (22 sin 2?) dx) ;6. zaporny
T - vy
pre kazdé T > In — <sta(zf dokdzat / cose“dr <0 pre T =1In (— + 2k:7r) , k=1,2,...,
2 In(r/2) 2
a vyuzit rydzu monoténnost funkcie F(z) = cos e’ dt na kazdom z intervalov {g + km, g +
In(7/2)
(k+1)7r] , k:O,l,Q,...);
21< lim — kd e[Ol]) 3. J(0)n 2 (e € [ac,be], pret
. =lim —— e ¢ , : 3. n— (¢ € |ag,be], preto
o e—0 EC? +1 ’ a p

< preto plati YVe>0 dNeN Vn>N,neN:

IR

/2 T/2—e/2
lin%cE:O); 4. 0 (/ = I7 + I3, pricom If:/ sin"zdx — 0 pre n — o0, |I5] =
/2 0 0 /2
/ sin” z dx / sin” z dx
w/2—¢e/2 0
(=Il5+15) <e)'s
1. riesenie: ak F':[a,b]— R je primitivna funkcia k f, tak F(z)— F(a) = / ft)dt =
k(z —a), potom f(z) = F'(z) = (F(a) + k(z —a)) = k; 2. riesenie: v kazdom intervale
[a, B8] C [a,b] nadobuda f aspoii raz hodnotu k, z toho a zo spojitosti funkcie f vyplyva tvrdenie
prikladu;

b
115| ak /g(w)d:c = 0, tak g(z) = 0 pre vietky = € [a,b] (pozri pr. 76.1), teda

b 5 5 b
/ f(z)g(z)dz = 0 a (2.4) plati pre lubovolné ¢ € (a,b); predpokladajme / glz)dz > 0;

a
ak f je na (a,b) zdola aj zhora neohranitend, tak tam ako hodnoty nadobuda vsetky redlne

b b
¢isla, teda aj cislo (/ flz)g(x) d$)/(/ g(x)dx) ; ak f je na (a,b) zhora neohranicena,

zdola ohranicend a il(lfb)f(x) = m (a teda f nadobida ako hodnoty vsetky ¢isla z in-
re(a,

tervalu (m,o00)), tak z nerovnosti Vaz € (a,b) : f(z)g(z) > mg(z) vyplyva p :=

(/bf(w)g(x)dx)/(/bg(x)dx) > m, pri dokaze skutotnosti, ze p = f(c¢) pre niek-

toré ¢ € (a,b) (zvldstnu pozornost vyZaduje len pripad g = m) sa moZno indpirovai
tivahami z rieSenia pr. 111; postup v ostatnych pripadoch, ktoré pre f mozu nastat, je
obdobny '?;

™
"napriek tomu by nebolo taiké dokazaf, 7e /
0 xr

je to urobené v pr. 115), potom by uz bolo mo#né postupovat rovnako ako v riesen{ pr. 112.1

1 /7 . .
dx = —/ sin z dx pre niektoré ¢ € (0, ) (véeobecne
¢ Jo

8pozri tiez pr. 384.2

¥vhodnou tpravou uvedeného dokazu ziskame dokaz tvrdenia, ktoré dostaneme, ak v pr. 115 predpoklad

b
g Je spojitd funkcia“ nahradime predpokladom 9 € R[a,b]“; implikdciu / g(z)dz = 0 =
b b ¢ ohee
/ f®)g(x)de = 0 vtedy dokdzeme nasledovne: / fl@)g(z)de = li%1+ f@)g(z)de =
a a e— a+te

b—e
lir(r)1+ f(lg)/ g(z)dx = lir(r)1+ 0 =0, pritom prva nerovnost vyplyva z vety 14a), druhd z vety 15 a tretia
€— ate £—



f(z), ak =€ /(a,b)
1. funkcie g a f, kde f=<¢ A, ak z=ua , vyhovuju predpokladom vety
B, ak z =25
16;
b b
3. / sin 2* dz :/ 4—3(4$3Sill$4)d$, 0<a<b;
a a T
2
z 2 2
118 / sine’dt| < — a lim — =0;
T er r—oo et

[ 1@yt = @G - [ P06 = @@ -6 [ f@)de, ke

G(z) = / g(t)dt je podla vety 14 primitivna funkcia k funkcii g; pri dalsich dpravich pouzite

Vetylla%;
44 8.1 T 2 1 V3 /4
120 2. —: 3.99— " 4. ——Z: B —+In‘2: 6. V2-1 = -
[120] 2 15 < mig’ * 373 2 gt 8 V2 ( /0 (cosy

< —, siny < 7 <
5v/2

3 m):ﬂsin(m—l—

in 2 1 1
E) (1 o x) >0 pre z € [—E 37T] ); 8 —- 3 <funkcia f(z) = cosma je konkdvna na

siny)dy, pretoze dani mnozinu mozno popisat nerovnostami 0 < y <

[CRERSE

3 2

cosy) . sin®z 4+ cos®z = (sinz + cosz)(sin“z — sinz cosz + cos

4 2 47 4 T

1 1 1 1
[0, 5] , funkcia g(z) = 62? — 5z + 1 konvexnd na [O, —] f(0) =g(0), f 5) =g <§) , preto

2 9
1 8 b 7
f(z) > g(x) pre vsetky z € [0,5] ); 9. mab; 11. 3 12. %; 13. % (ak vyuzijeme
ekvivalenciu |y —a|] = ¢ < (y = a4+ cVy = a—c¢), ¢ > 0, vidime, ze krivka
(y — arcsinz)? = 2 — 22 je zjednotenim grafov funkcii fi(z) = arcsinz + va — 22, f, = arcsinz —

1
Ve —z?2); 14. — (uvedend krivka je zjednotenim grafov funkcii f1 : 2 = y+3./y+2, fo:x =
5 g

y—3y/y+2, len graf druhej z nich sa pretina s priamkou x = 0; dtvar, ktorého plosny obsah méme
vypoéital, je mnozina {(z,y) e RxR;0<y<1,0<z < fg(y)}) : 15, 6(7++/3) (dany atvar
je na obr. 8, srafovanim si vyznaéené jeho jednotlivé ¢asti, ktoré mozno popisal nerovnostami typu

a<y<b, fly) <z < g(y); plosny obsah ¢asti daného dtvaru leziacej v 3. a 4. kvadrante sme vy-
pocitali ako rozdiel plosného obsahu polkruhu s polomerom 4 a plosného obsahu nevysrafovanej casti

2 3a® 2 1
kruhu 2?4 y? = 16 leZiacej v 4. kvadrante) ; 16. é a’+ % ( arcsin \/;— arcsin \/;) ( =

a2<\/§

3 1
— + — arcsin §> , ak pouzijeme vzorec z pr. I.87.2) ;

3 2
4ab arcsin b ( = 4abarctg b ak pouzijeme vzorec arcsinz = 20
NrEE a’
x
&I‘Ctgﬁ , T € (—17 1)) )
m—-n m—-n , , m—n , /
122 1 ;2. , ak m, n su parne; 2 , ak m, n su nepdrne;
m-+n m-+n m-+n
Im - In 7 . ~ 7 . e
, ak prave jedno z ¢isel m, n je parne;
m+n

b b—e
z implikacie ,,ak g € R[a,b], g(x) > 0 pre vietky z € [a,d], / g(z)de =0, tak / g(z)dx =0 pre
a a+te

) b—al«
vietky ¢ € O,T

20

sin arcsin
cosarcsin z

= arctg (tg arcsinz) = arctg <



obr. 8.

123

=~ o

?

b b 2
ak k> 0, B = (b,kb?), C = (¢c,kc?), ¢ > b, tak A = ( ;‘%( ;“C) ) , P =

g(c - b)%;

125| 1. pre k=1p <zéwislosf ploéného obsahu na ¢isle & urcuje funkcia P(k) = ~((k—p)*+

4(b—q))3/2) ; 2. akide o normalu v bode <p, g) <V pripade normdly v bode (CL‘, ;—p) , x>0,

2, .2)3
x .
je prislusny plosny obsah — - w; z geometrickej interpreticie vyplyva, ze stadi uvazovat

3 pa3
$>0);

3 mh2b? 7 2 2 16 8
Lo Zrab?; 20 T (3a 4+ k) 30 TP 4 TP sa) Zrp sb) o
7 3a? p+q g—1p 15 3
4 2 L 2 8ma’ : 2 2 2 i i /
6a) I -Tab”; 6b) 87‘[‘@ b; 7. 367°; 8. 3 krivka z° — zy + y* = a je zjednotenim
1 1
grafov funkcii fi(z) = 5(1‘ - V4a? - 31‘2) a fa(z) = 5(37 + V4a? — 3372) , pritom fi(a) =

0, fa(-a) = 0, 0 > fa(z) > fi(z) pre =z € —\2/—%,—&], |f2(e)] < |Ai(z)] pre z €

2a
(.01, 1f2(0)] 2 (@) pre = € [0,a], fo(w) 2 fu(x) 2 0 pre w € [ ﬁ] . teleso, ktorého objem
hiaddme, je teda zjednotenim telies, ktoré vznikntd rotéciou okolo osi Oz mnozin popisanjch nasle-

2
~ <a<—ahfa(e) <y<|fi@)]; —a<a<OA0<y < [fi(2); 0<

V3

2
t<anNd<y<|fa(z);a<a< —a/\fl(x) <y< fg(.’E)) ;9. ;—0(67r—|—5\/§) (uvedené krivky sa

V3

T 1 1 w3 203

pretinaju v bodoch (I, —) , <—ﬁ, —) ) ; 10. T—; 11. 7a®In2; 12. 487 — V3 w2 (11a
32 3°2 2 3

dujicimi nerovnostami:

9 [3+ 32
3—z

. . 3 1 2 ™ . 2
cientov, pozri text pred pr. 33); 13. 7°+4x =7 T — 5~ arcsin z dz ) ;
-1

2m%a’h;

dr mozno pouzit substiticiu /3 — 2 = { a potom metédu neuréitych koefi-

vypocet /w



hr?
129 :
2
hD? D? D?
130] © S (ak filz) =k $2_T) , fa(@) = ke (T—xz) , kde k1 >0, ky >0, tak
D2 D/2 D2 D2
h=—(Fki+ky), V= 27r/ (xk1<— - wz) —|—xk‘2<— - 352)) dx) ;
4 0 4 4
131 %gﬂahQ,
132] 1. 8(\/1000--1) 2. ph V2x0+;;})+_2$0—+\/2$0\/p%—2x0
p
,/pr 2 2
0\/1+y—d 3. 6—I_l; 4. 2aln a4 — o ; 5. e—1; 6. a——l—a;
Qpro 4 a — To 2
b 9 b _—b
7. alnﬁ 8. 2\/_\/1—|—a—\/1—a) 9. alna+ —b; 10. —5; 11. lni;
b’ a—1b 3 el — e @
12, aresin: 13, lln 1—|—s?na <: I ltsina _ I cos(a/Q)—I—S?n(a/Q) _ nl—l— tg(a/2) _
4 2 1—sma cosa cos(a/2) — sin(a/2) 1 - tg(a/2)
T a 7r—|—1
In tg <Z+§))’ 14. 2—|—2111 15. (pozor: vVt —6224+9 = 3 — 2% pre z €
5a/3 _
0,1]); 16. 2a<2 + V3l 3*'”f_ ( da(1 +-\/_11”/_+'1) u/ %; 3z
a—
/3

d y
? ) ; 17. 6a < = 8/ ( ) dz; dand krivka je simernad podla osi = +y, z =
20 — @ NG

0, y =0, staéf preto vypoéital dizku krivky y = (a2/3 — x2/3)3/2, T € [%,a] 2. dizku krivky

(f(z)=) y=(a?? - x2/3)3/2, z € [0,a], nemoZno poéitat na zdklade vety 19, pretoze f nemd

v bode 0 koneént derivéciu 22;

t
4 <1+c05t:2c052§);

2
134 % + §(13v 13 — 8) (krivky sa pretinaji v bodoch (1,1) a (—1,1); ak chceme na
vypocet dIZky krivky ¢y = 22, = € [0,1], pouZil vetu 19, musime jej predpis zapisal v podobe
(f(y) =) = =19%?, ye|0,1], funkcia g(z) = z*3, z € [0,1] (ktorej grafom je tiez uvedens
krivka) nemd totiz kone¢nd derivéciu v bode 0);

Ta <$—0Vé suradnice priese¢nikov su rieSenim rovnice (y2/3 = ) e — @ =

3 a1/3$1/3) .

V10 ’
NE(m—athﬂ,L) , ak jVIE(m achm),
a’ ch(m/a) a

pouzite substiticiu = = f~'(¢), potom (podla vety o derivécii inverznej funkcie) je
1 .

fl(z) = W; z predpokladov dalej vyplyva, ze f jerastica (pozri pr. 1.239), a preto f/(z) > 0

pre 2 € 0] (o teda af (702 0 pre 1€ (1) S0

L (21\/—+1111+3\/_) T(VE V) (ﬂ+1)2(¢5—1); 3a) 2?%

*1to je cast danej krivky leziaca v uhle AOB, kde A =(0,1), O =(0,0), B=(1,0)
#pozri tiez pr. 423.2



,/meo 2
(V/2pz0 + p? (220 + p) - p?) ( / 1+ % dy *); 3b)

27 ((4$0‘|‘P)'
\/%\/on—l—p—ﬁhm—l_ 2o P ) 4. 2ma(a—b); 5. 7%12(7\/5—%3111(14—\/5));

e~

2, /A q/ 1x
6. ﬂ(ln%(j/;l—l—\/_— 7. 6(161113 9In2-5) (pozor: In(z—+va2?2-1)<0

a
a?
s 4 1 8 . S 2
pre z>1); 8 —le—-———— nezabudnite preverit, ¢i z* —2lnaz > 0 pre z €
16 et e?
)

2 2.2
2
T 11—9\/§)+%(2\/§—1 10, %(2\/5—1);
21 aln3 /5
e (20-91n3) (:271'/ (—a—ach ),/1—|— ch?2— dx)
—aln3 a
(4—m) <poéftali sme plosny obsah mnoziny, ktord vznikne rotaciou oblika kruznice

z? +y? = od bodu A = <i i) po bod A, = (—i i) okolo spojnice bodov A; a
V2'V2 V2 V2

m | —

9.

—~

o ©

g &
Sk

TR
6h2

142| a =0, 5(0) = 47(v/2 + In(1 + v2)) (treba ndjst globdlne minimum funkcie S(a) =

T
271'/ |cosz — a|\/1+sin?z dr =
-7
T T
47r</0 cosx\/1+51112mdm—a/() \/1—|—51112:L‘dm), ak a < -1
T T
47r<a/0 \/1—|—si112xdx—/0 cosx\/1+51112xdx>, ak a>1

_ arccos a .
- 47r(/0 cosz\/1 + sin? z dz !

arccos a T , ak ae(-1,1
— a/o \V1+sin?z dz + a/ V1+4sin?z dz — ( )
arccos a
T
/ cos.r\/1—|—51112xdx)

((4h* + B2 - BY);

arccos a
funkcia S je spojita, rastica (a linearna) na [1,00), klesajica (alinedrna) na (—oo, —1], stati teda
T arccos a
zistit jej priebeh na (—1,1); (S|(—1,1))(a) = / 1+ sin?z dz — / V1 +sin?zda
arccos a

(pouzili sme vetu o derivdcii siéinu a pr. 99), graf funkcie g(z) = V1+sin?z, = € [0,7],
. 7 /2 ™

je stmerny podla priamky z = %, preto / glz)dz = / g(z)dz, z kladnosti funkcie
0 /2

2
*pocitali sme plosny obsah mnoziny M , ktora vznikne rotaciou grafu funkcie f(y) = g— , ¥ €10,/ 2pao],
p

&l
okolo osi Oz (a pouzili sme teda vetu 20b); vypoctom integralu 27r/ g(@)\/1+ ¢g%(x)dx, kde g(z) =
0

V2px, x € [0, 0] (rotaciou grafu funkcie g okolo osi Oz vznikne td istd mnozina M ) by sme sice dostali
to isté Cislo, ale — pretoze funkcia g nevyhovuje predpokladom vety 20a (nemé koneéni derivaciu v bode 0)
xT

; 0
— veta 20a nds neopraviuje tvrdit, ze ¢islo 271'/ g(z)\/1+ ¢’?(z) dz je plosnym obsahom mnoziny M
0



omom Lo (= ["4f,) > [ (= [ of,) e

(g,ﬂ'), / z)de < / g(z)dx pre ¢ € <0,g> ; teda pre ¢ € (=1,0) je S'(a) < 0,
pre a € (0,1) je S'(a) > 0; preto funkcia S nadobida globdlne minimum v bode 0

pozri navod k pr. 137;
2. pozri pr. 70;

pre kazdé n € N existuji integralne sucty ST(LI) a ST(LQ) funkcie f pri deleni D, také,

ze 0 < U(f,D,) - st < ,0< 5P L(f,D,) < %; z toho a z predpokladov tvrdenia potom
vyplyva nh—{%o L(f,D,) = nlLrgo ST(L ) = nh—{%o S( ) = nh—{%o U(f,D,), dalej pozri dosledok vety 2;

152| ,;a) = b)“: pre n = e existuje delenie D = {zg, ..., z,} také, ze e = n >
U(f,D,)— L(f, Dy,) = zn:w (f[zicn,z)Aay =D '+ > "> > "> M, kde > " je sticet tjch
s¢itancov, pre ktoré w(},:[lxi_l,xi]) > A;

»b) = a)“: ak D ={xg, ..., z,} vyhovuje predpokladom tvrdenia b), tak Ap := U(f,D) -
L(f,D)= Z (f,|wiz1, z1]))Az; = Z —|—Z” <Ab—a)+w(f a,b)e, kde Z Z” maju ten

=1

isty vyznam ako predtym; vhodnou volbou X, & vieme dosiahnuf platnost nerovnosti Ap < 7 pre
vopred zadané n > 0;

(nezabudnite dokdzai, ze funkcia g(z) := |f(z + h) — f(z)| je pre dostatoéne malé
h integrovatelnd na [a,3]) predpokladajme h > 0 (pre h < 0 je dékaz obdobny); pre dané

h € (0,b — B) existuje delenie Dy = {z¢, ..., x,} intervalu [a,(] také, ze h < v(Dj) <
2h; predpokladajme, 7e n je pdrne &fslo (pre nm nepdrne sd tdvahy rovnaké, len treba zvolit iné
oznacenia), ozname 41 = T + h, Azpy1 = Tpy1 — Tpy, D1 := {20, 22, 4, ..., T}, Dy =
{z1, 23, ..., Tpy1}, nech D,, resp. Dj je delenie intervalu [a,a], resp. [B + h,b] také, ze
v(D,) < 2h, v(Dy) < 2h, a nech delenie D} intervalu [a,b] je vytvorené deliacimi bodmi deleni

n

8
Da7 D17 D27 Db (Zrejme V(D;Z) S 2h)7 potom 0 S / gh(x) dz S U(gthh) S Ew(fv [xi—lvwi‘l’

o =1

Axl < Z f7 Li—1,L Z-I—l] Awl < Z f7 [‘ri—laxi-l-l])(Awi + Awi—l—l) = (U(f7 Dl) - L(f7 Dl)) +

=1
(U(f, Dz) (f, D)) <2(U(f,D;)— L(f,D})); zvety 2 vyplyva: pre kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
tak, ze pre kazdé delenie D intervalu [a,b], pre ktoré v(D) < é, plati |U(f,D)— L(f,D)| < ¢;

B
z toho a z predchadzajicej nerovnosti vyplyva hlirgl / gr(z)dz =0;
—0+ Jo

nepriamo; vyuzijeme pritom tvrdenie: ak f € R([), tak pre [ubovolné ¢ > 0, § > 0
existuje uzavrety interval I* C I, ktorého dizka je mensia ako § a w(f,I*) < e (vyplyva to
z dosledku vety 2 uvedeného v zdvere riesenia pr. 153 a z nerovnosti w(f,J) < w(f,K), ak

J C K C I); nech teda f € Rla,b], potom f € R]|

4
[a1,b1] C [a + b;a,b - b;a] tak, ze by —a; <1 a w(f,[a1,b1]) < 1; podobne dostaneme

bl—al
4

| a existuje interval

by — 1 1 .
interval [ag,by] C [al + by — = 1 al] taky, ze by — ag < 3 w(f, [ag,bq]) < 3 atd; nech
ﬂ [an,b,] = {c}; ukdzte, ze ¢ je vnitorny bod kazdého intervalu [a,,b,], n € N, a Ze z rovnosti

n=1



lim w(f,[an,bs]) =0 vyplyva spojitost funkcie f v bode c;

pouzijeme vetu 3, nech n > 0, ¢ > 0; pre kazdé z € [0,1]\ Q existuje jeho &
okolie O(z) C [0,1] také, ze w(f,[z — 6,2 + 6]) < n; mnozinu [0,1]N Q zoradme do prostej
1
TSR + i1 )3 2 otvoreného
pokrytia {O(z); = € [0,1]} kompaktu [0,1] vyberme konetné podpokrytie O(z1), ..., O(z,),
nech delenie D intervalu [0,1] je vytvorené deliacimi bodmi 0, 1 a tymi krajnymi bodmi intervalov

O(z1), ..., O(z,), ktorélezia v [0,1]; potom U(f,D)— L(f,D) < n+ 9 -w(f,[0,1]) (pre

I = (a,b) oznatme I := [a,b], [I| :== b— a; kazdy &iastoény interval delenia D je podmmnoZzinou
niektorého z intervalov O(z1), ..., O(xy), nech I, ..., I; su tie ¢iasto¢né intervaly delenia
D, ktoré si podmnozinou aspoii jedného intervalu O( i) takeho ze 302 ¢ Q,nech lppq, ..., Iy

su zvy$né Ciastotné intervaly delenia D; potom U(f,D)— L(f,D) = E + Z" kde Z’ =

k
Sow(LTNE < n-([L]+-+]L]) <n-1; Y= Z IOIL| < w(f0,1]) - (g |+ -+
=1

i=k+1

postupnosti {a,};2, a pre z = a, oznatme O(z) := |z —

n n

0 v
L)) < (£,10,1)- sup{z Y ine N} = (£, 10,1])- Jim Y 5 = 0-w(f,0,1]) ) *
=1 =1
staéi dokazal implikdciu ,,ak B je ohranitend mmnoZina a mnozina B’ mé& Jordanovu
mieru nula, tak aj B md Jordanovu mieru nula®;

y 1 1 1 2
z konvexnosti funkcie f vyplyva nerovnost (pozri pr. 1.453) f(—g <—) +—g (—) +
n” \n n” \n

1 n 1 1 1 n . . S
-+ —g <—) ) < —f <g (—)) +- 4 —f<g <—)) , pre n — oo konverguje prava, resp. lava
n" \n n n n n

strana tejto nerovnosti k pravej, resp. lavej strane nerovnosti (2.7) (vyuzite pr. 1.458, nezabudnite

dokédzat, ze fog € R[0,1]);

158 | zvolte g = [ a vyuiite pr. 76.1;
159 | pre dané ¢ > 0 existuje interval [a.,b.] C [a,b] taky, ze V& € [ac,b] : M —e < f(z),

kde M := m[a)é] f(z); z toho vyplyva
rE|a,

[(M = )b — a)]'/" < (/a I (z) ) (/ [ ) < MM (b —a)' ",

pritom lim {/b. —a. = lim Vb—a = 1, preto Ve >0 IN € N Vn > N, n € N

b \/m n—00
(/ () dac) -M

nech f nie je identicky nulovd; potom f musi aspoii raz zmenil na intervale [0, ]
K

<e;

znamienko (pretoie / f(z)sinz dz = O); dalej sporom: nech f zmeni na [0, 7] znamienko len
0

ks ks

raz, a to v bode a € (0,7), potom 0 # / f(z)sin(z — a)dz = cosa / f(z)sinz dz — sina -
0

0
s
/ f(z)coszdx =0, Co je spor;
0

**Riesenie pr 154 a 155 by sa podstatne zjednodusilo pouzitim Lebesguovho kritéria riemannovskej in-
tegrovatelnosti: Ohraniéend funkcia f : [a,b] — R je riemannovsky integrovatelnd na [a,b] prdve vtedy,
ked pre kazdé ¢ > 0 existuje najviac spoéitatelnyj systém ohranicenych intervalov {(a;,b;); i € J} (kde
k

J={1,2,...,n} alebo J = N) taky, Ze sup{Z(bi—ai); kE]} <e a MC U(ai,bi), kde M je
i=1 ied

mnoZina bodov nespojitosti funkcie f (pozri aj [24, str. 157-158]).



b

fz)dz =0 (potom /d f(z)dz =0 pre

B
kazdé a < e < d < b) ; vyuzijeme tvrdenie ,;ak f(z) > 0 pre vsetky z € [, 3] a / flz)de =0,

161 | uvedieme dve riesenia: 1. nepriamo, nech /
a

tak pre kazdé ¢ > 0 existuje interval [aq, (1] C [a, 3] taky, ze Va € [ay, (1] : f($)a< e “ (vyplyva
b
to z pr. 152); / f(z)dz = 0, preto existuje [a1,b1] C [a,b] tak, ze Yz € [a1,b1] : 0 < f(z) <
b ¢ .
1; ! f(z)dz =0, preto existuje [ag, by] C [a1,b1] tak, ze Vz € [ag,b3] : 0 < f(z) < =, atd, pre
a1

cE€ ﬂ a;,b;] potom plati f(¢)=10;

N | —

2. z pr. 154 vyplyva, ze f je spojitd aspon v jednom bode zq € [a,b], dalej mozno postupovat
ako v riesen{ pr. 76.1;

keby to nebola pravda, bol by kazdy dolny integralny sicet funkcie f na intervale [a,b]
rovny nule;

pozri pr. 70; ak N nie je hustd v [a,b], tak existuje zp € [a,b] a ¢ > 0 tak, ze
NN 05($0) = @;

z pr. 154 vyplyva, ze f je spojitd aspoii v jednom bode zg € [a,b], preto existuje interval
[a1,b1], na ktorom f memeni znamienko, nech napr. Va € [a,b1] : f(z) > 0; podla pr. 163

existuje interval [ag,by] C [a1,b1] taky, ze %nf f(z) > 0, funkcia fx potom nie je spojita v
z€[ag,bg

ziadnom bode intervalu [ay,by], preto podia pr. 154 fx € Rlaz,by], dalej pozri vetu 7 2°;
z konkavnosti f Vyplyva f(z) > g(z) pre z € [a,b], kde grafom ¢ je spojnica bodov

5@, 1,105 potom [ () de > [ g(e)de; dalej pre kads € € 0,6l o £(“5T) =
b 1 ’ by _ 1( e
H(EE 255 > S0+ O+ 10— @), wreto - ar(S52) 2 ([ Her e+
b—a b
/ f(b=9¢ df) = / f(z)dz (v prvom integrali subst. a+ £ =1, v druhom b— ¢ = z);
0 a
uvedieme dva névody: 1. vyuZite nerovnost ()% > 2f' —1; 2. vyuZite nerovnost
2
/1 g*(z)dx > </1 g(z) dx) , ktord vyplyva z pr. 157 6;
0 0
168 l(b —a)(f(b) = f(a)) <oznaéme ap =
Z/ - flax)) Z/ (z — ag)dz, mnech my = min{f(z); 2 €

n a‘k
l[ag—1,ar]}, Mg := max{f'(z); @ € [ag_1,ax]}, kK = 1,...,n, potom g mk/ (z —ag)de <
= 1

a
, k=0,....n; potom A, :=

n

ak .
A, < E LMk/ (z — ag)dz, odtial (po vypocte integralov a vynasobeni nerovnosti ¢islom n )
k=1 k-1
L(f,D b a ka <nA < b a ZMk =U(f,D), kde D = {ag,...,a,};
dalej pouzite dosledok vety 2,
o, . 14 2% 20 1 — 2% 20 21
pouzite pr. 76.2 a nerovnosti 1. ——— =14z <1+ 2z"(1—2°) pre

14 240 14 240

*pouzitim Lebesguovho kritéria (pozri pozndmku k pr. 155) mozno dokazat vseobecnejsie tvrdenie: ak
f € Rla,b], f(z) # 0 pre véetky = € [a,b] a g¢:[a,b] = R je ohrani¢end riemannovsky neintegrovatelna
funkcia, tak fg & Rla,b]

%moino pouzit aj nerovnost z pr. 199



€(0,1); 2. e_‘rn>1—yc”,yc7£0 (t4 vyplyva z nerovnosti €* > 1+ wu pre u#0); 3. 2<
1

e“+e T <e+— pre z€(0,1);
€

™ .2 37T . )
/0 ST dg > 5> (VyuZite nerovnost S % > 1 4sinz, z € (O,ﬂ')) :

1 1
172 ~ =10'? (:1006/ dew);
6 0

T -, i T e, . .. sin(7/n) 1
1. — S, rtozsirte vyrazom — a vyuzite, ze lim —————~ =1 |; 2. v+ =
V3 n n—co  m/n 2

1 1 & 1 & 1< k
= — < — = — —
( /0 (@ + 0dt; — 1;:1 ne + k) < 8, 5 E:l(n;c + k4 1) - ;:1 <x + n) +

1 1 1 " 1)k
1y, 1 _ 5 4 g2 () ._ L5 ok 9@ .= MR
n), 3 (sn SO 4 52 kde S Sy o2k s E:n(n—l—l/k)

k=1

IN

Qk/n

2 T
—); 4. 3 (ak na vyjadrenie hodnoty sinz pouzijeme Taylorov vzorec so zvyskom v La-
n

- e (1), ¢@
grangeovom tvare, tak sinz = z — 7 sin?d; potom S5, = Sn’ + 5y, kde S =3 Z <1 +
k r? it 72
g), |5n =g 42162(1—}— )511119 ‘ < 42162 < —); 5. In2; 6. o© (Sn =
11 1 1 ng Log
n=g ;;m—l— —X:I(n_:l:)—knm, pritom limita druhého ¢lena je 5/0 1f$ a limita
tretieho ¢l '0) 7 < N Z 12““9() i odhade druhéh
retieho ¢lena je : . 0 n = = ; pri odhade druhého
R 1—|—k/n 2 Ttk P
Clena vyuzite nerovnosti Z 1 <2 a 0<sin 19( ") < sm 1 pre k=0,1,...,n ) ;
kzon—l—k
T . o1 sin(2m — 1)z
1. 5 <Vyu21te rovnost 3 + kZ::lcostw = —5wms O ° # kr, k € Z, k-

tord sa odvodi podobne ako analogickd rovnost z riesenia pr. 60.3) ;2. n2_7r (VyuZite rovnost
-2

e 1- 2
Z sin(2k — 1)z = C(_)S me _ sm. me , ¢ £ kn, k€Z, avysledok pr. 174.1) ; 3.7, ak n
2sinx sin «

iy
je neparne (pozri pr. 174.1); 0, ak n je parne (pouZite substiticiu z — 5= t a pr. 93.1) ;

1 20 2
175| 1. L; 2. —(arcsin v2 — arcsin V2a ) ;
V2 V2 b2 +1 a? 41

176 | 1. nech b —a = P (dékaz v ostatnych pripadoch prenechdvame na éitateia), oznalme

k @k
M = sup |e(z)|, ar :=a+ —(b—a), kK =0,1,...,n; potom / go(nas)dx = 0 (pozri pr.
z€[0,P] n
k
)/ (nz) dw—l—Z/ flag))p(nz)dz| <
Tk—1 Cf— 1

n a‘k
g / |f(z) = flar)||p(nz)| de < M g / — f(ag)| dz; z rovnomernej spojitosti f na
k=1 k1 k1

93.2) a |1,] := /ab fz)p(nz)da| =

ay

[a,b] vyplyva Ve >0 36 >0 : |ag —ak_1| < 6= |f(z)— flag)| dx < e(ar, — ag—1); celkovo
k1

teda Ve>0 INeN VneN,n>N : || <Mb-a);

2. tvrdenie najprv dokdzte pre konstantnd funkciu f a Iubovolny interval [a,b], dalsie dvahy



b ) 92 rb m a
/a f(z)]sinnz| dz — ;/a flz)dz| < kz:; </ak: |f(z) —

+ 2 [ It - s@)lde ), e

k-1

st podobné ako v rieSeni pr. 176.1 (

. %k . 2
flay)||sinnz|dz + | f(ar)| - ‘/ | sin nz| da — ;(ak — ax—1)
k1

m € N je vhodne zvolené &islo, a :==a+ —(b—a), k=0,1,...,m |;
m

3 2 . .
177 565/2 <na vypocet / et/ gy pouzite metddu per partes: w' =1, v = e’*"l/x) ;
1

/2
pozri pr. 96.2; podia binomickej vety (1 — z2)" = Z(—l)k (Z) a2k
k=0
n—1
179| B(m,n)= B(m+1,n—1);
m
180 | I(m,n)= ﬁ[(m +2,n—2), n>2, dalej pozri vysledok pr. 96.1;
m
2n 7w 1 (2n)!! ]2 T
181 =< < -, neN;
2n+1 2 2n—|—1[(2n—1)!! 2
182 1. K, = erﬁ (pouzite metédu per partes: w' = cosnxz, v = cos"z; Kk o-
bidvom stranam ziskanej rovnosti pripocitajte K, , pri Uprave prave] strany vyuzite vzorec
cos(n — 1)z = cosnzcosz + sinnzsinz; tak dostanete rekurentny vziah 2K, = K, 1, n €
- 1 1
N); 2. _ 2L, = —+ L, :
)i 2 kz::le(n—k‘—l—l) < . +1)

/2
183 | 1. na vypocet / cos® z sin ax dx pouzite metddu per partes, integrdl na pravej strane
0
ej rovnosti prevedte na jej lavi stranu a pouzite vzorec sin(a+1)z = sinaz cos z+cos azsinz ;

185 | funkcia F(z) ::/ f(t)dt — /b f(t)dt je spojita, F(a) <0, F(b)>0;

a T

N
—
w
=
=¥}
=

T

I!I

186 1. 2; 2. 1;

1@) [ = 0sd

([ r0a)

primitivna funkcia F k funkcii f je parna, derivacia parnej funkcie je neparna funkcia;

Qo

— p—
0]
[0 2] |

g'(e) =

>0 pre z > 0;

189| ,,== “: staéf polozit \ := mrél[ial}b]f($); ,, <= “: pre primitivnu funkciu F k funkcii f
plati WZA (a<a< p<b), preto f(z)=F'(z)> X, z € [a,b];
napr.  f(z) = {(s)itlln|w|+cosln|$|, ZE ii[ﬂ—l,O)U(O,l] . potom F(z) =
{ gfinln|m|, :l}i ii[o—l,O)U (0,1] (pozri pr. 87);
191] F(z) = /I G'(1) — h(0)dt, kde g(t) = { ¢ COS%’ ak 1A0 gy =
o 0, ak £=0

T

1 xr
{ 2t cos ¢’ ak 1#0 , diferencovatelnosi funkcif / g'(t)dt, resp. / h(t)dt vyplyva z
-1

0, ak t=0 -1
vety 11, resp. 14b);

1 5
4. z nerovnosti f(z+1¢)> f(y+1t) pre @ >y azpr. 162 vyplyva Fs(z) = %/6f(x—|—



)

D> o [y de=E(y) pre o> yi 8 plati [f(2)— Fio)] < 5 If() o) dt,

z rovnomerneJ spojitosti funkcie f na intervale [a—8,b+ 6] vyplyva Ve > O EI 6>0 Vaz€la,b]:

[t <6 = [f(z) = flz+ 1] <e;
fla), ak z<a

nech f(z) = ¢ f(z), ak =z €a,b] , zpr. 192.2,6 vyplyva, ze existuje spojite d-
f(b), ak z>b

iferencovatelnd funkcia f, : R — R takd, ze Va € [a,b] : |f(z) - fi(z) < < <a teda
n

Va € [a,b] : |f(z) — fi(z)] < i), z pr. 192.3,6 <pouiitého pre interval [a,b], Cislo £ a
n n

funkciu 71) vyplyva existencia dvakrat spojite diferencovatelnej funkcie f, : R — R, pre k-
tord plati Yz € [a,b] : [fi(z) — fo(2)] < i, atd; pre funkciu f. := f, |[a,b] potom plati
— — J— Jn J— J—
|f(2) = fe(2)| < [f(2) = [r(@)] + (@) = fol@)] + -+ [frma (@) = [o(2)] < &5
dokdzeme prvi nerovnosi (druhd sa dokazuje obdobne); nech 7(z) := / g(t)dt, z €

[a, D] (potom 1(z)<z—a, teda a <y(z)+a < x) , oznatme F(z):= /a: f(g(t)dt, G(z) =

a

a+y(z)
/a+ F(t)dt, potom F(a)= G(a) a F'(z)> G'(z) pre z € [a,b];

1
195 | oznatme A := / f(z)dz, c:=sup{z € [0,1]; f(z) > A}, potom / de < A(1—c¢)
1
( =(1- c)/ fla )dx) k obidvom strandm tejto nerovnosti pripocitajte /
1/+/n 1 1
m f(0 (/ / + , nech M := max_|f(z)|, potom / (1——)1\4-
Ve IG[O 1] 1/\/n Vv

1/ N .
= fle)+ [ neT o = flea)(1 - €)= f(0) pre

max mne ¥ — 0 pre n — oo, /

c€[1/v/n,1]

n — 00, pozZri aj rieSenie pr. 113.3) ;

m predpokladajme, Ze g je nezdpornd funkcia (v ostatnych pripadoch staéf polozit G(z) :=

g(z) = g(a) a z nerovnosti pre f, G odvodii nerovnosi pre f, @), nech / 2)dz = f(c),
potom [ (f(e)— fle))dz = [ (1)~ f(e)ds mech [ (1)~ fa)ae)de = glen) [ (f(e)-
J@)de, e € [0,d; / (@) - S()gla)ds = glea) / (f(2) - f(e)de, & € [e1]; po-
om [ f@gerde - [ s@aes [gwrae = [ 06 - feng@rdn = [+ [ =

gte) [ () = (e e 2 0;

sta¢i dokdzal, Ze f je monoténna;ak f nie je monoténna, tak existuji p,q,r € [a,b], p
q < r, tak, ze pre funkcm F = f alebo funkciu F' = —f plati F(p) < F(q), F(r) < F(q);
predpokladajme F' = f; nech n:= min{f(¢)—f(p), f(¢)—f(r)}, nech a; :=sup{z € [p,q); f(=)
flg) —n}, by := inf{z € (¢,7]; f(z) < f(q) —n}, potom plati: pre z € [a1,b1] je f(z) €
[f(¢) =, f(@)], flar) = f(b1) = f(q) —n, pre kazdé ¥ € [f(q) —n, f(q)) existuji aspoi dve
rozne Cisla ¢q1,¢q € [a1,b1] také, ze f(c1) = f(c2) = 9; preto f svoju stredni hodnotu na [aq,bq]
nadobida aspoii v dvoch réznych bodoch z [ay,bq];

b
oznatme F()) := / (Mf(z) + g(x))dz; potom F je nezéporns kvadratickd funkcia,

A

m IA =



preto jej diskriminant je nekladny;

kvadratickd funkcia F(\) := <f2 (1 [ — PQ f;é )f )+ AP (@ )) dx
r
q

nadobuda nezaporné aj nekladné hodnoty ( - —g(x) f (z) — gg x ) < 0 pre vsetky
€ [a, b]) , preto jej diskriminant je nezdporny;

201 | ukazte, ze pre derivaciu funkcie F(z) := / dt—l—/ t)dt—zf(z) plati F'(z)=0
pre z >0, teda F je konstantnd na [0,00)%7; na dokaz (2.8) zvolte f( y=aP~t 2 >0;

202 | oznatme N,(f) </ | f(z)|P dx)l/p, Ny(g):= (/a lg(z)|? dx)l/q; v nerovnosti (2.8)
@l Lot
No(f)’ No(g)’

1
1.1 <1 < V2~ 1.414213562; 2. 1.030776406z,/1+2—_1§ *

2
1.207 106 781 (funkcia V14 2% je konvexnd; ak f:[a,b] — R je spojitd konvexnd funkcia, tak

. [t 6
pre funkciu —f plati nerovnost z pr. 166); 3. I <11; 4. I< / (1—|—x4) dz = \/g R
0

1.095445115.

z pr. 201 poloite u = x € [a,b], a ziskani nerovnost zintegrujte;

>

~
~

a f(a)
2Trovnost / ft)dt = af(a)—/ f~1(t) dt moizno dokazat aj pouzitim metédy per partes (u’ =1,v=
0 0

f(t)) a potom substiticie f(t) =z, vsimnite si tie velmi ndzornd geometricki interpreticiu tejto rovnosti



