3. Ciselné rady
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. hapr. a, = ;2. napr. a, = ————; 3. napr. a, = ———; 4. napr.

- P 4n —3 P n? P n(n+1) P
1-3-5--(2n—1) i 3n—1

_ n+1 = = et )
an—(_l) 1.4.7...(371—2)J 8. mapr. dn =y 8. napr. an—(—l) 2.3n-1"7

1
l. n = Sy — Sp—1 pre n > 1, ag = S51; teda a1 =2, ay = ——— pre n >1; S =
n(n—1)
1 7 2n? —1
lim S, =1; 2. a, S=1; 3. a, = —2sin T 08— m pre n>1,a,=0; 5=

n—00 - on ’

0; é alz—l’an:(—l)n

Qn(n—l)C 2n(n —1)
2n—1

1. — .
771(”_1) pre n>1;5=0;

" 2 nN" 1
1. Sn:—§<l— <—§> ), nlirrgoSn:—g, teda rad konverguje; 2. S, =1— <§> +§-

" nN" 2
(1 - (5) ) , konverguje; 3. 5, =1- <§) + §<(_2)n — 1), osciluje; 4. Sz =n, Sapo1 = —n;
s'l"5a—l 1 reto S, = l—i—ll-i— —i—l ! =1 ;
oscrwe; 9. dn = =TTy P - 2 23 n n+1) n41’
1 1 5 1 1 1
k je 1; 6. = -|1- k je; 7. = — — —
onverguje '; 6. S, 3 < Sn 1) Konverguie; T Sh 36 6(nt1)  6(nt2) + 3(n+3)’
1 1 1

konverguje (an = 6n 2n+2) + 3n+3) : S, mozno zapisat v tvare tabulky

1 Lo, .

6 2-3 3-4
+ L Loy +

6-2 2-4 3-5
S, = Lo Lo, .
6-3 2-5 3-6
+o S
6-4 2-6 3.7

'obr. 9 umoziuje nazornu predstavu o konvergencii tohto radu; p, ¢ su dotykajice sa kruznice s polo-
merom 1, r je ich spolocna dotycnica, kruznica k; sa dotyka kruznic p, ¢ a priamky r, kruznica ks sa

< . 1
dotyka kruznic p, ¢, ki, atd; potom priemer kruznice k, ma dlzku ——
n(n+1)

obr. 9.



t sm—3) T dm-n T o +
+ ! L + ! +
6(n —2) 2n 3(n+1)
n 1 1 1 n
6(n—1) 2(n+1) 3(n+2)
+ ! + !
6n 2(n+ 2) 3(n+3)
1 1 1
a vyuzit rovnost T 2k+6_]<: 0); 8. S,=1-V2—Vn+1+Vn+2 <_1 \/_+\/—+\/W)
. B n . B fny n . o (n+ 1
konverguje; 9. S, = e konverguje <an =\ + ] ) ; 10, S, = IHT =In(n+
1 — g™ n+1 .
1), diverguje k +0c0; 11. S, =¢ { q)2 —n ;] pre ¢ #1 (dokézte rovnost S, —qS, = q+¢*+-- -+
—9q —q
n n+1 : : : ~: , 71(77, + 1) .
q" —ngq a vyjadrite z nej S,, alebo vyuzite vysledok pr. 1.303.1) , Sp = — 5 Preg= 1, konverguje
pre |¢| <1, diverguje k 400 pre ¢ > 1, osciluje pre ¢ < —1 <vyu2ite, 7e lim ln =0 pre a>1, pozri
n—oo @
pr. I.192.1a> ;120 5, = ( ) > an_l (VyuZite vzorec pre Ciastoéné sicty geometrického radu
« > kl'm
a pr. 206.11) konverguje; 13. S, = ) <sma — sin on > , konverguje; 14. S, = ;sin 720 pre n > 5,

konverguje (720 =6! a, =0 pre n> 6) ;
z vety 3 vyplyva divergencia radov ¢islo 1 ( lim a, = 1), 2 ( lim |a,| = 1 2%, lim a,

n—oo n—00

L. . . _ L. . Inlnz
neex1stuje) , 4 lim a, = lim e , na vypocet lim
n—00 n—00 T— 00 x

1 B er .
mlnlnn _ mozno pouzit ’Hospitalovo

pravidlo), 5 ( lim |a,|=0.002, lim a, neexistuje); rad ¢islo 3 spiﬁa nutni podmienku konvergencie,
n—oo n— oo

teda len na zaklade vety 3 nemozno rozhodnit, ¢ tento rad konverguje alebo diverguje ?;
1. postupnost {5,152, c1astocnych stctov radu ZA" je vybranou postupnostou z postupnosti

n=1

{s,}52, dastocénych siétov radu Z an (platl Sn n € N), z konvergencie postupnosti vyplyva

= Spn-}—l ’
n=1
konvergencia kazdej jej podpostupnosti; 2. z nezdpornosti ¢isel a,, n € N, vyplyva, ze {s,}5%2; je ne-
klesajuca postupnost; monoténna postupnost je konvergentna prave vtedy, ked je konvergentna niektora jej
podpostupnost (toto tvrdenie treba samozrejme dokazat); 3. napr. a, = (—=1)", p, = 2n — 1;
1 . , . 5 .
q= —( — 2\/_) <éislo 5(7 + 2\/(_5) , ktoré je druhym korenom rovnice 7(1 g 2 =7 nemoze
> —9q
byt riesenim, pretoze pre hladané ¢ musi platit |¢| < 1, inak by rad E ¢"~' — ateda aj kazdy jeho zvygok
:1
— divergoval (pozri vetu 1)) : !
[e.0]
210 (predovéetkym si uvedomte, ze z konvergencie radu Z an vyplyva konvergencia kazdého jeho
n=1

zvyéku) ak R, =aq"™1, tak a, = Ry_1—R,, = a(l—¢)¢"~%, n > 2 (pri dokaze rovnosti a, = R,_1—Rn,

nezabudnite, 7e ¢isla R, , n € N, st definované ako limity) ;

211| 1. pretoze lim a, = 0 (veta 3), je {an}52,; nerastica postupnost nezédpornych ¢&isel alebo
n—oo
Zpretoze plati ekvivalencia lim a, = 0 < hm lan] = 0, je zrejme jedno, & pri vySetrovani nutnej
n—00
podmienky konvergencie hladdme lim a, alebo hm lan|
n—oo n—oo -

®charakter tohto radu mozno vysetrit napr. pomocou tvrdenia «) vety 4b, ak vyuzijeme rovnost
lim In(1+ u) ]
im ———= =

u—0 u



neklesajiica postupnost nekladnych &sel; v prvom pripade plati 0 < nas, < apg1 + dpy2 + -+ + azg,

z Cauchyho-Bolzanovho kritéria konvergencie vyplyva Ve >0 AN €N Vne N, n >N apq1+--+am <

¢, pretoplati Ve >0 INEN VneN,n> N :0< nay, < ¢, odtial vyplyva lim 2nas, = 0, rovnost
n—0oo

lim (2n + 1)azn4+1 = 0 vyplyva podobne z nerovnosti 0 < (2n 4+ 1)aznt1 < 2(n+ Dazp+1 < 2(an41 + -+
d2n41), pre postupnost {b,}2, := {na,}32, teda plati lim by, = hm bons1 = 0, preto lim b, =0;

n—oo n—oo
v druhom pripade (tj. ak {a,}5%; je neklesajica postupnost nekladnych ¢isel) staéi uvazoval postupnost
1
—, ak ne{2™; me N}
{—an}22,, ktord je nerastica a nezdpornd; 2. nie, napr. a, = n
0, ak neN\{2™; me N}
o0
1. tato podmienka nezarucuje konvergenciu radu E an , vyhovuju jej vSetky rady, pre ktoré je

n=1 o]

splnend nutnd podmienka konvergencie (a len také rady), teda napr. aj divergentny rad Z - ;2. konver-

guje (pre n = 1 dostaneme lim (as + - -+ apy1) = 0, odtial lim (a1 +az+ -+ aps1) = ai, o podla
p—0o0 p—0o0

definicie su¢tu radu znamena E a, = al) ;

n=1
3. k je; 4. k ' <2 5. di je; 6. di '
3. konverguje; 4. konverguje an < 55 ) 5. diverguje; 6. diverguje
(nli%a+ je koneénéanenulové) ;7. konverguje <arctgn < g), 8. konverguje; 9. diver-
nl/2+1/3
2 an . .
uje Gn = , lim —— je nenulova a koneéné) ; 10. konverguje rady
& ( \/n—i—Q(\/n—i—l—l—\/n—l) n—co 1/n &
sin il e (1"
N 3 (1) — 3+ (=1)" : : :
Z:lsm% a 2% maju rovnaky charakter, pretoze nlingoﬁ =1, prito-
n= n= T
3+ (-1)" 4 — 4 . . 1
m L < —, n €N, arad Z— konverguje | ;  12. konverguje a, = —,
n? n? n? ( In n)
n=1 11— —
n2
. Inn . . an .. . .
pritom lim — = 0 ]; 13. diverguje lim 7 = 1, vyuzite rovnost lim ¥n = 1, pozri pr.
n—00 N n—00 n n— 00
) ) . L. et =1 . sinu )
1.135.2,1.380.1 ); 15. konverguje pripomenme, 7e hr% =1, hn%) =1]); 17. konverguje
uU— u U— u
1 1 1 n 1 1 n 1 18. k . it " ;
ap=——n|l————<+4o0|— =—+4o|— ; . konverguje [ vyuzite postupne rovnosti
T2 n3  6n° n? 6n8 n8 o &4 Y P P
In(1 in 12
fim P i S0 i U 0 o a riesenie pr. 213.12);
u—0 u u—0 U n—00
1
1. a<l1 In(r?+1)—Innp?=In{1+ =) ; lim ain je nenulova a konecna | ;
n? n—co 1/n%-

2n+1 1 1 1 1
2. a>0 <ln2n—1_ln<1+2n—l>) §.a>§ <a”_1_n<ﬁ_6ﬁ+o<ﬁ>)_

! + ! to i 2 +
—+o| — reto lim n = | — ———=
2/ P (n—1)?

N | —

je kone¢na a nenulova |; 4. a >
6n? n n—oo 1

2\’ 2 1 2 1 . ,
0((71_1))‘ ‘ (n—1)2+0< )‘ m—i—O(ﬁ))’ 5. pre kazdé a > 0 (prlpada_l

; . , .. 1 1
*tdto rovnost plati poéinajic niektorym ny € N (ak vyuzijeme, ze o <—> = o0 <(7> ,
n




1/Ina\’ 1
je zrejmy; pre o # 1, a > 0 je a, = e%lna—i—e_%ln“—Q: 1—|———|—§<£) —|—0<—2) 54
n

e Lflma® 1Y e /1Y)
n 2\ n O\ w2 Y o\ 2 ’

I=)

. pre vsetky a > 0 <pre a # 1 je

- u_1
a, = at/(r+D)(gt/n=1/(n+1) _ 1) dalej vyuizite, ze lir% c = 1)6; 7. pre vietky a € R <an =
u— u
1  In® In®
—~nn7,vyuiite,2e limnnZOprekaZdéaeRa6>O ; 8. pre a>1 pre a <1 je
n3/2 \/ﬁ n—oo

Inn 1 o i

—— > — podinajic niektorym ng € N | ;

n« n“

konverguje; postupnost {S,}°; ¢astoénych siétov je rastica, jej ohranicenost zhora® vyplyva

o0

z nerovnosti S, < 2s, < 2s, kde s, , resp. s je n-ty ¢iasto¢ny sucet, resp. sucet radu Z =
[’ n=1 n
ak na, < K, tak a2 < —
n o0
uvedieme dva navody: 1. pre rad Z ay je splnené Cauchyho—Bolzanovo kritérium konvergencie
n=1
(dokéazte nerovnost |apq1 + -+ anp| < max{|bpy1 + -+ bugpl, leng1 + -+ cngpl} a Vyumte z7e pre
(o] [e0]
rady Z by, Z ¢, je Cauchyho-Bolzanovo kritérium splnené); 2. z konvergencie radov Z Cn E by,
= n=1 n=1 n=1
o0

vyplyva konvergencia radu Z(cn —b,), 2z nerovnosti 0 < a, —b, <c, —b,, n € N, avety 4a) vyplyva

o n=1 o o
konvergencia radu Z(an —b,), 2z konvergencie radov Z(a" — by), Z b, vyplyva konvergencia radu
n=1 n=1 n=1

00
E Ap
n=1

218| lim a, = 0, preto poéinajuc niektorym ng € N plati 0 < a, < 1; ak 0 < a, < 1, tak
n—0oo
a2 < a, ; obratena implikacia neplati;

2 1
219| vyuzite nerovnosti 2|ab| < a® + b2, (a +b)? < 2(a? + b?), il <a’+ —
n n

1 1 1 1 1 1 1 1 L. . ,
220 ——In{l+—-)=—-——-[——— 40| — = —+4o0|— ], n-ty Ciastoény sicet ma tvar
n n n n  2n? n? 2n? n?

| (1 1
n = E =1 -1 1); (3.2) dost , ak polozi ::E ——In{l1+ = 71] ) 7
S, 25 n(n + 1); (3.2) dostaneme, ak polozime C 2 <n n < + n)) a vyuZijeme, Ze
lim S, =C;

n—0o0

ok o =~ 4o () = (- () ) e (1
=G ) =

. , . , 1 1
tiez s poznamkou za rieSenim pr. 213.16) pri zapise sme vyuzili rovnost —o < 2) =0 (—)
n

nZ
zrejme o — =0 -5
n n

odtial uz vyplyva, ze a, < 0 poéinajic niektorym ng € N, porovnaj

2

. . x
®pokial zvolime postup ako v pr. 214.5, treba pouZit rozvoj e = 1+ z + 5 = 0(:v2) ; keby sme vyuzili
. 1 1 .
len rozvoj €* =14 z+ o(z), dostaneme a, = ———— Ina+ 0| — | , Co pre nase potreby nestaci
n(n+1) n?
1 Inn

Talebo véeobecnejie a, =

F'7a56(0:1)

®na rovnakej myslienke je zalozeny dokaz vety 4a)



1. konverguje; 2. konverguje; 3. konverguje; 4. diverguje; 7. konverguje (pripomeﬁme,

3
ze lim Ya=1, a > 0); 8. konverguje < lim 2o+l (—) ); 9. diverguje <naJprV ukazte,
n—00 n—oo  dp 4
3-6 3 1 . c oo in
7ze dany rad ma rovnaky charakter ako rad E Tl()'n) "o DA to pouzite rovnost 1}1_{% arcin u _ 1) ;
: 1 : - . n(v2+1)" :
10. konverguje <hm sup Ya, = \/_74—; mozno tiez vyuzit nerovnost a, < # a konvergenciu
n— 00

= n3(vV241 .
radu Z 71(\/_7”4_) dokazat pomocou limitného tvaru Cauchyho alebo d’Alembertovho kritéria) ;

n=1
m 3. pri dokaze rovnosti lim ¥a, = 0 vyuzite vysledok pr. 222.1;
111111 1 1
napr. =, 5, = 759 30 9’ 1a’ 1A
2°2° 47478 8 16" 16
[ee] n (o0}

napr. (alebo vSeobecnej§ie: kazdy rad Zan taky, ze {a,}52, je neklesajica pos-
— 2n+1

n=1
tupnost kladnych ¢isel a lim a, < 1) ;
n— 00
1. diverguje; 3. konverguje, ak b —a > d; diverguje, ak b—a < d (V pripade b —a = d

o
a

mozno pouzit tvrdenie b) vety 9 alebo priamo dosadenim zistit, Ze vtedy ma dany rad tvar E n ,
a+ na
o 1 =
porovnat ho s harmonickym radom E —) ;4. konverguje; 5. diverguje; 6. konverguje pre p > 2,
n

n=1

diverguje pre p < 2 (pre p = 2 mozno pouzit tvrdenie b) vety 9) ;7. diverguje (najprv dokazte, Ze

1-4- (3n—2)~2~5~~~(3n+2))

dany rad ma rovnaky charakter ako rad Z

bl

— nl(n+1)I9n
[e0] B o0 1
1. napr. Zan, kde {an}S>, je postupnost z riefenia pr. 223; 2. napr. Z pr p>0
n=1 n=1

(préve na porovnavani s tymito radmi je zalozené Raabeho kritérium) ;

1. konverguje; 2. konverguje pre p > 1, diverguje pre 0 < p <1; 3. konverguje pre p > 1,
diverguje pre 0 < p < 1; 4. konverguje pre p > 1, diverguje pre 0 < p < 1; 5 diverguje (VyuZite, 7e

1
n!<n? né€ N) ;7. konverguje <dany rad ma rovnaky charakter ako rad Z 2 ) ;
nln”n

228 (predovéetkym si uvedomte, Ze z monotonnosti funkcie f vyplyvajej rlemannovska integrovatelnost

n+1

na kazdom uzavretom ohrani¢enom intervale I C [l,00)) 1. oznatme P, := S, —/ flz)dx; ak
1

vyuzijeme nerovnosti f(z) < f(i) pre z € [i,i+1], i e N, a f(i)— f(z) < f(i)— f(i+1) pre z €

n+2
[i,i+1], i € N, zistime, 7e postupnost {P,}°° ; je neklesajtica (Pn+1 = Pn—i—f(n—l—l)—/ f(z)de = P+

/nm (f(n+1)=f(z)) dz > P, ) a zhora ohranicend (Pn - Z:; (;r(i) _/;H (=) dr) Z/

+1
dr < Z z—}—l)) F()—f(n+1) < f(l)) ; naobr. 10 je geometricka interpretacia uvedenych
ivah v prlpade spojitej funkcie f (ploény obsah vyS8rafovanej plochy je cislo P3) ;

n+1
2. odhad pre S vyplyva z nerovnosti / flx)de < S, < f(1 / f(z)dz, postup pre Ry je
1

analogicky (z nezapornosti funkcie f vyplyva, ze funkcia F'(¢ / f(z)dz je neklesajica, z nerovnosti

F(n) < S, < S vyplyva,ze F je zhora ohranicend, preto existuje konecna lim F'(z), atedaaj lim F(n )) :

r— 00 n— 00



obr. 10.

- 2
229 (VyuZite odhad pre Ry z pr. 228.2) 1. staci séitat prvé 4 cleny (W + 5572 ~
1 o arz , ; )
0.0775, CWEE + YA 0.1146) ;2. staci scitat prvych 13 ¢lenov;
1. napr. f(z)=sin7z, & > 1; 2. napr. f(z)=
14+ nx—n?, ak z€n—1/n],n>2
1—nz+n?, ak z€[n,n+1/n], n>2 (teda grafom f je ,lomena ciara“, vrcholy ktorej su
0 pre vsetky ostatné z € [1,00)
1 1
uréené funkénymi hodnotami f(1) =0, f <n — —) =0, fln)=1, f (n—|— —) =0,n€ N) ;
n n
231 konverguje; konverguje; 3. konverguje; 4. konverguje pre lubovolné o € R; 5. di-

1. 2.
verguje; 6. k je; 7. k jo (n(lnm)/n = ((nn)/n) ;8. diverguje (preverte nutni pod-
guje; 6. konverguje; 7. konverguje [ n e ;8. diverguje (preverte nutni po
mienku konvergencie); 9. konverguje pre a > 0, diverguje pre o < 0 (nezabudnite sa presvedéit, ¢
ide skutocne o rad s nezapornymi, resp. nekladnymi Elenmi); 10. konverguje pre ¢ > 1, diverguje pre
g <1; 11. diverguje; 12. konverguje; 13. diverguje; 14. diverguje; 15. diverguje (preverte nutnu

1
podmienku konvergencie) ; 16. konverguje pre kazdé a >0, b >0, b#1 (logr s = ln_s) ; 17. kon-
nr

1 . 1 1 ,
o| — | ; pozor: rovhost a, = — +o0| — ], ktori dostaneme, ak
n? ( )2 n

verguje a, = 2n+3
s T 1

2n—1)3
2
pouzijeme len rozvoj In(1+u) = u——+o(u?), pre nase potreby nestaéi) ; 18. diverguje; 19. konverguje

2
. 1 1 ) 1 In(1+1 )
G, najprvrozsirte vyrazom ——+4/In [ 1+ — | avyuzite, ze lim [Vr+ VIn( +1/n) =2]; 20. di-
vn n n—oco 1/v/n

k
); 21. konverguje <VyuZite, ze lim l—x = 0 pre kazdé k € R); 22. konver-

1

nek Tr—00 €

verguje ( an, =

guje; 23. diverguje (VyuZite, ze limaflnz = 0 pre k > 0); 24. konverguje pre a < —1, diver-

r—

[e.0]
guje pre a > —1 (pre a < 0 ma dany rad rovnaky charakter ako rad Zna lnn) ; 25. konverguje

n=1

(Z(z') < (n+ 1)!); 26. konverguje pre a > 2, diverguje pre a < 2 (2" < n! < n™ poéinajic
i=1
niektorym ng € N); 27. konverguje, ak a > 1 aleboak a =1 a g > 1; diverguje, ak o < 1 ale-

boak a =1 a g <1; 28. konverguje pre a > 0, diverguje pre a < 0 (pre a > 0 vyuzite, ze
In(1+ n® alnn+In(l+1/n®
limgzlim +in(1+1/ ):a>;

n—oo Inn n—o0 Inn

1la) konverguje (cn < a, + bn); 1b) konverguje; 2a) diverguje; 2b) moze divergovat



(napr. a, = b, = 1) aj konvergovat (napr. a, = (1 - (—1)”)71, b, = (1 + (—1)")71); 3a) diver-
guje; 3b) konverguje;

Inlnn)?
2a) konverguje; 2b) diverguje (pri vypocte lim (nl& (= 0) pouzite substiticiu
n—00 nn
nt3 (In3 — _31nn
. In(1/an) n/3 . Inn! nlnn Inn
lnn =t ); 2c) konverguje - o , pritom 0 < WYyE < pryE i VR
. 3lnn!

preto nlinolo i = 0) ;

1b) rad Z a, mapodla pr. 208.1,2 rovnaky charakter ° ako rad Z A, kde Ay =a1, Any1 =

n=1 n=1

(n+1)?
E a, (n € N); pritom (pretoze (n+1)2—n? =2n+1 a {a,}3%; je nerastica postupnost nezdpornych
n2+1

éisel) plati (2n+ 1)a,2 > Apy1 > (2n + l)a(n+1)2 , atedaaj (%) 3na,2 > Apy1 > (n+ l)a(n+1)2 ; preto

(0] (o]

z konvergencie radu Z A, vyplyva konvergencia radu Z na,» (to je dosledok druhej nerovnosti v (*))

n=1 n=1

a z divergencie radu Z A, vyplyva divergencia radu Z na,2; 2a) konverguje (vyuzite pr. 234.1b a

n=1 n=1
o]

1
(n—ym)""

guje (vyplyva to napokon aj z porovnania s radom z pr. 233.2a); 2c) konverguje;

Cauchyho kritérium; nezabudnite preverit, ze je nerastuca postupnosf) ; 2b) konver-

n=1

1 1 o5 . . 1 ,
nech ¢ < 3 <pripad q> 3 prenechavame Eltatelow) , %z podmienky lim d2n < = vyplyva, Ze

n—00 2

. , , 1 .
pre niektoré M € N a ¢ >0 plati Vne N, n > M : aﬁgq+6<§, oznatme @ := q+ ¢, zvolme

an
o] [e¢] 2n+1_1
N € N tak, aby 2¥ > M ; rad Ean ma rovnaky charakter ako rad Z Ay, kde A, = Z a, 19,
n=1 n=N k=2n
pritom z nerovnosti as, + aan41 < 2as, , a2, < Qan,  (n >2Y) vyplyva A, = (@yn41 + a2n+1+1) 4
(a 2n+2 gt agmi2_1) < 2(agnt1 + Gyntlyy T+ Aynya_ 2) <2Q(agn + -+ agnt1_y) = 2QA4, (n> N);

rad Z A, teraz staéi porovnat s geometrickym radom Z A(2Q)"~ ! (alebo — ¢o je to isté — pouzit na

n=1 n=1
vySetrenie jeho konvergencie d’Alembertovo kritérium);

tg 1y
2. vyuzite, ze |cos®n| <1 a lim arcguzl; 3. ‘1 (1-{-( ) )‘_

u—0 Uu n

1
In (1 + —) pre n parne
n

1" 1
1 ,  preto 1n<1—|—( ))‘ < ln<1—|— 1), n > 1;
ln<1—|——1) pre n neparne, n # 1 " "
n . 2
an(] 22n k 1 — — sin —
lan| = %, vyuzite, ze lim n_n =0prea>1,keR; 6. la,| = 2 n)_
nsin —

°pri tejto tvahe vyuzivame, ze rad s nezdpornymi ¢lenmi moze konvergovat alebo divergovat k +oo, ale

nemoze oscilovat
o0

197 radu Z a, sme teda vynechali prvych 2% — 1 ¢lenov a takto vzniknuty rad sme ,uzatvorkovali,
n=1
pritom vyuzivame tvrdenie z pr. 208 a vetu 1



G () G| Ee)

nsin — nsin —
n n

posledna rovnost plati poéinajiic niektorym

. , D . a
no € N, pozri poznamku # k rieseniu pr. 214.4), preto lim —"— = = ;
n—oco 1/n% 3
, L1 1 . V ,
vyplyva to z rovnosti af = §(|an|+an) , a, = §(|an| —ay), a, = af —a, azfaktu, ze nenulovy

k-nasobok konvergentného (divergentného) radu je konvergentny (divergentny) rad, sicet konvergentnych
radov je konvergentny rad, sucet konvergentného a divergentného radu je divergentny rad;

+ S °
dokaz rovnosti (3.3): =% = 14+ —= | kde S, je n—ty ciastoény stéet radu E ap , pritom lim S, =o0
a lim S, je kone¢na;
n—o00
(0]

238 | ,, = ak |b,| < K, tak |apb,| < Kla,|, preto Zanbn absolutne konverguje; ,,<—=*: staci

.y n=1
zvolit b, = sgnay, ;

m 1. konverguje pre p> 0 (pre p < 0 nie je splnena nutna podmienka konvergencie) ;
3. \/_Z sm— 11 konverguje; 4. konverguje; 5. konverguje; 6. diverguje (nie je splnena

nutnad podmienka konvergencie); 7. konverguje (sin (71'\/77,2 + /{72) = sm( (\/n2 + k% — ) + nﬂ') =

Inln(z + 2)
In(z + 1)

[

konverguje (ak f(z) , & > 0, tak f/'(x)

k‘2
(=" s1n< p— in2+k2))
z+2 In(z+2)
z+1 In(z+1)
(z+2)In(z + 1) In(z + 2) '

Inln(z + 2)

pritom limita ¢itatela je —oo a menovatel je kladny, preto pre dosta-

tocne velké z je f/(z) <0

o0

n 1 o~ On , , 1
In 22t — (1— 271—1—2) ,  preto Elna 1 ma rovnaky charakter ako —nz:

an an on+2’
n=1 =1

n—1
a ~ .
lim a, = lim eln a”, pritom Ina, = ( E In n+1) +Ina; '2; rydza monoténnost postupnosti {a,}5>,
a

[¢27)
241| staéi séitat prvych 1. sto ¢lenov; 2. jedenast ¢lenov (211 S11%/2 ~ 821886, 212.12%/2 »
2043210) ;

, 24 (1) _f by, ak n=2k
neplati, napr. a, = — alebo a, = { ak n— 2k — , kde Z b, je konvergent-

Ck ,

vyplyva z nerovnosti = <1;

ny rad, Ecn je divergentny rad vyhovujici nutnej podmienke konvergencie, b, > 0, ¢, > 0 (n € N),
n=1
pozri pr. 237.3;

o0
1. konverguje (Z (=

n=1

n

konverguje podla Leibnizovho kritéria a cos il e 1) ;2. kon-
n

n o0
. . R . . km . , ., -
verguje; 3. konverguje <obor hodnot postupnosti { E sin 1 } je konecny, preto je tato postupnost
k=1 n=1

Yeosnr = (—1)", neN

. y - 2n — N . .
2inou moznostou dékazu rovnosti lim ( ) =0 je nerovnost z pr. 1.11.2

B T T



100
In

ohrani¢end; ak f(z) := , tak lim f(z) =0 a f'(z) < 0 pre z > ¢'%°  dalej pozri poznamku
x r— 00

za vetou 12); 5. konverguje pre = # 2kw, k € Z pre © = 2kw, k € Z, ide o harmonicky rad,

. nx n+1
n sin — cos x
pre z # 2kw, k € Z, je Zcos kx = 2 = 2 ;7. konverguje (dany rad je rozdielom
k=1 sin 5
cosn sinn
radov , ktorych konvergencia vyplyva z Dirichletovho kritéria | ;
Y s b ) s ndeh onvergecia v )
cos nx

o0
8. konverguje pre z # 2kw, k € Z (Vtedy konverguje podla Dirichletovho kritéria a

— Inln(n + 2)

1 - 1

cos — /" 1) , diverguje pre z =2k7w, k€ Z (vtedy ide o rad Z ———— cos — s kladnymi élenmi, k-
n — Inln(n + 2) n

1

tory ma rovnaky charakter ako rad Z i ) ;9. diverguje (dany rad je rozdielom divergentného
nln

= Inln(n +2)
d lil Kk tného rad liCOSQ" 10. k je  (dany rad je sictom k £
radu — — a konvergentného radu — ; . konverguje any rad je sic¢tom konvergent-
9 Zn g 5) T Y guj y J g
Lo (=) 1 on (1) * cos 2
nych radov 2 nz_:l % a 3 nz_:l w, konvergencia druhého z nich vyplyva z Dirichletovho

kritéria 13) :
E 1. Lelbmzovo postupnost {a,}5%, vyhovuje predpokladu 2 vety 14 a postupnost ciastocnych
suétov radu Z( )”+1 je ohranicena; Abelovo: ak lim b, =: b, tak Zan n = bZan—}—Ean n—0),

n—oo
n=1 n=1 n=1 n=1

pritom prvy z radov na pravej strane tejto rovnosti konverguje podla predpokladu 1 vety 13 a konvergencia
(o]

druhého vyplyva z Dirichletovho kritéria (postupnosf ciastocnych suctov konvergentného radu Z an je iste

n=1
ohraniéené) ;
1. konverguje; 2. konverguje (% AN 1) ;3. konverguje (staéi pouzit vetu 11); 4. kon-
. . . . . . . e
verguje; 5. konverguje, ak —3 <sinz < 2 ; diverguje, ak sinz = ) alebo | sin z| > 2 (moino pouzit ve-
tu 6’ alebo 7’ a pripad |2sinz| = 1 vysetrit samostatne) ;6. konverguje; 7. konverguje; 8. konverguje

(o]
- . -1 1 .
(moZno pouzit Leibnizovo kritérium alebo dany rad zapisat v tvare E ( \/_) . (1— +0?00) a pouzit Abelo-
n n

Vo kritérium) ;9. diverguje (nfty ¢len radu rozsirit vyrazom \/5—1—(—1)”) ; 10. konverguje; 11. kon-

n=1

verguje (konvergencia radu Z(_l)n(n—i— n/2.

n=1

1
n+1

vyplyva z Dirichletovho kritéria, resp. z pr.

244.2) ;  12. konverguje (pozri riesenie pr. 243.10); 13. konverguje < sin 3o = 3sinacos® o —sin® o 14,

Bak S, je n—ty ¢lastoény sucet radu Z(—l)k’H cos 2k, tak S5, = cos2—cos4d+4cos6—cos8+---—cosdn =
k=1
Z cos(4k —2) —Z cos 4k = (cos? E cos 4k +sin 2 -Zsinllk) —Z cos4k , pritom Z cos 4k , Zsinélk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

mozno vyjadrit pomocou vzorcov z riesenia pr. 243.4,5 (pre z = 4), odtial uz vyplyva ohranicenost pos-
tupnosti {S2,}5%,; ohrani¢enost postupnosti {Sa,— 1} >, vyplyva potom napr. z nerovnosti |San_1| =
|San + cosdn| < |San| + | cosdn| < |San| +1



2 4 4

L 3 . . 3. 3, . . . 3 . .
odtial sin®a = §sma~(1+c082a) —sin3a = —sina 4+ —(sin3a —sina) —sin3a = —sina — ZsmBa);

, .3 1—cos2n\” 3 1 1 , : _
14. konverguje sin® o — s=\—=% ) 5= =73 cos 2n + 3 cosdn |; 15. diverguje (pozri
pr. 237.3);

1. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1), diverguje pre p < 0;
2. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1) (nl/” AN 1), diverguje pre

p<0; 3. konverguje absoltitne; 4. konverguje absolutne; 5. konverguje absolitne pre p > 1, konver-

(=1)"* In?n In® n

guje relativne pre p € (0,1) (pre e € (0,p) je ap = , pritom —— "\ 1) , diverguje
n

nP—¢ n¢
pre p < 0; 6. diverguje (preverte nutni podmienku konvergencie); 7. konverguje relativne (mozno
vyuzit pr. 244.2); 8. konverguje relativne (pozri poznamku za riesenim pr. 243.6); 9. konverguje ab-
solutne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1]; 10. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje

S 1 o0\ 3 1 1
relativne pre p € (0,1]; 11. diverguje <cos4n = (y) = =3 + 5 cos2n + 5 cos4n

1 o cos2 1 o= cos4
pritom — ako vieme z rieSenia pr. 243.5 — rady 2 Z BT 3 Z cosn konvergujl'l) ; 12. kon-
n n

n=1 n=1

| cos ] os — ma rovnaky charakter ako rad Z |cosn]

ﬁcn I

n=1

verguje relativne <rad Z

n=1

1)n+! 1 3/n
relativne (an = (= \/)_ Y s \/_12 , pritom \ \/_+ 5 /! 1) ; 14. konverguje re-

sinn n+1 1

); 13. konverguje

lativne Gn = - - ; 15. konverguje relativne (12k—6)-ty ¢iastoény sucet radu
n n 1= (Inn)/n
|s1n nw/12)] . . L . , > 1
e VACE ako k—ty Ciastony sicet divergentného radu _— ; 16. kon-
j ko k-ty tocny t divergentnéh d ,k>21; 16. k
Inn = In(12n - 6)

sin2n  In%n

bl

verguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0, 1] (pre e € (0,p) je ap, = P .
nP- n
2

) In"n . . |sin2n sin 2n
pritom —— N\, 0; dalej pre p <1 je gln2n> g
n

,n>2; pre p>1 a g€ (0,p—1) je

2

sin2n In°n |sin2n| ., . ,
. < pocinajuc niektorym ng € N | ;
np—¢ ne np—¢
n 2n n
1 1 1 1 "‘H
247 1 = —— =y =, = n—— 15 n =
2opo1 T Xy gk T Z i, 52
k=1 k=1 k=1 n=1
S| I~ 1 Vin 4 C 1 16
1 - = — = 1 Inv4 — n] — =1 C n = In2 ;
A g 2k) i (1 "+2+") 3 (e + +€) "

“mozno to odvodit z Moivreovej vety ,,(cosa + isina)” = cosna + isinna, n € N¢
(0]
y o e —1)nt+l
5podla Leibnizovho kritéria rad E ="
n=1 n
jeho éiastoénych siétov; na najdenie limity konvergentnej postupnosti staéi najst limitu niektorej je-
J podpostupnosti

konverguje, tj. existuje koneénd limita postupnosti {S, }52

. > ”‘H . 1 1 1 1 1
rovnost (x) Z = In2 mozeme odvodit aj z rovnosti 1 — 3 -4 = — =

n=1

o
S
)
3

=

+
—

n+2 2n n—oo \ 1+ 1 2n
pouzijeme pr. 83.4 alebo pr. 1.353; dalsou moznostou dékazu rovnosti (%) je pouzit na vyjadrenie hodnoty

In2 Taylorov vzorec so zvyskom v Lagrangeovom tvare pre funkciu In(1+ z); tito rovnost dokazeme znova
v pr. 344.1

1 1 . 1 1
—— + -+ — (mozZno ju dokdzat matematickou indukciou), ak na vypocéet lim < + -+ —)



3 o 17 _ 1 1 1 Ly, 1 18. _ _
2a) 21n2 <_n1£2053" = lim <;2k—1_2 k), 2b) 21n2 i 2¢) 0 _HILHC}OSM_

= k=1
n 4n
1 13
nllnolo<22k—1_§ZZ))’
k=1 k=1
k 2k 2k
1 1 1 (—1)n+1 T
248] 1. - = (2k) s
[248] 1 2 s 2<n:1 _1+; ol In\/4-(2k)+ — +772k +{ gt ]

T 1
In2; 2b) —4+-1In2;
n bl _) 4 + 4 n bl
je absolitne konvergentny, pozri vetu 16) ;

250] 53”_2:(«4/: T =T vE) >é<¢z_k+¢z_k_¢;_k):<l_%)kilikﬁm

pre n — oo, teda lim Ss3, = co, preto nemoze existovat koneéna lim S, ;
n—0o0 n—0oo

(0]
. . . —1)nt+l
konverguje pre p > 1 <pre p > 1 je to prerovnanie absolutne konvergentného radu E L

npP '
n=1

pre p = 1 pozri pr. 247.2&) , diverguje pre p < 1 ( v pripade p < 0 nie je splnena nutna podmienka

n (_1)k+1

konvergencie; pre p € (0,1) oznactme P, n-ty ¢iastocny sicet daného radu, S, := Z e
k=1

potom

! 1 1 nl=p . . . R
P, = Sop + ; m > Son+n W = Son+ TR pritom nango Son je konecna, nlinc}o T = oo) ;

(o] (0]
1. ak S,, resp. S! je n-ty ciastoény siucet radu Zan, resp. Zap(n), tak |S, — S| <

n=1 n=1

n+c n+4c
Z |an| pre m > ¢, pritom lim Z lan] = 0 (vyplyva to z nutnej podmienky konvergencie);
k=n—c+1 nee k=n—c+1

o0
-1 n+1
2. In2 <dany rad vznikne prerovnanim radu Z (=1) , pricom su splnené predpoklady tvrdenia z pr.
n=1
0 -1 n+1
252.1, sucet radu Z L pozri v pr. 247.2) ;
n=1 n
—~ b”+1 = n+1 “ = 1 1
[253] 1 1b ntl — ] =
1a) E 1b) n;q n+2 2 (b + 1) k+2) k_0<k+1 k+2)

'"Pri rieseni pr. 247.2a-c,3 a 248 vyuzivame toto tvrdenie (ktoré je $pecidlnym pripadom pr. 271): Nech

(o]

{5,122, je postupnost ¢iastoénych suétov radu Zan, nech lim a, = 0 a nech & € N. Ak existuje
n—0Q

n=1
lim Sy, , tak existuje aj lim S, a plati lim Sn, = lim Skn - (Néznak dokazu: z rovnosti Sg,41 =
n— 00 n— 00
Skn+akn+1, Sknt2 = Sknt1+Crnt2, - Skn+(k )= Skn+(k 2)+agnt(k—1) a2z predpokladu HILHC}O ap =0
vyplyva, ze postupnosti {Sk,}5%,, {Skn+1}n:1, ooy ASknt(k—1)}nz1 majui vetky td istd limitu, preto

existuje lim Sn)
n—oo

. 1 1 1 1 1
!8specialne v tomto pripade mozno postupovat aj nasledovne: Sz, = (1 — 5) ~ 2 + <§ — 6) ~3 +

1 1 1 1 1 . A L
(5 10) D) + -+ <2n 1 2(on = 1)) ™ §S§n, kde S, je 2n-ty ciastoény sicet radu
o (=1)"+! 1 1
Z , potom hm S, = lim S3, = hm Shp == In2
n—oo n— 2

n=1



1 i & Dok gnk 1 n! _—
b= n—i—?); o) > — (C” = Y abui = K =kl ol &kl (n—k) 2t =
n=0 k=0 k=0 =0

ol

1 n 1 . 00 on
] E <Z) kgn—k _ (2 +3)", poslednd rovnost vyplyva z binomickej vety) ; 1d) E ) ; 2a) tito
= n=0

rovnost mozno chapat dvoma sposobmi: ako rovnost dvoch radov (pri¢om na pravej strane je v tom pripade
rad 1+0+0+ -+ 0+ --) alebo ako rovnost dvoch &sel; 2b) (druhi mocninu radu chapeme ako jeho
Cauchyho stéin so sebou samym) tito rovnost moizno v pripade |q| < 1 chapat dvoma sposobmi ako v pr.
253.2a, v pripade |g| > 1 je to rovnost dvoch dlvergentnych radov;

ak S, , resp. S! je n—ty clastoény sicet radu an, resp. Zan Zb , tak SL > a1S,,

pritom lim S, = co; n=t n=t n=t
—>oo 19 (_1)n_k+2 +3 1 e
255 ¢, = . = s ak pouZijeme nerovnost
; VE  Vn—k+1 Z\/_w/n—k'—i— ponl
1 2 2n
> , ktora vyplyva z nerovnosti b< —(la| + |b dostaneme |c,| > ——; te-
NN e yply Va (|| le1) lenl 2 =
da rad Z Cn nespiﬁa nutni podmienku konvergencie;
n=1
ak ch je Cauchyho stuéin danych radov, tak ¢ = agbp = 1-1 =1, pre n > 1 je

n=0

n—1 3 k 3 n—k—1
n—k
B Bt () ) E Q) (7 e
N\ 1 3 Lk 3\"
= k+1) () 7 ) () (B St = ()
3\"~ 1 NS, 181 N""'/ 3 . 1 -
G) (ream)- () (Zrrizw)=() (3rrvam-e-n-
[ Ve WA e (0 SR B D
112 2 2 ) T
nech A : Z|an| E|b |, nech p(1) = (J1,k1), ..., p(n) = (jn,kn), nech j =
j k
max{ji,...,jn}, k = max{kq,..., k,}; potom Z|cm| < <Z|am|)<z |bm|) < AB, odtial vyplyva
m=1 m=1

konvergencia radu Z |em|; prerovnanjme a uzatvorkujme rad E ¢, nasledovne: ajb; + (Cllbg + asbs +
m=1 n=1

azbl) + (a1b3+agb3+a3b3+a3b2+a3b1) 4+ alebo nasledovne: a1b1+ (a1b2 +a2b1) + (a1b3+agb2+a3b1) 4+ s

tj. schematicky:

1 2 3 4 e 1 2 3 4
1 arb;y  aibs  aibs  ajby ... 1 aiby  aiby  aibs  aiby
2 asby  asby  asbs  asby ... 2 asby  asby  asbs  asby
3 azby  aszbs azbs aszby ... alebo 3 aszby  aszby azbs asbs
4 agby  agby  azbs  agzby ... 4 agzby  agby  agbs  asby

postupnost {S,}52; ¢iastoénych stiétov takto vzniknutého radu <ktory ma podla vety 16 a riedenia pr. 208.1

n

o0 o0 o0
Btreba si uvedomit, ze Cauchyho sié¢inom radov Z ap a Z b, je rad Z cn, kde ¢, = Z apbp k41

n=1 n=1 n=1 k=1



n

(0] n
ten isty sucet ako rad Z cn) je v prvom pripade {A,B,}2,, kde A4, := Z ar, By = Zbk ; v druhom
n=1 k=1 k=1

pripade dostavame Cauchyho sicin radov Z a, a E b, , dalej staci pouzit vetu 17 2°;

n=1 n=1
Inz Ine 31 2 1
258 | 1. 1 1 0< < ; 2. —; 3. In- = lim -
- L0 (V:L‘E[,OO) O_m—lnx_e—lne)’ = 18’7 = 13 < n—co 3
1-2:3---(n=1), , nd—1 (n—D(n%+n+1) }
1); 1 = t E+1)?2 —(k+1 1 =
3.4.5..(n+1)(n tntl); R n(n+1)(n2—n+1)’ pritom (k + 1)7 — (k +1) +
- 1 (n+2)!—1 s . n .
2 . — . Z — - . 7
k +k+1>, 4. 1 <kz_0k!(k’+2) = Tt ;5. 3 = nh—»nolo arctg\/gn+1, vyuzili sme
+y S T
vzorec arctgx + arctgy = arctgl , xy < 1, pozri rieSenie pr. 1.87.1 | ; 6. 1
—ay
( = nlinolo arCthLL—Fl); 7.0 pre z = 0; In Slzx < = nlingo ln%; vyuzite rovnos-
i r sin z z sin z sin od v c
PO T Dsin(e/2)) N2 P4 T 2 2sin(2/2) cos(z/4) 4 dcos(z/4) pre &

1 1 (1
(=m,m)\ {0}; 8 0 pre 2 =0, i ctg (: nh—rnolo<2_n cth—n— ctgr); ;(ﬁtg%) =

—<élncos%)lz —<1n%;f(17x:'3/m)l) pre z € (—m,m)\ {0};

. 1 — 171 1
matematickou indukciou vzhladom na m; pre m=1: a; = 7 Ybt1 Z Uk _ 2 (— — ) ,

UpUp+1 d\up  Upy1
n
1/1 1 ) ) 1 1 u —u
teda E ar = = (— — —) ; druhy krok indukcie: = . k+mt1 ko
re1 d\ u; Up 41 Up Uk 41 " Uk4m+1 (m + 1)d UpUp41 " " Uk4+m+1
1 1 1 . . - - 1
— ,  pritom podla indukéného predpokladu Z _ =
(m+ 1)d ©Uk4m Uk 41 Uk4m41 oy Uk Ukdm
. =
z =
mdU1 D Upg1 Upgmtr MdUp U

1
mnozina bodov nespojitosti funkcie f je podmnozina mnoziny {0} U {—; nEN\{l}}
n

(f moize a nemusi byt spojitd v bode 0), preto podla vety 5b z odseku 2.1 je f € R[0,1], podla vety
1 1

14a z odseku 2.3 plati / f(z)dz = lim flx)dz;
0 =00 J1/(n+1)

0 < apbpe, <maxf{a3 b3 3} <a3 +b3+c3 neN;

. a
podla pr. 211.1je lim n (—n> =0, preto pre niektoré k& > 0 a poc¢inajuc niektorym ng € N
n—

) V%
a a a
lati a2 = | —= — ) <k—%=;
P (ﬁ)("ﬁ RV
263| lntl > 3 pre n > 2 <matemat1ckou indukciou: pre n = 2,3 uvedené tvrdenie plati; ak
an
a >3a a >3a tak a =a +a >3a +3a —3a ;
n—1 2n2; n_2n—1: n4+l — Un-1 n_2n—2 2n—1—2n )

1. konverguje <n_”/3 InT+1 < Von—rnl = an, lim ol _

n—co @,

); 2. konvergu-

N
Y

[e0] [e0]
?®napokon samotni vetu 17 mozno pre absolitne konvergentné rady E Gn a E b, dokazat tymto pos-
n=1 n=1
tupom pomocou prvého uvedeného prerovnania a uzatvorkovania



1
je <dany rad ma rovnaky charakter ako rad Z 2n): ); 3. konverguje <bn = Sntl _

3np! an,

(n+ D)l(n+ 2)"+!

by, . . . .
pritom lim ol - Z, preto lim b, = 0 (pozri pr. 222)); 4. diverguje
n—oo

(2n + 2)! ’ n—oco b,
lim ™ n! . ¥n! 1 it T Vn! 1 ( . ik
im — = lim — -n- ——— = oo, vyuzite rovnost lim —— = — (pozri poznamku za pr.
n—00 nvn n—oo 7N nl/v/n ’ y n—oo 7 e P P P
y . 1z . 1 . . 1 1.
224) a fakt, 7e lim z =1]; 5. konverguje pre p < 2 diverguje pre p > 2 pre p = o je
" 171 1 n ;. . ,
n( dn_ _ 1) =211- —(— + no <—)) , preto n< In__ 1) < 1 pocinajuc niektorym ng € N) ;
An+1 n\ 8 n Gn+1
. P 42 29 1 1 2
6. konverguje pre ¢ + - > 1, diverguje pre g¢ —|— - <1 = 1+ —1gq + —(4q —
2 2 Ap 41 n 8

-1 :q—}—g;preq—i—gzljen I _q) =
2 2 An 41

1 1
1+—(¢—1)4o| — ), preto pre q—i—]3 =1l,q<1ljen a
4n n 2

An 41

1
4q + 4pg + p* — 3p) +o (—2) 23 preto lim n<
n n— 00 an+1

—1) < 1 poéinajic niektorym ng € N ; pripad

¢ =1, p=0 salahko vysetri samostatne ¢ | ; 7. konverguje pre p(g—1) > 1, diverguje pre p(¢—1) <1

n -1 -1 —1)—q—-1 1 )
n_ _ + plq ) + plq )(P(q _ )—4q ) +o0 <_2> ) ;8. konverguje <na zaklade vzorcov
An+1 n n n
Lo 1—cosaw o 1+ cosa . i - > .o
sin —| =3 —, ‘cos —‘ = {/———— mozno dany rad napisat v tvare Z 2¢in — | ; 9. konver-
2 2 2 2 — 2n

n=2
guje; 10. konverguje pre o = 0, diverguje pre a #0 (pouzite VZorec cos & = sin (g — 1‘) , dany rad ma

an+

rovnaky charakter ako rad Z 2-1-7-1-5
n? + an

n=1

R Y T N Y (LR R P T P
-n on sn? o\ n? In+ 1 B TR

T
1 1
82 T onEnt 1) 2n+1 n?
1 q. a(¢—1) 1 P plp—1) 1
22 1 _ 1 J— =
( n o +O<n2))< +2n+1+2(2n+1)2+0 n?
R
2n
+

) ; 11. konverguje pre p > 1, diverguje pre p € (0, 1] (an =

1
— <1+ ) <1+
n
p p 1 Pq pq

23 ili 5 — __r»r _ P _ P _ -2 = ==
vyuzili sme, ze 2n+1 + O( " on(2n+1) on?

0(%) 2?2(5111))2: (871_21) <1)
n

b _ 1, ¢ > 1; tuto skutoénost nemozno dokazat pouzitim Raabeho

5

#*Dany rad diverguje aj v pripade ¢

- 1 1
kritéria, ale mozno ju odvodit z rovnosti = 1+ +— iz (g—1)+o <—2) na zaklade Bertrandovho kritéria
n

An 41 00
(pozri pr. 267) alebo Gaussovho kritéria, ktoré mozno formulovat nasledovne: Nech Z an je rad s kladnymi

n=1

Un
:/\+&+—2.
n n

élenmi, nech existuji konstanty A\, pu € R a ohranicend postupnost {9,152, tak, Ze
) An 41

Potom rad Zan konverguje, ak A > 1 alebo X =1, u > 1, a diverguje, ak A <1 alebo A=1, p<1.
n=1

(Toto kritérium mozno odvodit z d’Alembertovho, Raabeho a Bertrandovho kritéria, pozri [10, str. 281,

§372].)



1_en1n(1+(cos(1/np)—1)) e —1 . 1n(1+u):1 . l—cosu 1).

, dalej vyuzite, ze 1}1_1’% lim " lim —> 5
P
12. konverguje pre p > 1, diverguje pre p < 1 <an = ep(l — 6_1/2"+0(1/")) ) ; 13. diverguje

1 \" T 7
(an =25 <1 + ?) (eQ/n +o(1/n) _ 1) ) ;  14. konverguje (pre x € [—%, %] je arcsinsinz =
n

. . . . T . n
preto arccos4/1 — — = arcsinsinarccos /1 — — = arcsin n 3/2) ; 15. diverguje (5 — arcsin =
n

n3 n3 +1
Vn+1

n+1

arcsin ); 16. konverguje, ak p > 1 alebo p =1, ¢ > 2; diverguje, ak p < 1 alebo p =1,

qg < 2 (pre p # 1 moino pouzit Cauchyho kritérium; pre p = 1 je a, = e - kde E(n) =

1—gq (1—1¢q)? 1 q nlnn - (1 — q)? 1
1 - V) = -9 _ _ 1 -
nn<n+q 2(n+q)2+0 n? (1-gln+ n+q 2(n+q)? trinntol ’

Ey(n)
. . Ei(n) . 1 a 4 1 b
pritom lim e®? = 1]; 17. konverguje len pre a = 3 a, = +/n I+ - —y/l+ -+ | =
n—00 n n n

2a — 1 4a® + 86— 3
ﬁ( 4n 3202

1
0 <—2> ) ); 18. konverguje; 19. konverguje len pre ¢ = 0, % < —1;
n

1 in n=P
20. konverguje len pre a = v/bc; 21. konverguje len pre p > 2 (an =In (1 + (sm Z — 1)) . Vyuzi-
n

o In(T4w) 1 r 1 1 . . _
te, Ze &%T_ ’Slnn_P_n_P__(hz—3P+0<nTp))’ 22. konverguje len pre a +b > 1 (an_

1 a n+b b n+a -1
— | 1+ — 14+ — ; 23. konverguje, ak c¢lna > 0 alebo ak clna = 0, blna > 1;
natt n n

1 1/n ,
v ostatnych pripadoch diverguje <an = Twa (b F clnn) ); 24. konverguje (/0 lﬁz de <

1 ' 1 1 n n
— sup i < - —) ; 25. konverguje < / V14 ztde > / z? dr) ; 26. diverguje
0 0

n xe[O,l/n]l'i'xz - n . \/ﬁ

(n+)m ;2 1 (n+1)m n+1 -~ .
/ e ¥ > / sinzdz |; 27. konverguje / e Ve < e_ﬁ, dalej

w/n ;. 3, w/n
pozri navod k pr. 231.21) ;  28. konverguje <sin$ <z pre z > 0, preto / Sllj_ L de < / z3 dw) ;
0 z 0

29. konverguje, ak p > 1 alebo p =1, ¢ > 1 alebo p = ¢ =1, r = 1; diverguje v ostatnych

¢ dt <

pripadoch vlastnd (nevlastnd) lim - existuje prave vtedy, ked existuje vlastna (nevlast-
e—co [o tln?t(Inlnt)"

Y dt v
na) lim / ——— (pouzite substiticiu Int = z), podla vety 10 maji preto pre ¢ > 0, r € R a
y—oo Jy5t9In" ¢
= 1 - 1
g=0, r>02rady g a E 1 rovnaky charakter) ; 30. konverguje <dany rad

“n In? n(lnlnn)” —

v <1+n;“)n(e(n_}_l)ln(l—l—1/n)—nln(1+1/(n+1))_1):

predpokladom vety 10 (nie je ale

T
n

1
26len pre ¢ >0, r € R alebo ¢ =0, r > 0 vyhovuje rad g P
n¢ln
n=3

tazké dokéazat, Ze uvedené rady maji rovnaky charakter aj pre ¢ <0 apre ¢ =0, r < 0)



Inlnn . , .7
marovnaky charakter ako rad Z P o ktorom mozno podobnou uvahou ako v rieseni pr. 264.29 ukazat,
nln”n

1 2
7e ma rovnaky charakter ako rad Z nn ) ; 31. konverguje < In(e” +n?) =n+1In <1 + :—n) , dany rad

n 2

1 . . .
ma rovnaky charakter ako rad E 2 ) ; 32. konverguje len pre p < —2; 33. konverguje (funkma
nln®n

n==2
Fz) = zln’z — 2zlnz + 2z, 2 > 1, je primitivna k neklesajiicej nezapornej funkeii f(z) = >1,
preto f(n) < F(n+1) = F(n) < f(n+ 1), odtial F(n) = F(1) < f(2) +---+ f(n) < F(n + 1) F(2),
1 < 1
(1112)2 +-+(nn)?2 = nln’*n—2nlnn+2n —2
v 1/k
) 34. diverguje <Vyu2ite, ze lim M =1

n—00 nn

1 1 1 1
diverguje (an =—. e B Kkde E(n) = —(ln (1—{— —) +---+1n <1+ E)) ,
n Yn n n n

1
pritom lim E(n) = / In(1+z)de = 21112) ; 36. konverguje len pre p >
0

(0]
=:b,, rad Z b, ma rovnaky charakter ako rad

n=2

preto

Z

, Co vyplyva z pr. 220 alebo z poznamky
nln®n

o

k pr. 228.1); 35.

analogicky ako v rieseni
n—oo

. 2 2 25/2
pr. 264.33 mozno odvodit odhad 3 2 <V1+. +n< g((n + 1)3/2 - 1) < 5 n3/2> :
1
napr. G, = — ;
Inn

pozri pr. 228.2;

1. pouzijeme porovnavacie kritérium v podobe ,ak a, > 0, b, > 0 (rn € N) a pocinajic

o0 [ee]
bn

niektorym ng € N plati > , tak z konvergencie radu Z b, vyplyva konvergencia radu Z an "
an+1 b”+1 n=1 n=1
< 1 by, 1 In(1+4+1 E 1
zvolme ¢ € (1,p), nech b, = ———, potom = (1+ - 1+M =(1+—=[1+
nln?n bpt1 n Inn n
In(1+4+1 In(1+1 1 1 1 1 - 1
Inn Inn n Inn nlnn n

1 1 1 1 n 1
1 +o =l+—+—(g+nlnn-o , sticasne z (3.6) vyplyva g >1+—+ P
nlnn nlnn n nlnn nlnn Gn 41 n nlon

)) = ¢ < p, plati pocinajic niektorym

pocinajuc niektorym ng € N; pretoze lim (q +nlnn - 0(
n—00

nlnn
0 1 1 1 1 b, : -
ng € N a 21—1———|—L21—|———|——q—|—nlnn~o = , pritom rad an
Gp 41 n nlnn n nlnn nlnn bpt1 o
konverguje;
y 1 1 1 b 1 In(14+1
2. podla predpokladu < — , pre by, ;= —— plati — =14 =+ M
Gp41 n nlon nlnn bpt1 n Inn
In(1+1 n b, . , .. . p
M; na dékaz nerovnosti — < pocinajuc niektorym ng € N staéi dokazat nerovnost
nlnn Ap41 bn1

o . 1
z<In(l+z)+zln(l4+2z), >0 (nato mozno pouzit napr. vetu 12 pred pr. 1.352) a potom polozit z = —;
n

1. zvolme a € (A, 1), 2z predpokladov nasho tvrdenia vyplyva (¥) 3bg > 1 Vaz > by
f(p(r)) ¢'(2) < af(z); nech by := @(bg),...,bpy1 = w(by), n € N, potom by41 > b, a lim b, =

n—00

0 (sporom: keby lim b, = b € R, tak by zo vztahu b,41 = ¢(b,) a zo spojitosti funkcie ¢ vyplyvalo
n—0a

e(b) = b) . podla vety 10 staci dokazat existenciu koneénej lim / f(t)dt, ¢o je ekvivalentné s existenciou
r—00
In(1+4+1 In(1+1
2Tpretoze lim M =1, jeo M =0 pre n — oo
n—co 1/n Inn n ln n



b ,
konecnej lim f(t)dt (Vyuthe ze F(x / f()dt je rastuca); podla (x) a podla vety o sub-

bi+2 i+1 i+1 bn
stitucii pre urcity integral je / ft)dt = / f(p(t)) o) dt < a/ f(t)dt, preto ft)dt =
b

biyq 7 bg
/ / +- +/ / +a/ +a / +--4a"” / = f(t)dt < / f@t)dt;
b a—1 bO l1—a bO

bn
teda { ft)d } je zhora ohrani¢ena rastiica postupnost, preto existuje kone¢na lim F(t)dt;
bo n=1

. 1 11 1 1
zrejme ai,...,dp, > 5; Api 41,5 0py € 73] Ap, 1415+, 0p, € ongn1 ) teda

. . . . 1
pr — Pr—1 je pocet prvkov postupnosti {a,}52; leziacich v intervale [Q_k’ Qk—_l) , k> 2; oznatme S, ,

[e 0] (o)
. , 1 1 1
resp. o, n—ty éiastoény sicet radu E ay , resp. E pr27 "% ak vyuzijeme nerovnost oF -|-2k+1+ .._|_2_m <
k=1 k=1

=1 1 1 1 1
Z_:Q__ Qk r» k> 1, dostaneme U'm:P1< + +2m)+(p2—p1)<22+ +2m)+ “+(Pm —Pm- 1)2m =

2

> = —Sp,) L om <25, ui

rm

2
1 1 1 1 1
prtg(pz=pi)+ ot 5oy (Pm = Pm-1) = 2{ 5P+ gz (P2 —p1) + -+ 5 (Pm = Pma) | < 25p, ; stcasne
1 _ 1

1
Om > (P2 —p1)2—2 + -+ (Pm — Pm-1)
28.

om Spm — Spy); 2z nerovnosti 5(5
vyplyva uvedené tvrdenie

1. diverguje (nty ¢len radu rozsirte 2¢n — (—=1)"*!,  uvedeny rad tak mo#no zapisat

- 2n (=)™ -2 1 ,
ako sicet konvergentného radu 1) = = . a divergentného radu
g nz::l( ) A7 ] Z \?/ﬁ 4—1/3/_712 g

); 2. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (0,1], diverguje

n=1
[eS)
1

; 4V/n% -1
- (_1)n _ 29 (_l)n 1 1 +1 G .
pre p <0 (an = <n+ (_1)n)1” = T e p+o ) n? , teda Zan jepre p> 0

n=1

[e0] (0]
| , (=1 1 . .
rozdielom dvoch konvergentnych radov g — a g o p+o o n druhy z tychto radov
n=1 n=1
. .. . ., , 1 . L .
je rad s kladnymi élenmi, ktory ma rovnaky charakter ako rad E ﬁ) , 1nou moznostou je vyuzit
n

n=1

tvrdenie pr. 252.1, pozri tiez rieSenie pr. 252.2) ;3. konverguje absolitne pre p > 2, konverguje re-

, . . —1)nt+! 1 1
lativne pre p € (1,2], diverguje pre p <1 (an = ( np)/2 BCTSE <p + n(P+1)/2, (W) )) |

. , . , 1 . .
4. konverguje absolutne pre p > 1, konverguje relativne pre p € (5,1] , diverguje pre p <

N | —

28tvrdenie pr. 269 zostane v platnosti, ak predpoklad ,,an41 > a,, n € N, lim a, = 0“ nahradime
n—oo

predpokladom ,,a, > 0, lim a, = 0“ (kazdd postupnost nezdpornych éisel s limitou 0 mozno prerovnat
n—oo

tak, aby vznikla nerastiica postupnost s limitou 0, lubovolnym prerovnanim sa charakter radu s nezapornymi
¢lenmi nezmeni)

(1 )T (S ()-




nP 2 n?2p

in(nr/4) 1 /2 11 1 .
(an _ s Sin(er/4) 1 cos(n/2) <_ 1o (—> ) , dalej pocinajic niektorym no € N plati
2 n? n?p

| sin(nw/4)] | sin(nw/4)] 2 |sin(nw/4)| . . .
P < [P £ sin(n7/4)] < vl pritom pre p <1 rad E T diverguje |jeho (2k—1)-v
1 1
clastocny stcet je vAcsi ako k—ty Ciastocny stucet divergentného radu ng_l ﬁ : m , k> 2) ) . 5. kon-
. , . , 1 : : (—1)n+t
verguje absolutne pre p > 1, konverguje relativne pre p € 2 1| , diverguje pre p <0 Gn = m —
n
= + ! lan] = In {1+ ! : lan| = In {14+ =
0 an| = In —_— re n neparne, |a,| = In T yra—
2n + 1) n+1)#) )’ n+p) P P (n+1)p 1

1 1
pre n parne, teda In (1 + m) < lan] € In <1 + m), n € N |; 6. konverguje ab-

solitne pre p > 0, konverguje relativne pre p € (—=1,0), diverguje pre p < —1 <uvedomte si, ze rad

Ap 41
[¢27)

Z plp—1)-- (_"+)

n=|[p]|+1

je rad so striedavymi znamienkami; > 1 pre p < —1, teda vtedy

<1 pre p> —1, teda {|a,|}S2, je vtedy klesajica postup-

n

{la,|}5>, je neklesajiica postupnost, ‘anH

nost, rovnost lim |a,| = 0 pre p > —1 moino dokazat ako v rieseni pr. 240) ;7. konverguje absolutne
n—oo

pre p > 2, konverguje relativne pre p € (0,2], diverguje pre p <0 (pozri pr. 225.6 a navod k pr. 240) ;
sin ne 1

ne  nl-¢ In(n + 1)
sin? nz -~ 1 cos 2nzx

nlnP(n+1)  2nlP(n+1) 2nlnP(n+ 1)

8. konverguje absolitne pre p > 1, konverguje relativne pre p < 1 <an = pre

€ (0,1), pozri tiez rieenie pr. 246.16; |a,| > , pritom rad

cos nx . , . , .

Z 55, . konverguje pre kazdé p € R) ;9. konverguje absolutne pre p > 1, ¢ > 1; konverguje
— 2n In(n + 1)

relativne pre 0 < p = ¢ < 1, diverguje v ostatnych pripadoch (dany rad konverguje absoldtne prave

o] o]

< 1 1
vtedy, ked konverguju rady Z m a E W’ pozri pr. 237; nech p > ¢, ¢ € (0,1), oznalme
n=1 n=1

S, n-ty Clastocny sicet nasho radu, potom Sy, = Po, + @, kde Ps, je 2n-ty Ciastoény sicet konver-

2L (—1)kH1 1 1
gentného radu ; % , = Z 2k ( 2k q) , pritom — pretoze hm (Qk) =0 —rad
i 1 ma rovnaky charakter ako divergentny rad i L ;
k:l Qk)p ! Y K Y k=1 (2]{7)‘] ’

- pozri poznamku 17 k rieseniu pr. 247.2a;

o0

nech a,, Je posledny clen v k—tej zatvorke, S, je n-ty ciastoény sucet radu Zan, po-
n=1

tom Sn., Snit1, Sngt2, - S”k+1 (k € N) je konetnd monoténna postupnost, teda hodnoty
Snp41y .- S"k+1—1 ylezia medzi Eislami S, a S”k+1 ; ak neexistuje hm S”k , tak zrejme neexistuje
ani lim S,; nech lim 5, =:S€R: ak |S"k — S| <e adislo ¢ ,lezi medm Sp, @ Sp,“ tak aj pre ¢

n—oo k—oco +1
plati |¢— S| < ¢; analoglcku tivahu mozno pouzit v pripade klim Sp, = 00, klim Spp = —00;

— 00 —00

z kazdej konvergentnej postupnosti — teda aj z postupnosti {S,}5%; — moi#no vybrat monoténnu
konvergentnii podpostupnost;

s0_ sin(n7/4) < - sin(nﬂ'/4)>_1 _ sin(n/4) ( | sin(e/4) ( 1 ) ) _

npP nP nP npP n_p



sin® n

6n2

6n2
I+ —
sin” n

1. konverguje <|an| = sinn_ <Sinn - sin’ n +o (ﬂ) )
£ \?771_2 ?/n_2 6n2 n2
sin® n <L “inaitc niektory N - k : — 1+l n——l ]
0 ( — ) ‘ <o pocinajic niektorym ng € ) ;2. konverguje (an =(-1) sin (71' T 1) , pozri
—1)ntt T

tiez riesenie pr. 239.7 | ; 3. konverguje <an = ( 3 cos ); 4. konverguje (moZno vyuzit pr.
In“n n+1

. o B 1 (-1 1 1 (=Dt 11 1
244.2); 5. diverguje (a"_<1+2' VT (n))_l_ o/n n\8 T"0\y) ) teda

- N

1 1 1
rad Z a, je rozdielom konvergentného radu nz_:l NG a radu nz_:l <8n + o0 (n) ) s kladnymi ¢lenmi,

n=1

(o0} .
1 1 1
ktory ma rovnaky charakter ako rad E —) ;6. konverguje <an —aan + sinn - <7 — —) ;
n

n n+10sinn n

n=1
ak pre funkciu y = — na intervale s koncovymi bodmi n + 10sinn, n pouzijeme Lagrangeovu vetu o
z

. 1 1 . 10sinn -
strednej hodnote, dostaneme W l0smn  smn = _c_2<(n + 10sinn) — n) = -~z  prifompre ¢

sinn 10sin’n . 10sin% n
— ———, konvergencia radu Z —5— Vvyplyva
¢

o2
n=11
sinn 1 cosn

iste plati ¢ > n—10 (n > 10); preto a, =

too0 < 10sin? n < 10 .
z nerovnosti ;7. konverguje a, =
- c? - (n - 10)2 - s

1 .
cos — sin —, pritom
Inlnn n Inlnn n

. 00
sinn cosn

1 .1 ) , .. s
cos— /' 1, sin— \, 1 a konvergencia radov vyplyva z Dirichletovho krlterla) ;
n n

——— a
Inlnn Inlnn

=2 n=2

. . o 3 sind(z) ,

8. konverguje podla Taylorovho vzorca so zvyskom v Lagrangeovom tvare je sinz = z — 5 21 %

- 4

o0 o0 . o0 o0
sin n sin®n sind,, sin“n . . i i
preto Ean = E E + E . pritom konvergencia druhého radu vyplyva
n=1 n=1 n=1

24 n4/3 "’
n=1

sind,, sin®n 1

24 ndl3 | = 24n/3
( |sin (2 + \/3)"| =sin7(2 — V/3)"; 2z binomického rozvoja vyplyva, ze rozdiel (2 ++/3)" — (2 —V3)" je

z navodu k pr. 245.13 a konvergencia treticho radu z nerovnosti

); 9. konverguje

n

1 1
1é ¢islo) ; 10. di j Ssn =P, +Q,, kde P, := —1)*
ceec1so), 10. diverguje ( 5 +@Q e ;( ) <3kln(3k—|—1)+ (3/{7—}—1)111(3]{7—1—2))

n

1
je n—ty sucet radu, ktorého konvergencia vyplyva z Leibnizovho kritéria, a @, := E je
"= (3k +2)In(3k + 3)

n—ty sicet radu, ktorého divergencia vyplyva z integralneho krlterla) ; 11. konverguje pre p > 2 (pre

[ee]

p > 1 konverguje absolitne, pre p < 1 staéi podla pr. 272 vysetrovat konvergenciu radu ZA”’ kde

n=1
(n+1)2-1
5 1 1 2n+1 2n . 1 .
A, = kzz o pretoze A, = o + -+ (02 & 2n)p > (72 ¢ 2n)7 > ERerE nie je pre p < 2 splnena

: : 1 - e s
nutna podmienka konvergencie; pre p € <§, 1) rad Z A, konverguje podla Leibnizovho kritéria: pretoze

n=1
2 1 . 1
A, < ZT—;, je nlirrgo A, = 0; pretoze podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote je a; := m —
1 p(?n +1) p(2n+ 1) 2np
k=0,1,...,2 toz
( —|—2n—|—1—|—k) cp_+_1 >(n2+2n+1+k)17+1>(n2—|—4n—|—2)1’+1 pI'e )y 4y ) n;apreoze
2n
1 1 2 )
b: (n2 Fan oy + (7 + dn 1 37 < W2 T an T2’ dostavame A, — Ap41 = <E ak) —b>(2n+

k=0



2np 2 4n?p 2 B n?(4p —2) — 8n —4

1 - — = ted
)(77,2 +4n+2)p+l (n24+4n+2)P > (n?2+4n+42)p+1 (n2+4n+2)p (n? + 4n + 2)p+t cda pre
1 . 1 1
p> 2 a dostatocne velké n € N je A, —A,41 > 0; 12. diverguje <pre Ay = W—H - ~—|—W , n>
nl _ [p,n—1 n_1_— n—1 1 1 2
2, plati AnZ[e][[T ]26 € 1————21—— teda pre rad ZA" nie je splnena
en en € en

n=2

nutna podmienka konvergencie, dalej pozri pr. 272 a 208.1) ;

ak u,, resp. w, je n—ty ¢lastocny sucet radu Zan n, TESp. Z — dpt1)Sn, tak u, =

n=1

a1S1+az(S2—51)+ - +a,(Sn—Sn-1) = (a1 —a2)S1+(a2—a3z)Sa+- - -+ (an_1— an)Sn—1+an5n = wWp_1+a, Sy ;
vyplyva to z pr. 275;
n—1

oznatme ag := 0, by := an, 7z nerovnosti |a,| < Z la; — a;+1|, n € N, a z predpokladu
n=1 i=0
(ii) vyplyva ohrani¢enost postupnosti {a,}5>,; dalej plati lim S, = 0, kde S! je n-ty ¢astoény stcet
n—0Q

radu Z b, ; odtial na zéklade pr. 275 vyplyva konvergencia radu Z anby ;
n=0 n=0
R . . , , - 1 1 1
na dokaz nerovnosti S, < 1 sta¢i dany rad ,uzétvorkovat® nasledovne: 1 — | - — — — —
2P 3 4r
L 31: na doékaz nerovnosti L < S, ,uzatvorkujme* nas rad takto: |1 L + 4 !
JR— —_— e . . 1 —_ : —_ — e —_—
5 ’ 2 Sr ! 2 (2n— 1)
1 . 1
W) +---; podla Lagrangeove]j vety o strednej hodnote <pouiitej pre funkciu — na intervale [2n—1, 2n]
n x
1 1 - .
je a1y — Gnyr = ij?l-l pre niektoré ¢ € (2n — 1,2n), preto S, > E +1 , dalej sta¢i pouzit

oo o]
< P P .
nerovnost E W Z/l W dz (pOZI’l pr. 2282),
n=1

v pripade p = m mozno pouzit Dirichletovo kritérium, resp. kritérium z pr. 244.2; pre p < m

1 1 1 1 1
ipad 1 logicky lati S m =11 — - - ... | = —
(pripad p > m je analogicky) plati Si(m4p) [ + 3 + o+ Pl QP] <2p+1 + o+
1 1 1 1 1
p+m (k—D(p+m)+1 kp+((k—-1m kp+(k—1)m+1 (k+Dp+(k—1Dm

1 1
(k+Dp+k—-1m+1 k(p +m)
konvergentného radu (staéi pouzit Dirichletovo kritérium, resp. kritérium z pr. 244.2) a stiéet ¢isel v okrihlych
zatvorkach je ¢iastoény sucet divergentného radu;
1. pozri pr. 247.3; 2. napr. nasledujice prerovnanie: 1 kladny ¢len, 1 zaporny, 1 kladny, 3

) , pricom sucet cisel v hranatych zatvorkach je ¢iastoény stucet

zaporné, 1 kladny, 5 zapornych, ..., jeho (n? + n)-ty éiastoény stucet <ktoryje suc¢tom prvych n kladnych

o~ (=1)nt? . 1 1
a prvych n? zépornych ¢lenov radu Z (7) je podla pr. 247.1 rovny —3 In4n + §€n —Np2;
n

n=1

281| podla pr. 1.173.2 kazdé prerovnanie postupnosti {an}22,; ma limitu rovnd 0, pre postupnost
{Sn}52, ciastoénych sictov prerovnaného radu teda plati lim (Sp41 — S,) = 0, tvrdenie pr. 281 potom
n—oo

vyplyva z pr. 1.202 (analdgia tvrdenia pr. 1.202 pre neohranicené postupnosti ma rovnaky dokaz ako pr.

1.202);

n

n
1. Z(ak —sinag) = ’;(ak — dp41) = d1 — Ap41, pritom nh—»nolo ant1 = 0 (pozri pr. 1.156.5),

#toto je myslienka dokazu odhadu pre R, v Leibnizovom kritériu



o]
a3

3 (o]
stéasne a, — sina, = a, — (an — F” + 0(a3)> = L%" + o(ai), preto rady Z(an —sina,) a Zai

n=1 n=1
n

(o]
y , . . 3 , . a
maju rovnaky charakter (uvedomte si, ze rad E a2 je rad s konstantnym znamlenkom) ;2. E In =4 —
n=1

a
k=1 k
Gni1 . . .. . ap41 sina . In(l1+wu ,

In 2+ , pritom lim a, = 0, sucasne — pretoze A pren — oo a lim Q =1—ma

n n—0co (7% an u—0 U

> a > sin a sin a a?

1 , ., .

rad E In 2+ rovnaky charakter ako rad g 1-— "), ktory ma [ pretoze 1— g O(ai)

n=1 an n=1 Gn Gn 6

rovnaky charakter ako rad Z ai ;3. konverguje len pre z € [-1,1) (pouiite vetu 6’ z odseku 3.3 a fakt,

n=1
< . an-{-l - - - > . ~ - , .
7ze lim = 1; pre x = 1 vyuzite skutocnost, ze Zan je postupnost s konstantnym znamienkom,
n—o0 an
n=1
nerovnost |a,| > a2 apr. 282.2; pre z = —1 vyuZite monoténnost postupnosti {a,}°>,, pr. 282.2 a nadvod
k pr. 240) ;
a a ) - -
1. konverguje < itz ZEndl —, preto rady Zazn a Za2n—1 kOHVengjﬁ) ;
G2n d2n-1 16 n=1 n=1

2. konverguje (pouzite pr. 1.156.5 a Dirichletovo kritérium, resp. kritérium z pr. 244.2); 3. diver-
guje lim a, = 0 ({an}zozl je zdola ohrani¢end klesajiica postupnost, jej limita je rieSenim rovnice
n—00

z =In(1+ m)) . hladajme p € R tak, aby platilo nlLrI;O (afl_l_1 — afl) je koneénd a nenulova: afL_H —al =

a? P ay, P an,
In?(1+ ap) — da = <an—7"+o(ai)) —ab :aﬁ(l—;—}—o(a,ﬂ) —ab :aﬁ(l—%—l—o(an)) —al =

pabt! s . ) 1 1 1 L
—# +dP -o(ay), odtial vidno, ze treba zvolit p = —1; potom lim =5 odtial podla pr.
n—00 \ dp41 ap

1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1
[.171 vyplyva lim M (: lim —[( ——)—i—(—— >+ +<———)]) =5,
n—oco n n—oon [\ dnt1 Gn Ay Op_1 as ap 2
An 41 >

preto lim

= 2, teda podla porovnavacicho kritéria rad Zan diverguje | ; 4. konverguje len

n=1

pre a = 0, a = 1 <postupnosf {a,}5%, v pripade a € (0,1) a postupnost {—a,}5>, v pripade

a € (—00,0)U (1,00) su klesajice postupnosti s limitou 0; podobne ako v rieSeni pr. 283.3 zistime, Ze
(0]

lim lan+1] 55 =1;

staéi si uvedomit, Ze rad Z ap, je pre a # 0, a # 1 radom s konstantnym znamienkom,

n=1
a pouzit porovnavacie kritérium) ;
[e0]

z konvergencie radu Zane_mo vyplyva ohranicenost postupnosti {a,e™"¥0}>° = preto pre

n=1

n
niektoré K > 0 plati |a,e™"%| = [a,e™%0 - (e@0=2))"| < K(g,:,co) ;

pouzijeme nasledujice tvrdenie 33: ak 0 < a; < a3 < --- < @, a pre ¢&sla by ..., b, plati

[bi] < A, [br+ba] <A, ... b1+ -+ by <A, tak |a1by + - -anby| < 24a,“ 2z konvergencie radu

n

Z akk_p

k=1

Z a,n~? vyplyva ohrani¢enost postupnosti jeho ¢iastoénych stctov ( < B pre niektoré B >0

n=1

*pre a € (—00,0)U(1,00) je postupnost {a,}22, postupnostou zapornych &sel, postup z pr. 283.3 preto
uplatiiujeme na postupnost {—a,}5>,;

*toto tvrdenie sa dokazuje pomocou Abelovej parcidlnej sumdcie (pozri napr. [24, str.135-136, dokaz
Abelovej lemy])



a vietky nEN)aakjedané6>0podiavetyQElNEN YvneN,n>N VqEN:|ann_p—|—
1 ”+a2 2 ”+ L (N P
. 11" n 2P \ n NP n
N P AB 1/p
< 2B <—) +2-Z-1p, preto pre n>maX{N,N<—) je
n €

<

ot dpgq(n+9q) p|<1; nech n > N, potom ‘— +
k=

AN +1 N+1 an
‘w+w( )+ !

n
1 n
n—p Z ap| < €,
k=1
o0 [e0]
1. ak nh_{lc}oa” = 0, tak rady Zan a E 1+Cln maju rovnaky charakter, pretoze
n=1 n=1
. an/(1+ay) . L o . .
lim ———= =1; ak lim a, neexistuje alebo sa nerovna 0, mozno z {an}n 1 vybrat podpostupnost
n— 00 an n— 00
{an )32, takid, Ze existuje lim ap) =@ A € R*, A # 0; potom rad Z _On®) nespliia nutnu
- k—o0 1 + an(k)

(k) 1, ak A= o0 © 4
podmienku konvergencie lim ———— = A ; pretoze Z " jerads k-

k—o00 1+an(k) a H—A, ak AeR ne1 1+(1n
o a (k) > a
ladnymi ¢lenmi, vyplyva z divergencie radu — ™% divergencia radu .
; yplgva s diverg " aiver S
[e 0]
2. pre p =1 : ukazeme, ze rad Z dn nespiﬁa Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie: Gntl +
n=1"" n+1
e S, - S S, . .
Int2 R Intr > Gnt1 0 Ony = Do " =1— ="~ pritom — pretoze lim S, = co —
Sn+2 Sn+p Sn+p Sntp Sn+p n—oo
1
plati YneN FpeN : —— < —;
Sntp 2

. .. . 1 .
pre p > 1 : ak naintervale [S,, S,+1] pouzijeme pre funkciu p— Lagrangeovu vetu o strednej hodnote,

1 1 -1 — 1a . i a
dostaneme T T T = b > (Snt1 — Sn) = w pre niektoré ¢ € (Sn, Sn41), preto ZH <
Sn Sn_+_1 c ¢ n+1
Ap 41 1 ( 1 1 ) 1 1
= — — T |, pritom rad Z T 7 | konverguje [ jeho n—ty ciastocny
N N oI\ ST
s 1 1 1 . . , y -
sucet je =T — =T | » pritom lim S, = o |; v pripade p < 1 mozno postupovat podobne ako
p—1 Sl Sn+1 an—»oo
pre p > 1 alebo vyuzit nerovnost S—n < S—Z pocinajuc niektorym ng € N ;
n n
(o]
Ap an+1 Ap4p ap + -+ Ap4p ap
287 1. — + —+ -+ > — 1 pre p — oo, preto rad — ne-
- Rn Rn+1 Rn+p Rn Z Rn

n=1

spiﬁa Cauchyho-Bolzanovo kritérium konvergencie; 2. podobne ako pri rieSeni pripadu p > 1 v pr. 286.2

1 n
dostaneme \/Rp41 — VR, = 2—\/5(1” pre niektoré ¢ € (Rp41, Ry), preto \/aR_ < 2(\/Rn+1 — \/Rn),

(e} [ee]

pritom lim R, = 0;
n— 00

nech S, , resp. P, je n—ty Ciastoény sticet radu Zn(an — Qp41), resp. Zan; potom

n=1 n=1
Sn = [(a1 —a2)+(a2 —az)+- -+ (an—ant1)]+[(az—az) + - -+ (an — tnt1)] +ot [(ap —ap41)+ -+ (an—
Ant1)]+ -+ [an —any1]l = a1 +az+ -+ ap — napy1 = Py — nay 41, odtial na zéklade pr. 211.1 vyplyva:

ak existuje koneéna lim P, , tak postupnost {S,}5%; ma tu istt limitu 3*; nech teraz lim P, = oo, nech
n—oo n—oo
a a
m € N je dané, potom — pretoze lim a, = 0 — existuje N € N tak, 7e ay41 < 71, oo an+1 < Tm’
n—0Q

potom Sy = (a1 — an+1) + (a2 — ant1) + -+ (am — an41) + [(@m+1 — an41) + -+ (anv — an41)] >

*toto tvrdenie je $pecidlny pripad pr. 275 (staéi zvolit b, = 1)



1 P oo : . . ,
§(a1 +-tam)= - (Clslo v hranatej zatvorke je nezdporné, pretoze amy1 > amia > - > ClN+1) ;
napr. rad
1 1 1 n 1 1 1 1 " 1 1 1 1 n 1 )
2V2 242 V2 3V3 393 3V3 3 n{n  nn nyn  {n ’

o0
konvergenciu tohto radu mozno dokézat na zaklade pr. 272; divergencia radu Z al vyplyvaz pr. 237.3;

n=1
n n

oznatme P, := Zak, Sy = Zapk ; z nerovnosti a,, > ap-1)c+1, kK €N (této nerovnost
k=1 k=1
vyplyva z nerovnosti py < (k— 1)c+ 1 a monoténnosti postupnosti {an}ff:l) & CA(k—1)eq1 > Q(k—1)c41 T

. ¢ 1
A(p—1)et2 + - F ke, k € N, dostavame S, > Za(k_l)c+1 > E[(a1+...+ac)+(ac+1 4o dan) 4+
1 k=1
(An—1)yeg1+ -+ anc)] = EPcn ;
291| pozri pr. 287.2;

~ . . - T
2. v pr. 292.1 poloite ap = Tn41 — Tn, bn = Ynt1 — Yn, dalej vyuizite rovnost — =
Yn

— » 1 Zp, —z, 1p—1 ) . )
(Jj ll) (1 — 2) + l—l; 3a) — 3° <l 1”7 % _ (n+1) , pritom podla Lagrangeovej vety

Yn — U1 Yn Yn T p Ynt+1 — Yn (n + l)p —nP

(n+ l)p_l T4l = &n
p(n + l)p—l - yn+1 - yn -
Tn4l — Tp 1

-1 a teda nh_{gom: E)’ 3b) 5 (ak @ = plP i pnP T =Py, = Pl
n n

1
2
r—1 P
pnP~1 (1—|—l) —nP <1—|—l) -1
T4l — Tn n n

tak = =

Yn+1 — Yn 1 p-l
pnP—1 ((1 + —) - 1)
n

o strednej hodnote (n + 1)? —n? = pcP~! pre niektoré ¢ € (n,n + 1), preto
(n+ 1)~

(m bono () 400 (L)) o
2 n n2
= 4 Sn

. sta¢i dokazat, 7e lim =1 a pouiit tvr-

1 C = 2% IS, —InS,_
np—2 <p(p — 1)+ pno (—) ) n=ce InSp —InSp—y
n
. 5 . . . 1
denie z pr. 292.1; podla Lagrangeovej vety o strednej hodnote je InS, —InS,—1 = —(S, — Sp-1) = n
o Cn Cn
pre niektoré ¢, € (Sn—-1,Sn); ¢n mozno zapisat v tvare ¢, = S, — Jya,, kde ¥, € (0,1), potom
ap, ap,
InS, —InS,—y ~ _ 9 " Sn
Sn - ﬁnan
ak je postupnost {a,}3%,; ohrani¢ena, tak existuje konetna nenulova lim a, a

n—oo

#pozri tiez pr. 83.2
*na vypocet tejto limity mozno pouzit v pripade p > 2 vysledok pr. 168, ak v iom zvolime f(z) =
2Pt a=0,b=1



An41 — QAn

(0]
. a 1 Qnt1 , , ,
lim ntl = — ,  preto rad E 1— 21 ) ma rovnaky charakter ako konvergentny rad
n—oo Ap41 — Ay Im a, an
+ —
n—00 n=1
o0

Z(anH —ay); ak postupnost {a,}52; nie je ohrani¢end, tak nie je splnené Cauchyho-Bolzanovo kritérium

n=1

. a 1—a a 1 —a a 11— a a 11— a a
konvergencie: e R nte o, AR 2 S A " 1 pre
An+1 An+tp+1 An+tp+1 An+p+1 An+p+1
P — 00
= 1 = S
z konvergencie radu Z f (2—n) a rastu funkcie f vyplyva konvergencia radu Z f (2—n) , kde
n=1 n=1

(o] [e 0]
- ) , .. a
S = E a,; ukdZeme, ze postupnost {P,}5%, ¢lastoénych sictov radu E ¥

n=1 n=1
vyuzijeme pritom Jensenovu nerovnost ,ak funkcia f je konkdvna na intervale I, z; € I, A; > 0 (i =

L,...,n) a Z)\i =1, tak f(Z)\zl‘z) > Z)\z’f(l‘i)“ (pozri aj pr. 1.453); potom — pretoze
i=1 i=1 i=1

je zhora ohranicena,

(f(@ms1)+ -+ flasm)) < f<%(am+1+' . -a2m)) < f(%) —je Py < f(al)-i-f(az)-i-%(f(03)+f(f14))+

3=

(Flas) +o-+ Jlas)) 4 g (o )+ Jlage)) < Jla + fan) +£(5 ) 4152 ) <
fla1) + f(az) + Zf(;n) ;

I



