An41 — QAn

(0]
: a 1 a , , ,

lim ntl = — , preto rad E 1— 2+ ma rovnaky charakter ako konvergentny rad

n—oco Gpy1 — Qn Im a, an,

n—00

n=1
o

Z(anH —ay); ak postupnost {a,}5%; nie je ohrani¢end, tak nie je splnené Cauchyho-Bolzanovo kritérium

n=1

. a —a a —a a —a a —a a
konvergencie: —tt—Tn 4. Tndedl T Pedp o Tndl D Tn oy Tndebl T OdP ) R ] pre
An+1 An+tp+1 An+tp+1 An+p+1 An+p+1
p— 0]
1 : , : = S
z konvergencie radu g f a rastu funkcie f vyplyva konvergencia radu E f on ) kde

n=1
S = Zan, ukazeme, ze postupnost {P,}5%, ciastoénych suétov radu Z fa - ) je zhora ohranicena,

n=1 n=1
vyuzijeme pritom Jensenovu nerovnost ,ak funkcia f je konkdvna na intervale I, z; € I, A; > 0 (i =

a Z)‘i =1, tak f(Z)\le) > Z)\z’f(l‘i)“ (pozri aj pr. 1.453); potom — pretoze
= i=1 i=1

(Famsr )+ F () < f< (amsrt am)) < f(%) e Pyr < flar)+ f(az)+ 5 (flas)+ f(as) +

3=

(flas)+ -+ flag)) +- -+ 2;—_1(f<a2k—1+1)+ s fage)) < flax) + f(az) +f<§) +o ~+f<2ki_1) <

s+ s+ 31 (55 )

n=1

I

4. Postupnosti a rady funkeii

- % z>0; 2 flz) =0, z €[0,1] (pre z€1[0,1) je lim 2" =0, fo(1) =0 pre vsetky
nEN)

[0, ak z#kw/2, k€EZ B )
3 f(*”)—{ . ak z€{2%n:keZ}U{r/242%n: keZ) (P() =R\ ({(2k+ 173 k €

. z
sin ———
2
ZYyU{—m/2+ 2knm; k € Z})) ;4. f(z)=2b (pre r#0 je lim n’z*sin T z° lim nf—l—n .
n— 00 n n n— 00
n?+n

n2 . 0, ak z € (0,1]
T fa(0) = 0 pre vsetky nEN); 5 f(z) —{ (x—1)7/2, ak z>1

- <pripomeﬁme, 7e

1 In: (Inz)/2n _ q
uan;O arctgu = %) ;6. % (nlgr;o falz) = %#i_}n;o gt W; pripomenme, Ze nlirrgo at/m =
3
. — : 3 —nx __ : _ Y
1 pre a > 0), 7 fle) =0, >0 <nlinolon € = ylingog(y), kde ¢(y) = —(e’”)y’ y € R,
pritom lim g(y) moZno najst pouzitim 1’Hospitalovho pravidla); 8 f(&) =0, ¢ >0 <podobne
Yy—00
; . zlnzy + Loy s , .
ako v pr. 295.7 moino lim g(y), kde g(y) = ——, y € R, nijst pouzitim ’'Hospitalovho
Yy— 00 y
pravidla) ;9. =, >0 (Vyuzite, ze lim yarcctgy = 1 — mo#no to dokazat pouzitim I'Hospitalovho
xr Yy—00
1, ak z€]0,1]
pravidla alebo pouzitim substiticie arcctgy = t) ;100 f(z) = m; ak z€(1,2] (pre z€(0,1)
z ak z € (2,0)



je falz) = [<1+x +2—n)1/n] , Fa(1) = %[(ht 2n1+1)1/n], pre z € (1,2) je fa(x) :m[<1+xin+

(g)n)w] ) =200 (14 2n1+1>1/n]’ e 2> 2Je (o) =5 (H (=) + <2>)/] |

pritom funkcie v hranatych zatvorkach st neuréité vyrazy typu 1°°, ktorych limity mozno vypoéitat pos-

tupom z pr. I.148) ; 11. sgnaz (nacrtnite si grafy funkeii f,); 12. f(z)=0, 2> 0;

1. nech # < y, potom z nerovnosti fy(z) < fo(y), n € N, vyplyva f(z) = lim f,(z) <
lim fa(y) = fly); 2. podobne ako v pr. 296.1 prejdite k limite pre n — oo v nerovnosti f,(pz + qy) <

pfa(@) +afa(y), n €N, kde 2,y € (a,b), p>0,¢>0, p+q=1;
1. > 1 (pozri vetu 5 z odseku 3.2); 2. |z| > 1 (pouiite vetu 6 alebo 7’ z odseku 3.3 !,

pripady z =1, x = —1 treba vysetrit samostatne) ; 3. U ([— %—i— 2k, % + Qkﬂ'] U
keZ
o 7w , o s
[? + 2k, 5 + 2/{771']) ;4. U [Qk’w, (2k + 1)7r] ;5. R (vyplyva to z Leibnizovho kritéria); 6. R\
keZ
{-1,-2,-3,...}; 7. [0,00); 8 R\ {-1} (moino pouzit vetu 6’ z odseku 3.3: lim azi =
x [ Jz|, ak O0<|z|<1 o , — 1 o
nh—rnolo‘m = { 0, ak |z|>1°2 , pre z = 1 dostavame rad Z:Q—n, pre z = 0 rad

Z 0) ;9. (—o0,—1)U(1,00) (pouzili sme Raabeho kritérium a pripady # = 1, # = —1 sme vySetrili

COS TNT . i .
konverguje podla integralneho

1
3 pren>2arad2

samostatne); 10. R ( 3 <
nln“(n+1) nln“n nin’n

kritéria) ;0 11, R\ {27 ; k € Z} (pouiili sme Dirichletovo kritérium, pre dané x # 2kw (k € Z) je pos-

(o]
tupnost ¢iastoénych stétov éiselného radu Z cosnz ohrani¢ena — pozri riesenie pr. 243.5); 12. z €
n=1
(—1,1) o< 1je || < 2 dimn i podia tvrdenia a) vety 4b z odseku 3.2
— re |z e ara mé podla tvrdenia «) ve z odseku 3.
’ P R ST e LT fapr P Y

(0]
rovnaky charakter ako rad Z |z|*; pre |z| > 1 nie je splnend nutnd podmienka konvergencie) ;

n=1
o0 o]

nech fp(z) = apz+b,, z konvergencie radov E(ana—}—bn) a Z(anb—}—bn) vyplyva konvergencia

n=1 n=1

radov ian a ib"; ak ian:A, ibn:B, tak Z(anm—i—bn):AJ;—l—B;
-1 n= =1 n=1 n=1

toto tvrdenie mozno dokazat rovnako ako implikaciu ,,<=* z vety 2 alebo ho z tejto implikacie
odvodit (zo vztahov sup |fn(z) — f(z)|<e¢n a lim ¢, =0 vyplyva lim sup |fn(2) — f(z)| = 0) ;
:L‘EM 71— 00 7 — 00 :L‘EM

v

1
1. rovnomerne k f(z) =0, z > 0 (sup|fn(:p)| = —); 2. rovnomerne k f(z) =0, z
>0 n

1 . ‘ . |
0 (|fn(£L‘)| < nt 1)’ x>0, dalej poeri pr. 299) ; 3. rovnomerne k sin; < +na

z
sin sin —
2n 2

1 142 1
2sin — cos +2 ne < 281112—, xr € R); 4. rovnomerne k f(z) = 0, =z > 1 <ak pouzijeme
n n
!pripomefime, Ze lim ¥n =1, pozri pr. 1.135.2 alebo 1.380. 1
n—0o0
*pritom sme vyuzili tvrdenie ,,ak lim |f(z)] = co, tak lim — f( )= =0
r—a T—a x



2,2 2
nerovnost |sinu| < |u| pre u > 0 — pozri riesenie pr. 1.352.2 — dostaneme ‘11# sin% <
nia? < 2 5 k fz) = 0 in ~ 1 kazdé n € N
—_— ——]; 5. nerovnomerne ) = sup |sin —| = re kazdé n ;
/(1 + n?z?) vn) — xe%){ n P ’

i
l—cosﬁ Jz
6. nerovnomerne k f(z) = 0, =z > 0 pre z > 0 je lim fy(z) = lim ——2— . *= =
n—co n—oo <<1/5> N
n

-0 = 0, ale pre kazdé n € N je funkcia f, neohrani¢ena na M — sta&l vypoéitat f,(z) pre

1
2
r = n((?k’—l— 1)7r)4, k € N); 7. nerovnomerne k f(z) = 2%, z > 1 ( lim |fo(2) — f(2)] = >

pre kazdé n € N); 9a) nerovnomerne k f(x)

0. v e 0,10 (s Il = 4 (5) = 1)

¢€[0,10
9b) rovnomerne k f(z) =0, z > 1 ( sup |fo(z)] = fn(l)), 10. konverguje rovnomerne k f(z) =
z€[l,00)
0, z€(0,1) ( sup |fa(x)| = —f.(1), pri hladani tohto cisla treba vyuzif, ze lir% fa(z) = 0 pre kazdé
z€(0,1) T—
n e N) ; 1lla) rovnomerne k f(z) =0, « € [0,1 —4]; 11b) rovnomerne k f(z) =1, z € [L +6,00);
0, ak z€[l-461)
1 1
llc) nerovnomerne k f(z) = ¢ 5 ak z=1 ( sup  |fa(z) — f(2)] =z, n €N 3) ;
cE[1—6,1+6] 2
1, ak ze(1,144]

12. nerovnomerne k f(z)

1
pasu okolo funkcie f pre 0 < ¢ < 1); 13. rovnomerne k f(z) = |z| (0 < yj@rt 5 - Va? =
n

2 1 2y .2 1 2 1 K
&%)Jm—ﬁ (= )5 1 romomemek s ={ 1 3 TERY (Ifn(r)—f(r)lz
{W—lg(ﬁ—l pre z € [0,1]

Yl+am —a< V2 —a=2(V2-1)<2(V2-1) pre 2€(1,2]

0, z € (0,1) ( lim1 fa(z) = 1, preto f, musi ,vyskoéit“ z kazdého e

. teda |fule) — fl2)] < 2(V2 -

*kazdd z funkcii f,, n € N, teda ,vyskodi“z e—pasu okolo funkcie f pre 0 < € < 0.5; na obr. 11 je
znazorneny tento e-pas pre € = 0.2 (a 6= 0.5) : v tomto e—pase nemoze lezat graf ziadnej spojitej funkcie
g:[1—6,146]— R ; funkcia g je totiz darbouxovskd na [1—§, 14+ 6] (pozri vetu 4 pred pr. 1.234) a musela by
preto nadobtidat véetky hodnoty z intervalu [e, 1—¢] (plati totiz g(z) < e pre z € [1-6,1), g(x) > 1—¢ pre
ze(l,1+ 6]) , ¢o ale nie je mozné; podobnymi ivahami mozno dokazat toto tvrdenie (ktoré je $pecidlnym
pripadom dosledku vety 7°): ,ak {f,}5>%, je postupnost spojitych funkcii, f, — g na M a g|M ma bod
nespojitosti 1. druhu, tak postupnost {f,}52, konverguje na mnozine M k funkcii g nerovnomerne*

obr. 11.



n—0o0

1) 4. pripomeiime, ze lim 2'/" = 1) ; 15. nerovnomerne k f(z) =0, 2 > 0 (nacrtnite si grafy funkcii

In, nEN);
302 |f(x)— fa |"f —[nf(2)]| < —7 z € [a,b];

303| 1. plati (pre SpOJltu funkciu f, : [0, 1] — R plati implikdcia ,,|fo(2)] < e, z € [0,]]N Q=

|fa(z)| < e, 2 €[0,1]% ktord mozno dokézat nasledovne: pre a € [0,1]\ Q existuje postupnosf {ap}>, C
[0,1]NQ taka, ze klim ar = a, potom — ak v nerovnosti |f,(ax)| < € prejdeme k limite pre k — oo a
— 00

I

vyuzijeme spojitost funkcie |f,| — dostaneme |f,(a)| = klim |fn(ar)| < e; pozri tiez pr. I.231) ;2. neplati,
— 00
o

nqm.h@):<1— ¢§)n,xEWJ] Og<§§>:1,neN);

nepriamo; ak M nie je koneéna, tak existuje prostd postupnost {a,}52; C M, nech f,(z) =

{ 0, ak ze M\ {a,}

1, ak z=a,

, potom f, — 0 na M, aleneplati f, 20 na M ;

1 . 1—gntl
1la) konverguje rovnomerne k S(z) = T2 lz| < q <Sn(x) = Ezk = L, n =
-z
k=0

11—z
n+1 qn+1 1
0,1,..., |Su(2)=S()| = 1 , ]| < ¢ ); 1b) konverguje nerovnomerne k S(z) = T3 lz| <
S _
1 (pre kazdé n € N je |S — 9] neohraniéené na (—1,1)); 2. konverguje nerovnomerne k S(z) =
0, ak z=1 . - E_ n+1 _ — .
{1’ ak zel0,1) (Sn(x).—Z(l—x)x =1l-z ,n_O,l,Q,...,wzl[lop1|S() (1‘)|_1),
k=0
3. konverguje rovnomerne k S(z) = 2z, ¢ > 1; 4. konverguje rovnomerne k S(z) = =, z € [-1,1];
1 1 1 1
5. konverguje rovnomerne k S(z) = ——, 2 >0 ( — ) ;
z+1 (;l‘—l—n)(m—}—n—l—l) r+n z+n+1
n
x 1
6. konverguje nerovhomerne k S(z)=1, z >0 Sp(z) = =1-—-,
6 guj () < (<) ;((n—l)m—i—l)(n;ﬁ—i—l) nat 1

lin 15, ()= Sl = 1)

n
sta¢i aplikovat tvrdenie pr. 301 na postupnost S, := Z fr a funkciu g¢;
k=1

3
1. nech S, ._ka,S—ka, ak pre n > ng a véetky « € M plati |S,(z) — S(;l‘)|<§,

k=1 k=1
, 2 €
tak z nerovnosti |Sy(z) — S(z)| < 5 a |Spy1(z) — S(x)| < 3 vyplyva |fog1(2)| = [Snt1(x) — Sa(2)| =

|(Sn41(z) = S(2)) + (S(=) -

M (uvedené tvrdenie mozno odvodlt aj z vety 3);

< Snt1(x) — S(@)| + |Sn(z) — S(z)| < € pre véetky n > ng a z €

2a) bodova konvergencia vyplyva napr. z Cauchyho krlterla pre kazdé n € N je hr%e "* =1, preto

neplati e =0 na (0,00), a teda podla pr. 307.1 rad Z "® nekonverguje rovnomerne na (0,00);

n=1 arctg u

2b) pri vysetrovani bodovej konvergencie vyuzite pre z # 0 rovnost lim = 1 a porovnavacie

u—0 u
2

22
, preto neplati (arctg f) Z0na R; 2c¢) sup |fu(2)|=
n

2 U
kritérium; Vrn € N : lim (arctg £) =
n z€[0,00)

-

T 00 4

1 5°/6 Vi : : : .

In (W) = Tnl/G, kde f,(z) := H_%; 2d) pri vysetrovani bodovej konvergencie vyuzite
sin u

rovnost lim = 1 a porovnavacie kritérium; pre kazdé n € N je funkcia f,(z) := 2" sin xr >

u—0 U 3ng’

2
) , k€ N); 2e) bodova konvergencia vyplyva

0, neohraniéend <staéi vypocitat f, (m
nT

*pouzili sme vlastne tuto elementarnu dvahu: ,ak D(f) = MUN, f, Zf na M a f, Zf na N, tak
fn=fna MUN*



P
— zyz ndl2’

sin nx

(14 nz)v/nz

=0 na (0,7);

z nerovnosti

1 sin 1 .
pretoze f, (—) = —5 pre véetky n € N, nemoze platit
n
sin nx

(14 nz)\/nz

r+1
3. napr. Z v (tento rad dokonca nekonverguje pre ziadne z € [0, 1], porovnaj s pr. 373; na tychto
n

o0

n=1
dvoch prikladoch vidno rozdiel medzi termimni ,,nekonverguje rovnomerne® a ,,konverguje nerovnomerne “) ;

1 2 2 2 . ,
1. pre = — plati zle~(PTDe" 4 g2e—(n42)27 Ly g2e-2m" > =2 3 pri vysetrovani

N

. . .. . 5 . cos &
bodovej konvergencie vyuzite nerovnost |arctgu| < |u| ®; pre z = 2nw je 1 arctg 1 +
n
z ; cos & n n x ; cos & S ; 1 " T ; T ; 3 c
arc -+ — arctg —— anarctg — ritom lim wnarctg — = — reto n
nt2 e om Ty $on P s Son T2 P 0
1 T
N Vn e N, n>ng : 7rnarctg2—>z, teda celkovo dng € N Vn e N, n > ny Jz > 1
n
x cos x cos ¥ b . , . . .. -
arctg + -+ — arctg > —; 4. pri vySetrovani bodovej konvergencie vyuzite nerovnost
n+1 n+1 2n 2n 4
sin nx 1\" . 1 . sin(n+ 1)z sin(n+ 2)x
— | < | — a potom napr. Cauchyho kritérium; pre z = — je ( +2 ) ( +2 )
en-e eT n2 6(n-{-l) T e(n+2) T

sin2nz _ nsin(1/n)

. . 1 .1 < . . .
, pritom lim — nsin— = dalej pozri zaver riesenia pr. 308.3;

e(2n)le = et n—oco ¢4 n et’

1. ak |fo41(z)+- -+ fagp(2)| < € pre vietky z € (a,b), tak (ak v uvedenej nerovnosti prejdeme

k limite pre # — a+, ¢ — b—) plati |fop1(2) + -+ fagp(z)| < e pre vietky z € [a,b], preto: ak Z fn

n=1
vyhovuje Cauchyho-Bolzanovmu kritériu na (a,b), tak mu vyhovuje aj na [a,b]; 2. uvedeny rad diverguje
v bodoch z =2, z = —2 (nie je splnend nutna podmienka konvergencie), dalej pozri pr. 309.1 °; nezabudnite

dokézat bodovi konvergenciu na (—2,2);
[fod1(2) + -+ frp(@)] S |frpr (@) + -+ [frgp(@)], 2 € M;

1 1
BU] L |fa(@)] < . ¢ €R, n € N; 2 (@) < 55, ¢ €R, n € Ny B |fu(2)] <
2

e_ﬁ, z>1, n €N, konvergencia radu Z e~V vyplyva z rovnosti lim S 0 7 az porovnavacieho
n—00 e\/H
n=1
o 1 2 a?
kritéria; 5. |fo(2z)] € —=, z € R, n € N; 6. |fa(2)] < — < —, ¢ € [—a,a], n =
n3/2 nln”n nln”n
<. e , s 2 4
2,3..., dalej pouzite integralne kritérium; 8. sup |[fu(z)| = fo|=) = 5= 9 sup |fu(z)| =
z€[0,00) n €°n z€[0,1]
n(3) = 5 10 swinel = (o) 1 | vysetrovani k
w|l—] = —; 10. sup|fu(z)] = fa = ,  pri vySetrovani konvergen-
n n? +cR V2n V2enIn®?(n + 1) &
- 1 . 1 1 .
cie radu ——~—————— pouzite nerovnost < , n > 1 alebo rovnost
nz::l nln?’/z(n—}—l) nln?’/z(n—}—l) nln®?n (
1
, In®?(n + 1 : : L
lim na 1(n+ ) a tvrdenie «) vety 4b z odseku 3.2 | a integralne kritérium; 11. |fy(z)| <

(n+1)In%%(n + 1)
N 1 N , 1
Y= ——— x> 0, pre g.(xr) ;= —=—— plati sup g.(z) = g.(n) = ———, teda
n x?4n? - pre. gn(2) nvz?+n? P xZI:()) 9n (@) gn(m) V2 n3/2

°t4 vzhladom na neparnost funkcie arctg vyplyva z nerovnosti 0 < arctge < z, >0, z ktorych druhi
mo#no dokazaf na zaklade vety 12 pred pr. 1.352
fpri tychto ivahach by sme namiesto tvrdenia z pr. 309.1 mohli rovnako dobre pouzit aj vetu 7’ z odseku
4.2
4

"mo#no to dokdzat pouzitim I’Hospitalovho pravidla na vypoéet lim g(y), kde g(y) := y—y ,YER
Yy—00 €




1 1
[fa(@)| < —=——=,2>0,neN; 12. sup |fo(x)| = sg% fn(@) = fa (n3/2) = arctg PR pri vysetrovani

\/§n3/2 ’ xER
- 1 arctgu
konvergencie radu E arctg —= vyuzite rovnost lim 8% (alebo nerovnost arctgu < u, u>0—
1 n3/2 u—0
n=

pozri rieSenie pr. 308.3) a porovnavacie kritérium;
z monoténnosti funkcii f,, n € N, vyplyva |fo(z)] < max {|fn(a), |fn(b)|} < |fa(a)
|fn(B)], @ € [a,b];

1
1. pre fo(z) = (1), gn(z) = n si na M splnené predpoklady vety 6; 3. pre fn(z)
r+n
="

+

n

st na M splnené predpoklady vety 5;

) gn(l) =z

n
1

pre fn(z) = an, gn(z) = — st splnené predpoklady vety 5;
n

1. rovnomerne; 2. rovhomerne; J. rovnomerne (M = (—oo,O)); 4. nerovnomerne (nie
je splnend nutna podmienka rovnomernej konvergencie — pozri pr. 307.1; nezabudnite, ze treba dokazat
bodovi konvergenciu na M ); 5. nerovnomerne (nie je splnend nutnd podmienka rovnomernej konver-
—— . > 2
2n(4 + In* 2n)

5); 8. rovnomerne (pozri myslienku riesenia pr. 311.11); 9. rovnomerne mo#no pouzit vetu 6, pre

gencie); 6. rovnomerne | |fo(z)] < 7. rovnomerne (mozno pouzit vetu

)

n cos cos <n+§)r 1
x x
x # 2kn, ke€Z, je E sinxsinmx = sinx :COS§<COS§—c0s<n—|—§)m),

z

= 28in —

m=1 1 9

. x x 1
rovnost g sin z sinmx = cos§<cos§ — cos (n + 5) J:) plati zrejme aj pre x = 2kw, k € Z; pozri
m=1

§ 1

aj pr. 243.4|; 10a) rovnomerne sinmz| < ——— pre z € [¢,27 — ¢], v suvislosti s pr.
ip ) 10a) ( mE_l < S P [ ] p

1
316.10b si uvedomte, ze lim ———— =o0 |; 10b) nerovnomerne nie je splnené Cauchyho-Bolzanovo
e—0+ sin(e/2)

sin(l4+1/n)  sin(1+2/n) T sin(l 4+ n/n) S sin 1

> . n € N; opit nezabudnite dokazat
n+1 n+2 n+n 2

kritérium:

, . 1 .

bodovii konvergenciu | ; 1la) rovnomerne |fa(2)] < —\/_, z € (0,1) |; 11b) nerovnomerne (nie
ny/n

je splnend nutna podmienka rovnomernej konvergencie); 12a) rovnomerne; 12b) nerovnomerne <nieje

s n . n? n . n? 1 .1
splnené Cauchyho-Bolzanovo kritérium: T 12 sin CFSIE + .+ W sin W > 1 sin 1 n e N) ;

13a) nerovnomerne (nie je splnend nutna podmienka rovnomernej konvergencie); 13b) rovnomerne <pri

. . s .. . . tgu
vysSetrovani konvergencie majorantného radu vyuzite fakt, ze lim &

= 1 a porovnavacie kritérium | ;
u—0 U

14. rovnomerne (Vyuiite nerovnost |arctgu| < |u|, v € R, pozri aj riesenie pr. 308.3) ;

=1 =1 .
1.1 <: Z —; rad Z — konverguje rovnomerne napr. na [0, 1] ® podla Weierstrassovho
n=1

on 2%n
n=1
1 o~ (—1)n+?
kritéria) 9. 2. 2 In2 ( = Z %, pozri pr. 247.2, pri vySetrovani rovnomernej konvergencie
n
n=1

2a mnozinu M z vety 7’ sme mohli v tomto pripade zvolit napr. aj (0,00), [0,00) alebo Iubovolny
interval [0,a], (0,a)

treba si uvedomit, ze vety 7 a 7’ mo#no pouzif aj pri vypoéte jednostrannych limit, pretoze napr.
xl—lgl+ f(z) je definovanda rovnostou xl—lgl-l- flz) = ;1_111}1 F(@)|D(f)n(a,a+¢)



2

na niektorom okoli bodu 1 pouzite Abelovo kritérium) 10, ( Z 1) ‘ g (r )2
(n n(n x

1 . (0]
T‘i‘l) , T € R) ;401 v tomto pripade nie sme opravneni pouzit vetu 7°, rad Z(r" — ;L‘"H) bodove
z, ak ze(-1,1)
0, ak z=1

n=1

konverguje k funkcii f(z) = , ale tato konvergencia nie je rovnomerna na ziadnom

z intervalov (g,1), kde —1<e< 1) :

1 In" z 1 -
1. D(f) = [g,e] , kazda z fukcii f,(z) := nn; je spojitd na [g,e] a rad an konverguje

n=1
1 < ) e o . e .
rovnomerne na [—, e] podla Weierstrassovho kritéria, preto podla dosledku vety 7’ je f spojita funkcia;
€

2. spojitd na D(f) = [0, c0) (dany rad konverguje rovnomerne na [0,00) podla Weierstrassovho kritéria) ;
3. spojitd na R (dany rad konverguje rovnomerne na R); 4. spojitd na D(f) = R\ {0} (dany rad
konverguje lokalne rovnomerne na R\ {0} 1; ak [a —¢, a+¢] C D(f), tak ‘e_"za’z cos nx‘ < e—n2(lal-¢)

pre z € (a —eg,a+ E)) ; 6. D(f) =R, f nie je spojitd v bode 0 12 (dany rad je geometricky pre kazdé

1/x, ak z#0 )

pevné z, nie je teda tazké najst jeho sucet: f(z) = { 0 ak 7 =0

|fa(@n) = F(@)] < |falen) = f@n)| + [F(za) = f(2)], pri odhade prvej, resp. druhej absoliitne]
hodnoty vpravo vyuzite fakt, ze f, = f na [a,b], resp. spojitost funkcie f;

nech je dané ¢ > 0, zvolme n € N tak, aby |f(z) — fu(z)] < %, x € M; existuje § > 0 tak,
ze plati implikacia |z — y| < § = |fu(2) — fu(¥)] < %, z,y € M; potom |f(z)— f(y)| < |f(x) = fu(z)] +
[fu(2) — fa(W)] + | fa(y) — F(y)] < % + %—i— % =¢ (8pecidlne v pripade M = [a,b] vyplyva tvrdenie pr. 320
z vety 6 pred pr. 1.251 a z dosledku vety 7; v pripade M = (a,b), kde a,b € R, z vety 7 a pr. 1.255) ;

1. d&no, napr. f(z) = %X(m), kde x je Dirichletova funkcia; 2. &no, napr. f, = f pre vsetky
n € N, kde f je dana nespojita funkcia;

L
3 In5 ©0 In5 > 1 1

t dl ty 8] " dy = e "dx = — - — ;2. 0w,

preto podla vety Je/ Ene z = Z/l r = Z<2n 5n)); a T,

n=1

o]

(podia Weierstrassovho kritéria rad Zne“m konverguje rovnomerne na [In2,In5],

NS

(oo}

1 1 1 t&
325 In2-— = " 2(1 —t2dt:—/ 1721 — )2 dt
Ty <Z(2n—1)2n(2n+1 Z/ ) 20; (1 =0t

dany rad je geometricky pre kazdé ¢ € [0, 1], rovnomernii konvergenciu mozno dokazat napr. Weierstrassovym

1°Pri rieseni tohto prikladu (aj pr. 317.1) sme vlastne vyuzili tento dosledok vety 7’: Ak kazdd z funkcid

fan:M— R, n €N, jespojitd v bode a € M a rad an konverguje rovnomerne na M , tak funkcia
(o)

Z fn je spojitd v bode a.

n=1

n=1

—TLJ/‘Z

""ale nekonverguje rovnomerne na R\ {0}, pretoze lir% e cosnz =1, ana R\{0} teda nie je splnend
r—

nutné podmienka rovnomernej konvergencie
2z Vety 7, resp. z jej dosledku formulovaného v poznamke 9 k rieseniu pr. 317.2 potom vyplyva, ze rad

o0

g 1 T nemoze konvergovat rovnomerne na ziadnom okoli bodu 0
z?

n:l



2n—2 00 2n—2
. : 1 L R 1 ,
kritériom '3 ( pretoze lim |1 — = = ¢~?, ma majorantny éiselny rad E 1-—— — rovnaky
n—oco n / n n2
n=

[ee]
1
charakter ako rad Z ﬁ) ;

n=1

pretoze [a,b]\ M C D(f) C la,b] <rad an moze konvergovat aj v niektorych bodoch
n=1

mnoziny M), vztahuje sa na funkciu f poznamka 2 za vetou 6 z odseku 2.1, nech f, () =
{ fa(z), ak =z €la,b]\ M neEN, F@) ::{ flz), ak =z€la,b]\ M ; potom/

, ak zeM 0, ak zeM
(o0}
/ fo(z)de, / f(z)dz _/ flx Z?njf na [a,b] (pozri pozn.* k rieseniu pr. 300.14) a rad
Z f, mozno integrovat ¢len po ¢lene;
n=1
> 2
2n+2 _r 2n _ -z, ak |I| <1 i :
1. f(x Z:l ) = { 0, ak Je|=1 podla vety 6 z odseku 2.1 je

1 1
/ fx)de = —/ x?dx; poeri tiez pr. 383.1;

1

cosn sinnz
330 1. rad Z konverguje napr. v bode 0 a rad derivacii — Z 37 konverguje rovhomerne
n

n=1

cos nx
na R, na ohrani¢enom intervale (—a,a) si teda splnené predpoklady vety 9’ rad Z moZno preto

derivovat ¢len po ¢lene v kaidom bode z € (—a,a); tato tvaha plati pre kazdé a > 0, preto f'(z) =

sin nx oy . , . . . .
— Z ———; spojitost funkcie f’ vyplyva priamo z dosledku vety 7’; 2. rovnomernu konvergenciu radu

3/2
n
n=1 -
derivacii na R mozno dokazat Weierstrassovym kritériom, dokaz rovnomernej konvergencie radu derivacii na
. : . - o |2 (=) te 2a
kazdom z intervalov (—a, a) — ¢o pre nase potreby stac¢i— je jednoduchsi: |———==—| < =, z € (—a,a);
(n+a22)? |~ n?

3. pri dokaze rovnomernej konvergencie radu derivacii na R pouZite nerovnost |cosnz| < 1 a integralne
kritérium;
[e0]
2a) D(f) = (1,00), rad k-tych derivécii Z
n=1
intervale (a,00), kde a > 1, podla Weierstrassovho kritéria (k dokazu konvergencie majorantného ¢iselného
radu pozri navod k pr. 214.7); na kazdom ohrani¢enom intervale (a,b), kde a > 1, si splnené predpoklady
tvrdenia z pr. 331.1, a dany rad mozno teda k—krat derivovat ¢len po ¢lene v kazdom bode z € (a,b);
spojitost funkcie f*) vyplyva z jej diferencovatelnosti;
nech F, :[a,b]— R je primitivna funkcia k funkcii f, taka, ze F,(a) = 0, potom postupnost
{F.}5%, vyhovuje predpokladom vety 9;

1. neplati napr. I =R, f.(z) = 2%;

(=" In* n

— konverguje rovnomerne na kazdom
n

2. plati, dokaz sa zaklada na myslienkach pouzitych pri

rieSeni pr. 330.1;
2. pozri pr. 300.13 alebo pr. 192 a 193, ktoré umoziiuji skonstruovait postupnost {f,}

n=1
pozadovanych vlastnosti k Tubovolnej spojitej funkcii f:[—1,1]— R, pre ktori neexistuje f(0);
4 2 1 1 . anp,
-335 1. - -, —= =-1, R=—————=2-1]; 2 (-2,6 =2, R=1 =
- < 3’ 3) <a ’ lim V/3» 3)’ 2 (-26) <a ' oo Ang1

2alebo — ¢o Je ovela jednoduchsie — Diniho kritériom: Ak {fn}52, je postupnost 5p0]ztych nezdporniych

funkcii a rad Z fn konverguje na kompakiney mnozZine M bodove k spojitej funkcii, tak rad Z fn konverguje

n=1 n=1

rovnomerne na M (pozri [24,str. 134, dosledok vety 2] alebo [10, odst. 431, veta 2]).



4); 3. (—63,63); 4. R = 0, pre mocninové rady s polomerom konvergencie (0 sme pojem inter-

valu konvergencie nezaviedli; 5. (—oo,00) pre a € (0,1), (=1,1) pre a = 1; pre a > 1 je

. . . In®n
R=0; 6. (2,4 <pr1 vypotte R na zaklade vety 11 vyuzite, Ze lim = 0) ;7. (—e€) <na
n—oo N
B . - Vn! 1
vypotet R mozno pouzit vetu 12 alebo vyuzit rovmost lim —— = -, pozri poznamku za pr.
n—oo n

11
224); 8. (=274 2t 4 9 <——,—) (v postupnosti {b,}°2,, kde b, := ¥/]a,|, konverguju

2°2
podpostupnosti {bar_1}521, {bar—2}req, {bartirzy, limsupb, = hm by = hm bag_1, pozri aj rieSenie
, . . /sin(n?/27 Yn)? o1
pr. 1.160); 10. (1,5) (nlirrolo Ylan| = nli»ngo 752/2/n ) . (‘/2_) = 5) :

1. (-1,1) pre p<O0, [-1,1) pre p€ (0,1], [-1,1] pre p>1; 2. (=3,-1) < lim %/|an| =

n—

Yn)* /14 3/n? .
m (Vn) +3/n ,  mozno tieZ pouZit vetu 12) 15,3, (—4,4) <divergencia v bodoch z = 4

li
P (P T A

a ¢ = —4 vyplyva z vety 6’ v odseku 3.3:

by n!)?
—+1>1,n€N, kdebn:()lln resp.

(2n)!
12 ,
b, = (n!) (—4)") ;4. (=11 (limsup Ylan| = klim Kl (= lim %m) =1, pozri tieZ post-

up v bode a) poznadmky '* k rieseniu pr. 335.8); 5. {0} pre a € (0,1], R pre a > 1 (moino

nf nt / ! 1 .
pouzit vetu 12 aj vetu 11: v n . pritom lim ¢ LA —, pozri poznamku
n—oo nn e

za pr. 224) 6. [-2,0) <hm (sinay)/an an, o

n

TL

n
= lim . = lim —, kde a, =
n—00 n— 00 (Sll’l (]{n+1)/an+1 an+1 n—00 Uy

An 41

treba si uvedomif, ze postupnostou {a,}5°, koeficientov tohto mocninového radu nie je postupnost
0,2,4,8,16,. .., ale postupnost 0,0,0,0,2,0,0,0,4,0,0,0,8,0,0,0,16,0,... (pozri tiez poznamku 2! k dvodu odseku
4.3.1), pri hladani &sla R mozno v tomto pripade zvolit niektory z nasledujiicich postupov:

~ ~ o ~
a) pouzit priamo vetu 11: postupnostou { Y/ |an|} je postupnost 0,0,0,v2,0,0,0, 4,0, ...,
n=1

“27,0,0,0,..., ktorej hromadnymi hodnotami si ¢isla 0 a /2 (pozri riesenie pr. 1.160), preto
1 1
B lim sup Y/|an| Y2

b) pouzit substiticiu z* = ¢, ktorou dostaneme mocninovy rad Z s polomerom konvergencie

n=1
1 1 . X 9nyn
Ri=———= 5; podla definicie polomeru konvergencie rad Z konverguje pre [t| < R
i, V2
2n 4n
a diverguje pre [t| > Ry, preto rad Z konverguje pre |z?| < Ry a diverguje pre |z%| > Ry ;
n=1
nx4n

¢) na vysetrenie konvergencie radu Z pouzit d’Alembertovo alebo Cauchyho kritérium (vety 6” a

n=1

7’ z odseku 3.3, z nich si napokon odvodené aj vety 11, 12), pozri tiez pr. 339.3

®nie ja tazké dokazat nasledujiice tvrdenie: ,,ak @ je racionalna funkcia, ktora je kladna na [1,00), tak

rad Z \k/Q(n) 2" maé polomer konvergencie 1% (vysetrenie oboru konvergencie tohto radu prenechavame

snazivému Citatelovi)



. . . S111 Gy Lo . .
podobne moZno pomocou rovnosti lim = 1 néjst aj lim Y/|asn|; v bode
n—oo

1
Vi+vn+1’ n—co  ap

- 1
0 ma dany rad rovnaky charakter ako rad Z T, konvergencia v bode —2 vyplyva z Leibnizovho
n

; In(1 n
kritéria); 7. [-2,0] <postupujte ako v pr. 336.6, vyuZite rovnost lim 711( +an) =1

n—00 ap

, kde «a, =

4 . “—1 11 1
_3n+2); 8. [-1,1) (Vyuiiterovnost ii_r%au :lna,a>0); 9. <—— —) pre r = —, x =

—= nie je splnend nutnd podmienka konvergencie ®]; 10. (—1,1) (z nerovnosti 1 < |a,| < n vy-
€

. . 4 2 31 —2/3)"
pljva 1< Yfas] < Wi, preto lim Ufa, = 1 1) [ - g) ("\/Ianl SRR A Ly

2 . N ) 1 =1/ 2\" : .
v pripade z = —3 je rad nz_:l % sué¢tom radov Z: ; E o (—-) , 7 ktorych prvy diverguje

4 11 -
a druhy konverguje; postup pre z = -3 je obdobn)’i) ;120 (—a,a); 13. <_Z’ Z) (rad mz_: a2m ,

1" 1 1
kde a, := M z", diverguje v bodoch - a —=, rad E asm—1 Vv tychto bodoch konverguje,
n 4 4 =
to rad OOE di j L L 14. [-1,1) ( i 240)
reto ra a, diverguje pre x = -~ a x = —- |; 14. [-1, ozri pr. ;
p guje p 4 4 p p

n=1
R=1 (konvergencia pre |z| < 1 vyplyva z vety 10, keby dany rad konvergoval pre niektoré x
také, ze |z| > 1, musel by podla vety 10 konvergovaﬁ absolitne v bode 1) ;

la) R = min{R;, Ry} (rad Z an + bp)z™ konverguje, ak |z| < Ry A |z| < Ry (sticet dvoch
konvergentnych radov konverguje) a iste dlverguje, ak Ry < |z| < R; (sucet konvergentného a divergent-

ného radu diverguje)) ; 1b) R> Ry (ak zvolime a, = —b, tak, ze rad Z anz™ ma koneény polomer
n=0

konvergencie, vidime, Ze skutoéne moze nastat pripad R > Rl); 2a) r = RF, ak R € R ;T = 00,

ak R = o0 (ak b, > 0, n € N, a limsupb, = R € Rg’, tak limsupbfl = R* . podpostupnosf

n—oo n—oo
{b,, 352, totiz konverguje k &islu b prave vtedy, ked lim b% = b* (k > 0), preto mnozina H; hromad-
§— 00
nych hodnot postupnosti {b£}2° ;) ma tvar H; = {h* ; h € H}, kde H je mnozina hromadnych hodnot
postupnosti {b,}52,, v pripade R = oo je postup rovnaky); 2b) r = YR, ak R € R} ; r =00, ak
R = oo (pozri postup b) v pozndmke '* k rieseniu pr. 335.8); 3. na vySetrenie konvergenc1e daého radu
pouzite d’Alembertovo kritérium (veta 6’ z odseku 3.3);

341 | 1. podla vety 10 rad konverguje v bode z = 1, a teda tam spiﬁa nutni podmienku konvergencie;

2. podla vety 11 je limsup ¥/]a,| > 1, preto aspoii jedna podpostupnost { I§/|ank } ma limitu vacésiu

n—oo
nk . .
ako 1 alebo rovni oo, potom lim l|a,, | = lim ( "%/|ay,, | =00 (mo#no tiez dokazovat nepriamo: ak
k—o0 k k—oo k

2
1" 1 I 1

o014 = e = eP | kde E(n) = n?In{1+=-) —n=n?{---——=+o0|=))—n=n-
n n n  2n? n?

1 1 1 1 1 n’
—+n%|—=)—-n=—-—=+4+n%|—], preto lim 1+ — e" = lim e l/2tn’e(l/n?) _ e 12,
2 77,2 2 7’L2 n— 00 n2 n—o00

prlpomenme 7e lim leO =0
n— 00 n

n

17pri vypoéte polomeru konvergencie R sme mohli tiez vyuzit vztah E P Inn+¢,, kde lim ¢, =0
n—oo
k=1

) 1+--+1/n ) Inn+ e,
ozri pr. 220), potom R = lim =lim — =1
(b P )P n—col+4---+1/(n+1) n—coln(n+1)+epp1




lag| < K, n € N, tak limsup ¥/|a,| < limsup VK = lim VK = 1) :

2 ¢
2. ﬁ z € (1,1) <ak f(z Z n(n+ 1)z", tak /0 Ft)dt = 22g(z), kde g(z) =
) z 00 1 N 1 N
nz::ln:v"_l; /0 g(t)ydt = nz::lx" = -1+ - € (=1,1); preto f(z) = <.Z‘2<—1+ :) ) , & €
22(6 — x) . o - n
(-L,1)); 3. ﬁ, |z| <2 | najprv sme pouzili substiticiu 7= t; nech f(¢) := n(n + 2)t"
—
n=1

1 o0
zrejme f(0) =0, pre t € (—=1,1),t #0 je f(t) = ;g(t), kde g(t Zn n+2)t"*t; pre g dostdvame
n=1

g(t):( (—1—1—%)) :%, [t| < 1, tedapre t € (=1,1),t#0 je f(t):z(fgg_i_t;?’; pretoze
z(x —3)

I

pravé strana ma pre t = 0 hodnotu 0, mézeme tento predpis pouzit aj pre ¢ = 0) ; lz| < 3;

3z +3)3

1—1—1: 1 + 2z 11
1. —1 e < 1; 2.0 pre z =0, yp 2<2arctg2x—|—ln 2m> pre x € (—5,5)\

{0} (pouzili sme substiticiu 2z =t); 3. 2zarctgz —In(1+2%), || <1 (prebody =1,z = —1 sme

vyuzili poznamku 1 za riesenim pr. 343.4);

3 1
1. In2; 3. 3 (:g<§), kde g¢(t) Zn ); 4. 2—-21In2 (:g(l), kde g(z) =
2n+1
Z Qn—i—l)

[o0] n o0

1. napr. Z(—l)”“m"; 2. nech f,(z) := Zan "z € [0,1]; Zanr , [0,1);
n=1 k=0 k=0
postupnost {fn(@)}5%, je neklesajica pre kazdé z € [0,1], preto fno(z) < f(z), n=0,1,..., 2 € [0,1),
a ’;ak = xl_l»I{l_ fa(z) < xl_l»I{l_ f(x) = S, teda {kzoak ( = {fn(l)}ffzo) je zhora ohranicena
= = n=0

neklesajica — tj. konvergentna — postupnost, odtial uz na zaklade poznamky za riesenim pr. 344.2 vyplyva
dokazované tvrdenie '8; tento priklad ukazuje, Ze za istych predpokladov mozno implikiciu z poznamky za
rieSenim pr. 344.2 obratit;

podla poznémky za rieSenim pr. 344.2 je A = hr{l f(z), B = lir{l g(z), kde f(z) =
r—1— r—1—

Zanx , gz Z bpa™; rad chm" je Cauchyho stéin radov Zanr" a anx", ktoré ab-
n=0 n=0 n=0 . n=0
solutne konverguji v kazdom bode intervalu (—1,1) (pozri vetu 10), preto podla vety 17 z odseku 3.4 pre

kazdé z € (—1,1) plati E cnz™ = f(x)g(x), potom — opif podla poznamky za riesenim pr. 344.2 —
n=0

(0]
C= Z:Ocn = xl_lgl_ f(z)g(x) = AB;
1. derivacia parnej (neparnej) funkcie (pokial existuje) je neparna (parna) funkcia, pritom pre
(0]

nepéarnu funkciu ¢ plati g(0) =0; 2. ak f je sucet radu Eanx", tak f(z) =0 pre z € [0,e) (vyplyva

n=0 . (n) (n) 0
to z predpokladov a zo spojitosti funkcie f v bode 0), potom podla vety 17 je a, = ! '(0) = I+ '( ) =
n! n!

Btoto tvrdenie mozno dokazat aj bez pouzitia uvedenej poznamky, v takom pripade zostava dokazat rovnost
S =sup{fa(1); n € N}, na to okrem predchidzajiiceho vyuZijeme este skutoénost, ze funkcie f, (n =
0,1,...) a f st neklesajice (pozri pr. 296.1), potom druh4 vlastnost suprema vyplyva z nerovnosti S —
fa1) = (5= F(L= ) + (F(1 = 8) = ful(1 =) + (fal1 =8) = F(1)) < (S = F(L=8)) + (F(1 =) = ful1—8))
az tvrdeni Ve > 0 36 € (0,1) : S — f(1 —6) < ¢/2 (ktoré vyplyva z rovnosti xEI{l_ flz) = 95) a

Ve>0V6e(0,1) IneN : f(1-6)— fu(l—06)<e/2 (to plati, pretoze f, — f na [0,1))



0
m:O,nENU{O};

“In"a 2L @ N
l-a:; n!I,l‘ER; 2. chax:;(?—n)',xefi; 3. f(él‘):;(n+1)!,a:€
R; 4. zsin2 3 1('5 inz) i(1)”+152n112” € R; 5 sin® i
; 4. rsin2zcos3r = —z(sinbr — sinz) = — T ;5. sin°z = sinz -
i 2 P 202n— 1) " P2
1—cos2 1. 1. : 3 . 1. o 3(-1)"
(7205 x) = g sine — Z(sm&t —sinz) = Zsmaj — ZSIH&E = ;74(2(71 _)1)! (32772 — )zt 19
1 1 - br a 5z —4 1
reR; 6 - = Z |r|<‘—" 7. 57— = 24
2 , n+1 , 4 T
a+ bz a 1+_£ = a b z+ 2 1+§
(o] (o]
(=1t 1 11 11 1 1
s <2, 8 — = — — —. - 1n+1 n’ <
z_:l & lel = 2?-9z-3 12 ] % 41+« 2_:4 ) g ]
n= 3 =
1 o0 1, ak n=3k, ke NuU{0}
1, 90 ——— = Zanr", kde ap =< —1, ak n=3k+1, ke NU{0} to mozno zapisat aj
1+z+ 22 _
n=0 0, ak n=3k+2, ke NU{0}
2 . 2m(n+1) ) 1 1—= T
v tvare an:ﬁsm#), lz| < 1 (pre;r;élje 1—1—1‘—}—1‘2:1—1‘3); 10. m:
Z(n—i—l)x?’”H el < 1 (Madaurinov rad funkcie W mozeme najst napr. derivovanim ¢len po élene
—u
n=0
1 1 1 1 (=)™ (2n - 1!

2n |I| <

‘+E

Maclaurinovho radu funkcie m) ; ;1:)2 =3 P (2n) 1 a2n+1

11. = —
T Va4 a2 oa

a
1 1 oo 2n+1
a; 12. In 1i—i :§<]n(1—|—x)—]n(1—x)):;;ﬁ,|x|<1; 13. 11’1(12—;73—332): (11’13—|—1H <1_
: — L/ (=Dt 1
g)) <ln4—|—ln< )) 11112—1—2::;( )n 3_n)x”’r€[—3,3); 14. In(1+z+2>+2% =
1
) —, ak n=2k—-1 alebo n=4k—2,keN
In(1+ z) + In(1 + z?) Z z", kde a, = g , T €
n=1 ——, ak n=4k, keN
n
(-1,1] (dany rad ma polomer konvergencie R = 1, pricom je su¢tom dvoch radov, z ktorych jeden
konverguje v bode & = 1 a diverguje v bode = —1 a druhy konverguje v bode z = 1 aj v bode
o n
z

=15 15 (L4o)h(l4e) =24 ) (1) oy,

vergencie uvedeného radu je interval [—1,1], jeho sii¢et ma v bode —1 hodnotu 0 ( -1+ Z 0
(n —

tato rovnost plati pre z € (—1,1], oborom kon-

lim (1+4) 1n(1—|—m)> , funkciu (142)In(14+2),z € (=1,1], mozno teda v bode —1 ,,spOJlte dodeﬁnovat “

r——1+

©0 (_l)nm2n+1 ( z
. — < 1: . 2 2) — _
1. arctge nz_:o ot 1 , 2] < 1; 3. In(z++Va2+z lna—i—a—i—

> (=Dm(2n - 1)

g (2()”)2(3(2 1_1) etz < a (Maclaurinov rad funkcie f’ konverguje v bodoch z = a, z =
n)ta<n n

n=1

—a — pozri riesenie pr. 348.11, preto tam podla tvrdenia b) vety 16 konverguje aj Maclaurinov

3(—1)
19 2m p2m4l 51 —
= E 7(271 1)' (3 — 1).]3 y ak polozune m=n 1



. T 2 4 z? T > yrgint? ,
rad funkcie f 2°); 4. f'(z) = —a ] # V2; arcth_z2 =7 Z 2n+1 CPESIVR tato
rovnost plati pre z € (—v/2,v/2), oborom konvergencie uvedeného radu je interval [—v/2,v/2] (funkciu

2
arctg 2—{—1‘2 , T € (—\/5, \/5), mozno teda ,spojite dodefinovat® v bodoch —v/2 a \/5) ;5. fl(x) =

-

1 "(2n — 1N
——, xln(l—i—\/l—}—mz)—\/l—}—mz = 1+——|— E n—1) "t 6. rarctgxr —
-

I+ 2n+2)” 2n+1)
1)n 2n+2 smt oo (_1)n+1m2n—1
In/1 2 _— <1; 7 dt = R 2%
nvite 2n+1)(2n+2) ol < 15 T /0 BB Z;(?n—l)!(?n—l)’ v e ’
(2n— 1)l 2t

oborom konvergencie tohto radu je interval [—1, 1] (existujl'l

/r_t4 ey G

teda konecné limity hr{l f(z), lim1+ f(2) 22);

350 Zb z", kde b, = Zak <nech I je interval konvergencie radu Zanr”, potom pre
k=0 00 n=0
1
reJ = Iﬂ(—l, 1) ((—1 1) je interval konvergencie radu Z z" | tj. Maclaurinovho radu funkcie 1 )
—x
o] n=0

konverguju rady Z n® Zl‘ absolitne (veta 10), preto podla vety 17 z odseku 3.4 konverguje na

n=0 n=0
. 1 n+1
intervale J ich Cauchyho sué¢in k funkcii {(—I) ; 2a) | 1 —x) Z 211+ - —i— -+ = I—l, z €
-
-1,1) (najprv najdite Maclaurinov rad funkcie” f’, ten ma polomer kofivergencie R =1 (pozrl pr. 336.10),

preto aj nas rad ma ten isty polomer konvergencie (veta 15), konvergencia uvedeného radu v bode —1 vy-
[e.0]

1
plyva z Leibnizovho kritéria (pozri tiez pr. I1.171, I.172)) ; 2b) (arctgz)? = Z(_l)nﬂ (1 + 3 + -+

1 22N ) n= 1 .
2 1) r lz] <1 (V bodoch 1 a —1 konverguje uvedeny rad relativne, preto jeho polomer konvergencie
n— n

je R=1, pozri rieSenie pr. 338) ;

1 - 1)(z — 1) . .
351 1. m = nz_:o(_l)n(n—i_g#, lz — 1] < V2 (podla navodu staci najst
1
Maclaurinov rad funkcie f(t + a) = m . derivovanim clen po ¢élene Maclaurinovho radu funkcie
1 1 1 . . . 1 .
= - — najdeme Maclaurinov rad funkcie —— a do neho dosadime u =
(2+u) 2 14wu/2 (2+u)?
20konvergenciu v bodoch z = a, = —a sme samozrejme rovnako dobre mohli dokazat aj Leibnizovym
kritériom

. . ¥ sint Lo
2'pripomeinme, Ze na integral / 4 dt sa vztahuje poznamka 2 za vetou 6 z odseku 2.1
0

1 0
dt dt
*2¢isla / = lim f(x), / = lim x) su tzv. nevlastné Riemannove integrdly,

o V1—1t2 T—1— /(@) _1V1—t4 x—>—1+f( ) graty

pozri napr. [1] alebo [10]; z hladiska Newtonovho integralu (pozri poznamku za odsekom 2.5) z konvergencie

uvedeného radu v bodoch 1 a —1 vyplyva existencia (N) / ; zrejme v tomto

dt
0o V1—t4 a (N) /_1\/1—754’

1
dt
ripade pojmy Newtonovho integralu (N / (N
pripade pojmy grilu (V) | —m=z (V)

1 0
b ,1/ dt < dt ) ovaid
Integraiu S vaju
g Vi Vi plyvaj

) a nevlastného Riemannovho

o
IRV




1 = — 1\ (g —
tz); Z 2n — Dl (2 — 5™ B lr-5/<2; 3. 2z+1)sinzsin(z+1) =

2.
2 T 10a120 22n+1 (2n)!!
1 22n 1 2n+1 ) [es] 1
(cos1— < ) ( 1) o) <£L‘ + 5) , 2 €R; 4. In(z®—92+20) =1In2 nz_:l - <1 +

)(1‘—3) ,x e[l 5) (pre t € (—o0,1) je ln(t2—3t+2):ln(l—t)—i—ln(?—t));

o 9 1) 2n o 2vn N\ /
(pozri tiez riefenia pr. 342, 343) 1. e’”z(l + 227) <Z M = (.IL‘Z (2 ') )

n!

n=0 n=0

(mexz)/); 2 %@“«"/2(1‘—1-2)2 ( A(5)+£(5), ke f g:tn_ i
@ y)s 5 (1) e 2 (z% o)) s L

n=1

1 o= (2n -1, 1/w < 1 )
Oy re z € (—1,1), 2 £#0 je — " = — t| —= —1] dt, vysledok pre
14+ V1 — 22 <p ( Joe# 0 ;(Qn—{—?)!! 2?2 Jo \V1—12 y P

=1,z =—1 vyplyvaz poznamky 1 za rieSenim pr. 343.4, resp. poznamky za riedenim pr. 344.2 (konver-
genciu uvedeného radu v tychto bodoch dokdzeme Raabeho kritériom) alebo z pr. 345.2 (kedy konvergenciu

v bodoch 2 =1, = —1 netreba samostatne dokazovat)

1 1A (-1
(pozri tiez rieSenie pr. 344) 1. 2e; 2. 3e?; 3. —(cosl—sinl) ( 2 <nz_:1 ((Qn;

n

! —

z_: 2n 4+ 1)! ) 2 (:c—»l— Z_: Qn xl_lgl_ nz_:l 7(271 1) z ; ind moZnost: Z m =g(1),

[\

= (=1)"n _ 1 T . C
kde g(z) := Z ((Qni—i)—l)' 2 1) ;4. ﬁ —-1; 5. ) ( = arcsin 1, pozri tiez pr. 349.2) ;
n=1

ak pouZijeme Lagrangeov tvar zvysku Taylorovho polynému dostaneme (pre pevné x €

f(k) g;o i f(”+1)< L Mcn+1|;l‘ _ m0|n-+—1
b . _ — _ n+ .
(a,0)) ‘ E z0) (n+ 1 | el = (n+1)! ’
M n+1l|,. _ n+1 .
pritom lim e m0| =0 (mozno to dokazat postupom z pr. 222);
-1/ 4k 2 #0
355 : =< ¢ poak w0
355] napr. f(2) {0, ak z=0
4 4f 1 : . )
2. 1.968 04 0.0001 <\/15 =24/1— E; pri odhade R, sme pouzili postup z poznamky za
2 = /1)
riesenim pr. 356.2, |R,| < T > (E) ) ; 3. 0.2450+0.0001; 4. 0.1823+0.0001;

k=n+1

5. 2.718 282 + 0.000 001 (pri odhade R, sme pouzili Lagrangeov tvar zvysku; postup vypoctu mozno
lahko ,,zmechanizovat “: vypocitand aproximaciu n-tého clena staci vydelif éislom n + 1, aby sme dostali
aproximaciu (n + 1)-vého élena) ;

1 y 1
najdite Maclaurinov rad funkcie In 1 te a zvolte a tak, aby platilo 1+

1
a:l—}——; In2 =
n

- 2
0.693 147 £ 0.000001, In3 = 1.098 61 £ 0.000 01 kazdy z prvych styroch élenov radu Z
— (2n — 1)52n-1
- 1 -
sme vypoéitali s presnostou 10=7, pre stvrty zvysok R4 tohto radu plati |Rs| < 78 252 < 1.5-107°;

> "(2n — DN (z —5)™"
+ Z 23n+1 pl
n=1



pripoéitali sme &slo In2 vypoéitané s presnostou 1076 a vysledok sme zaokriihlili na 5 desatinnych miest
(absolitna chyba, ktorej sme sa tym dopustili, nie je v&csia nez 5 - 10_6) ; pre absolitnu chybu ¢ takto

ziskanej aproximécie ¢isla In3 plati ¢ <4-1077+1.5-1077 4+ 1075451075 =65.5-10"7 < 10_5) ;

0 (_1)n+1ﬂ_2n—1

1. 3.141 59 + 0.000 01; 2. 0.309 0 =+ 0.000 1 <sm 18° = Zm; cisla
n=1
3.14159  (3.14159)>  (3.14159) m 7 7’

10 » T 6108 120 10° st aproximaciami ¢isel 10° “6.108° 120.105°

ktorych absolitna

chyba nie je vacsia ako 107%, overenie tohto tvrdenia prenechavame éitateiovi) ;

1. 1.605+0.001 (pred pouzitim odhadu |R,| < |bn41| nezabudnite preverit monoténnost pos-
tupnosti {bn}rofzo) ;2. 0.905+£0.001; 4. 0.026+0.001 (podobne ako v poznémke 2 za rieéenim pr.356.1

— ak naviac este vyuzijeme nerovnost n! > 2"~! — mozno dokazat odhad |R,| = Z ROk + 3)27 9k <
4 (o) 1 4 o) 1 k k=n+1
57 2 FOF@ETE) S W@t X <E) ) 5

k=n+1 k=n+1

d 1
nech r je polomer kruznice; AOAC ma plochu 5 rcosd = rsind - rcosd = 57'2 sin 29, plocha

1 1
kruhového segmentu zodpovedajiiceho uhlu 29 je r29, preto p = r2d — 3 r%sin 20 = r? <79 —3 sin 279) =

1 AV 203 29° 2 2
r2<79— 5(@9— ?—i— 20 ~ )) = r2<T— E-i—-"), sucasne gdh = g(grsinﬁ)(r—rcosﬂ) =

4 4 93 Al 92 Pt
3 r?sin ¥(1 — cos ¥) = §7°2 <79 o + 20~ ) (7 ~ o + - ) , ak pouzijeme Cauchyho sicin radov,
, 2 293 ¥ 2 e . 5 .
dostavame 3 dh = r? = " + - , teda rady pre p a pre 3 dh sa lisia az ¢lenmi s ¢¥°, co slovne
vyjadrujeme ,,s presnostou do ¥° plati p ~ 3 dh*;
=1
361| 1. (1,00) <pre pevné z € R ma dany rad rovnaky charakter ako rad Z —x) : 2. (-2,2)
n
n=1

(V bodoch = 2,z = —2 nie je splnena nutna podmienka konvergencie 24) ;3. R\{l} (pre # =—1 pozri

.| fagi(x)] -z
r. 240); 4. (-1, re z < —1 je = >1, pre z> -1,z ¢& NU{0} pouzite postu
p ) 4 ( )(p <-Lie |5y | = nga p ¢ Nu{0} p postup
z pr. 240 ); 5. konverguje na R\ {0} pre |a|] > 1, diverguje v kazdom bode pre |a| < 1 <V pripade

z =0 alebo |a| < 1 m4 dany rad rovnaky charakter ako rad E = ; vyuzite rovnost lim —
n

= ¢ — pozri

n=1
poznamku za pr. 224) ; 6. Z (pozri bod 2 v poznamke 3* k riefeniu pr. 243.4); 7. [0,00)U{—k7; k€
N} (V pripade ¢ < 1Az £ kn, k €Z, je lim e " = o0 a lim sinnz neexistuje); 8. (0,7) pre

n—oo n—oo
q¢ > p (moino pouzit Dirichletovo kritérium), diverguje v kazdom bode z € (0,7) pre ¢ < p (nie je
splnend nutnd podmienka konvergencie); 9. R (pozri pr. 1.156.5); 10. diverguje pre kazdé z € R (nie
je splnend nutna podmienka konvergencie 25;

g(n)

#y pripade =z = 2 je (g)n (e2/m — l)n = ((1 + h(n))l/h(n)) , kde h(n g(ezln -1) -1, g(n) =
i (

) =
1 ; . n\" _9 WAL n 9 n
nh(n) =1+mno| — |, vpripade & = -2 je (5) (em2/n —1)" = (=1)"e (5) e — 1)
n
**z nerovnosti coscosz > z pre z € (—o0,a), coscosz < x pre z € (a,00), kde a je jediné riesenie

kl
rovnice coscosz = x | pre f(x) = coscosz —x je f'(x) <0, pricom f'(z) =0 len pre z = 77, keZ,

preto f je klesajica, dalej f (g) <0< f(O)) , |coscosz| <1, 2z € R, azrastu funkcie coscosz na



ZTL

)l pre ¢ £ 1, 2 #

— = 1—

n !
. _ 1—
1 1$ € (=1,1) (Sn(x)=x<21n‘l+:c2k 1‘) :z<ln
k=1
—1, pre |z] < 1je lim 722" =0 (subst. 2™ =1t), pre & ¢ [—1,1) je lim S, nevlastnd | ; 2. —ctga+

n !
HCOSQ—k) pre 0<|;l‘|<ﬂ');
k=1

1
— pre 0< |z|<m, O pre 2=0 (Sn(x):—<1n
x

1. plati (pouzite matematickd indukciu) K, (z) := C;—l— (a a_|1— . +-t+ (@t l()ll : .('Zn n 1)) =
, Y+ . s+ 2) (ang1 +
ai - - Ap41 . aq E(z) . n < :L’) > < Ji) .
= —e , kde E(z) = — In{l+ — ), rad — In{1l+ — ) di-
z(as+ ) (Anp1 + @) x (@) ; ay kzﬂ ay,

(e}

1
verguje k —oo (mé rovnaky charakter ako rad —=z E —), preto lim K,(z) = 0 pre kazdé
ak n—oo

n+ 1)l
z > 0; = (n+1) , x > 1; =z konvergencie radu
J:—|—1 J:—|—k') (z—D(z+1) --(z+n)
> (n+ 1)! , (n+ 1)! .
, 2 > 1, vyplyva rovnost lim = 0 pre kazdé
; z— e+ 1) (z+n) YR neoo (z— (2 + 1) -(z +n) P
1 . 1 '
z >1; 3a) — |v pr. 363.1 stadi polozit a, = —]; 3b) T pre |z| < 1, —— pre |z| >
z n 1l—2 1-—
> g y y y v
1 nz_:ll—yz" = 1_y2<1+1+y2+1+y2'1+y4+”'>’ pre y € (0,1) poloite v pr. 363.1
- 1 2
z=1,a, = y2n 1; pre y > 1 pouzite substiticiu ¢ = ;) ; 3¢) ﬁ pre |z| > 1, (lfir)z pre

1 1
ol <1 <fn($): lfm<1—m”_1—x”+1));
™

1 1
z nerovnosti z pr. 228.2 vyplyva —arctg — < Fl(z) — = < _r arctg —, 2 > 0;
x 2 1422 x

1
1. konverguje nerovnomerne k f(z) = m, x>0 (iin}) (fn(r) — f(r)) = o0, n € N);

2. rovnomerne k f(z) =0, z € [0,¢] <|fn( )| < n sin —

2
k f(z) = tgae, z € (0,%); 4a) nerovnomerne k f(z) = z € (0,1) Qli%lfn(x) — f(x)| =

1 e
vn, n € N); 4b) rovnomerne k f(z) = —, « > 1; 5. rovnomerne k f(z) = T; z >0 <|fn(:13) -
x

1
f(@)]=% |z arctg ‘ < |zl— ); 6. nerovnomerne k f(z) = 0, z € [0,1] sup |fa(z)| =
|nx| n z€[0,1]
nl14+V7 . |1, ak z#kn, kel . . ,
fn g ) ;7. nerovnomerne k f(z) = { 0, ak z—kr keZ (pozri tvrdenie z poznamky
3 k rieseniu pr. 300.11c); 8. rovnomerne k f(z) = >0 (z nerovnosti In(l +z) < z, z > —1,
vyplyva pre z € (=1,0) : [In(1 4+ 2)| < 2] 2 opre x > 0 je |In(1+ =z)| < |z| < 2]

1 — |z 1—le|’

T . - o
[0, 5] vyplyva, Ze pre kazdé y € [0, 1] je postupnost {y,}o>,, kde y1 = ¥, yn41 = coscosy, , ohranicend a

monoténna, teda konvergentna, pritom (pozri pr. 1.156) lim y, = a; odtial vyplyva rovnost lim #, = a,
n—00 n—0oo

kde @1 = cosz, &nq1 = cosz, (staii uvazoval postupnosti {2x}32;, {z2k41}52,), zrejme a # 0

T
arctg (tg <arctg nr — 5)) ‘ = |x|| arctg ( — ctg (arctg nx))| =
z z |z|
_ = T
l+z) - 142 1-—|z|

o= ||

=In{1-

1
*1n(1 + z)| :lnl—}—x



1 1 ) N f () —
T O) ; 9a) nerovnomerne k f(z) = i € (0,2) < hI(I)l (f(l) Il ))

z—0+

cos nx

vn+z

1 1 1
lim —<1 — nzln <1 + —)) = oo); 9b) rovnomerne k f(z) = —, & > 2; 10. rovhomerne
ne

pritom

r—0+ xr

k f(z) = Inz, 2 € [1,d] (ak funkciu €Y zapiSeme pomocou jej Maclaurinovho polynému a zvysku
In:

v Lagrangeovom tvare a polozime y = ﬂ, dostaneme |fp(2) — f(z)| = |n(e(ln’”)/" - 1) - lnx| =
n

2
a1 22 072 umem ) _
n 2n?

nomerne k f(z) =1, z € (0, 10) (|fn(l’) - f(z)| =

1
< on In?a- e/ pripomenme, ze ¥, € (0, 1)) ; 11. rov-
n

T

5 5, ¢ € (0, 10)) ;  12a) rovnomerne
n (1 + ”—'l>

n
k f(z) = €%, 2 € [a,b] |fn(r) - f(®)] = |ex||1 — eEl(x)| < eb(l — eEz), z € [a,b], kde Eq(z) =

2
; 1
SRS S

an <1+ﬁ —>2’ (1 )2’
ko= rer (im0 -f@i=Jim e (1- (142) /) =)
2 n(f(l—l—l) f(:p)) :f(;pw 711) kde 0, € (0,1), pri odhade |f,(z)— f(2)], z € [a, ],

1 o

vyuzite rovhomernt spojitost funkcie f’ na [a,b+1]; 3. f, — flz+y)dy 2 € [a,b];
n=1 ,(k+1)/n (k+1)/n . V
Z// < < ) f(Hy)) dy‘ Z/ < —) —f($+y)> ‘dy,:c € [a,b], dalej
k/n k/
vyuZite rovnomernt spojitost funkcie f na intervale [a,b+ 1] : ak plati implikdcia &, € [a,b+ 1], [€ — 7| <

k=0
1 (k+1)/n ke
s 1= sl <= 2 z<sak [ 5 |p(ra 2] < e

1. plati (funkcia z® je rovnomerne spojita na [0,00) pre « € (0,1] (rovnomernd spojitost na
[0,a] vyplyva z vety 6 pred pr. 1.251, rovnomerna spojitost na [a,00) z pr. 1.342.1), tj. Ve >0 36 >
0:rs>0Ar—s<é=|r*—s% <e, tedaak Vn >ng : |[fo(z)— flz)| < é, tak Vn > ng :
[fe(z)—f*(z)| <e 28) ;2. neplati (platilo by, keby sme naviac predpokladali napr. ohraniéenost funkci
fag: |fngn_fg|§|fn||gn_g|+|g||fn_f|);

1a) konverguje rovnomerne k f(z) = 14 z*, z € [a,b] (dany rad je geometricky, teda lahko
1+2z*, ak z€la,b]\{0}

pricom M = max{|a|,|b|}); 12b) nerovnomerne

Y) dy‘ =

an_la

dy< S k=01,...
n

mozno najst jeho sicet aj ¢iastoéné sicty); 1b) nerovnomerne k f(z) = {

0, ak z=0
(pozri tvrdenie v poznadmke 3 k rieSeniu pr. 300 110) 2. konverguje rovnomerne; 3. konverguje
©_ 2k
rovnomerne konvergencia majorantného radu vyplyva z konvergencie radov a
(onvergencia. ma z[ R g > G

[e) Cl _ o) 1
;4. konverguje rovnomerne na R (majorantny rad je —); 5. kon-
; ) ’ ,; 2n 10®2(n + 1)

verguje nerovnomerne (nie je splnena nutna podmienka rovnomernej konvergencie: lim f,(n) =
n—0Q

1
g); 6a) konverguje nerovnomerne na (0,1) <Vypoéitajte fn <—>>; 6b) konverguje rovnomerne
n
(o]
. A , . 1
na (1,00) <majorantnym ¢iselnym radom je napr. E
n==2
(0,6) (nekonverguje totiz v bode 0, pozri pr. 309); 7b) konverguje rovnhomerne na (6,00); 8. kon-

3 ; Ta) konverguje nerovnomerne na
nln” 2n

*analogicky mozno dokéazat tvrdenie ,,ak postupnost {f,}5>; kladnych funkcii rovhomerne konverguje na
(a,b) k ohranicenej funkcii f, tak pre kazdé « > 0 plati f2 _> o«

n



verguje nerovnomerne (Vypoéitajte fn(Q_”)); 9a) konverguje rovnomerne na [, 00); 9b) konverguje

nerovnomerne na (0,00) (dany rad nekonverguje v bode 0 2°);  10. konverguje rovnomerne na [1,00)
1 )
(Abelovo kritérium); 1la) konverguje nerovnomerne na [0, 6] (pre T = je ) nJ:(l o) +
1
(1+ x()n+(711)j- nz) = n W — ¢ pre n — OO) 30, 11b) konverguje rovnomerne

o0

1
na [6,00) <majorantny rad je g ——
n=1 (1 + 6)

— 1Vl
kritérium, ku konvergencii radu Z L
n

n=1

) ; 12. konverguje rovnomerne na R (pouzite Abelovo

pozri pr. 274.11) ;

a > 2 (pre a > 2 pouzite Weierstrassovo kritérium; pre a < 0 je xl_i}’&_ fa(z) = oo, pre
a =0 je xl_i%q+ fa(z) = 1, preto pre & < 0 nie je na (0,00) splnend nutnd podmienka rovnomernej
konvergencie; pre o« € (0,2] najdite sicet S(z) daného radu (ktory je geometricky) a vyuzite, Ze pre o = 2
je lim S(z)=1#50)=0, pre a € (0,2) je lim S(x) = oo) ;

z konvergencie radu Z

1|n|

vyplyva rovnost hm lan| = o0, potom lim <7/—) =
la —an|/ |an]

n—o00
[o0]

1
1= lim , preto rad E konverguje absolitne v bodoch a, b; dalej pozri pr. 312;
n—00 |b—an| |an| r — Qp

sin Tnx

nie, uvazujte napr. fp(z) = —
plati;

(0]
z kazdého otvoreného pokrytia kompaktu I mozno vybrat koneéné podpokrytie; ak an

rovnomerne konverguje na kazdej z mnozin K, , Ks, ..., K,, tak rovnomerne konverguje aj nanicil 7-
jednotent;
o0
1. D(f) = R, [ je spojita (rad Z(_l)n . 1 konverguje rovnomerne a rad
- = ’ - n 14+ (x/n)?

ZL lokalne rovnomerne na R|; 2. D(f) = R\ N, f je spojitd, lim f(z) = oo pre kazdé
1 z2 =+ n? T—n
n=

n €N (pri vy$etrovani lokalne rovnomernej konvergencie uvedeného radu mozno pouzit napr. myslienku
riedenia pr. 372, dalej pozri poznamku 2 k riedeniu pr. 330.4) ;3. D(f)=R\{2km; k€ Z}, f jespojita;

F' ma peridodu w;
1. v kazdom bode intervalu I ma kazda z funkcii f,, n € N, vlastné jednostranné limity,
preto podla vety 7 aj funkcia f ma v kazdom bode intervalu I vlastné jednostranné limity; 2. falz) =

1
0, ak x| < —
nw
1 17
sin—, ak |z|>—
z nw

nech je dané € > 0; f je rovnomerne spojitd na [a,b], preto existuje 6 > 0 tak, ze (%) z,y €
[a,b], |z —y| < 6§ = |f(z)— f(y)| < % ; rozdelme interval [a,b] deliacimibodmi a = 2o < 21 < --- < ) = b
k

) bl

na konecny pocet Casti, z ktorych kazda je kratsia ako 6; plati lim f,(2m) = f(zm) pre m = 0,..
n—o00

%z neexistencie lim sinn vyplyva neexistencia lim sin/n, preto pre niektori podpostupnost {ng}%>,
n—o0 n—00

postupnosti {n}%, existuje nenulova khm siny/ng , potom hm ng sin/ng Jje nevlastna, preto v bode 0
— 00

nie je splnend nutna podmienka konvergencie; dalej pozri pr. 309

303, 4 5 i ) — _ 1 ial rY=1—
ina moznost: fa(z) = e ( T ).7;) (T2 (tne)’ odtial Sp(z) =1
1 0, ak x=0
(1+a:)~~-(1+n:b)’S(I)_nli»nolos { 1, ak —z¢N



preto (x¢) IN € N Vne N, n >N Vm e {0,1,....k} : |falem) — flzm)] < %; nech n > N
a & € [&m,Tmy1], m € {0,1,...,k — 1}, predpokladajme, ze funkcia f, je neklesajica a f,(z) > f(x)
(postup v ostatnych pripadoch je analogicky), potom |fn(z) — f(2)] = fa(z) — f(z) < fa(Zmy1) — f() =

[ fro(@ma1) — F(@)] < | fa(@ms1) — F(@me))| [ f(@me1) — F(2)] < %—i— % (v zavere sme vyuzili nerovnosti (x)

a(+x)), teda Ve>0INEN VREN, n>N Vaelab] : |f(z)— fulz) <e 3
pozri pr. 2962&1458'

381 | 1. napr. an, kde fi; je funkcia s periddou 1, pricom fi(z) = |z| pre z €
(0]

11 -
——=, =1, falz) = 1 (4" 1z) ; spojitost vyplyva z rovnomernej konvergencie radu n Na
2'2 4n an—1 8

n=1
k . k 1
R; pre z = am (k€eZ, m e NU{0}) an >2m+i]e f(z) = 0; nech a = R h = YRSl
potom f(a + h) — f(a) = > (fela + h) = fe(@)) + > fela+h) > —mh + (m + 1)h > 0, ana-
k=1 k=m+1

logicky f(a — h) — f(a) > 6; pritom pre kazdy interval I existujd k& € Z, m € N U {0} tak, ze
k 1 ko k 1 I
qm ~ 42m+10 gm ) 4_m+42m+1 €

2. za ¢ moino zvolit primitivnu funkeiu k funkcii fJ[O, 1], kde f je funkcia z pr. 381.1, pritom vyuzite
tvrdenie ,,ak f je konvexnd (konkdvna) a diferencovatelnd na I, tak f’ je neklesajica (nerastica) na I¢

(najeho dokaz staci prejst k limite pre z — xz+, resp. z — y— v nerovnostiach 1(z) - /(@) < 1) - f(2) ,
z—= y—=x
resp. 1) — fy) > 1) — f(2) (z,y,z€l,z<z< y)) ;
z—y y -z
m 1. napr. f = an, kde fu(z) = — sgn(z —an) a {an};Z; je prosta postupnost obasahujica

véetky racionalne cisla; uvedeny rad konverguje rovnomerne (Weierstrassovo kritérium), kazda z funkcii f,
(o0}
je spojita v kazdom iracionalnom cisle, preto aj f je spojita v kazdom iracionalnom cisle; funkcia E fn Je
nZk
spojita v bode ay, lim fi(x) > fi(ax) > lim fr(z), preto lim f(x) > f(ap) > lim f(z);
r—ap+ T—ap— r—ap+ ap—
1. nech f= lim f,, |fa(2)] < K pre z € [a,b), n € N; pretoze f, = f na [a,b— 8] pre kazdé
n—oo
6 € (0,b— a) (poeri pr. 375), plati podla vety 8 f € R[a,b— 8] pre kazdé 6 € (0,b— a), sicasne f je

ohranicend na [a,b], preto f € R[a,b] (pozri pr. 147 a poznamku 2 za vetou 6 z odseku 2. 1) / fo(z)de—

/f d:n‘</ £ (2 |dr—/b 6 /_ ,prltom/ £ (2) — f(2)| dz < 2K& (ak fal2)] < K

a fn — f na [a,b), tak |f(z)| < K na [a,b) a |fo(z)— f(2)] < |fa(@)|+ |f(= )|§2R); ak pre n > N a

x € [a,b—4§(] je |fa(z) — f(x)| < Q(bg—a)’ tak ‘/abfn(r)dx—/a f(m)da:‘<€ pre n > N ;

Inz?, ak z € [0, l)
2. napr. fo(z)= | " :
0, ak =z € [—, 1]

n

1. 0 <x” Inz =0 na (0,1], dalej pozri pr. 301, nezabudnite preverit integrovatelnost

*1nie je taiké dokazat, 7e ak f je nekonstantna funkcia, tak existuje M € N tak, Ze f, st neklesajice pre
véetky n > M alebo f, si nerastice pre vSetky n > M, potom (pozri pr. 296.1) f je neklesajica, resp.
nerastuca



n

1
funkeii L—nf na [O,l]); 2.0 (sinnr konverguje na [0,1) lokdlne rovnomerne k 0, pozri pr. 383.1,
T

sin nx nx
orovnaj s rieSenim pr. 113.4); 3. 0 z nerovnosti < — =z, z € (0,1], vyplyva
p ] p ); 3 ( s S nse (0,1], vyply
. ohranic i ; " sin nx 0,1] sin nx 1 € [a,1] ;
rovhomerna ohranicenost postupnosti na ;| —= —— pre z a reto
p p n\/_ bl bl n\/z n\/a p bl bl p

sin nx B 1+1/n 1 1+1/n
—— =0 na [a,1], a > 0, mozno pouzit pr. 383.1 32) ;4.0 (/ = / +/ , pritom
Ve 0 1

1\" 1 1 1+1/n
z"lnz =0 na (0,1]; |¢"lnz| < <1+E) In <1+E) , x € [1,1—}—5] , a preto / ' lnzdr <
1

1 1\" 1 1 o
— (1 + —) In (1 + —) — 0 pre n — oo) ;5.0 ({ } konverguje na (0,1] lokélne
n n n I+nz), _,

rovnomerne k 0, f je ohranicena, dalej pozri pr. 301, 383.1) ;

lng (pozri pr. 362.2);

1. napr.

0, ak z€[0,1]\Q alebo 2=0

fn(x): 1, ak r =
1
g—n’

. p,q €N sinesidelitelné, p<gq, qe€{l,2,...,n}

ak z=7=, p,q€N sinesidelitelné, p<gq, ¢g>n

SR RS AL S

F=x|[0,1] (riemannovsk4 integrovatelnost funkcie f, na [0,1] sa dokaze rovnako ako v pripade Rieman-
novej funkcie xy — pozri pr. 64, nerovnomernd konvergenciu mozno dokazat priamo z definicie alebo na
zaklade vety 8); 2. napr. fu(z) =2"x(z), 2 €[0,1], f(2) =0, z€[0,1];

podla pr. 192 a 193 existuje postupnost {fn 152, spojite diferencovatelnych monoténnych funkeii
takd, ze f, = f na [a,b]; potom aj g¢gf, Zgf na [a b]; podla pr. 119 Vn € N 3¢, € [a,b]

/ fa(@)g(z)dx = fn(a) cn g(z)de + fuol b)/ z; z postupnosti {¢,}52; vyberme konvergentni
“ b
postupnost {C”k}k , » hech hm 0 cpy = c € [a,b], potom / f(@)g(z)de = lim/ fa (@)g(z)dz =
cn b c ¢
lim <fnk(a) [ @ ) [ e dx) = (@) [ o(w)ds + £0) / () da
oo 1 oo 1 ) o ,
L D) = R, D) = RA{D) (£00 =Y D = S0 et £0),

resp. f'(0) staéi pouzit vetu 9’ na intervale I = [0,1], resp. I = [—1,0]) ;2. D(f) =[0,00), D(f) =

(0, 0) (f'<0) = —co : kazdd z funkeii gn(z) = H”—nz je Klesajtica na (0,00), preto g := 3 g

je nerastica na (0,00), teda existuje (vlastnd alebo nevlastnd) lir(rJl_l_g(x); keby platilo lir(rJl_l_g(x) €R,
o0 r— r—

musel by rad Zgn konvergovat v bode 0 (vyplyva to z podobnych dvah ako v rieseni pr. 345.2), ¢o je
n=1

. . ¢, _ . . _ < . . .
spor; preto xl_l,%l+f (z) = xl—lgl+< g(:b)) = —o0, dalej pozri pr. I.384.1> ;

vyuzite, ze rad Z /7, konverguje rovnomerne na kazdom kompaktnom intervale I’ C I (pozri

pr. 375) a vetu 9’; =t
pripomefime, Ze pre x # 2kw, k € Z, neexistuje lim cosnz;

n—oo

. . [sinnez
¥y uvedeného vyplyva dokonca rovnomernd konvergencia postupnosti { N } na (0,1]
nx n=1




391| podla vety 9 je ¢'(z) = lim (f(")(x))l = lim f(”"'l)(;r) = ¢(z), © € R; z rovnosti ¢ = ¢
vyplyva p(z) = Ce* (go(z) =0 (= 0-€") je zrejme riedenim rovnice ¢ = ¢; ak ¢(a) # 0 pre

niektoré a € R, uvazujme maximélny interval I C R taky,ze a € I, p(z) #0 pre ¢ € [ (zo spojitosti
funkcie ¢ vyplyva, ze taky interval existuje a je otvoreny; ak I = (b,¢) a b € R, tak ¢(b) =0, podobne

/
@(c) = 0 v pripade ¢ € R); pre z € I plati (’0(@)) = (ln|<,o(x)|)l =1, preto Injp(z)] = z + K,
oz
odtial |p(z)] = e®e®; ¢ nemeni na I znamienko, preto ¢(z) = eXe® (ak ¢(a) > 0), = € I, alebo
p(z) = —efe® | z € I; pretoze ziskana funkcia je nenulovda na R, plati I = R} ;

nech n € N, a,o € I, > a, nech K,N(a,z) = {k1,...,kmn}, pricom ko :=a < k1 <
ko < - < kpm <2 =:kny1; potom (ak pouzijeme Lagrangeovu vetu o strednej hodnote) |fn(r) - fn(a)| <

m m m
Z |fn(mp+1)—fn(aﬁp)| = E |f7’1(ﬂp)||xp+1 —zp| < ap Z |2p41—2p| = an|z—al; analogicky sa postupuje pre
p=0 p=0 p=0 oo
x < a; odtial |f, ()] <|fu(a)|+ an]z —a|, 2z ¢oho vyplyva rovhomerna konvergencia radu Z fn na [b, ],
n=1
kde b<a<c (|z—al<max{|b—al,|c—al}); rovnako mozno dokazat nerovnost In(@) = fnlzo) < an
r — X

pre lubovolné , 2z € I, # zg, z ktorej na zédklade vety 7’ vyplyva tvrdenie o derivovani ¢len po ¢lene;

1. diferencovatelnost funkcie f v kazdom bode z € (0,1)\ Q vyplyvaz pr. 392, pre = = a; (k €

(o]

. r—a z—a , ., , o

N) zapisme funkciu f v tvare f(z) = | 3 d + S | an nl , druhy zo s¢itancov ma derivaciu v bode ay
n=1

n#k
(pr. 392), prvy ma v bode aj navzdjom rézne jednostranné derivécie;

1. [-1,3] pre p > 2, [-1,3) pre 0 < p < 2, (=1,3) pre p < 0 (pozri pr. 225.6

¥n! n Vn! 1
] n _ . . . _ 1 . ,
a 270.7); 2. R <\/|an| = T T pritom nlLrI;o — = pozri poznamku za pr.
In(1 1-—
224) ;3. (=9,9) <postupujte ako v pr. 336.6, vyuzite rovnosti lir% 71&( +u) =1, lir% 7208“ =
u— u u— Uu

1
—); 4 R opre m e NU{0}, [L1] pre m € (0,00)\N, (=1,1] pre m € (~1,0), (~1,1) pre

2
_ _ Jng1(1) . o
m < —1 [fo(D)] = 1 pre m = —1, ) > 1 pre m < —1, v pripade m € (=1,0), z =1
11 11 nooopn
pozri pr. 2706); 5 |——,—] pre a > b > 0, ——,—| pre 0 < a < b v a_+_ =
a’ a b’ b n = n?

1 /p\" 1/n
T\;_<l + — (—) ) pre a > b, podobne postupujte pre b > a); 6. [—4,-2] (pouzite vetu
n n \ a

6’ z odseku 3.3); 7. [-1,1] pre a > 1, (=1,1) pre a € (0,1] (pri vySetrovani konvergencie radu

o _ 4 2
Z a~ V" . a > 1, moizno pouzit porovnavacie kritérium — z rovnosti lim T 0 vyplyva lim — =0
r—oo g% n—oo a\/”
n=1
-1
— alebo pr. 234.1b a d’Alembertovo kritérium); 8. [-1,1]; 9. (-1,1] <ffL()l) = e, kde
n+1\—
1 1 : fn(_l) 1 fn+1(1) 1
E:33—+0<—>, reto hmn<7—1> = —; In|—/—F| = -1+ nln{l+ -] =
n n) PR LI M\ Fam (<)) 2 (1) n
1 1 5
o + O(— , dalej pouzite postup z pr. 240); 10. (0,2) (V(n) = [logn] + 1, v bodoch 0
n n

% gnin (1o —— ) = ignf - —— L ()Yl Ly n
o n+1) n+1l 2(n+1)32 n? T n n+l n 2n? 2(n + 1)2
)



a 2 nie je splnend nutna podmienka konvergencie); 11. [-1,1] (pri vypoéte limsup V/|a,| mozno
n— 00

vyuzit pr. 1.206.1; konvergencia radu an(l) vyplyva z konvergencie radov Zf2k+1(1) (Dirichletovo
n=2 o k=1

(0]
kritérium), Zf4k(1) (Leibnizovo kritérium) a Zf4k_2(1); podobne mozno postupovat v pripade z =

k=1
11 - L= 1
)2 () (T () B (s) e (5) womes s 2 5)
: : C : : 1 1
diverguje, preto an diverguje v bode z = 3 podobne pre z = —3 ;13 [-1,1] pre xz =
n=2
© (—1)[Vrl+n o —_1Vrl+n
pozri pr. 274.11; konvergencia radu Z (=1) vyplyva z konvergencie radov E L
n=1 n=1 n
n#k?, keN
d (—1)* 452
(Leibnizovo kritérium) a Z 7) ;  14. konverguje len v bode 0 (mnoZinou hromadnych hodnot
k=1

postupnosti {sinn}3%, je interval [—1,1], poeri [13, str. 74, kap. 2, §2, pr. 6]) ;
1. R > RiRs (vyuzite pr. 1.206.2; viete uviest priklad, v ktorom bude platit R >

RiR>7); 2. R = max{l, R} ak {a,}5%, je ohrani¢end postupnost, tak R; > 1 (pozri pr. 341.2)
|an| |an|

a - < < lan|, limsup y/ ——— |an| - < limsup { |an

limsup ¥/|an| | pri vypoéte limsup § |an|7 vyuzite rovnost lim ¥ c = =1 apr. 1.206. 1

a z nerovnosti 0 < |a,| < K dostavame

{a,}52, je neohrani¢en4 postupnost, tak R; < 1 (pozri pr. 341.1) a existuje podpostupnost {ank }k:1 takad,
o

a
— , lim 7 M =1, stcasne z nerovnosti 2] <1
oo L+ |an,| k—oo L+ |an,| 14 |an|
vyplyva limsup ¢ In < 1, preto limsup { [ =1]; 3. R>min{Ry, R2} (vyplyvatoz vety

17 7z odseku 3.4 a z vety 10); ak a, >0, b, >0, n € N, tak R = min{R;, Ry} (vyuZite pr. 254; priklad
dokumentujiici nerovnost R > min{ Ry, R2} mozno odvodit z pr. 256);

o] 1 .
l. Hxr + Z m /J(lz — /12)(32 — y2)((2n — 1)2 — /.t2).’,L‘2 +1; I = R, ak Bo= 0
n=1

ze hm |ank|_oo potom hm

alebo p € {2k +1; k € Z}; = [-1,1] v ostatnych pripadoch (plati (1 —22)f'"(z) — zf'(z) +
. 1 oo 2n+1
p f(z) = 0, 2 € (=1,1), dalej pozri postup z pr. 1.327.6 34); 2. ?<1n3 — nz:% im*ﬁ(T—l—l) +

i(— Hr+1g 18" — 1 20

1 1 ,
I=|—,—& ri hladani intervalu I sme vyuzili poznamku 2 za rieSenim
2o Jii=(-757) o yuilie

n=1

-~ (2n— )M 11 .
. 348.16); 3. — 2z% 4 22% + (— 92nt+l(dntd  4An+2 LI = |:__’ _:| Al
pr ); 3 x x (2n)”(2n—|— 0 (r x ) NG ( vyuzili

M8ﬁM

( )[n/Z] 2n+1 1 1 0 L 1
sme vysledok pr.  349.2); 4. W, I = [_ﬁ’ﬁ] ;5. Z(—l)n+ <1 + 2 +
n=0 n 1
1 . o . l,2n+1 4n+1
-+ ;) x I = (—1,1), Q nz::o(—l) m, I = [—1,1], Z Inw + Zm

*existencia f(")(0), n € N (porovnaj s poznamkou za riesenim pr. 1.327.6) vyplyva z nasledujiceho
tvrdenia (pozri [10, odsek 446]): ak funkcie f, g su si¢ty mocninovych radov so stredom 0 a f(0) je
vnutorny bod mnoziny D(g), tak funkciu g o f mozno v niektorom okoli bodu 0 rozlozit do mocninového
radu so stredom 0



T [e] (_1)nm2n+1 , 1 [e5] 9
—2,2 8. - A I = [-1,1 , = —; 9. 2
(=2.2); 4+; 22n+1) =LA {(f(@) 21+22)) * I+;2n+1
(2n — 1)” 2n+1 7 2 2 . , . .
L , I = [-1,1] f(x) = ——=——== sgn(l — 22°), sictom uvedeného radu je funkcia
f@), ak |el < 1/v2 .
S(z) = T—f(z), ak z¢€(1/v21] ) S (P Z£16n+1’ I=(-1,1) (f(m) =
-7 —f(z), ak ze[-1,-1/V2) n=0
1—=2
16 ak z=1
1. pri hladani Maclaurinovho radu derivécie lavej strany pouzite Cauchyho sticin radOV' konver-
gencia v bodoch z =1, # = —1 vyplyva z Leibnizovho kritéria, pri dokaze rovnosti nlLH;O Qn 1 Z v =

vyuzite rovnost (3.2) z pr. 220; nezabudnite, e treba zdovodnit, preco sa prava strana dokazovaneJ rovnostl
rovna jej lavej strane; 2. najprv najdite Maclaurmov rad funkc1e In? (14 ) (pozri pr. 396.5); konvergencia
v bode 1 vyplyvaz Leibmzovho kritéria podobne ako v pr. 397.1, z rovnosti (3.2) z pr. 220 vyplyva aj divergen-

In (z + V1 + 22
lati (1422)f(2) = 1—2f(z), z ¢oho
T plati (L4a)(+) = 1= f(2)
mozno odvodit rekurentny vztah f("‘H)(O) = —f("_l)(O), n € N; konvergencia v bodoch z =1, z = -1
vyplyvaz Leibnizovho kritéria (pouzite postup z pr. 240); pri dokazovani rovnosti pravej a lavej strany vyuzite

fakt, ze Maclaurinove rady funkcii In (z + V1 + 22) a ——
y (@t Vita?) a —ees

22)f'(z) — zf(z) = 1, z ¢oho moino odvo-

cia uvedeného radu v bode « = —1; 3. pre f(z) =

konverguji na (—1,1) k tymto funkcidm,

arcsin x

V1— 22 (1=
dit rekurentny vztah f("‘H)(O) = an("_l)(O), n € N; 5. pri hladani Maclaurinovho radu derivacie lavej
strany vyuzite vysledok pr. 397.3;

14+ V1 — 22 ad
F(z) =27In (%) ,x € (=1,1) 35 (z rovnosti In(1 —u) = Zu— -1,1),
n

a vetu 17 z odseku 3.4; 4. pre f(z) = plati

n=1
SN 2" cos™ t
vyplyva F(z) = —/ ———— dt; ziskany rad konverguje pre pevné z € (—1,1) rovnomerne
0 n=1 n
0 n 27 2n
x 2n-D" =z
na |[0,27], preto F(z) = — — cos"tdt| = —7 - — vyuzili sme rovnosti
[0,27], preto F(z) ;(WA ) Z s (w

- 37/2 m/2
/ cos"tdt = / cos" tdt = (—1)”/ cos"tdt = (—=1)" / cos™ tdt a vysledok pr. 96.1 spolu
T 0 7r/2

/2
27"2(2”_1) 20 2_7" k 0<|z|<1
x (2n)!! v x 1_];2 ;8 v

n=1

0, ak z=0

s pr. 93.3a> , potom F'(z) =

xr

1
Vi—22 1+/1—22’
F(O):O);

®pokial ma citatel este stale pochybnosti o elementérnosti funkcie F <ned6veru moze vzbudzovat

1—}—\/1—1‘2)
2

pri hladani primitivnej funkcie pouzite substiticiu 1 + /1 — 22 =t a uvaite, e

definiény obor: definiénym oborom elementarnej funkcie 27 lIn je totiz intrval [—1, 1]) ,

nech si jej predpis zapiSe napr. v tvare

z?2—1 14+ V1 — 22
27ln | ——M—

22



1
1. chz; 2. z,z>0; 3. ﬁ;
oo 1—v1—1¢2

Z (2n— DIt g2t — ak 0<Jt|<1
— (2n)! “on+2 0 a

ak t=0
0; chy/—x pre <0

(s avas)

0, ak z=0

ak >0

o] —

Liztl g k <0
— | — sinvV/—x — cosvV—x ak =z

4 \/—z ’

sh\/z )

— — 1, ak >0 . —-1/3
SiI\l/E—.Z‘ ) ;T <1 — 5) -1, =2<2<2 (koborukonvergencie daného radu
ﬁ — 1, ak r < 0
pozri vzorec 5 z ivodu k odseku 4.3.2);
V3 ) > (=D)"z” ) > (—1)ngintt 1 =
) ©© 1)nl2n—1 0 (_1)nx2n+1 1 ) 2
=1 25 - 3. —-1In*2 jite pr. 5); 4. — —
( o <$ o1 nz::l o+ 1 P 8 g2 (vywsite pr. 396.5); 4 16
(rad Z(—l)" <1 + 3 + 5 1) z?"~! je Cauchyho stéinom radov Z(—l)"“mzn a
n—
n=1 n=0
© (_1)n+1x2n—1
Y En)
n=1

I

t
1+\/l—t2)’

(pre z >0 (z <0) pouzite substiticiu z =¢? (z =

1 1
x pre x| <1, — pre || >1 (—t—i—
x 2

cos\/x pre x >

—1%)); 6. Zm:

o0
ak Z anpe™ = f(z) na R, tak z nutnej podmienky rovnomernej konvergencie vyplyva Jng €

n=0
NVneN,n>ng VzER : |a2"| < 1,

. - M
rad E apz” ma polomer konvergencie R = oo (zo vztahov [a,| < — a
n!

n=0

preto VneN, n > ng

Can, =0
M

lim {/— =0—

pozri pr. 1.186.3 alebo poznamku za pr. 224 — vyplyva lim 3/|a,| = O) , 2 tvrdenia c) vety 16 vyplyva:
n—00

o0

n! —k
2 CErT

n=k

o0

SZ(

n=k

pre « € (=b,b) plati |f*)(z)| =

dalej pozri dokaz pr. 354;

1 1 1
d
w [(E o [emen o [
0 0

o ¥

1
Y N zlnz, ak z€(0,1]
[ e@as), ke ple) = { g0 2 2E

)

/012%60%)@ 3 <(—nl!)”

<rovnomerné konvergencia radu E

n—k
= Méeb

|an |||~ k<ZM 5

n=

o~ (D"

n!
n=0

(o] _1 n
" (x) vyplyva z lokédlne rovnomernej konvergencie radu E ( ') " na R a z ohranicenosti funkcie go) ,
n!
n=0
. ! n ! 1 ! (=1)"*n!
z rekurentného vztahu / " In" zdr = / 2" In" " zdx vyplyva / 2"In"zde = ————
0 m+1J, 0 (n+1)r+!
(=1)*(2n — D! =1 !
1b 2a) 1 —' 2b) 2 — — Inzln(l — z)de =
1b) pozri riefenie pr. 399; 2a) 1+ g < (2n)1 (20 + 12 ) E o2 ; nzn(l — z)dz

n=1



[o0] o0

Ly gn =01 !t 1 1 1 > 1
_ Z lnzldr = — _ P lnxrdr = [ — — _ - .
/0 (Z n ”) ! Z::ln/o Sneds =) oy Z::l(n n+1> ,;(nﬂ)?’

n=1 n=1

[ee]

rovnomerna konvergencia radu Z —z"Inz na (0,1] vyplyva z Weierstrassovho kritéria)

n=1

36.

3

2
7 =3.141592654 £ 10~°, pri dokaze rovnosti (4.19) sme pouzili vzorce 2arctg o = arctg 1—(}2
—«

pre o? < 1, arctga — arctg 3 = arctg f‘_{_‘(fﬁ pre «f >0 (pozri riesenie pr. 1.87.1);
In2=0.6931472+ 107, In3 = 1.0986123+ 107, In5 = 1.6094379 £ 107, In6 = 1.791 760 +
-1 2 -1 -7 2 3 9
107%, In10 = 2.302585 4+ 10~° (inverzné matica k matici 3 1 =2 je | —-11 3 5 , In 0=
-4 4 -1 —-16 4 7
g 24 _9 81 _9
—0.105360516 + 1077, In 2% = —0.040821995+ 1077, In 30~ 0.012422 520+ 10 ;
4 fem 1 (1 [tdx
vossae s ([era = [ i = S (L) prbiani oduota
2 2 p=o0 ntzn n=0 n! 2 z”
100 100
In(1 + - In(1+1/: In .
In2 pozri v rieSeni pr. 357) ;2. 8.0405 £ 107* / M de = / n(l+1/z)+Ine dr =
10 z 10 z
100 , ©© n+1 100 o0 n 100
(=)t Inz (-1 dz 3., e
/10 (; e dx + . Tdr = nz::l - ot + 5111 10, priblizni hodnotu In 10

pozri v rieseni pr. 406; treba si uvedomit, ze Maclaurinov rad funkcie In(1+z) nekonverguje v ziadnom bode

intervalu [10,100], preto sme pouzili uvedené ﬁpravy) ;

o]

*dosadenim z = 7w do rovnosti z poznamky 37 k pr. 249 moizno dokazat rovnost E - ( iny
n
n=1

sposob dokazu tejto rovnosti pozri v [10, odsek 440, pr. 7, alebo odsek 511, pr. 4])



