1. Metrické Priestory . ... ... . .. 2
1.1, Zobrazenia. .. ..o 2
1.2. Euklidovsky n-rozmerny priestor .. ... ... .. ...t 2
1.3. Kompaktné mnoziny .. ... ... 5
1.4, Limita zobrazenia . . ... ... 8
1.5. Spojitost zobrazenia. ... . ... 9
1.6. Rovnomernd spojitost zobrazenia. ... ... ... .o 10
1.7. Vlastnosti spojitych zobrazeni na kompaktoch......... .. ... ... .. ... 10
1.8 SUVISIE MNOZINY ... .o 11
1.9. [jplné metrické Priestory . ... 12
1.10. Banachova veta o pevnom bode ....... ... . 13

2. Diferencialny podéet funkecii viac premennych ................................... 14
2.1. Linedrne zobrazenia. ... ... 14
2.2. Derivacia a diferencidl. ... ... 15
2.3. Parcidlne derivacie funkeif.. ... 16
2.4. Postacujiica podmienka diferencovatelnosti ................ ... ... ... 17
2.5. Derivacia v smere a jej geometricky vyznam ........... ... 19
2.6. Derivacie vySSich rAdov . ... 21
2.7. Taylorova veba . ... ... e 22
2.8. Extrémy funkcii viac premennych ....... ... .. 23
2.9. Veta o inverznom zobrazeni .. ... .. ... 26
2.10. Veta o implicitne) funkcii ... 28
2.11. Plochy definované ako hladiny funkeii ........... .. ... ... ... .. ... . .. ..., 29
2.12. Viazané extréimy . .. .. ... 030

3. Tedria diferencidlnych rovnic..... ... ... .. 32
3.1. Cauchyho zaciatoénd tlloha. . ...... ... . . . . 32
3.2. Metdda separdcie premennych. ... 33
3.3. Linearne homogénne diferencidlne rovnice ............... ... ... ... ........... 34
3.4. Linearne nehomogénne diferencidlne rovnice................ ... ... ... ......... 34
3.5. Systémy linearnych diferencidlnych rovnic..............oo oo 00035
3.6. Linearne nehomogénne diferencidlne rovnice (systémy)............................36
3.7. Linearne diferencidlne rovnice n-tého rddu............... ... ... ... ... .........36

3.8. Linearne diferencidlne rovnice s konstantnymi koeficientami........... ... ... .. 38



MATEMATICKA ANALYZA TT1 Euklidovsky n-rozmerny priestor (2) |

1. Metrické priestory

1.1. Zobrazenia

Definicia 1. Nech A, B sl neprdzdne mnoziny (A, B # (). Zobrazenim z A do B nazyvame predpis
alebo pravidlo f, ktorym kazdému prvku z € A je priradeny bod y € B.
Zobrazenie znaéime f : A — B, priradenie prvku znac¢ime z — f(z).
e Ak B =R, potom sa f nazyva redlna funkcia definovana na mnozine A.
Ak Ay C A, potom f(A1) = {f(z) | z € A1} nazyvame obrazom Aj;.
Ak By C B, potom f~'(By) = {z € A | f(x) € By} nazyvame vzorom mnoziny Bj.
Mnozinu D(f) = A nazyvame definicngm oborom zobrazenia f.

Mnozinu H(f) = f(A) nazyvame oborom hodnét zobrazenia f.

Definicia 2. Nech f : A — B. Ak pre kazdé y € B existuje z € A také, ze f(z) = y, potom f je
zobrazenie mnoziny A na mnozinu B a hovorime, 7e f je surjektivne. Ak pre kazdé z1,z9 € A také, ze
x1 # 9 je f(x1) # f(x2), potom f nazyvame injektivnym. Ak je f injektivne aj surjektivne, nazyvame
ho bijektivne.

Grafom zobrazenia f nazyvame mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic (z, f(z)), kde z € A.

1.2. Euklidovsky n-rozmerny priestor

Definicia 3. Euklidovsky n-rozmerny priestor R” definujeme ako mnozinu n-tic = (21,...,2,) redl-
nych éisel 21, ..., 2, € R, pricom kladieme R' = R.

R ={(z1,...,2n) | #1,..., 2, € R}

Prvok € R™ sa nazyva bod priestoru R™. Taktiez hovorime, ze x € R” je n-rozmerny vektor.
e R!' - priamka
e R2 - rovina

Definicia 4. Nech & = (21, ...,2,), ¥= (y1,-..,¥n) € R"?, a € R. NaR" definujeme operacie s¢itavania
vektorov a nasobenia vektoru skaldrom:
LZ+y=(z14+y1,..., 20 + yn)
2. aZ = (azy,...,azy)
Definicia 5. Redlny linedrny (vektorovy) priestor je trojica (V,+, ), kde V' je mnozina, +, - st bindrne
operacie definované zobrazeniami
e p:VxV oV (hodnotu ¢(z,y) znaéime z + y)
e YV RxV 5V (hodnotu ¥(A, z) znac¢ime Az alebo A - z)

s vlastnostami

1. Ve,yeV r+y=y+ez

2. Ve,y,z €V z+(y+z)=(z+y) +=2
3.30eV : VeeV t40=0+z=2x

4. VeeV : I(-z) eV m-l—(—a:_):ﬁ

5. Ve,yeV : VAeR Az +y) = Az + Ay

6. VeeV : VA ueR A+ p)e = e+ px
T.VeeV : VA ueR Apz) = (Ap)z

8. Vx eV lz==x
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Definicia 6. Di3ka vektora z = (21,..
v €Ra o] = Jol.
Cislo ||z|| sa nazyva euklidovskd norma vektora z.

L xp) € R™ je éislo ||z|| = /234 4+ 22. Ak n = 1, potom

Vetal Ak z=(21,...,20), y=(y1,...,yn) ER"” a X € R, potom plati:
L. ||z]| > 0, pricom ||.l‘|| =0 < z=(0,...,0)
2. 130 wii] < lz]) 1yl (Cauchyho nerovnost)!
3. e+ yl| < =]+ ||yl (Trojuholnikova nerovnost)
4. |l = Pl
Dékaz:
1. .'L‘%-I- 22 >0, l‘%-l--n—l-z*%:O<=>a:1:0,...,1'n:0.

2. Ak A € R, X £ 0 také, 7e z = Ay, potom

iYi| =

. 1
Sl = A 2 — Al . = |A|. ||~
MY = I = A5

1
Al = A=zl vl = =y
19l oy =iy

Ak také A # 0 neexistuje, potom VA€ R : dy—xz #0

0 < |Idy — 2l = 3o (A\ys — 24)? = (N7 — 2haiys + 2F) = N 3T yf — 203wy + 3 o}

Ak polozime A = Y y?, B= -2 z;y;, C =5 27 potom VA ER : AX? + BA+ C > 0, z &oho
vyplyva, 7e diskriminant musf byt zdporny, t.j. B? —4AC < 0, teda 4 (3 a:iyi)2 <45 z2I3y?, ¢o
nie je ni¢ iné ako 4 (3~ miyi)2 < 4|z||||yl|?, = ¢oho napokon dostavame | z;yi| < ||z]|-||yl|-

3. Vyrok ||x—|—y|| < ||x||-|—||y|| je ekvivalentny s vyrokom ||z +y||? < (||z||+]|y||)?, dokazujme teda ten:
2+ yll” = 32 9i) = 32 + 2ais +4) = 3227+ 3 2y + 3T = alP + 2w + Iyl <
eIl + 20 2 @iwi| + Nlyll® < [[=[1” + 2/l [yl + [[ylI* = (=]l + [lyl])*.

[Az|| = /32 (A2i)? = A/ 27 = ALl|lz]|. O
Definicia 7. Ak z = (z1,...,2,), ¥y = (y1,...,Yn) € R™, potom definujeme skaldrny sicin vektorov
z,y ako cislo

n
i=1

Pozndmka 1. 7 Cauchyho nerovnosti vyplyva Y,y € R™® : [{z,y)| < [|z]|.]|¥]-
Veta 2. Pre vsetky z,y € R™ a A € R plati:

L (=, y) = (y,7)
2. Az, y) = (=, Ay) = A(z,y)
<I + T2, > <$1a >+<;L‘2,y>
(x, y1+J2> (z,11) + (z,y2)  (bilinedrnost)
(
(
|
(z,

3. (z,z) >

r,z)= 0 — =0 (kladné definitnost)
4. | ||—\/< z)
5. (2,y) = [||fv+y||2—||m ull?]

Definicia 8. Vzdialenost bodov x = (21, ...,2,), y= (Y1,--.,¥n) € R” je &islo

d(z,y) =V(r—y,z—y).

Veta 3.
1. Vz,y e R® d(z,y) >0, pricomd(z,y) =0 <= z=y
2. Ve,ye R d(z,y) =d(y,z) (symetria)
3. Ve, y,z € R” d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (trojuholnikova nerovnost)

1Rovnost nastiva prave vtedy, ked y = Az pre nejaké A € R.
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Definicia 9. Nech V je redlny vektorovy priestor a || - || : V = R, z — ||z|| je funkcia s nasledujiicimi
vlastnostami:

1.VeeV [[z]| > 0, pricom ||z]| =0 <= 2=0

2. ¥z eV : YAeER | Az|| = |AL]|=]|

3 Vryev 2+ o1l < Ilzll + Iyl
Funkcia || - || : V — R, 2+ ||z|| sa nazyva norma na V a &islo ||| je norma prvku (vektora) z. Dvojica
(V]| - |) sa nazyva normovany vektorovy priestor.’

Definicia 10. Nech X je nepriazdna mnozinaa d : X x X — R je funkcia s vlastnostou

1. Ve,ye X  d(z,y) >0, pricomd(z,y) =0 < z=y

2. Ve,ye X d(z,y) = d(y, z) (vlastnost symetrie)

3. Ve,y,z€ X d(x,y) <d(z,z)+d(z,y) (trojuholnikovéa nerovnost)
Funkcia d sa nazjva metrika na X. Dvojica (X, d) sa nazyva metricky priestor.?
Definicia 11. Nech (X, d) je metricky priestor, z € X, > 0. Mnozina B(z,r) = {y € X | d(z,y) < r}
sa nazyva otvorend gula v X so stredom x a polomerom r. Mnozina B(x,r) = {y € X | d(x,y) < r} sa
nazyva uzavretd gula v X so stredom v x a polomerom r.

Definicia 12. Nech (X, d) je metricky priestor. Mnozina M C X sa nazyva otvorend, ak Yo € M
Ir >0 : B(z,r) C M alebo M = ). Mnozina M C X sa nazyva uzavretd, ak M = X \ M je otvoren4
mnozina. Mnozina M C X sa nazyva ohranicend, ak existuje ¢islo ¢ > 0, Ze Ve, y € M : d(z,y) < 0.

Veta 4. Nech (X, d) je metricky priestor. Potom plati:

1. X je otvorena mnozina.

2. Ak 8§ = {Us}wuer je Tubovolny systém otvorenych mnozin v X, (7 je lubovolna indexovd mnozina)
potom U = UaEI U, je otvorend mnozina v X.

3. Ak T = {Vs}pes je Tubovolny systém uzavretych mnozin v X, potom V' = (5 ; Vs je uzavreta
mnozina v X.

4. Nech U = {Un,...,Un} je koneény systém otvorenych mnozin v X, potom Uy N---NU, je otvorend
mnozina.

5. Nech V = {V4,...,V,,} je konecny systém uzavretych mnozin v X, potom Vi U---UV, je uzavreta
mnozina.

Dékaz:

1. Zrejme plati.

2. Nech 2 € U. Potom existuje také ag € I, 2e € Uy, adr >0 @ B(z,r) C Uy, CU.

3. Treba dokazat, ze X \ V je otvoren4d mnozina. Pouzitim de Morganovho pravidla dostdvame:
X\V =X\Nges Vs = Upes (X \ Vp), z coho podla (2) je Uge ;(X \ V) otvorend mnozina, teda

——
otvorené
X\ 'V je otvorend, tzn. 7Ze mnozina V je uzavretd.

4. Nechz e U=U1NUsN---NU,. Potom z € U; pre vietky i € {1,...,n}. Dalej vieme, 7e pre
kazdé ¢ existuje r; > 0 také, ze B(z,r;) C U;. Ak polozime r = min{r;}, vidime, Ze r > 0 a pre
vetky 1 € {1,...,n} je B(z,r) C U;. Teda B(z,r) C U.

5. Polotrme W = V; UV, U---UV,. Potom opit pouzitim de Morganovych pravidiel dostdvame
X\W=X\(V1U---UV,) = (X\V)N(X\V2)N---N(X\V,). Kedze X \V; st otvorené mnoziny
pre vSetky i € {1,...,n}, potom podla (4) je X \ W otvorend mnozina, a teda W je uzavret4.

Definicia 13. Nech (X, d) je metricky priestor a M C X. Definujme vndtro, uzdver a hranicu mnoziny
M nasledovnym spdsobom:

int M = U {U|UCM A U je otvorend mnozina v X'}
M:ﬂ{v | M CV AV jeuzavretd v X'}
OM=Mn X\M
2Napriklad (R™,||-]]), ||| = v/{z,z) je normovany vektorovy priestor.

3Napriklad (V,|| - ||) alebo (V,d), kde d(z,y) = ||z — y|| si metrické priestory. Podobne, aj (R,d), kde d(z,y) =
v/{z — y,z — y) je metricky priestor, ktory je naviac aj euklidovsky, t.j. v hom plati Pytagorova veta.
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Pozndmka 2.
e int M je najviacsia otvorend mnozina obsiahnuta v M.
e M je najmensia uzavretd mnozina obsahujica M.

Definicia 14. Body mnoziny int M sa nazyvajl vnidtorné body M. Body mnoziny M sa nazyvaji
hranicéné body M.

Definicia 15. Nech (X, d) je metricky priestor a 2 € X. Mnozina U C X sa nazyva okolie bodu z, ak
plati:

1.zelU,

2. existuje otvorend mnozina V C U, takd 7e x € V.

1.3. Kompaktné mnoziny

Definicia 16. Nech (X,d) je metricky priestor a M C X. Systém S = {U;}ier,U; C X sa nazyva
pokrytie mnoZiny M, ak M C UieIUi' Ak pre vsetky ¢ € I je U; otvorena mnozina, § sa nazyva
otvorené pokrytie. Ak I je konecna, S sa nazyva konecné pokrytie. Systém T = {U;};er, kde J C I, sa
nazyva podpokrytie pokrytia S, ak M C |J..,; U;. Ak J je naviac koneénad mnozina, tak 7 je konecné

podpokrytie pokrytia S.

jEJ

Definicia 17. Nech (X, d) je metricky priestor. Mnozina M C X sa nazyva kompaktnd v X, ak pre
Tubovolné otvorené pokrytie & mnoziny M existuje jeho koneéné podpokrytie 7. Ak X je kompaktna
v X, potom (X, d) sa nazyva kompaktny priestor.

je euklidovska metrika.

Veta 5. (Borelova-Lebesgueova). Uzavrety interval (a,b) C R je kompaktnd mnozina v (R,d), kde d

Lema 1. Ak (2,y) € R?” x R™ a r > 0, potom pre kazdé (u,v) € Bmin((2,y),r) existuji otvorené
mnoziny U C R", V C R™ také, 7e (u,v) € U x V C Bpmyn((2,y),7).

Dékaz: B = Brn((x,),7) = {(p.0) € R" x B™ | |(,9) = (&, )| = /I — 2I} +1la — 3 <}

| - ||+ — euklidovskd norma v R”
|- ||2 — eukl. norma v R™
|| ]| —eukl. normav R"” x R™
Nech (u,v) € B. Definujme teraz mnoziny
U={us €R™ | ||lus —ulls < o1}, o1 >0,
V={vi € R™ | |lvi = v[]2 < g2}, 02> 0.
Treba ukazat, ze ak g1, g2 st dostatoéne malé, tak (u,v) € U x V C B.
Nech (u1,v1) € U x V. Potom ||u1 — u|| < 01, ||va — v|| < 02.
s, 00) = (2,9l = v/ — 1B+ Tor — 9B < /s — ulls Fa =207+ (Tox = ol # o = 91)? <

Vier+lu—=[[1) + (o2 + |lv — yl[2)? < Vol + 201 R+ 0 + 202R+ R> < 1.
Predposledna nerovnost vyplyva zo vztahu ||u — z|| + ||v — y|| < ||(u,v) = (z,y)|| = R<r. O

Lema 2. Nech B C R™ je kompaktnad mnozina, 2 € R" a & = {W; };¢s je lubovolné otvorené pokrytie
mnoziny {z} x B C R"*™. Potom existuje taka otvorena mno#ina U € R", %e @ € U a mno%inu U x B
mozno pokryt koneénym poétom mnozin systému S.
Dékaz: Najprv ukdzeme, 7e {z} x B je kompaktnd. Nech 7 = {V;}icr je otvorené pokrytie mnoziny
{z} x B. Potom pre kazdé i € T je U; = {y € R™ | (z,y) € V;} C R™ otvorend mnozina v R™.
Systém {U; };cr je otvorené pokrytie mnoziny B. Kedze B je kompakt, tak existuje koneéné podpokrytie
Ui, ..., Ui, tohto systému. Zrejme V;,,...,V;, je koneéné podpokrytie systému 7, a teda {z} x B je
kompakt.

Yy € B je (x,y) € W, € S pre nejaké j, € J. Mnozina W;, je otvorena, a preto z definicie otvorenosti
a z lemy 1 vyplyva, ze existujii otvorené mnoziny U; C R", V; CR™ také, ze (x,y) € U;, x V;, CW;,.
Systém ¥ = {Vj, }yep je otvorené pokrytie mnoziny B. Z kompaktnosti B vyplyva, ze existuje jej
konecné podpokrytie Vj ..., Vj .
Nech U = U;, N---NUj, , o je zrejme otvorena mnozina. Potom, ak (u,v) € U x B, tak v € Vj,
pre nejaké [ € {1,...,k}. 7 definicie U vyplyva, 7e u € Uj;, . 7 uvedeného mame (u,v) € U;, x V;, C
ijz eS. O

Veta 6. Ak mnoziny A C R", B C R™ st kompaktné, potom je mnozina A x B C R?*™ kompaktna.
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Dékaz: Nech & = {U; }ier je otvorené pokrytie mnoziny A x B. Potom S pokryva {z} x B pre vsetky
r € A. Podla lemy 2 existuje otvorend mnozina U, takd, ze x € U, a U, x B mozno pokryt koneénym
po¢tom mnozin z §. Systém {U,}zca je otvorené pokrytie A. Z kompaktnosti A vyplyva, ze existuje
koneéné podpokrytie {Uy,, ..., U, } tohto pokrytia, z ¢oho dalej vyplyva, ze {U,, x B,...,U,, x B} je
konecné pokrytie mnoziny A x B, teda A x B ma kone¢né pokrytie mnozinami systému S, t.j. A x B je
kompakt. O

Tvrdenie 1. Uzavrety interval 7 = (a1, b1) X -+ X (an,bp) C R” je kompakt.

Dokaz: Vyplyva z viet 5 a 6. O

Veta 7. Nech A C R"™ je uzavreta a ohranicend mnozina. Potom A je kompakt.

Dékaz: 7 ohranicenosti A vyplyva, ze existuje interval I = (ay,b1) X --- x (ay,b,) C R” taky, Ze
A C I. Podla tvrdenia 1 je T kompakt. Nech & = {U;}icr je otvorené pokrytie A. Vytvorme systém
T ={U; | i € I} U (R™\ A), ktory je otvorenym pokrytim intervalu 7. Z lemy 1 vyplyva existencia
kone¢ného podpokrytia {U;,,...,U; ,R™\ A} systému T. Zrejme U;,,...,U;, je koneéné podpokrytie
systému & mnoziny A, teda A je kompakt. O

Definicia 18. Nech (X,d) je metricky priestor. Bod p € X sa nazyva hromadngm bodom mnoziny

A C X, ak pre kazdé okolie U bodu p existuje bod ¢ € U N A; ¢ # p. Mnozina vSetkych hromadnych
bodov mnoziny A sa nazyva derivdciou mnoZiny A a oznacujeme ju A’.*

Veta 8. Nech (X, d) je metricky priestor, A C X. Potom
A= {x € X | pre kazdé okolie V(z) bodu z je V(z)N A # 0}.

Dékaz: Nech B = {z € X | pre kazdé okolie V(z) bodu z je V(z) N A £ 0}.

1. Ukazeme, 7e A C B. Nech teda z € A, ale x ¢ B. 7 toho vyplyva, 7e existuje otvorené okolie V()

bodu =z, také ze V(z) N A =0. Teda A C X \ V(X). Pretoze x ¢ X \ V(z), z & A, ¢o je spor.
———
uzavretd mn.

2. Dokézme, 7e B C A. Nech teda z € B,alex ¢ A= {F D A| F je uzavreti}. Teda z € X \ A.
Potom existuje uzavretd mnozina F tak4, ze A C F, ale z ¢ F. Dalej méme z € V = X \ F,
pricom VN A =0 ateda z ¢ B, ¢ je opat spor. O

Veta 9. Nech (X, d) je metricky priestor, A C X. Potom A = AU A’
Dékaz: 7 vety 8 = A/CA = AUA' CAUA=A O
Veta 10. Nech (X, d) je metricky priestor, A C X. Potom A je uzavreta vtedy a len vtedy, ak A = A.

Dokaz:
= Nech A je uzavreta. 7 definicie uzaveru vyplyva, ze A C A. Kedize A je uzavreta, potom A = ANA.
7 toho vyplyva, 7e A C A. Teda A = A.

< Nech A = A, Teda A = N{V | A C V AV jeuzavretd v X}. Nakolko prienikom lubovolného
systému uzavretych mnozin je uzavreta mnozina, je zrejme potom mnozina A uzavretd. O

otv.

Veta 11. Nech (X, d) je metricky priestor a A C X je kompaktnd mnozina. Potom A je uzavreta.

Dékaz: Dokdzeme, ze X \ A je otvorend. Nech y € X \ A. Potom V& € X : 3 otvorené okolie Uz (y)
bodu y a existuje otvorené okolie Uy () bodu x také, 7e Uy (y) N Uy(z) = 0.

Systém {Uy(x)}rca je pokrytie A. Z kompaktnosti A =—> 3 konecné pokrytie {Uy(x1),...,Uy(zz)}.
U(4) = Uizt Uy(@:), V(9) = iz Us(0).

Zrejme z konstrukcie = U(A)NV(y)=0a ACU(A) = V(y) C X\ A.

Dokéazali sme, ze Vy € X \ A : 3 okolie V(y) bodu y také, ze V(y) C X \ A = X \ A je otvorend
— A je uzavretd. O

Veta 12. Nech (X, d) je metricky priestor, A C X je kompaktnd mnozina a B C A je uzavretd v X.
Potom B je kompaktna.?

Dékaz: Nech § = {U; }ier je otvorené pokrytie B. Potom {U; }ier U (X \ B) je otvorené pokrytie mnoziny
A. Kedze A je kompakt, existuje koneéné podpokrytie typu U;,, ..., U;,, X\ B alebo U;,,...,U;,. V dru-
hom pripade je zrejme U;,, ..., U;, podpokrytie pokrytia mnoziny B. V prvom pripade je U;,, ..., U;
podpokrytie mnoziny B. O

4Pre Cantorove diskontinuum C plati ¢’ = C.
5T.j. uzavret4 podmno#ina kompaktu je kompakt.
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Veta 13. Nech (X, d) je metricky priestor, A C X je kompaktnd a Z C A je nekonecnd mnozina. Potom
mnozina /7 ma v A hromadny bod.

Dokaz: Sporom. Nech tvrdenie neplati. Podla vety 9 je 7 = ZUz' C A. A je kompaktna a podla
vety 11 je A uzavretd. Podla vety 10 A = A. Dalej dostavame 7 = ZU Z' C A = A. Avsak Z nemd
hromadny bod v A, teda 7' =}, z éoho Z = 7 a teda podla vety 10 je 7 uzavreta.

veta 1

Mame Z C A A Z je uzavretd A A je kompaktnd — *z Jje kompakt.

Nech z € Z. Pretoze Z nemd hromadny bod v A, existuje okolie U(z) také, ze U(z) N AN Z = {z}.
Vytvorme systém {U(z)}.ez. Tento je otvorenym pokrytim Z, Z je kompakt — existuje konecné
podpokrytie U(z1),...,U(zx) — 7 = (Uf:1 U(zz)) N7z = Uf:I[U(zi) NZ] ={z,...,2}, ¢o je ale
spor s nekonec¢nostou mnoziny 7. O

Definicia 19. Nech (X, d) je metricky priestor. Zobrazenie a : N — X sa nazyva postupnost’ (prvkov v
X). Namiesto a(n) piSeme a, a namiesto a piSeme {a,}52;. Ak {ng}3>, je postupnost prirodzenych
¢isel takd, Ze n1 < ng < ..., potom postupnost {an, }32, sa nazyva vybrand postupnost postupnosti
{aﬂ}zozl'

Hovorime, 7e postupnost {a,}52,; ma limitu a € X, ak
Ve>0 : ANg €N : V¥n > Ny : d(an,a) <e,

t.j. lim, o0 d(an, a) = 0.

Piseme lim,, _, o @, = a a hovorime, ze {a, }5°, je konvergenind a konverguje k a

Definicia 20. Nech (X, d) je metricky priestor. Mnozina A C X sa nazyva sekvencidlne kompaktnd,
ak pre kazdG nekonecnl postupnost {a,}or,,a, € A existuje vybrand postupnost {a,,}or,, ktord
konverguje k nejakému prvku a € A.

Veta 14. Nech (X, d) je metricky priestor a A C X je kompakt. Potom A je sekvencidlne kompaktn4.

Dékaz: 7 = {ay,as,...} je nekoneénd podmnozina A. A je kompakt, podla vety 13 ma Z hromadny
bod a € A.

Definujme mnoiiny Uy = {y € X | d(a,y) < +}, k=1,2,...

7 definicie hromadného bodu vyplyva, ze Vk € N : Jngp € N : ap, € Uy = d(a,an,) < %, teda
limg o0 d(a, ap,) = 0, pricom ny < ngy < ..., teda mame limg_ o a,, = a € A, t.j. A je sekvencidlne
kompaktna.® O

Poznamka 3. Plati aj obratené tvrdenie, t.j. ak (X,d) je metricky priestor, A C X je sekvencidlne
kompaktné, potom A je kompakt.

Veta 15. Nech (X, d) je metricky priestor, A C X, A # 0, je kompaktn4 mnozina. Potom A je uzavret4
a ohranicend.

Dékaz: Uzavretost z vety 11. Dokézeme ohranicenost.

Nech A nie je ohrani¢end. Zvolme 21 € A. Potom Jz5 € A : d(z1,22) > 1. Ak by neexistovalo,
tak A C B(z1,1). Podobne 323 € A : d(z2,23) > 1 Ad(z1,23) > 1. Ak by neexistovalo, tak
A C B(z1,1)U B(z2,1) a to by bola ohrani¢end mnozina.

Indukciou mozno zostrojif postupnost {z,}or,, 2, € A takt, Ze Vi,j €N : i #£j = d(x;,2;) > 1.
7 tejto postupnosti nemozno vybrat konvergentni postupnost = A nie je sekvencidlne kompaktn4
—> A nie je kompaktn4, ¢o je spor s kompaktnostou A. O

Veta 16. Mnozina A C R” je kompaktna vtedy a len vtedy, ked je uzavreta a ohranicen4.”

Dékaz: Vyuzitim viet 15 a 7. O

6Korektne: indukciou, aby bola vybrana postupnost {ar;} nekoneéna, resp. {n;} rastiica.
"Toto tvrdenie samozrejme neplati vo vietkych metrickych priestoroch.
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1.4. Limita zobrazenia

Definicia 21. Nech (X,d) a (Y, g) s metrické priestory, f : M — Y, kde M C X a nech a € X je
hromadny bod M. Hovorime, Ze zobrazenie f mé v bode a limitu b € Y (piSeme lim,_,, f(z) = b), ak
k Tubovolnému okoliu V(b) bodu b existuje také okolie I/ (a) bodu a, Ze pre kazdé 2 € M N[intU (a) \ {a}]
je f(z) € V(b).

Definicia 22. Nech s splnené predpoklady predchadzaujicej definicie. Hovorime, ze f ma v bode a
Lmitu® b €Y, ak

Ve>0:30>0 : 2€ MNB(a,8)\{a} = f(x)€ B(b,e).

Poznidmka 4. Ak Y = R, potom v definfcidch 21 a 22 pripustime hodnoty b € R = RU {400, —c0}. Ak
limgy, f(2) = 400 (resp. —oo), hovorime o nevlastnej limite.

Definicia 23. Pod redlnou funkciou n redlnych premennych rozumieme zobrazenie f:R"™ — R také, 7ze

z=(x1,...,2,) = f(2). Nech M C R™. Potom kaizdé zobrazenie f : M — R" je reprezentované n-ticou
redlnych funkcif m redlnych premennych z1,...,2,. Teda f(z) = (fi(z),..., fa(2)), kde fi : M — R,
i € {1,...,n} st redlne funkcie premennych zy,...,2, a 2 = (21,...,2y,). Funkcie fi,..., fm sa
nazyvaju zlozky zobrazenia f.

Veta 17. Nech {z,}5%, je postupnost bodov v R™ a nech z, = (x7,2%,...,20,), n=1,2,.... Potom
postupnost {z,}52; konverguje k (a1,...,a,) = a € R™ v metrickom priestore (R™ dn) (dm je eukli-

dovskd metrika), t.j. limy—co dm(2n,a) = 0, vtedy a len vtedy, ked limy, =7
Dokaz:
= Nech limn_,ooxn =av (}Rm d) = Ve>0 : ANgeN : Vn> Ny : dm(zn,a) <e.

|T —a;| <Y (2P —a;)? =d(zp,a) <e Yn>Ny, j=1,...,m

=a;, j=1,2,...,m

= Vje{l,. } hmn_>oo z} =aj.
<:NecthE{1,...,m} D im0 2f = a;. PotomVe >0 @ INg €N @ Vn> Ny @ |zj —a;| <
\/%. 7Z toho vyplyva, ze ak n > Ny, potom d(z,,a \/ZJ ) (27— aj)2 < \/m% = |¢|, teda

lim, 00 2, = a. O
Veta 18. (O stvislosti limity zobrazenia a limity postupnosti). Nech (X, d), (Y, ¢) st metrické
priestory, M C X a bod a € M je hromadnym bodom M. Potom zobrazenie f : M — Y ma limitu
v bode a rovnil b (t.j. limg_q f(2) = b) vtedy a len vtedy, ak pre fubovolnt konvergentnii postupnost
{xn}2, bodov z M\ {a} takd, ze lim,400 2 = a (tj. limp 0 d(2n,a) = 0) je limp00 f(2n) = b (t].
limy, 00 0(f(2n),0) = 0).
Dokaz:
= Nech limgy, =b,tj. Ve >0 : 36 >0 : Vee M : 0<d(z,a)<d = o(f(2),b) <e.
Nech {z,}5%, je postupnost bodov z M \ {a} takd, Ze lim,_yoo 2, = a. Z toho vyplyva, ze
V8>0 : ANg €N : Yn > Ny : d(zp,a) <, adalej Vn > Ny : o(f(zn),b) <&, z ¢oho napokon
vyplyva lim, o f(z,) = b.
< Nech lim, o f(2n) = b pre lubovoInt postupnost {z,}7%, bodovz M\ {a}, taki ze lim, o 2, =
a.
Predpokladajme, Ze tvrdenie neplati, t.j. limy_,, f(z) # b.
Potom5|60>0 Ve >0 Jze M\ {a} : 0<d(z,a) <dAo(f(zx),b)>eq.

Zvolme §, = 1 kde n € N. Potom existuje Z, € M \ {a} také, ze d(z,,a) < L a o(f(Zn),b) > 0.
7, toho dalej vyp]yva limp 40 #n = a Alimp oo 0(f(Z7),0) # 0, a teda lim, o0 f(Zn) # b, Co je
spor. O

Veta 19. Nech M C R™, f: M = R f=(fi,f2,...,fx) anech a € R™ je hromadny bod mnoziny
M. Potom limg o f(2) = b= (b1,...,by) ERF <= Vje {1,....k} : limesq fi(2) = b;.

Dékaz: Podla vety 18 je vyrok lim,_, f(z) = b ekvivalentny s vyrokom: pre vSetky postupnosti {z,}5%,,
xn € M\ {a} také, ze lim, o0 2, = a je limy00 f(2n) = b.

87 definicie okolia vyplyva, e okolie U(a) obsahuje otvorent gulu B(a, ) pre nejaké § > 0, okolie V(b) obsahuje otvorent
gulu B(b,e) pre nejaké £ > 0. Tato definicia je preto ekvivalentnd s definiciou 21.
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Avéak f(-l’n) = (fl(él’n),fQ(l'n), . afk(mﬂ))

Z vety 17 vyplyva ekvivalencia lim, oo f(2n) = b <= (Vi€ {l,... k} : lim,Lo fj(2n) = b;) =
Vied{l,... k} : limys, fi(2) =b;. O

1.5. Spojitost zobrazenia

Definicia 24. Nech (X, d), (Y, d) st metrické priestory a M C X. Hovorime, ze zobrazenie f: M — Y
Jje spojité v bode a € M, ak pre kazdé okolie ¥V bodu f(a) existuje okolie ¢ bodu a také, ze Ve € M NU
f(z) € V. Zobrazenie f : M —'Y je spojité na M, ak je spojité v kazdom bode M.

Definicia 25. Nech st splnené predpoklady predchadzajicej definicie. Hovorime, ze zobrazenie f : M —
Y je spojité v bode a € M, ak platiVe >0 : 30 >0 : Ve e M : d(z,a) <§ = o(f(2), f(a)) < e.
Poznamka 5. Definicie 24 a 25 st ekvivalentné.

Veta 20. Nech (X, d), (Y, d) st metrické priestory, M C X. Nech a € M je hromadny bod mnoziny M.
Zobrazenie f: M — Y je spojité v bode a vtedy a len vtedy, ak limy_,, f(z) = f(a).
Dokaz:
= Nech f je spojité. Teda pre vsetky okolia V bodu f(a) existuje okolie I/ bodu a také, ze V& €
MNU : f(z) €V. Z toho dalej vyplyva Ve € M N (intl) : f(z) €V, ateda limy, f(2) = f(a).
< Nech limy4 f(2) = f(a). Potom zrejme je f je spojité v bode a. Pretoze f(a) € V pre ubovolné
okolie V bodu f(a), tak podla definicie 24 je f spojité v bode a. O
Veta 21. Nech f : M — R* kde M C R™, f = (fi1,..., fx). Potom je zobrazenie f spojité v bode
a € M vtedy a len vtedy, ak st spojité funkcie fy,..., fr v bode a.
Dékaz:
= Nech fjespojité vaeM = Ve>0 : 36>0 : Ve €M : dn(z,a) < =di(f(2), fla)) <e.
(dm, dy st euklidovské metriky na R™, RF).

Aviak £i(2) = fila)] < /S (U5(2) — £(@) = du(f(2), f(a)) < & pre victky i € {1,...,k},
teda f; st spojité v bode a pre vsetky i € {1,..., k}.

< Nech fi,..., fx sG spojité va € M. PotomVi e {1,...,k} : Ve>0 : 36; >0 : Ve e M
dm(x,a) < 6= |fz(:L‘) — fz(a)| < ﬁ
Nech 0 < 6 < min{dy,...,dx}, € M, dn(z,a) < €.
Potom di(f(z), f(a)) = \/ijl(fj(a:) — fi(a)? < \/k% =¢ = fjespojité va O

Veta 22. Nech M C R™, f: M — R* f = (fi,..., fr). Potom zobrazenie f je spojité na M vtedy
a len vtedy, ak st spojité na M vsetky funkcie fi,..., fx.

Veta 23. Nech (X, d) a (Y, g) st metrické priestory a f : X — Y je spojité zobrazenie. Potom, ak
V C Y je otvorena mnotina, tak aj f=' (V) = {z € X | f(z) € V} je otvoren4 mno#ina.

Dékaz: Nech V. C Y je otvorend mmozina. Ak f~'(V) = 0, potom je zrejme otvoreni. Nech ale
F7'VY#Bape f71(V), t. f(p) € V. Z definicie spojitosti f vyplyva, #e existuje otvorené okolie U (p)
bodu p také, 7e f(U(p)) CV,tj. U(p) € F'(V). Kedie p bolo lubovolné, tak f=1(V) = Upef—l(V) U(p)
je otvorena mnozina. O

Veta 24. Nech st splnené predpoklady predchadzajticej vety. Potom ak M C Y je uzavretd, tak f=1(M)
je uzavretd v X.

Dékaz: Nech M je uzavretd v Y, potom Y \ M je otvorena. Z vety 23 f~' (M \Y) = X\ f~'(M) je
otvorend = f~'(M) je uzavretd. O
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1.6. Rovnomerna spojitost zobrazenia

Definicia 26. Nech (X,d), (Y, ) sG metrické priestory, M C X. Zobrazenie f : M — Y sa nazyva
rovnomerne spojité na M, ak plati

Ve>0 : 30>0 : Ve, ze €M @ d(z1,22) <= o(f(z1), f22)) < &.

Veta 25. Nech (X, d), (Y, ¢) s metrické priestory, M C X a f: M — Y je rovnomerne spojité na M.
Potom f je spojité na M.

Veta 26. Nech f : M — R* M C R™, f = (fi,...,fx). Zobrazenie f je rovnomerne spojité na M
vtedy a len vtedy, ak f1,..., fi sl rovhomerne spojité na M.°

1.7. Vlastnosti spojitych zobrazeni na kompaktoch

Lema 3. Nech (X,d), (Y, 0) sG metrické priestory, M C X a f : M — Y je spojité zobrazenie. Potom
plati: Ak V C Y je otvorend mnozina v Y, potom bud f~'(V) = 0 alebo existuje otvoren4 mno#ina
UC X taka, ze f~'(V)=UNM.

Dékaz: Nech V C Y je otvorend a f=1(V) # (. Nech p € f~1(V). Zo spojitosti f vyplyva existencia
otvoreného okolia U (p) v X takého, ze f(U(p) N M) C V.

Mnozina U = Upef_l(v)u(p) jeotvorend ald N M = f~H(V). O

Veta 27. Nech (X, d), (Y, ¢) st metrické priestory, M C X, N C M, f : M — Y je spojité zobrazenie.
Nech N je kompaktnd mnozina. Potom je mnozina f(N) kompaktnd v mnozine Y.

Dékaz: Nech {Vs}aer je Tubovolné otvorené pokrytie mnoziny 7 = f(N) (kde N je kompakt). Pretoze
[ je spojité zobrazenie, tak podla lemy 3 plati Va € T : f~1(V,) = Uy N M, kde U, je otvoren4
mnozina v X. Systém {U,}aer je otvorené pokrytie kompaktnej mnoziny N. Z kompaktnosti vyplyva
existencia konecného podpokrytia {Us,,...,Us,} tohto pokrytia. Potom {V,,,...,Va,} je koneéné
pokrytie mnoziny Z = f(N), z éoho vyplyva, Ze Z je kompaktnd mnozina v V.1 O

Definicia 27. Nech (X,d) je metricky priestor. Hovorime, ze systém M = {My}qaer neprazdnych
podmmnozin priestoru X je centrovany, ak My, N --- N M,, # @ pre Tubovolny koneény podsystém
{Mg, 0+ N My, } systému M.

Nech Y C X. Hovorime, ze Y ma vilastnost konecného prienitku, ak plati nasledujici vyrok:

Ak M = {M,}ser je Tubovolny systém neprdzdnych uzavretych podmnozin X, pricomVa €I : M, CY
(td- Uner Mo CY) a M je centrovany, potom (), oy Mo # 0.

Veta 28. Ak (X, d) je metricky priestor a K C X je kompaktnad mnoZina, potom mnozina K mé vlastnost
konec¢ného prieniku.

Dékaz: Predpokladajme, 7e K nemé vlastnost konecného prieniku. Potom existuje systém neprazdnych
uzavretych mnozin M = {My}aer, Va € I : M, C K, ktory je centrovany a ﬂae] M, = (. Potom
ale [Jyer(X\ Mo) = X\ Noer Mo = X = {X \ Ma}aer je otvorené pokrytie X, a teda aj mnoziny
K. Pretoze K je kompaktnd, tak existuje konecné podpokrytie {X \ M,,,..., X \ M,,, } mnoziny K.
7 toho dalej: K = Jf_ (X \ M) NK = UL, (X NK)\ M,,) = UL, K\ My, = K\ L, Ma, =
ﬂle M, = 0, ¢o je spor s centrovanostou systému {M,},c;. O

Veta 29. Nech (X, d) je metricky priestor, K C X je kompaktnd mnozinaa f : X — R je spojitd. Potom
f je ohrani¢end na K (3L >0 : Vz € K : |f(z)| < L)!! a nadobiida svoje maximum a minimum na
K.1?

9Vetu mozno dokazat podobnym spésobom ako vetu 21.

10V yuyili sme predpoklad, 7e {Va} pokrjva Z pretose f je spojita.
UPrva Weierstrassova veta

12Druhs Weierstrassova veta
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Dékaz:

1. Pre ukazanie ohranic¢enosti staci dokazat, ze sup, ¢ f(z) < 400 a infrer f(z) > —o0.
Sporom. Nech sup,cg f(x) = +oo. Nech {rn};L; je rastica postupnost redlnych ¢isel, teda
limy, s 00 7 = +00.
Definuje teraz mnoziny U, = {z € X | f(z) <rn}, n=1,2,.... Zrejme Upy1 D Up.
Pretoze lim,, o 7, = +00, tak X = |, U,. Z definicie U, = U,, = f~'((—00,71)). Z vety 23
vyplyva otvorenost mnoziny U, .
Systém {U,}5L, je otvorené pokrytie X, a teda aj K. Z kompaktnosti K vyplyva existencia
konec¢ného podpokrytia {Un,, Uny, -+, Uni }, n1 < ng, < -+ < ng. Pretoze Vn : U,y1 D Uy, tak
Up, CUp, C -+ C Up,. Kedze K je pokrytie U,,, potom Vz € K : f(z) < r,,, €o je spor
s predpokladom.

2. Dokézeme, ze K nadobiida na K svoje maximum. Z definicie supréma — Vn € N : 3s, € R
také, ze pre o = sup,ei f(z) je 0< a—s, < L adz, € K @ f(zn) = sn.
Dostavame é&fseln postupnost {s, }52, a postupnost {z,}%,, z, € K tak(, ze lim, s 5 = @ a
f(zn) = sp pre vietky n.
Nech W, = {z € K | f(z) > sn}, n=1,2,... Je zrejmé, 7e W,y = f~1({5n,00)) N K je uzavreta
mnozina. 7 definfcie W, = Vn > 1 : Wyy1 C Wy, t.j. {Wa}X, je centrovany systém
uzavretych mnozin v K.
Pretoze K je kompakt, tak podla vety 28 je Wi = (o Wa # 0. Ak z. € Wi, potom f(z.) =
a =sup,cx f(x). Ak by to neplatilo, potom by f(z.) < a. Ale potom by AN € N : f(z.) < sn,
7 &oho vyplyva z. ¢ Wi, ¢o je spor s x4 €[y Wa.
Minimum sa dokdze analogicky g(z) = —f(¢), min f(z) = maxg(z). O

Veta 30. Nech (X,d), (Y, o) sG metrické priestory a f : X — Y je spojité zobrazenie a M C X je
kompaktnd mnozina. Potom je zobrazenie f rovnomerne spojité na M .3

Dékaz: Sporom. Nech f nie je rovnomerne spojité. Potom Je > 0 : Vk € N : dzp,yp € M
(i, ) < £ Aol (), Fl)) > ).

Pretoze M je kompakt, M je sekvencidlne kompaktn. Teda existuje vybrana postupnost {z,, }7>,

postupnosti {z,}°2,, ktord konverguje k nejakému zq € M. Pretoze f je spojitd, limg_ oo f(2n,) =

f(‘/EU) 7 (*) = limg00 Yn = Lo % limg o f(ynk) = f(‘/EU)
Avsak ¢ S Q(f('rnk)) f(ynk)) S Q(f(-rnk);f(IO)) + Q(f(xo)a f(ynk))J o je spor s (**)

=0 —0

1.8. Suvislé mnoziny

Definicia 28. Nech (X, d) je metricky priestor. Uzavretd mnozina M C X, M # 0 sa nazyva stvisld,
ak neexistujil neprdzdne uzavreté mno¥iny A C X, B C X také, 2e ANB=0a M = AUB.

Veta 31. Uzavrety interval {(a, b) je sGvisla mnozina.

Dékaz: Sporom. Nech I = {a,b) nie je sivisl4 mnozina. Potom I = AUB, A/B # 0, AnNB =0,
A, B st uzavreté. Nech a € A, a nech 0 = sup A. Zrejme a < o < b. Ukdzeme, 7¢ ¢ ¢ AU B. Nech
o € A. 7 toho vyplyva, 7ze ¢ < b. 7 definicie ¢ — (o0,b) C B. AvSak ¢ je hromadny bod B,
7 uzavretosti B =—> 0 € B =— o€ AN B =0, ¢o je spor.

Analogicky naopak. Dokézali sme o ¢ AU B = I, ¢o je spor s uzavretostou /. O

Definicia 29. Nech (X, d) je metricky priestor. Mnozina M C X (nie nutne uzavretd) sa nazyva sdvisld,
ak pre kazdé 2 body a,b € M existuje uzavretd stivisld mnozina S C M takd, 7e a € SAbES.

Veta 32. Lubovolny interval (nie nutne uzavrety) J C R je stvisl4 mnoZina.

Dékaz: Nech a,b € J. Potom I = {z € J | a <z < b} je svisl4 mnozina podla vety 31. Z uvedeného
vyplyva, ze aj J C R je sGvislda mnozina. O

Definicia 30. Nech (X,d) je metricky priestor a,b € X, a,f € R, a < 8, ¢ : (a,8) = X je spojité
zobrazenie a nech (o) = a, ¢(F) = b. Potom sa mnozina ¢({a, 3)) nazyva cesta (oblik) spajajici body
a,b.

13T5. Ve >0 : 38 > 0 také, ve ak x1,20 € M, d(z1,22) < §, potom o(f(z1), f(22)) < e.
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Veta 33. Nech ¢ : (o, ) — R™, kde (o, 3) C R, je spojité zobrazenie. Potom je p({(a, 3)) uzavretd
ohranicena stvisla mnozina.
Dékaz: Podla vety 5 je («, f) kompaktna mnozina. Podla vety 27 je ¢({«, 3)) tiez kompaktnd mnozina.
7 vety 16 vyplyva, Ze je uzavreta a ohranicena.
Nech ¢({a, 3)) nie je stvisl4.
o({a,3)) = AUB, A, B # () uzavreté, AN B = . Podla vety 24 stt ¢=1(A), ¢~ !(B) uzavreté.
ANB=0 = ¢ " (A)ne ' (B)=0
(o, B) = ¢~ (A) U p~(B) — spor so stivislostou intervalu (o, 3). O
Veta 34. Ak je M C R™ oblikovo sivisla, t.). ak pre vSetky z,y € M existuje cesta v M spajajiica
x,y, potom je M stivisld."
Dékaz: Nech a,b € M. 7 predpokladu vyplyva, 7e existuje spojité zobrazenie ¢ : (a, 3) — M také, 7ze
p(a) = a a ¢(f) =b. Podla vety 33 je ¢({a, #)) uzavreta, ohranicend a stvisla. Z definicie 29 vyplyva,
ze M je stvisla. 0O
Désledok 1.

e Bp(a,r) C R™ je stivisld, aj oblikovo sivisl4 mnozina.

e Vsetky konvexné mnoziny v R™ st stvislé, aj oblikovo stvislé.

1.9. ijlné metrické priestory

Definicia 31. Nech (X,d) je metricky priestor. Postupnost {z,}5%; sa nazyva Cauchyovskd (alebo
fundamentélna), ak plati

Ve>0 : 3dngeN : VpgeN : pg>ng = d(zp,24) <e.

Metricky priestor sa nazyva uplnij'®, ak kazda Cauchyovska postupnost {z,}5,, z, € X je konvergentna
v X, t].

JzeX : lim d(z,,z) =0.

n—00

Veta 35. Metricky priestor (R™, d,,) je Gplny.
Dékaz: Nech {z,}5%,, z, € R™ je Cauchyovskd, nech z, = (27,...,20,). Potom Ve >0 : dng € N :
Vp,qg>mno : dpy(xp,24) <e.
(2, 2q) = /220 (2F — 2])? <e
Pre pevné j: |2 — 28| < dm(zp,24) < e
= {z}}3%; je Cauchyovskd v R pre Vj € {1,...,m}. R je Gplny = Vje{l,...,m} : Jo; €R :
;-L =Z; = limp 02, = (Z1,...,Tm) ER™. O
Veta 36. Nech (X, d) je Gplny metricky priestor. Postupnost {z,}52;, #, € X je konvergentnd vtedy

lim,, 00

a len vtedy, ak {z,}5L, je Cauchyovska.

Dokaz:
< Vyplyva z definicie 31.
= Nech {z,}52, je konvergentna v X, tj. Ve >0 : Ing €N : Vn>mng : d(z,,a) < 5 pre nejaké
a € X. Nech p,q > ng. Potom d(zp,z,) < d(z4,a)+d(zp,a) < ¢, z coho vyplyva, ze {z,}52, je
S— =

Cauchyovska. 0O /2 /2

14 Opa&né tvrdenie samozrejme neplati.
15Napriklad euklidovsky metricky priestor ((0,1),d) nie je tplny.
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1.10. Banachova veta o pevnom bode

Definicia 32. Nech (X, d) je metricky priestor. Bod # € X sa nazyva pevny bod zobrazenia f: X — X,
ak f(z) = =.

Poznamka 6. z sa nazjva n-periodicky bod, ak f*(z) =z A Vj€ {l,....,n—1} : fi(z) £=.

Definicia 33. Nech (X, d) je metricky priestor. Zobrazenie f : X — X sa nazyva kontraktivne na X'°
, ak existuje konstanta k € (0, 1) taka, ze

Ve, 20 € X 0 d(f(z1), f(22)) < kd(z1, 22). (1)

Veta 37. (Banachova veta o pevnom bode). Nech (X, d) je Gplny metricky priestor a f: X — X
je kontraktivne zobrazenie. Potom f ma prave jeden pevny bod z € X.

Dékaz: Nech zy € z je Tubovolny bod X. Definujme postupnost {z,}5r;, z, € X takto:
Tny1 = f(zn), n=0,1,... - tzv. postupné aproximacie

Méame teda postupnost zg, 1 = f(z0), z2 = (f o f)(z0),
Plati:

d(l‘z, 131) =

(f(z1), f(z0)) < kd(z1, z0)

d(Zpy1,2n) < k™d(21, 20)
Nech m,n € N, m > n. Pouzitim zovSeobecnenej trojuholnikovej nerovnosti dostavame:

d(@m, 2n) < d(Tm, Tm-1) + d(Tm-1,Zm-2) + -+ d(Tnt1,2n) <
< k™ V(2 x0) + k™2 (2, 20) + -4 k7d(21, 20) =
— (km—l +km_2 4+ 4 kn)d(qjl)Io) =
=E (14 k 4+ BT d (2, 20) <
(o] kn
<k (;kq) A1, 20) = g (s, 0) = 0

J— n—00

Ve>0 : Ing €N : Vm,n > ng @ d(zn,zm) < €, teda postupnost {z,}5%, je Cauchyovska. Z tplnosti
(X,d) vyplyvalim, 40 2, = 2 € X.
Ked7e f je kontraktivne, je aj spojité, a teda limp e f(2n) = flimpseo 2n) = f(2).
Vieme, 7e £py1 = f(zn), teda 2 = limy 00 Zny1 = limp 00 f(2n) = f(2). Teda f mé aspon jeden pevny
bod.
Teraz uz treba len ukazat, ze f nem4 viac pevnych bodov.
Nech f(z1) = z1 a f(z2) = 22, 21,22 € X, 1 # 2.
(21, 23) = d(f(21), f(22)) < kd(z1,22)
0<d(z1,22)(1 —k) <0 = d(z1,22) =0 = 21 =z, o je spor. O

Pozndmka 7. V predchadzajicom dékaze sa nachddza nerovnost Vm > n : d(zpm, 2,) < f_nk d(z1,x0).
Ked7e limpy_ 00 Tm = x, potom plati:

kel

VneN : d(z,z,) < %

d(l‘l,l‘o). (2)

167 kontraktivnosti zobrazenia vyplyva jeho rovnomerna spojitost.
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2. Diferencialny pocet funkcii viac premennych

2.1. Linearne zobrazenia

Definicia 34. Zobrazenie L : R™ — IR™ sa nazyva linedrne, ak plati:

LLVYeeR” yeR® L(z+y) = L(z)+ L(y)

2. Ve e R AeR L(Az) = AL(x)
Namiesto L(z) piSeme Lax. L = (L1, Lo, ..., Ly).
Tvrdenie 2. Nech [; = (1,0,...,0), a7 l, = (0,...,0,1) € R™ je baza v R™ a nech [, = (1,0,...,0),
az 1, = (0,...,0,1) € R" je baza v R".
Ak z = (21,...,2m) € R™, potom z = z1l1 + - - + Zpmlm.

Y=, . yn)=L@)=Llzilh + -+ 2mlyn) = mlL(_ll) ++ 2 L(lm)

Ale zaroven y = y1l1 + yals + - - - + ynln. Nech L(l;) = ayily + agla + - -+ anﬂn. Potom:

y171 + y272 e ynzn = 331(611171 +aslo+ -+ Cthn)-f-
+ ;732(&1271 +agalo 4+ + anZn)-f-

+ Tm (almil + a2m72 +- -+ anmzn);

o Je to isté ako:
Y1 =anx +apy+ -+ aom Ty

Y2 = G2121 + G22Z2 + -+ -+ AT

Yn = An1T1 + An2Z2 +  + GnmTm,
£].
Y a ... Gim 1
= (3)
Yn Ay e Apm Tm

Teda yT = Az, y=(y1,. . n), & = (T1, ..., 2m).

Dohoda 1.

Ozna¢me symbolmi
Ar — maticu A.
L(R™ R™  — mnozinu vSetkych linedrnych zobrazeni z R™ do R".
M (m,n) — mnozinu vietkych matic typu n x m nad R.

Veta 38.

1. Ak L,M € L(R™R"), A, u € R, potom zobrazenie K = AL + pM definované ako K(z) =
ML(2) + uM (x), © € R™ je linearne zobrazenie.'”

2. Ak A,Be M(m,n), \,p € R, potom C = pA+AB € M(m,n).'®

3. Zobrazenie ¢ : L(IR™ R") - M(m,n), L — Apr, kde Ar, je zo vztahu (3), ¢ je linedrne zobrazenie,
pricom je bijektivne a inverzné zobrazenie ¢! ku ¢ je linedrne zobrazenie.'?

Veta 39. Zobrazenie L = (L1,...,L,) : R™ — R” je linedrne vtedy a len vtedy, ak kazdé zobrazenie

Ly,..., L, je linearne.

1"Teda L(R™,R™) je vektorovy priestor nad IR.

'8 M (m,n) je vektorovy priestor nad IR.

194 je linedrny izomorfizmus.
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Dékaz: L; je spojité:
Yj :LJ(I‘) :aljm1+-~~+amja:m. O (4)

Veta 40. Ka7dé linedrne zobrazenie L = (L1,..., Ly) : R™ — R" je spojité.
Dékaz: Vyplyva z vety 2120 a vztahu (4). O

2.2. Derivacia a diferencial

Definicia 35. Nech A C R™ je otvoren4d mnozina, a € A je hromadny bod mnoziny A. Hovorime, 7e
zobrazenie f : A — R™ je diferencovatelné v bode a, ak existuje také linedrne zobrazenie L : R™ — R",

1/(z) = f(a) = L(z — a)||n e 1l R™

=0, e 0 st euklidovské normy v R (5)

Linearne zobrazenie L nazyvame diferencidlom (deriviciou) zobrazenia f v bode a a oznacujeme ho df(a).
Prislusnti maticu A4y (,) oznacujeme f'(a) (resp. Jy(a)) a nazyvame ju Jacobiho maticou zobrazenia f
v bode a.2! Hovorime, #e zobrazenie f : A — R™ je diferencovatelné na A, ak je diferencovatelné v
kazdom bode © € A. Zobrazenie df : A — L(R™ ,R"), z — df(z) sa nazyva derivdcia zobrazenia f a
zobrazenie f' 1 A — M(n,m), z — f'(z) reprezentdcia zobrazenia df. Zobrazenie df(a) sa nazyva tiez

lim
T—a ||(L‘—(l||m

Frichetova derivacia zobrazenia f v bode a (resp. F-diferenciél zobrazenia f v bode a).??
Pozndmka 8. Rovnost (5) je ekvivalentna tvrdeniu
Ye>0: 3650 ¢ o= allm <8 = [|f(z) — £(a) — Lz — a)lln < ella — allm (6)

Rozdiel f(z)— f(a) nazgvame prirastok zobrazenia f zodpovedajici prirastku z —a. £||z — al|m je chyba,
ktorej sa dopustime, ked prirastok f(z)— f(a) nahradime hodnotou diferencidlu L(z —a) = df(a).(z —a)
f(z) = f(a) + df(a).(z —a) Ak ||z — a|| < §, chyba je &4.

Pozndmka 9. Rovnost (5) z definicie 35 je ekvivalentna rovnosti

lim ———— [f(x) - f(a) — L(z — a)] = 0 (7)

za ||z — allm

Veta 41. Nech A C R™ je otvorend mnozina a f : A = R" kde f = (fi1,..., fn). Potom zobrazenie f
je diferencovatelné v a vtedy a len vtedy, ak jeho zlozky st diferencovatelné v bode a. Naviac plati:

df(a) = (dfi(a),df2(a),...,dfn(a)) (8)

Dékaz: Nech L = (L1,..., L) : R™ — R"” je linedrne zobrazenie. Potom lim,_, m[f(r) — f(a) —
L(z — a)] = limg,q m(ﬁ(r) — fila) = Li(z—a),..., fa(z) — fu(a) = Ln(z — a)).

7Z vety 19 o limitach zobrazeni vyplyva, Ze podmienka (7) je ekvivalentnd nasledovnému systému pod-
mienok:

1
lim ————[fi(z) — fi(a) — Li(z —a)] =0, i€ {1,2,...,n}, 9)
r—a ||I‘ — a||m :
o je prave vtedy, ked vSetky funkcie f; : A - R, i € {1,..., n} s diferencovatelné v a. Ak st podmienky
(9) splnené, potom df;(a) = L;, i € {1,...,n}, a teda dostdvame df(a) = (dfi(a),...,dfs(a)). O

Veta 42. Nech A C R™ je otvorend mnozina. Potom je zobrazenie f = (fi,..., fn) : A = R” diferen-

covatelné na A vtedy a len vtedy, ak s diferencovatelné vsetky fi,..., fn na A. Naviac plati:
df : A = L(R™ R
df(z) = (dfi(z),...,dfa(2)),

kde df; : A - L(R™ R), z = dfi(z), 1€ {1,...,n}.

20 Ak st vEetky zlozky spojité, tak aj celé zobrazenie je spojité.
21Predo existuje prave jedno také zobrazenie?

22Ukéaste, 7e ak K € L(IR™,IR™), a € R™, potom dK(a) = K.
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2.3. Parcialne derivacie funkecii

Definicia 36. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f: A -5 R, a = (a1,...,am) € A.

Alar, ..., ap-1, 8841, -, am) = {2 ER | (a1,..., 051,088,041, ..,am) E A}, k=1,...,m
Funkcia ¢ : A(a1,...,ak-1,8k41,-..,am) = R, g — f(a1,...,a5_1, 2k, Ax41,. .., am) Sa nazyva par-
cidlna funkcia funkcie f v premennej zx pre bod a = (a1, ...,am) € A.
Ak existuje limg, 4, L""(I;z:f:(a") = d“’;z(:’“), potom hodnotu %Z—"l nazyvame parcidlnou derivdciou
funkcie f podla premennej zp v bode a a oznacujeme ju

df(a)

axk

Definicia 37. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A — R a existuje parcidlna derivicia %fl,
ke {l,...,m} v kazdom bode z € A. Potom je definované funkcia

o . oo 91(2)
. AR, 2z e

a nazyvame ju parcidlna derivdcia funkcie f podla premennej zg.

Definicia 38. Nech sii splnené podmienky predchadzajiicej definicie. Potom vektor

(o), o) _

Oz "7 O

sa nazyva gradient funkcie f a oznacujeme ho bud grad f(a) alebo V f(a).

Veta 43. Nech A C R™ je otvoren4d mnozina a f : A — R je funkcia diferencovatelnd v bode a =
(z1,...,2m) € A. Potom existuji parcidlne derivacie %%l, k=1,...,m. Ak [df(a)] je reprezentacia
zobrazenia df(a) € L(R™ R), t.j. f'(a) = [df(a)] — Jacobiho matica zobrazenia f v a, potom f’(a) =
[df() = (2, 5.

Dékaz: Nech df(a) = L :R™ — R” je linedrne zobrazenie.

Lz—a)=l(zi—a1)+ -+ ln(zm — am).

L= (l1,. ., lm), LeR, i€ {l,...,m}

= (x1,...,%m), a=(a1,...,am).

Pretoze f je diferencovatelnd v bode a, tak funkcia r : A — R:

1
r(z) = M[f(l') —fla) = L(z —a)], z+#a,
0 r=a

je spojitd a r(a) = 0.
7 uvedeného vyplyva, 7ze ak (ai,as,...,ak_1,%k, k41, ...,0m) € A, potom f(ai,aq,...,a5_1, 2k,
A1y am) — fla) = lx(zx —ar) =7r(ar, ..., ak_1, Tk, Gky1, . .., Cm)| 2K — agl.
Dalej, pretoze r(a) = 0, a r je spojité, tak o (zr) = f(a1, ..., ax—1, Tk, k41, - . ., @m) je diferencovatelna
v bode z = aj, a plati %Z—kl = %%l, (ke {l,...,m}).

Dalej:
f(z) = f(a) = L(z — a) + r(z)||z — o,
L(lf — (l) = ll(;lf1 — al) + -+ lm(mm - am)
_ 9f(a)
dl‘k - al‘k
z Coho vyplyva, 7e

Fla)=L= (0, hm) = (S, ) = grad f(a) = Vf(a). O

dxq RRINYCT e

Poznamka 10. Déosledkom viet 41 a 43 je nasledujiica veta:
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Veta 44. Nech A C R™ je otvorend mnozina a f : A — R" je diferencovatelné zobrazenie v bode a € A.
Nech f = (f1,..., fa). Potom reprezenticia zobrazenia df(a) : R™ — R” je Jacobiho matica.

R grad f1(a)
f'(a) = [df(a)] = : - : = :
%ﬂl L %ﬂ grad f,(a)

Pozndmka 11. Linedrna aproximécia zobrazenia f v okolf bodu a je reprezentovand linedrnym zobra-
p
zenim.

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)
f1 (.l’) f1 (a) grad fl(a) xrp — ay

fal(z) fnl(a) grad :fn(a) Tm — Gy

Dékaz: 7. vety 41 vyplyva: df(a)y = (dfi(a)y, ..., dfn(a)y), vy = (y1,...,Ym) € R™. Z vety méame:

R

9f1(a) 9f1(a)
d — . L
fi(a) Ox1 yiteed Orm Y
9fn(a) 9fn(a)
d n - 7 e ——Ym,
f (Cl) 81‘1 n + + al‘m Y
7 ¢oho dalej pre reprezentaciu zobrazenia d f(a) dostdvame:
df1(a df1(a
oz, o T KAl
f'(a) = oo N R
INORTNCY

2.4. Postadujiica podmienka diferencovatelnhosti

Veta 45. (Lagrangeova veta o strednej hodnote). Nech A C R™ je otvorend mnoZina, f : A — R,
a€ A, r>0, Bn(a,r) ={z € R™|||la—z|| < r} C A anech existuji parcidlne derivacie %?l, 8f(x)

) B

vo véetkych bodoch z € By, (a,r). Potom pre kazdé z € By, (a, r) existuja éisla t; € (0,1), i € {1,...,m}
také, ze

fe) = fla) + 3 =5 i = ai),

kde ¢; = (a1, ..., ai—1,a; + ti(®; — ai), @iy, ..., aQm).

Dékaz: Ak x = a, tak rovnost je zrejmé. Nech 2 € By, (a,r), © # a, potom

f(x) = f(a) = [f(z1,...,2m) — flar,22,...,2m)] +
+ [flar,za,... 2m) — flar, a2, 23, ..., 2m)] +
(10)

+ [flat,...,am-1,2m) — f(a1,...,am)].

Pre i € {1,...,m} definujme funkciu F; : M; — R, Fi(y) = f(a1,...,8i—1,Y, Tiy1, ..., Tm), kde
M;={z€eR | (a1,...,8i_1,2,8i41,...,8m) € Bn(a,r)} anech G; : (0,1) > R, ¢t — a; + t(x; — a;),
ie{l,...,m}.

f(x) = f(a) = [Fi(z1) — Fi(a1)] + [Fa(z2) — Fa(a2)] + -+ [Fm(2m) — Fm(am)] (11)
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dF;(y
d

Y =
z ¢oho vyplyva, Ze existuji derivicie (F; o G;)’(t) pre vietky ¢ € (0, 1).

E)f(al + t(l‘i - az))(xz — ai)
Ox;

Pretoze existuje %ﬂ, i € {1,...,m}, existuji aj derivacie

T

F!(y) pre vsetky y € Bm(a,r),

(Fio Gi)'(t) = Fi{(Gi(t)-Gi(t) =

Funkcie (F; 0 Gj) Spiflajﬁ predpoklady Lagrangeove] vety o strednej hodnote pre funkciu jednej pre-
mennej, a teda existuje t; € (0,1) také, ze

Of(ai +ti(xi — a;))(wi — a;)
8;‘”

Fi(i) = Fi(ai) = (Fs 0 Gi)(1) = (Fs 0 Gi)(0) = (Fy 0 Gi)' (1) =

Dostadenim do vzfahu (11) dostdvame rovnost z vety 45. O

Veta 46. (Postadujiica podmienka diferencovatel’nosti) Nech M C R™ je otvorend, a € M,
Bp(a,r) C M afunkcia f : M — R m4 parcidlne derivacie af( yi€{1,...,m} pre vietky z € By, (a,r),

pricom funkcie gﬂ%, i € {1,...,m} s spojité v a. Potom Je funkcia f diferencovatelnd v bode a a

df(a) :L, LZI: (wl,...,zm) — %%ll‘l-l--l- %ﬁll‘m
Dékaz: Nech Lz = %%lml + .4 %ﬂmm. Potom

£(2) = Fa) = Do = @) = |7(@) = S(0) = L@ o) - - D e o) 1)
Podla vety 45 je
Ve € Bu(a0) + () - fla) = 3 LD o — ay) (13

pre nejaké g > 0, pricom ¢; € Bp, (a, 0). Teraz dosadime (13) do (12):

10) = 5t@) ~ 14— ) = | (S - Y oy oo (e ), )

7 Cauchyho nerovnosti |(u, v)| < ||ul].||v|| vyplyva:

i Of(e;) Idf(a 2
<[> (B -2 o -,

i=1

kde ||I‘ — (l”m = \/(gpl — al)Q + -4 (xm _ CLm)Z.

Mame teraz

1)~ fla) - 2o - o) < || Y- (2L = DY o — (14

i=1
kde ¢;(z) = (a1,..., @i—1, a; + t(z; — ai), Tig1, . . ., Tn).
Plati limg 4 ¢;(z) = a. Zo spojitosti funkcif 85?) e %fx(x) v bode a vyplyva
o S (2@ a5
1 — =
s Z_; < 9z 9z 0,
a preto z nerovnosti (14) dostavame, ze limgy_, M[f(m) — f(a) = L(z — a)] = 0, z ¢oho vyplyva

diferenovatelnost funkcie f v bode @ a rovnost df(a) = L. O

Pozndmka 12. Spojitost parcidlnych derivécii v a nie je pre diferencovatelnost f v bode a nutn4.
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Veta 47. Nech A C R™ je otvorend, f : A - R® a g : A — R” s diferencovatelné zobrazenia v a,
A € R. Potom plati:
1. Zobrazenie (f +g¢) : A = R, z — f(z) + g(z) je diferencovatelné zobrazenie v a a d(f + g)(a) =

df(a) +dg(a).
2. Zobrazenie (Af) : A 5> R, z — Af(z) je diferencovatelné v a a d(Af)(a) = Adf(a).

Veta 48. (Leibnitzova formula o derivovani zloZenej funkcie). Nech A C R™ B C R” sii otvorené
mnoziny, f : A — B je diferencovatelnd v bode a € A a g : B — R” je diferencovatelnd v bode b = f(a).
Potom zobrazenie h = (g o f) : A = R” je diferencovatelné v a a plati:

d(g © f)(a) = dg(a) o df(a)

(g0 1) (a) =g'(b).f'(a) (15)

Dékaz: Oznac¢me L = df(a), M = dg(b), b = f(a). Potom existuji spojité zobrazenia r : A — R"™,
s: B — R™ také, 7e

Vee A : f(z)—f(a)= L(z — a)+r(z)||z—a||m (16)
Vye B : gly)—g(b) = Ly —b) +5(y)|ly—blln, (17)

pricom limg 4 r(2) = 0 a limy— s(y) = 0.

(90 f)x) — (g 0 Hla) = 9(F(2)) — 9(f(@) = M(f(z) = f(@)) + s(F @) — f(@)[ln ‘= M(L(z ~
@)+ 1(@){|x —allm) + s(F(2)) 1L(x — a) + r(2)][z — a]ln]], —ML(r—a)+|le—a||mMr( )+8(f( Dz —

(z
e »+<)H
—(gof)(a) = ML(z — a) + w(z)||z — a||m, kde w: A - R"

al|m

Dostavame: (g o f)(2)

1

[ — all

Mﬂﬂ+dﬂﬂmL< (e - )>+d)m,r¢a

0 r=a

w(z) =

Mnozina {z ER™ | z= m(m— a), E}Rm\{a}} ={z € R™ | ||z|lm = 1} je kompaktnd —
uzavretd a ohranicend.

Vieme, ze L : R™ — R”™ je spojité zobrazenie = L je ohrani¢ené na {z € R™ | ||z||m = 1}. Pretoze
limgy_, r(z) = 0, existuje ¢ > 0 také, ze z — L(”x a”( a)) + r(z) je ohraniéené na By, (a,0). Z (17)

= lima s s(/(2) =0 = limesas(F@)IL (e = 0) + r(@)ll = 0.
Pretoze limy_, Mr(z) = 0, tak limy,w(z) = 0 = w(a). Dostdvame, 7e h je dif. v a a dh(a) =
d(go f)(a) = ML =dg(b).df(a). O

2.5. Derivacia v smere a jej geometricky vyznam

Definicia 39. Nech A C R™ je otvorenid mnozina, a € A. Hovorime, 7e zobrazenie f : A — R" je
diferencovatelné v bode a v smere vektora v € R™, ak existuje limita

DJ(a)o = Jim T [f(a + 1) ~ f(a)].

Hodnotu D f(a)v nazyvame G-diferencial (Gateauxov diferencidl) zobrazenia f v bode a v smere v.
Ak existuje Df(a)v pre vSetky v € R™ a zobrazenie Df(a) : R™ — R", v — Df(a)v je spojité a linearne,
potom sa toto zobrazenie D f(a) nazyva G-derivdcia zobrazenia f v bode a.

Poznamka 13. Ak f : A - R, A C R™ je otvorend mnozina a f méi G-deriviciu v smere l; =
0,...,0,1,0,...,0), 7 € {1,...,m}, kde ¢islo 1 sa nachddza na i-tej pozicii, potom

Df(a)l; = lim,y0 2[f(a + th) — f(a)] = im0 2[f(ar, ... a1, ai + 1, digr, .oy am) — flar, ..., am)] =
of(a

dx;
Pretoze D f(a) je linedrne zobrazenie az = (21, ..., Zm) € R™, mdzeme pisat v tvare x = z1l1+z2lo+-- -+

Tl , tak Df(a)(z) = Df(a)(z1li+ +2mln) = 21 Df(a)a+ - +2,m Df(a)l, = m%ﬂ—k +xm, 41—1
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Veta 49. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A — R" je F-diferencovatelnd va € A av € R™.
Potom existuje G-derivacia D f(a)v zobrazenia f v bode a v smere v a plati

Df(a)v =df(a)v.

Dékaz: Nech f je F-diferencovatelna. 7Z toho vyplyva, ze f(z) — f(a) = df(a)(z — a) + r()||z — a||m,
kde r : A = R™ je spojité a limg_q r(2) = 0. 1
limy_yq %[f(a +tv) — f(a)] = lims—0 %[df(a)(tv) + r(a+tv)|[tv]|m] = tliné ;t df(a)v+
lim r(a 4 to)t||v||m = df(a)v. O =t
oo ' df(ay

=0
Poznamka 14. Ak f: A -5 R, A CR™, tak
Df(a)v = %%lvl + o+ %ﬁlvm, v=(v1,v2,...,Um)
I'=T(f) = {(«, f(x)) | x € A)} — graf funkcie f.
Definujeme tzv. tangencidlny priestor ku T' v bode (a, f(z)), kde a € A:

Tal":{af—m)v +...+Mvm v:(vl,vz,...,vm)ERm}

aCL‘1 ! aéL‘m

(grad f(a),v)

w = (grad f(a), v) — tangencidlny vektor ku I' v bode (a, f(a))
Veta 50. Nech A = (a;;) je matica typu m x n a € R”. Potom

[[Az][m < [[A]] [2][n ,

pricom rovnost nastdva prave
vtedy, ked pre vsetky ¢ plati (18)

kde [|Al| = v; = \jz, pre nejaké MR,
Dokaz:
|Az||2, = (a1121 + -+ a1nxn)2 + (@212 4+ -+ Clznﬂfn)Z 4+t (amiz 4 Amnrn)?
('Ulrz‘) (U27z) ('Umrz‘)
U1 = (a11a~~~aa1m)a~~~avm = (am1a~~~aamn)

(e, 2)] < llvlallalln, i € {1,....,m}
[Az[[5 < (a%y + -+ af )2l + -+ (a5 + -+ ag,)llzllz = |AP][=]7. O

Veta 51. Nech f : A — R je diferencovatelnd v bode a € A, kde A C R™ je otvorend mnozina

a grad f(a) = (M . M) # (0,...,0). Potom

dxq ? RN T .

sup Df(a) = Df(aw = |l grad f(e)l (19)

kde w = mgradf(a) alebo w = mgradf(a) asSml={yeR™||lyl|lm =1}

Dékaz: Ak v € S™=1, 7 vety 50 vyplyva Df(a)v < |Df(a)v| = ‘((M . M) , (1, . ..,vm))

dxq ! RRINCT
2 2
[IDf(a)]] l|lvllm = |IDf(a)|] = \/(%f_ﬁz)) + 4 (%@) = ||grad f(a)||m, pricom rovnost nastdva
prave vtedy, ked existuje nejaké 0 # a € R také, Ze av = grad f(a), t.j. v = Agrad f(a), A= 1/a.
[vllm = 1Al | grad f ()|l = I\ = fama Frae
|Df(a) Agrad f(a) | = || grad f(a)||m. O
———r’

w

<
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2.6. Derivacie vyssich radov

Definicia 40.
L'(R™ R™) = L(R™,R™)
LMY (R™,R?) = L(R™, LF(R™,R"))

Existuje izomorfizmus ¢ : L(R™ R") — R™",
Definicia 41. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A — R” je diferencovatelné zobrazenie na A
adf: A— L(R™ R je jeho derivicia. Ak zobrazenie df je diferencovatelné na A, potom zobrazenie
d?f : A — L?(R™ R"), d’f = d(df) sa nazjva druhd derivdcia zobrazenia f na A. Indukciou mo#no
definovat k-tu deriviciu zobrazenia f na A:

d¥f: A — LF(R™ R

d*f = dd*1f)
Definicia 42. Nech A C R™ je otvorend, f : A — R a nech existuje parcidlna derivacia %fl funkcie f
podla premennej zg, k € {1,..., m} v kaidom bode = € A. Potom ak pre funkcie gy : A - R, z — %fl

existuje parcidlna derivacia J—M%"z_x , j €{1,...,m}, tak tto deriviciu nazyvame parcidlnou derivdciou
7 2
. . . L. . . Y . .9
druhého rddu funkcie f v bode z podla j-tej a k-tej premennej a oznacujeme ju o /(@)
x0T

Indukciou mozno definovaf parcidlnu derivdciu k-teho rddu, ak st definované parcidlne derivacie (k—1)-ho

radu:
' f(x) 0 < =1 f(x) ) _ 3" f(x)

Oxj,_, ...0x;,0x;, Ou; \ Oxj,_, ...0x;,0x; Ox;lx;, _, ...0x;

Definicia 43. Zadefinujme funkciu g nasledovne: g : z — Df(x)y1, kde Df(2)y1 je G-derivacia funkcie
f v bode v smere y;. Ak g ma G-deriviciu v smere ys, potom Dg(z)ys sa nazyva 2. G-derivdcia
funkcie f v smere y1y» a oznacujeme ju D? f(z)y1y2. Indukciou mozno definovat k-tu derivdciu funkcie
f:A—>Ruvsmere y1ya. ..y, yi € A,ie{1,... k}.

DFf(@)yr -

Veta 52. Nech [y, ...,1,, je baza jednotkovych vektorov v R™ A C R™ je otvorend mnozina, f : A -5 R
a existuje k-ta derivacia D* f(a) l;,l;, ... l;, v smere l;, ...l;,, a € A, potom

0" f(a)

N al‘ik e 8332'1

D f(a) b, .. i, (20)

Dékaz: Vieme, 7e Df(z)l; = %ﬂ, r = (21,...,2m) € R™. Dokaz mo7no uskutoénit indukciou pre
k>1. O

Veta 53. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A - R, a € A, u,v € R™, a nech pre vSetky z € A
existujit derivacie Df(z)u, Df(z)v, D*f(z)uv, D?f(z)vu a funkcie

g1: A= R, 2z D?f(z)uy,

g2 A= R,z D?f(z)vu
st spojité. Potom D? f(z)uv = D% f(z)vu pre vietky = € A.

Dékaz: Definuyjme funkcie g a h takto:
9(x) = f(z +tu) — f(z),
h(z) = f(z + sv) — f(=).
Nech a € A. Qs = [fla+tu+sv)— f(a+sv)]—[fla+tu)— f(a)] = g(la+sv)—g(a) = h(a+tu)— h(a).
Pouzijeme Lagrangeovu vetu o strednej hodnote na funkciu g. Podla nej existuje ¢islo o € (0, 1) také, ze
Q:s = Dg(a + osv)sv = s[Df(a + tu + osv)v — Df(a + osv)v]
Opitovne pouzijeme Lagrangeovu vetu, podla ktorej existuje 7 € (0, 1) také, ze
Df(a+tu+ osv)v — Df(a + osv)v =t D f(a + osv + Ttu)vu.
7 uvedeného dalej vyplyva, 7e
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Taylorova veta (22)

Qs = st DQf(a + osv + Ttu)vu.

Avsak Qs = h(a + tu) — h(a). Analogicky dostaneme, #e Qs = tsD?f(a + psv + vtu)uv pre nejaké

w,v € (0,1).
D?f(a + psv + vtu)vu = D?f(a + osv + Ttu)uv.

Zo spojitosti D? f(z)uv, D?f(z)vu vyplyva, ze ak t,s — 0, tak dostavame, ze D? f(a)vu = D% f(a)uv.
Désledok 2. Ak u = I;, v =; vo vete, potom D?f(a)l;l; = D*f(a)l;1; (t.).

3%f(a) _ 8°f(a)

dw;0m;

d
).

dw;0w;

Lema 4. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A - R, a € A, r > 0 je také ¢islo, ze By, (a,r) ={y €

R™ | |ly — al]lm < r} C A a nech pre Vo € Bp,(a,r) existuji parcidlne derivicie

8f(w) 3f(w)

dxy 0 Oxoy

af(=)

) Bz

Potom existujt ¢isla o; € (0,1), i € {1,...,m} také, ze f(z) = f(a) + > in Df(ci)li(zi — a;), z €

Bm(a,r), ¢ = (a1, ..., ai—1,a; + 0i(2; — ai), Tig1, ..., Tm).

Dékaz:

gla+sv) —g(a) = 3271, Dglei)li(svi) = s 3;2; Dy(ei)livi,
s—0

kde ¢; = (a1, ...,ai—1,a; + 0;8v;,ai41, ..., am) — a.

Dyg(z) = Df(x +tu) — Df(x)
Dg((ti)li = Df((:i + tu)li - Df((‘z)lZ = Z;n:l sz(dj)litui

s,t—=0
d; = dj(s,t) —r a

Qus =513, (ZT; DQf(dj)lj“z') Livi

Analogicky Qs = sty .-, (DQf(Jj)ljv,-) Liug Jj 520
Ak s, — 0 potom (s vyuzitim spojitosti g1, g2):
i=1 =1 i=1 7

i D2f(a)ulivi = i D?
i=1 i=1

sz([ij)l]vz Ciug
1

fla)vlyu;

D?f(a)uv = D*f(a)vu

Désledok 3. Nech sii splnené predpoklady vety 53. Potom

f(x) _ 62f(:c).

arjaxi - 31‘1‘31‘]'

2.7. Taylorova veta

Definicia 44. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A — R je k-krat diferencovatelnd v bode a € A,
t.j. existujt d*f(a), 1 < i < k. Potom zobrazenie Ty f(a) : R™ — R také, 7e

1 1 1
T f(a)(x) = £(a) + 2 df(@) 2 = @) + o d2f(a) (2 — )" + -+ e A Fa) (2 — ),
kde (z — a)! = (¥ —a).....(x — a) sa nazyva Taylorov polyném k-teho stupiia funkcie f v bode a.

~

J

Poznamka 15. Vieme, 7e ak d” f(a) existujii, potom existuji aj D* f(a) a tie# vieme, 7e:

Af@)(z —a) = Df@)z —a) = Y- L — o)
2 2 2 9 "L 9% f(a
& fa)e = o) =D f(a)(o - 0’ = 3 5L o - (o - )
=
Ffa)e—af =D @)= Y P o ey
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Veta 54. (Taylorova). Nech A C R™ je otvorend mnozina, a € A, f : R™ = R je (k 4 1)-krat spojite
diferencovatelnd na B,,(a,0) C A pre nejaké ¢ > 0. Potom pre vietky z € By, (a,0) existuje také
te(0,1), 7

1

T e e - (e - o) (21)

f(x) = Tifa)(x) +

Dékaz: Nech 2 € Bp,(a, 0). Definujme funkciu g : (—¢,1 +¢) = R, g(s) = f(a + s(x — a)), kde ¢ > 0
je tak malé, ze a + s(x — a) € Bp,(a, o) pre vsetky s € (—¢,1 +¢). Vieme, Ze g je (k + 1)-krat spojite
diferencovatend v bode s = 0.

Pouzitim Leibnitzove] formuly dostéavame:

dg(s)l =df(a+ s(x —a))(x —a)

: (22)
dig(s)(l, 1,...,1)= dif(a + s(z —a))(z — a)i, 1<i<k+1,
teda: q
dg(s)1 = Dy(s)1 = lim Fg(s +11) — g(s)] = 240
(23)
. d
dig(s)(1,1,...,1) = (fs(f)
Pouzijeme Taylorovu formulu pre funkciu ¢ v bode s = 0.
L1 dig(o) ;1 dEig(s) .
g(s):g(0)+;ﬂ- " T A te(0,1) (24)
Polozme s = 1, g(1) = f(z), g(0) = f(a). Zo vzfahu (24) vyplyva:
1 i i k41 k41
fa) = fla) + ) = d'fla)(z —a)' + " f(a +t(x — a))(x —a)"F

(k+1)!

2.8. Extrémy funkcii viac premennych

Definicia 45. Nech A C R"™ je otvorend mnozina. Hovorime, ze funkcia f : A — R méi v bode
a € A ostré lokdlne minimum, resp. ostré lokdlne mazimum, ak existuje okolie U (a) bodu a také, ze
Ve € intU(A) N A je f(z) > f(a), resp. Ve € intU (A) N A je f(z) < f(a). Ak v uvedenych vyrokoch
zamenime ostré nerovnosti f(z) > f(a), resp. f(z) < f(a) za neostré nerovnosti, dostaneme definicie
lokdlneho minima, resp. lokdlneho mazima.

Hovorime, 7e funkcia f ma najmensiu, resp. najvdcsiu hodnotu na A (globdlny extrém), ak existuje ¢ € A
také, ze pre vietky = € A plati f(z) > f(c), resp. f(z) < f(e).

Veta 55. (Eulerova nutni podmienka). Nech A C R™ je otvorend mnozina a f : A — R m4 v bode
a € A lokalny extrém. Nech existuje derivicia Df(a)v v bode a v smere v € R™. Potom Df(a)v = 0.

Dékaz: Definujme funkciu g : (—¢,¢) > R, ¢t — f(a+1v), kde £ > 0 je také, 7e Vt € (—¢,¢) : a+tv € A.
d
# =Df(a)v

Ak by %ﬁﬂl = Df(a)v # 0, tak ¢ by nemala v 0 lokdlny extrém. Pretoze g(0) = f(a), tak by ani f
nemala v bode a lokdlny extrém — Df(a)v = 0. O
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Veta 56. Nech A C R™ je otvorend mnozina, a € A, f : A — R mé parcidlne derivacie

df(a) 0f(a) 0f(a)
8.171 ’ 81'2 P 6Tm

Nech f ma v bode a lokalny extrém. Potom

Ofta) _ Ofta) _ 0l
81‘1 ' al‘g T a]:m '
Dékaz: 7. vety 55 vyplyva rovnost Df(a)l; = agix) =0 pre véetky i € {1,...,m}. O
Definicia 46. Bod a € A, pre ktory %%1 %x%l - = %Z—l = 0 sa nazyva staciondrny bod

funkcie f.

Veta 57. (Lagrangeova postadujliica podmienka). Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A — R
je diferencovatelnd funkcia v okolf ¢/ (a) bodu a € A, pri¢om plati:
(1) Bod a je staciondrny bod funkcie f, t.j. M = 0 pre vsetky 1 € {1,...,m}
(2) Pre kazdé z € U(a) existuje derivacia d? f( ), pricom pre vietky v € R™ je zobrazenie &, : U(a) —
R, @,(x) = d?f(z)v? spojité v bode a.
Potom platia nasledujice tvrdenia:
(i) Ak 2. derivdcia funkcie f v bode a je kladne definitn4, t.j. Vo € R™\ {0} : d?f(a)v? > 0, potom
ma funkcia f ostré lokdlne minimum v bode a.
(i) Ak 2. derivacia funkcie f v bode a je zaporne definitna, t.j. Vo € R™\ {0} : d?f(a)v? < 0, potom
ma funkcia f ostré lokdlne maximum v bode a.
(iii) Ak existujt smery vy, vy € R™ také, ze (d?f(a)vi)(d?f(a)v?) < 0, potom nemé funkcia f v bode a
lokalny extrém.?3
Dékaz: Kedze a je staciondrny bod funkcie f, potom Vi € {1,...,m} : %%1 = 0. Nech g > 0 je také,
ze Bm(a, ) C A. Ak je toto ¢islo dostatocne malé, potom z Taylorovej vety vyplyva, Ze

Ve € Bn(a,0) @ f(z) = f(a) + %de(a +t(z —a))(z - a)Q. (25)

7 predpok]adu (2) mame rovnost limg, 4 d? f(a+t(z—a)) = d?f(a), 7 éoho vyplyva, #e ak Vv € R™\{0} :
d?f(a)v? # 0, tak Vo € B (a,0) \ {a} : sgn(d?f(a)v?) = sgn(d?f(a + t(z — a))(z — a)?), kde ¢ > 0 je
dostato¢ne malé. Polozme teraz g tak malé. Rozoberme teraz postupne pripady (i) az (iii):
(i) d?f(a)v? >0 = Va € Bn(a,0) \ {a} : d?f(a +t(z —a))(z — a)? > 0.
Potom zo vztahu (25) vyplyva Vo € By, (a, g) \ {a} : f(z) > f(a).
(i1) Analogicky (zd&menou znamienok).
(iii) Existujii v1, vy € R™ také, ze (d?f(a)vi)(d?f(a
p1,p2 € R™ také, 791}1—k1(p1— )a12 9
Potom (d%f(a)v? )(dgf( yoi) = kaQ(d‘) fla
Bud  (a) d*f(a)(pi—a)’ <0, d&f
alebo (b) d%f(a)(p1 —a)? >0, d%f
Zo vztahu (25) vyplyva:
(a) f(p1) < f(a), f(p2) > f(a) nie je extrém v a.
(b)  f(p1) > f(a), f(p2) < f(a) nie je extrém v a. O

23Hovorime, %e 2. derivacia funkcie f v bode a je indefinitna.
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Ak ﬁﬁl s spojité pre vietky ¢,7 € {1,...,m}, potom %%)— = %%)—
7 7

Mo#mo si vsimniit, 7e rovnost teraz nadobtida tvar P(z) = (z — a)Q(z — a)T, kde @ je matica tvaru

3 f(a) 3°f(a)
EEH T 8T 0Tm Této matica sa nazyva Hessova ma-
Q= : : . tica funkcie f v bode a.
62f.£a) 321;@) Budeme ju tiez oznacovat H f(a).
EEINCE e dx2,

Nech a je staciondrny bod funkcie f. Pouzitim transformacie 2 = a+y, dostaneme funkciu g(y) = f(y+a).
Funkcia f mé v a staciondrny bod prave vtedy, ked ¢ méa v bode y = 0 stacionidrny bod. Potom

d*f(a)(x — a)? = d?g(0)y”
Dalej uvazujme o funkeii g v okoli stacionérneho bodu y = 0

P(z) = d*f(a)(z — a)?

P(y) = Ply-+a) = S0 Sy 288 yiy; = 4Qu”, ke @ = H f(a) = H (0)
Transformécia kvadratickej formy P( )

T =R:T, z € R™ R je matica typu m x m, z7 je transformécia ku z.

y=zRT

P(z) = P(zRT) = z RTQR:", (RTQR = Q).
Veta 58. (Sylvestrova normalna forma). Ak det @ # 0, potom existuje reguldrna matica R a pri-
rodzené éislo k, 0 < k < n také, ze transforméacia y” = Rz7 transformuje kvadraticki formu yQy” do
tvaru

?(z):zf+z§+~-~+zlz—zlz+1—~--—zfﬂ. (27)

Definicia 47. Cislo k z predchadzajticej definicie sa nazéva index kvadratickej formy yQy” a kvadratické
forma P(z) sa nazyva Sylvestrova normdlna forma formy yQyT .
Poznamka 16. df(a)(z — a)? je kladne definitnd prave vtedy, ked d%g(0)y? je kladne definitn4.
Zrejme

P(z) je kladne definitnd <= k =m,

P(z) je zaporne definitna <= k =0,

P(z) je indefinitna — 0<k<m.
Veta 59. Kvadraticka forma P(z) = 2QzT je kladne definitna vtedy a len vtedy, ak

911 q12 {13
>0, Az=|qa1 q22 q23|>0, ..., det@ >0,
931 432 ¢33

q11 q12

A1 =¢11>0, Ay=
q21  q22

kde Q = (gi).*
Dékaz: Najprv dokdzeme implikiciu (=). Nech P(z) je kladne definitnd. Budeme postupovat indukciou
vzhladom na pocet premennych:

m=1: P(z)=az?- kladne definitnd = a > 0.
Nech tvrdenie plati pre m — 1 premennych. Dokazeme, ze plati aj pre m premennych. Nech z =
(Z1,...,Zm).

P(x)=Pi(z1, . Zmo1) + 2507 im®itm 4+ Gmmel,

Q= (‘Jij)zr'rszp Ql = (qZJ)z,]:ll

— T —
Pi(z1, .. 2me) = u@Qu', u=(21,...,2m_1)
P(z) = 2Qx"
Potom, ak Aq, ..., Ap—1 st hlavné minory matice @1 a Ay, ..., Ap—1, Ay, st hlavné minory matice @,

tak Al = Al, ceey Am—l = Am—1~

Teda ak P(z) je kladne definitna, tak aj P;(u) je kladne definitnd. Ak by totiz P;(u) nebola kladne
definitnd, potom by existovali %, 2§, ..., 22, _, také, ze Pi(ug) <0, ug = (23,...,25,_4), z coho vyplyva,
7e P(ug,0) = Py(ug) < 0 ¢o by bol spor s kladnou definitnostou P(z).

24T j. ak st kladné vietky hlavné minory matice Q.
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Dostavame, ze Pi(u) je kladne definitna. P;(u) = uQqu”.
7 indukéného predpokladu:

Alzﬁl >0,...,Am_1:£m—1>0.
Treba teda uz len ukéazat, ze A, = det@Q > 0. Z vety vyplyva, ze existuje regularna transformécia
7 = Ry" transformujtca P do

P(yR) =y RQR y" =i+ -+ 42

Q = diag(l,...,1)

1 = det Q = det(RQRT) = (det R) (det RT)(det Q) = (det R)?(det Q)

S—— S——

— detQ:Am>0. det R >0

Teraz dokdzeme implikaciu («<). Opat budeme postupovat indukciou vzhfadom na m:

m=1: P(z)=az?-a>0 = P(z) je kladne definitn4.
Nech tvrdenie plati pre m — 1. Nech z = (z1,...,2m).

P(x) = Pi(21,...,2m-1) + 22;1_11(]im55i£m + qmmay,
Vieme, 7e Ay = Ay, ..., A_1 = A1, kde Ay, ..., A,,_1 st hlavné minory matice Q1, P; = uQqu” .
Pretoie Aj = Ay > 0,.. .,Sm_l = Ap—1 > 0, z indukéného predpokladu vyplyva, ze Pi(u) je kladne
definitna. Podla vety existuje reguldrna transformacia (z1,...,2m-1)7 = S(y1, ..., ym-1)7.

Pri((y1, - ym=1)ST) =i + -+ v s
Ak zm = ym, potom Pa(y) = P((y1, -, Ym=1)ST ,ym) = 47 + -+ oy + 235051 Tm¥YiYm + Gomm Yo,
kde §mm € R a §im € R pre vietky i € {1,...,m —1}.
P je kladne definitné prave vtedy, ked P» je kladne definitnA.

Y = 2GimYiym = (Yi + GimyYm)® — GmYim

2;
zi =+ Gimym pre i € {1,...,m— 1},
Zm = Ym-

Ps(2) = (114 @im¥m)? — Gim¥Um] + -+ [(Umet + Tt mYm)? — Gt m¥m) + Gmm¥ = 21+ F 21 +

2 o~ ~9 ~2
CZmy C=mm —Q1m — "'~ 9m-1m-

10 0 B
0 1 0 !
Pg(z):(zl,...,zm) A : :
00 ... 1 Zm

Qs

¢ =det Q3 = (det Q)(det L)2, L je linearna transformAcia transormujiica zQzT do Ps(z).
Podla predpokladu A, = det@Q >0 =— ¢ >0 = P53 je kladne definitnd — P je kladne
definitna. O

2.9. Veta o inverznom zobrazeni

Lema 5. Nech A C R™ je otvorend mnozina, f : A — R” je spojite diferencovatelnd na A, a € A
a Bp(a,0) C A, o> 0. Potom existuje také kladné ¢islo L > 0, ze

Vz,y € Bm(a,0) : [[f(2) = f(W)lln < Lllz = yllm, (28)

Dékaz: Nech f = (f1,...,fn) ai € {1,...,n}. Potom df;(z) = Dfi(z) € L(R™R), z € A. Kedze
df;(z) st podla predpokladu spojité, tak aj M, Jj€{l,...,m} st spojité na A.

dw;
Ked%e By, = Bm(a, 0) je kompakt, tak potom
af; af;
sup 0%ilz) = max 9filz) = M;; < co.
ceBy | 0% | B | 02

7 Lagrangeove] vety vyplyva, 7e ak 2,y € By, tak existujt také &isla ¢;;, 7e

filz) = fily) = Z ag(;;j) (25 — yj),
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a dalej:

m
25—yl < M Jaj — ysl,
j=1

fi(z) = fiw) <>
=1

dfi(cij)
aCL‘j

kde M :maX{Mij | ie{l,...,n},je {1,...,m}}.
7 Cauchyho nerovnosti dostavame:

> (@i — i) = MyV/mllz = yllm

=1

B

lfi(z) = fily) < M

a dalej:

n

1£(@) = F@llm = 4| D (fil2) = fi(w)” < Z:Wmllm—yll,%:

i=1

= VM*mn ||z = yllm = L[z = yllm,

kde I = |M|y/mn > 0 je hladané é&islo. O

Veta 60. (O inverznom zobrazeni). Nech A C R"” je otvorend mnozina, f : A — R" je spojite
diferencovatelné zobrazenie, a € A a det[df(a)] # 0. ([df(a)] je maticova reprezentdcia zobrazenia
df(a) : R® - R"). Potom existuje otvorené okolie V' bodu a, otvorené okolie W bodu b = f(a) také, ze
g = flv : V. — W je bijektivne zobrazenie, zobrazenie ¢g=! k nemu inverzné je spojite diferencovatelné a
plati

Vye W : [dg™ ()] = [dF(F W) (29)
Dékaz: Nech H = df(a) € L(R",R™). Pretoze det[df(a)] # 0, tak existuje H~! aplati: d(H~ "o f)(a) =
dH™(f(a)) o df(a) = H ' o H =1d.
—_—————— S —

H-1 H
Ak veta plati pre H~"o f, tak plati aj pre f. Preto staéi predpokladat, 7e df(a) = Id. Nech G = f—1Id,
t.j. G(z) = f(z) — =, x € A. Nech ¢ > 0 je také, ze B,(a,0) C A. Z lemy 5 a z jej d6kazu vyplyva

Vz,y € Bula,0) : ||G(z) = G)lln < Lollz = ylln, (30)

kde
L, = M,n. (31)

Potom mame:
M, = maX{Mij(g), i,7€{l,.. .,n}},

0G;(z)
axj

M;j(e) =

. G=(Gy,...,Gn).

T€Bn(a,0)

Vieme, ze G(z) = f(x) — «, dG(a) = df(a) — Id = 0, z coho vyplyva %ﬂ = 0 pre vsetky 4,5 €

{1,...,n}. Zo spojitosti 8Gi(a) vyplyva nasledujtce: Ak ¢ > 0 je dostatoéne malé, potom M, < !

RER )
a teda !
L, < 7 (32)
Zo vztahu (30) vyplyva
1
Ve,y € Bu(a,0) ¢ [G(2) = G(y)lln < Fllz — ylln, (33)
1
ll# = ylln = lIf(2) = FW)lln < |IF(2) — 2= (F(y) = 9) lln < Sllz = ylla

S— S——
G(z) G(y)
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Ve € Bala0) = gllw =l < IF@) = F)ln- (34)

Ale z toho vyplyva, ze f|p, (a0 * Bn(a,0) = f(Bn(a,0)) je bijektivne. Teda dostdvame, 7e existuje
f~1: W = V. Zo vztahu (34) vyplyva

Vu,o €W o |17 (w) = fTH )]l < 2fJu— vl (35)

z éoho dostavame, ze f~! je spojité.
Teraz dokazeme, 7e f~! je diferencovatelné v bode y = f(z), = € V. Kedie f je diferencovatelné, tak

f(@1) = (&) + df (@) (@1 — 2) + r(a: - o), (36)
kde ( )
A% Tor = o]l

Pretoze det[df(a)] # 0, tak det[df(x)] # 0 pre vSetky z € By(a,g), ak ¢ je dostatotne malé, z ¢oho
dostavame, ze

= 0. (37)

Yz € B,(a,0) : 3K =[df(=)]"". (38)
Zo vztahu (36) dostdvame, ze K[f(z1) — f(z)] = Kdf(z)(z1 — z) + K r(z1 — 2).
Id

r1=x+ K[f(21) — f(2)] — Kr(z1 — x).

Nech y1 = f(z1), y = f(z). Potom z1 = f~'(y1), = = f~'(y), » coho dalej vyplyva f~'(y1) =
')+ Ky —y) — K(f~"(y1) — f~"(y)). Staci dokdzat, #e (pre diferencovatelné f='(y1)) plati:

Jim (£~ w) = /7 ()] m -

Pocitajme teda:

1
ly1 — ylln

A €20 el it €7)) | P 720 el €71
=1 (w1) = £ (W)l llys = ylln

(= ) = £ )l =

Dokazali sme, 7e f~! je spojité na W, teda f='(y1) Ny e '(y). Preto zo vzfahu (37) vyplyva

(= ) = /-
IIf()f(

= )=~ @)lln
|| —yll»

{0 [

Mln

Zo vztahu (35) vyplyva < 2, a preto plati, Ze podiel z rovnosti (39) ide k nule. O

2.10. Veta o implicitnej funkecii

Veta 61. (Veta o implicitnej funkeii). Nech A C R™' B C R™2 st otvorené mnoziny, f : A x B —
R™ je spojite diferencovatelné zobrazenie, m = my +m2, a € A, b € B st také, 7e

fla,b) =0 (40)
a pre zobrazenie g : B 5 R™ y — f(a,y) je
detldg(h)] # 0. (41)
Potom existujt g1 > 0, g2 > 0 také, ze By, (a, 1) C A ms (D, 02) C B a préave jedno diferencovatelné
zobrazenie ¢ : B, (a, 01) = Bm,(a, g2) také, ze p(a) =

Vz € Bm,(a,01) : f(z,¢(z)) =0. (42)
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Pozndmka 17. Mame riesit rovnicu f(z,y) = 0 a vieme, ze f(a,b) = 0. Chceme zistit, kedy majt
vietky riesenia tejto rovnice tvar (z, ¢(z)) pre nejaké ¢.
Dékaz: Prevedenim na vetu o inverznom zobrazen{. Definujme zobrazenie F : A x B — R™11™2 také,

e V(z,y) € Ax B : F(z,y) = (=, f(z,y)). Nech f = (f1,..., fm,). Politajme teraz [dF(a,b)].

1 0 .. 0 0 . 0
0 1 . 0 0 . 0
0 0 e 1 0 . 0
[dF(a,b)] = 8f1(a,b) 81(a,b) 81 (a,b) 811(a,b) 8f1(a,b)
EEA dxq e azml oY1 e 8ym2
8fma(ah)  Ofm,(ab) C 0fm,(ab)  Ofm,(ab) C Ofm, (a)h)
Az, Axq ce 31‘m1 Ay ce 3ym2
Kedze g : 2 — f(a,y), tak
' 8f1(a,b) 8f1(a,b)
T . T
[dg(b)] = : : ;
8 fm,(a,b) 8fmo(a,h)
o . s

z &oho vyplyva det[dF (a,b)] = det[dg(b)] # 0 (podla predpokladu). Z vety o inverznom zobrazenf
vyplyva, 7e existujli o1,02 > 0 také, 7e By, (a,0) C A, Bn,(b,02) C B a ku Glg,,, (a,01)Bum,(b02)
existuje inverzné zobrazenie G=1. Nech G~1(u,v) = (Hi(u,v), H2(u,v)). Definujme ¢(u) = Hs(u,0) pre
u € B, (a, 01). Potom (u,0) = F(G~}(u,0)) = F(H1(u,0), H2(u,0)) = (H1(u,0), f(Hi(u,0), Ho(u,0)))
je ekvivalentné s vyrokom u = Hy(u,0) A Yu € By, (a,01) : f(u,¢(u)) =0. O

2.11. Plochy definované ako hladiny funkcii

Definicia 48. Nech A C R™t! je otvorend mmozina, f : A — R je diferencovatelna funkcia, ¢ € R je

také, 7e f~1(c) # 0. Potom sa mnozina H.(f) def 71 (c) nazyva hladina funkcie f.

Definicia 49. Nech A C R"*! je otvorend mmoizina, f : A — R je spojite diferencovatelna funkcia a
c € R je také, 7e H.(f) # 0. Ak grad f(p) = (M . M) # (0,...,0) pre vietky p € H.(f),

dxq ! 0T g
potom sa mnozina H.(f) nazyva reguldrna plocha v R"+1,

Veta 62. Nech A C R"t! je otvorend mnozina, f : A — R je spojite diferencovatelna funkcia a pre
c € Rje Ho(f) = f~'(c) # 0 regularna plocha v R+, Potom pre kazdé po = (pg, ..., p2, pat") € He(f)
existuje s € {1,...,n41} okolie V bodu pg € R**! a spojite diferencovatelna funkcia ¢; : Vi — R, kde V;
je otvorené okolie bodu (pg, . . . ,pé_l,pé+1, PR PR € R také, de Ho(f)NV = {x = (#1,...,%n41) €
Ve =ei(®1, ... 221,241, - -, Tng1), kde (z1,..., 221, Zig1, ..., 1) € Vi)

Dékaz: Pomocou vety o implicitnej funkcii. Nech pg = (pf, .. .,p8+1) € H.(f). 7 regularity H.(f)
vyplyva, ze grad f(po) # (0,...,0), z Coho dalej i € {1,...,n+ 1} : %ﬂ%‘)l #0.

Definujme teraz funkciu F' : A — R tak, Ze F(z) = f(z) — c¢. Vieme, ze F(pg) = f(po) — ¢ = 0. Teda

%fl‘j) = %ZPTUI # 0. 7 vety o implicitnej funkeii vyplyva, 7e existuje ¢; : V; = R s vlastnostami ako vo
vete také, Ze F(z1,...,2i—1,0i(®1, ..., Zic1, Zig1, -, Tnt1), Tit1, .-, Tny1) = 0. O

Definicia 50. Nech H.(f) C R"*! je regularna plocha a nech 4(0) = %ﬁﬂl. Potom sa mnozina

_ ) _ dm (0) d7n+1(0) v (_5’ 5) - HC(f) C R™*! T = (71 I ’7n+1)
(He(f)) {7(0) ( e 7 dt ) ‘ Jje spojite dif. zobrazenie ¥(0)=p

nazyva tangencidlny priestor ku ploche H.(f) v bode p a body tohto priestoru sa nazyvaja tangencidlne

vektory ku H.(f) v bode p.

Veta 63. Nech A C R"! je otvorend mnozina, f : A — R je spojite diferencovatelna funkcia,
H.(f) = f~'(c) # 0 je regularna plocha. Potom grad f(p) L T,(H.(f)) pre vietky p € H.(f), t..

Vv € Tp(He(f)) : (grad f(p),v) = 0, kde (-, ) je skalarny stcin v R"+1.
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Dékaz: Nech V € T,(H.(f)). Z toho dostdvame, 7e existuje krivka v : (—¢,¢) — H.(f), € > 0, spojite
diferencovatelna taka, ze 4(0) = v. Potom V¢ € (—¢,¢) : f(v(t)) = e
0= 20004 (0) + - -+ 2LLON5, 1 (0) = (grad f(p), v), v=(v1, ., 0pp1). O

dxq O 41 Tn+1

=vU1 _’Un+1

Veta 64. Nech s splnené predpoklady vety 63. Potom plati:
L. Tp(He(f)) = [grad f(p)]* = {v € R"*! | (grad f(p),v) = 0}.
2. T,(Hc(f)) je linearny podpriestor v R”+! dimenzie n.
Dokaz:

1. Z vety 63 priamo vyplyva, ze T,(H.(f)) C [grad f(p)]*. Opaéna inkltzia: Nech v € R"+! je také,
e v € [grad f(p)]*. Treba ukazat, 7e existuje diferencovatelnd krivka v : (—¢,¢) — He(f), € > 0
taka, ze ¥(0) = v.

Definujme zobrazenie g : A — R?+! takto:

1

g(z) =v - Terad F@)IE (grad f(z), v) grad f(z). (43)
Zobrazenie g je spojité a plati:
(9(2), V(=) = (v, VI(2)) = io7ram (V(=),0) (V(=), V/(z)) =0. (44)
||Vf( all T

Z toho vyplyva, ze g(z) € Ty (H. (f)) pre vietky x € H.(f).
Nech v : (—¢,¢) — R >0 splia:

Vt € (—¢,¢) - T =9(v(t)) (45)
7(0) =p.

7 vety o riesen{ diferencidlnych rovnic vyplyva existencia takého 4.2 Potom plati 4(0) = %ﬁﬂl =
9(v(0)) = g(p) € T,(Hc(7)) a zo vztahov (44) a (45) vyplyva

Ve (—e,6) ¢ £F(v(1) = (VF(3(1), 4 (1) = (VF((), 9(¥()) = 0, 7 Goho dalej ¥t € (—¢,¢)
(v(t)) = K. Avsak 4(0) = p a f(p) = ¢, z éoho vyplyva rovnost ¢ = K, a teda aj Vt € (—¢,¢)
(t) € He(f), z ¢oho v € T, (H(f)). O

(Y\

2 =

2.12. Viazané extrémy

Definicia 51. Nech A C R"** je otvorenad mmozina, k > 1, g : A — R a nech je dany systém funkcii

fi AR, ie{l, ... k}. NechM:{mEA|f1(')_0 () =0} = F710), f="(fr, -, fx)
Nech M # (). Hovorime, 7e funkcia ¢ m4 v bode zq € M lokalny (globdlny) extrém s vdzbou f;(z) =
0, i € {l,...,k}, z € A. (Hovorime tiez, 7Ze vzhladom na mnoZinu M, resp. ze extrém je viazany na

mnozinu M), ak zZenie g|pr : M — R ma lokdlny (resp. globdlny) extrém v bode xq.
Veta 65. Nech A C R”*! je otvorend mnozina, f : A — R je spojite diferencovatelna funkcia, ¢ € R je

také, 7ze H.(f) = f~'(c) # 0 je regularna plocha. Nech g : A — R je spojite diferencovatelna funkcia a g
ma v bode p € H.(f) viazany extrém na H.(f). Potom existuje redlne éislo A € R také, ze

grad g(p) = Agrad f(p).

Poznamka 18. Cislo A v predchadzajlicej vete sa nazyva Lagrangeov multiplikdtor.

Dokaz: 7. vety 64 vyplyva, ze dimT,(H.(f)) = n. Teda dim[T,(H.(f))]* = 1. Ked%e vieme, ze
grad f(p) L T,(H.(f)), tak [T,(H.(t))]* je vytvoreny vektorom grad f(p), t.j. Vv € [T,(H(f))]*
v eR,v£0 : v=vrgrad f(p).

Nech ¢ ma v bode p € H.(f) viazany extrém na H.(f). Potom, ak v : (—£,¢) — H.(f), € > 0 je
(spojite?) diferencovatelnd, tak pret =0

790@®) = (9(p),7(0)) = 0,

25T4to veta bude vyslovena neskor.
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lebo g(y(t)) ma v ¢t = 0 lokdlny extrém. Avsak 4(0) = v € T,(H.(f)), z ¢oho grad g(p) € [Tp(Hc(f))]J‘.
Ked#e grad f(p) generuje jednorozmerny podpriestor [grad f(p)]t, tak IA € R, X # 0,gradg(p) =
Agrad f(p).?® O

Poznamka 19.
Fa(x) = g(2) — M(2),
grad F)\(p) = grad g(p) — Agrad f(p) = 0,
c= 0, f(x) = 0.

26 Musi byt A nenulovi?
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3. Teoria diferencialnych rovnic

3.1. Cauchyho zaciatoéna aloha

Definicia 52. Majme nasledovny systém rovnic:

d
% = fl(t,zl,...,a:n)
(46)
dz,
% = falt iz, ... z0),

kde f; : D - TR a D CR x R" je oblast, t.j. otvorena sivisl4 mnozina.
Riesenim systému (46) je n-tica funkei (z1(t), ..., 2, (t)), definovand na intervale T = (a,b) C R, funkcie
z;(t) st spojite diferencovatelné na I pre vetky i € {1,...,n} a pre vetky ¢ € T plati:

d:L‘Z(t)
dt
kde z = (z1,...,2zn) a f = (f1,.- -, [n)-

Vztah (46) mozno teraz prepisat do tvaru:

= fi(t,l‘l(t), N .,.’Ifn(t)),

dz dz dzq dz,
Pod Cauchyho zaciatoénou dlohou budeme chapat nasledujticu dvojicu rovnosti:
dz
dt = f(ta :L‘)
' (48)

x(tg) = xo +— zaciatoéna podmienka v ¢ = g,
xg Je dany vektor

Veta 66. (Veta o existencii a jednom rieseni). Nech f: D — R" je spojité zobrazenie a spifla tzv.
Lipschitzovu podmienku vzhfadom na premennt z, t.j.

1t 21) = f(E,22)|| < |21 — 24| (49)
pre vsetky (¢,21), (t,22) € D, kde L > 0 je konstanta. Potom pre vSetky (to,20) € D existuje interval

Iy = (to — h,to + h), h > 0, na ktorom je definované prave jedno riesenie zaciatocnej tlohy (48).

Pozndmka 20. Pre existenciu rieSenia zaciatocnej tlohy (48) staci aj spojitost zobrazenia f, avsak
potom nie je zarucend jeho jednoznacnost.

Dékaz:*" Nech Cj, = C(I, R™) je metricky priestor spojitych zobrazeni z Ij do R™ s metrikou o(g1, g2) =
maxger, ||91(z) — g2(2)||. Potom C}, je tiplny metricky priestor.?®

Definujme teraz zobrazenie F': C, — (), nasledovnym spdsobom:

F(u)t = zo + / f(s,u(s))ds,

2"Kompletny dékaz mo#no najst v Gregus, éeda, Svec: Obydajné diferencidlne rovnice.
28Dokazte! Navod: Po zlozkich funkcii, s vyuzitim faktu, %e IR je tiplny s metrikou | - |.
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kde u € Ch, ft u(s))ds = (ftu fi(s,u(s ))ds,...,f:0 fn(s,u(s))ds)

Ak h > 0 je dostatocne malé, potom zobrazenie F je kontraktivne. 7 vety o pevnom bode vyplyva
existencia jediného z € C}, takého, ze F(z) = z.

Vtel, : :L'o-l-/F(s,a:(s_))ds:m(t).

to

F()(t)
7 uvedeného vyplyva, 7e x je spojite diferencovatelné a M = F(t,z(t)) pre véetky t € Ip, priom
(E(to) = Zq. O

3.2. Metéda separacie premennych

Metbdou separicie premennych mozno riesit diferencidlne rovnice typu

S B R

f(tO) = Iy,

(50)

kde z € R, f1, f2 s spojité funkcie.
V trividlnom pripade, ak fa(zo) = 0, potom rieSenim tohto systému je z(¢) = zg. Ak ale fa(xo) #0,
potom fa(z) # 0 pre vietky x € V(z), kde V(z¢) je nejaké okolie bodu ;. Na okoli V potom plati:

da

dt
fa(x)

/f2 Ch-_/f1

) # 0. Potom existuje h > 0 také, ze Vt € I, : fi(t) #0, kde I, = (to — h,to + h).
(t))

# 0, ak h > 0 je dostatocne malé. Preto mozeme zaviest substitciu o = ¢(s):

Poode(s)
tn/mds— /f1 . (51)

= f1(t)

Ak ¢(t) je rieSenim potom:

Nech najskor j Je fi(to
Teda %—2 = fi(t) fa(p

e(t)

@ to)
Oznacme
P = | fj(") (p(to) = o)
/ fis
Vatah (51) je ekvivalentny s F(p(t)) = G(t). Pretore 4GE = s 2 0 pre vietky 2 € V, F' mé inverzé

zobrazenie a ¢(t) = F~1(G(t)). Ak naviac fi(tg) = 0, tak formula plati rovna (50).

Forma’lne mozno obvykly priebeh vj/po(‘tu zapisaf takto: Majme rovnicu —x = filt )fr)( ). Jej vynéqo—
benim m dostidvame rovnost f— = fi(t )df Naqlednou mtegra(‘lou mame f f ft fit
Definujme teraz funkcie F'(z) a G(t) takto: F(z fl‘n il ft fi(t) dt. Rlesenlm d1ferenc1alneJ

rovnice je funkcia z = z(t) = F~1(G(t)).
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3.3. Linearne homogénne diferencialne rovnice

Pod linedrnymi homogénnymi diferencidlnymi rovnicami chapeme rovnice typu
— =a(t)z, (52)

kde a(t) je spojita funkcia. Lahko mozno vidiet, ze ich mozno riesit metédou separicie premennych.

Ak polozime f1(t) = a(t) a f2(z) = z, vztah (52) prejde do tvaru vztahu . Vynasobenim rovnosti (52)

vyrazom 9 dostdvame 92 = q(t) dt. Integraciou podla t mame: [ 92 = [a(t)dt. Teda:

In|z| = /a(t) dt+InC, C >0 je konstanta.

resp.

|z| = C.ef () dt

Nech z = z(t) je rieSenim rovnice. Potom |z(t)| = C.ef a(t)d¢
Z vety o jednoznacnosti vyplyva, ze bud z(t) > 0 pre vSetky ¢ alebo z(¢) < 0 pre vSetky ¢. Teda

e(t)=el WK K =1C

je v8eobecné riesenie.
Ak z(to) = xo, potom z(t) = o ol 0 a z(to) = zo.

Veta 67. Riesenie zac¢iatocnej Glohy i—f =a(t)z, z(to) = g ma tvar p(t) = eJeo () ds

3.4. Linearne nehomogénne diferencialne rovnice

Pod linedrnym: nehomogénnymi diferencidlnymi rovnicam: chapeme rovnice typu

& = at)x + 1(0),
kde a, f s0 spojité funkcie.
Hlad4me riesenie v tvare 1/)(t) = cJu 1) dTK(t) pricom K je diferencovatelnd funkcia.
b= = al)elo O E (@) 4+ efo TR () = alt)e + ().
= K( =efo )‘“f(t_)
= f e fto f( s)ds + Ko, kde Ky je konstanta.
1/)( ) f’ﬂ s)ds {A —+—f e~ Jigal T)de(s) ds| = efio s —}—f el a (147 £(5) ds

Veta 68. Rleseme zaciatocne] ulohy = a(t)z + f(t), z(to) = zo ma tvar ¢(t) = eJi ) ds

f el a7 f( )ds.

xg +
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3.5. Systémy linearnych diferencialnych rovnic

Poznamka 21. Systém
21 = a11(t)x1 + az(t)za + -+ an(t)z,

Ty = asi(t)z1 + asz(t)zs + -+ - + as, ()2,

(53)
:bn = dn1 (t)‘rl + anQ(t):BZ + -+ ann(t)mn
spiﬁa predpoklady vety 66.
Ak polozime
all(t) PN A1n (f)
r=(21,...,22)7,  A(t) = : : ,
an1(t) ... ann(t)
potom systém (53) je ekvivalentny s rovnicou
r = A(t) z. (54)

Veta 69. Mnozina rieSeni rovnice (53) je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom redlnych ¢isel.

Dékaz: Nech M je mnozina riesen{ rovnice (53), ¢1,02 € M, A1, A2 € R a ¢ = A1 + Aaps. Poéitajme
teraz, comu sa rovna ¢:

© =A@+ Aepa = A A1 + A A(t) w2 = A(t) - (M1 + Aapa) = A(t)e. Teda ¢ je riesenim, a preto
M je vektorovy priestor.

Dokézeme teraz, ze dim M = n. Nech Iy, ... [, je baza jednotkovych vektorov v R™ a nech ¢; je riesenie
rovnice spiﬁajl’lce zaciatoéni podmienku ¢;(0) = ;. Dokazeme, 7e @1, . . ., @, sl linedrne nezavislé. Nech
C1,..,tn ERaVE 1 crp1(t)+- - Fenpn(t) = 0. Potom e1¢1(0)+- - -+ cnpn(0) = 0. Kedze ale ¢;(0) = ;
pre vietky ¢ € {1,...,n}, musf jednoznaéne platit (c1,...,¢,) = (0,...,0).

Nech teraz 1(t) je lubovolné riesenie, ¥(0) = z € R™, & = (21,...,2,) = 211 + -+ + zpl,. Kedze
@ = T1p1 + -+ + Tppn je rieSenie a (0) = =zl + -+ zply = z, potom ¥(0) = ¢(0) a z vety
o jednoznaé¢nosti vyplyva, ze ¥(t) = ¢(t) pre vsetky ¢, z coho dalej ¢(t) = z1p1(t) + - + znpn(t),
apretodimM =n. O
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Definicia 53. Nech ¢1 = (@11, 921, .- -, gonl)T, ey on = (@10, Yony - - -, go,m)T je fundamentéalny systém
rieSeni, t.j. baza rieSen{ z = A(¢)z. Definujme maticu

5011(75) te Soln(t)
B(t) = [p1(1), p2(t), ..., alt)] = L
en1(t) . Punlt)

Lema 6. Fundamentélna matica ®(t) je tzv. maticové riesenie diferencidlnej rovnice

dX
E (1) ) (55)
£j.
do(t) _ [dei(t)  dea(t)
° - % d A(t) var Phi(t)
resp.
pri(t) - @inlt) prit) o pin(t)
Do = A(t) Lo
Gn1(t) . Gnn(t) en1(t) . @an(t)

Dékaz: 220 = [61(1), ..., ¢n(t)] = [ADG1(D), ..., AW)en ()] = AD) [1(1), .. a(8)] = AW D). D
Veta 70. Zaciatoéna Gloha

z = A(t)x 56)
:E(to) = X ( :
ma4 riesenie tvaru z(t) = &(¢).07 1 (ty)zo.
Dékaz: #(t) = (1) B(to)zo = A(t) B1)6~ (to)zo = A(t)z(t). O
—_——
e(t)
3.6. Linearne nehomogénne diferencialne rovnice (systémy)

z=A(t)x + f(), A, f spojité na R (57)

Veta 71. Ak &(t) je fundamentdlna matica diferencidlnej rovnice & = A(t).z, potom rieSenie y(t) zacia-
toc¢ne) tlohy

y=A(t)y
(ts) = o (58)
ma tvar
o) = WP o)yo + [ BTIO 5)7(s)ds (59)
————
yn(T) — riesenie
homogénnej za- partikuldrne rieenie
ciatocnej tlohy
Doékaz:
Hladajme riesenie y(t) v tvare y(t) = ®(t).c(t), kde ¢ : R — R" je triedy ch.
y(t) = D(t)e(t) + B(t)c(t) = A(t)® ()()+¢()C( ()()+f()
D(t)e(t) = ( Jo-(t) = ('( )=~ (1) f(t) = ft s)ds + K
y(t) = (t)e(t) = o(t) [f 07 (5)( s)ds + K|
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y(to) =yo = Yo =P(to) K = K =d (to)yo
y(t) = o)~ (to)yo + [, @t)d7'(s) f(s)ds O
————

R(t,s) - rezolventa

3.7. Linearne diferencidlne rovnice n-tého radu

Pod linedrnymi homogénnymi diferencidlnymi rovnicami n-tého radu rozumieme

Loz = ag(t)a:(”) + a4 (t)m(”_l) +-+a,(t)zr =0, (60)
kde 2() = ngf, ag, . . ., Gy s spojité na R naviac mézeme predpokladat, ze ag = 1.
Pod linedrnymi nehomogénnymi diferencidlnymi rovnicami n-tého radu rozumieme
Loy = ao(t)y™ + -+ a,(t)y = f(t), nehom. (61)
Riesenie homog:
T =z T] =1
ro =X Ty = 3
zy = 22

Ipn—-1=ITn

2y = =D &y = —ai(t)z, — - — apxq
0 1 0 0 0
: 0 0 1 0 0
1 1 T1
_ _ _ 0 0 0 1 0
z= , z= =
zn i 0 0 0 0 0 Zn
0 0 0 0 0 1
—dan —0p—-1 —0p-2 —0p-3 —ax
A(t)
Riesenie nehomog:
Y1
U= ) y:y1ay:y2s"'
Yn
0
i=AWu+fo, Fo=| (" (62)
f(t)
Veta 72. Nech ¢1,..., ¢, je fundamentélny systém rieSeni nehomogénnej diferencidlnej rovnice (62).
Potom riesenie Cauchyho zac¢iatoc¢ne) tlohy
Lny = f(t), ylto) = vo, Ylto) = y1, -, ¥~V (to) =y (63)

ma tvar

o(0) = in(0) + Y nle) [ G E iy as (64)
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kde 1/)21‘7) je rieSenie homogénnej tlohy
Loy =0
Y(to) = yo, $(to) =1, - .-
W(et,...,en)(t) = det P(t), kde &(t) je fundamentlna matica systému y = A(t)y. )
Wi (@1, ..., ¢n)(t) je determinant matice, ktord vznikne z matice ¢(t) zdmenou k-teho stlpca za vektor
0,...,1T.
Dékaz: i = A(t)u + f(t).

@ 1(s) = 1 @11:(8) . in(S) Di;(s) Je alge.braicky doplnok
. W(et, ..., en)(s) o (8) . - (5) ku prvku matice @(s)
Riesenie Glohy
: on(s) oo omls)) [
u(t) = ¢(t)d ™ (to)zo + /@(t) ! ; 1 : ds =
PP T e L0
:%(m/@mw(“’“ it

Ak u(t) = (1), ..., DO, @nt) = [a(t), ..., "~ (017,
(1) = Un () + [ 1 (1 Ba1 (5)£(5) + @2()Ba() F(5) + -+ 0n ()P () ()] gyrpr—pmy s

3.8. Linearne diferencialne rovnice s konstantnymi koeficientami

an:m(n)—{—alm(n_l)—{—---—{—anmzo (65)
Leibnitzova formula:

(uv)(n) =u"v+ (?)u(”_l)i’ + -+ <n> uv(™)

n

Lema 7. Ly (Mo(t) = * [P(\o(t) + 200 (1) 4+ -+ EZRLM (1)] kde PEI(3) = S5

P(A) = A" + a1 A"~ + -+ + a, je charakteristicky polyném diferencilnej rovnice.

Veta 73. Ak A1, ..., A st rdzne korene charakteristického polynému P (A) diferencialnej rovnice L, z = 0
a nésobnost A; je m;, potom fundamentalny systém rieseni L, z = 0 je:

ettt et L pma—leht

et geret o gmaTlghat

ot geret L gmalehst

Poznamka 22. )\; mézu byt aj komplexné.

Veta 74. Nech st splnené predpoklady vety 73, pricom Ay, ..., Ar st redlne a Ag11 = wp1 +i0gy1, ..,
As =ws +ids (d41 #0,...,d, #0). Potom fundamentalny systém redlnych rieSent je

erit Mt o amitleMt e {1k}

e“it cos it teit cosdit, ..., tTI T e% cos gt | ks )
o 4o . o Jewr+1,...,8p.

et sin §;t, te¥i'sin §;t, .. ., tmi1ewit gin d;t Y



