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I. Nevlastn× integrÁly

1. De�nÉcie a zÁkladn× vlastnosti nevlastnÙch integrÁlov

De�nÉcia 1.1. Nech funkcia f je de�novanÁ na intervale < a;1) a je riemannovsky
integrovateËnÁ na ËubovoËnom uzavretom intervale < a; � >�< a;1).

Ak existuje vlastnÁ limita funkcie

F (�) =

Z �

a

f(x)dx

pre �!1, nazÙva sa nevlastnÙm RiemannovÙm integrÁlom funkcie f na intervale

< a;1) a oznaÃuje sa
R
1

a
f(x)dx. Teda

Z
1

a

f(x)dx := lim
�!1

Z �

a

f(x)dx = lim
�!1

F (�):

a hovorÉme, Úe f je integrovateÌnÁ na < a;1).

PoznÁmka 1.1. Symbol
R
1

a
f(x)dx tieÚ nazÙvame nevlastnÙm integrÁlom a hovorÉme, Úe

nevlastnÙ integrÁl konverguje, ak uvedenÁ limita je vlastnÁ a diverguje v opaÃnom prÉpade.

PrÉklad 1.1. Zistite, pre ak× hodnoty parametru � konverguje nevlastnÙ integrÁl

Z
1

a

dx

x�
(a > 0; � > 0): (1)

PretoÚe

Z �

a

dx

x�
=

(
1

1��
x1��

����
a

pre � 6= 1

lnxj�a pre � = 1,
limita lim

�!1

Z �

a

dx

x�
=

a1��

� � 1
existuje a je

vlastnÁ len pre � > 1.

Teda

Z
1

a

dx

x�
=

a1��

�� 1
, ak � > 1 a pre � � 1 integrÁl (1) diverguje.

PoznÁmka 1.2. Ak na vyjadrenie limity funkcie F (�) z de�nÉcie 1.1. pouÚijeme "jazyk
postupnosti", mÐÚeme nevlastnÙ integrÁl na neohraniÃenom intervale chÁpaÔ ako sÕÃet
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radu
P
1

n=1

R �n
�n�1

f(x)dx, kde postupnosÔ f�ng1n=0 je takÁ, Úe pre kaÚd× n �n > a; �0 = a

a lim
n!1

�n =1.

Tvrdenie 1.1. Pre konvergenciu nevlastn×ho integrÁlu
R
1

a
f(x)dx je nutn× a staÃÉ, aby

pre ËubovoËnÕ postupnosÔ f�ng1n=1 ÃÉsel vÑÃÓÉch ako a s vlastnosÔou lim
n!1

�n = +1 rad

1X
n=1

Z �n

�n�1

f(x)dx (�0 = a)

konvergoval.

TÁto vlastnosÔ nÁm poskytuje moÚnosÔ vyuÚiÔ pri zisÔovanÉ konvergencie alebo diver-
gencie nevlastnÙch integrÁlov mnoh× krit×ria konvergencie alebo divergencie radov.

De�nÉcia 1.2. Nech funkcia f je de�novanÁ na intervale < a; b) a je riemannovsky inte-
grovateËnÁ na ËubovoËnom uzavretom intervale < a; � >�< a; b).

Ak existuje vlastnÁ limita funkcie F (�) =
R �
a
f(x)dx pre x ! b�, nazÙva sa nevlast-

nÙm integrÁlom funkcie f na intervale < a; b). Teda

Z b

a

f(x)dx := lim
�!b�

Z �

a

f(x):

a hovorÉme, Úe f je integrovateÌnÁ na < a;1).

PoznÁmka 1.3. Podstata tejto de�nÉcie spoÃÉva v tom, Úe v ËubovoËnom okolÉ bodu b funk-
cia f mÐÚe byÔ neohraniÃenÁ. Bod b budeme nazÙvaÔ singulÁrnym alebo kritickÙm bodom
funkcie f , ak je funkcia neohraniÃenÁ na intervale < a; b), ale je ohraniÃenÁ na kaÚdom
uzavretom podintervale < a; � > intervalu < a; b).

De�nÉcia 1.3. Ak funkcia f je de�novanÁ na intervale (a; b > a integrovateËnÁ na ËubovoË-
nom uzavretom intervale < �; b >� (a; b >, tak de�nujeme

Z b

a

f(x)dx := lim
�!a+

Z b

�

f(x)dx:

Podobne de�nujeme Z b

�1

f(x)dx := lim
�!�1

Z b

�

f(x)dx:

De�nÉcia 1.4. Nech funkcia f je de�novanÁ na (�1;1) a integrovateËnÁ na kaÚdom
uzavretom intervale < �0; �00 >. Potom integrÁl

R
1

�1

f(x)dx de�nujeme ako

lim
�0!�1

�00!+1

Z �00

�0
f(x) dx pre �0 !�1 a �00 ! +1
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nezÁvisle na sebe, ak tÁto limita je vlastnÁ.

PrÉklad 1.2. Zistite, pre ak× hodnoty parametra � konverguje integrÁl

Z b

a

dx

(b � x)�
(� > 0): (2)

PretoÚe pre � 2< a; b)

Z �

a

dx

(b � x)�
=

(
1

1��
(b � x)

1��
����
a
; ak � 6= 1

ln (b� x)j�a ; ak � = 1,

lim
�!b�

Z �

a

dx

(b � x)�
existuje pre � < 1. Teda integrÁl (2) je konvergentnÙ, ak � < 1 a je

divergentnÙ, ak � � 1.

PoznÁmka 1.4. Podobne, ako v prÉklade 1.2. sa zistÉ, Úe integrÁl

Z b

a

dx

(x � a)�
(� > 0)

konverguje pre � < 1 a diverguje pre � � 1.

PoznÁmka 1.5. PretoÚe otÁzka konvergencie nevlastn×ho integrÁlu je rovnakÁ tak pre
nevlastnÙ integrÁl na neohraniÃenom intervale, ako aj pre nevlatnÙ integrÁl neohraniÃenej
funkcie v okolÉ jedn×ho z koncovÙch bodov intervalu integrovania, v ÄalÓom budeme uvaÚo-
vaÔ tieto prÉpady spolu v zmysle nasledujÕcej de�nÉcie.

De�nÉcia 1.5. Nech < a;B) je ohraniÃenÙ alebo neohraniÃenÙ interval a funkcia f je
de�novanÁ na Îom. Nech f je integrovateËnÁ na kaÚdom uzavretom intervale
< a; � >�< a;B). Potom de�nujeme

Z B

a

f(x)dx := lim
�!B

Z �

a

f(x)dx; (3)

ak tÁto limita je vlastnÁ.

äalej, keÄ nebude vopred povedan×, budeme uvaÚovaÔ nevlastnÙ integrÁl (3), ktorÙ
sÕvisÉ len s hornou hranicou. NevlastnÙ integrÁl sÕvisiaci s dolnou hranicou sa de�nuje
podobne.

Veta 1.1. Nech funkcie f a g sÕ de�novan× na intervale < a;B) a integrovateËn× na
ËubovoËnom uzavretom intervale < a; � >�< a;B). Nech pre ne sÕ de�novan× nevlastn×
integrÁly

Z B

a

f(x)dx; (4)

Z B

a

g(x)dx: (5)

Potom

9



a) Ak B 2 R a f 2 < < a;B >, tak sa hodnoty integrÁlu (4), chÁpan×ho tak v nevlastnom
zmysle na < a;B), ako aj vo vlastnom zmysle, zhodujÕ.

b) Pre ËubovoËn× �1; �2 2 R funkcia �1f+�2g je integrovateËnÁ na < a;B) a platÉ rovnosÔ

Z B

a

(�1f(x) + �2g(x)) dx = �1

Z B

a

f(x)dx + �2

Z B

a

g(x)dx:

c) Ak c 2< a;B), tak

Z B

a

f(x)dx =

Z c

a

f(x)dx +

Z B

c

f(x)dx:

d) Ak ' :< �; �)!< a;B) je spojite diferencovateËnÁ rÙdzomonotÏnna funkcia, priÃom
'(�) = a a '(�)! B pre t! �; t 2< �; �), tak nevlastnÙ integrÁl funkcie

f ('(t))'0(t) existuje na < �; �) a platÉ rovnosÔ

Z B

a

f(x)dx =

Z �

�

f ('(t))'0(t)dt:

Veta 1.2. (Integrovanie per partes.) Nech funkcie f; g sÕ spojite diferencovateËn× na
< a;B) a existuje lim

x!B
f(x)g(x) = L <1. Za tÙchto podmienok z konvergencie jedn×ho

z integrÁlov
RB
a
f(x)g0(x) a

RB
a
g(x)f 0(x)dx vyplÙva konvergencia druh×ho a platÉ

Z B

a

f(x)g0(x)dx = L� f(a)g(a) �
Z B

a

g(x)f 0(x)dx:

PoznÁmka 1.6. Z tvrdenia c) vety 1.1. vyplÙva, Úe nevlastn× integrÁly

Z B

a

f(x)dx;

Z B

c

f(x)dx

konvergujÕ alebo divergujÕ sÕÃastne. Teda konvergencia nevlastn×ho integrÁlu nezÁvisÉ

od voËby zaÃiatoÃn×ho bodu c 2< a;B) (podobne, ako konvergencia radu sa nezmenÉ
vynechanÉm koneÃn×ho poÃtu Ãlenov radu).

Nevlastn× integrÁly s koneÃnÙm poÃtom singulÁrnych bodov

De�nÉcia 1.6. Bod x0 nazÙvame singulÁrnym (kritickÙm) bodom funkcie f(x), ak
a) alebo je funkcia f de�novanÁ v intervale (x0 � �; x0) a je v Îom neohraniÃenÁ pre

kaÚd× dostatoÃne mal× ÃÉslo � > 0;
b) alebo funkcia f je de�novanÁ a neohraniÃenÁ v intervale (x0; x0 + �), kde � > 0 je

ËubovoËn× dostatoÃne mal× ÃÉslo.
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Ak je funkcia f de�novanÁ v intervale (a;+1), tak +1 budeme pokladaÔ za sin-
gulÁrny (kritickÙ) bod a podobne �1 bude singulÁrnym bodom funkcia f , ak je f de�no-
vanÁ v intervale (�1; b).

De�nÉcia 1.7. Nech funkcia f je de�novanÁ v intervale (a; b) a mÁ tam koneÃnÙ poÃet
kritickÙch bodov c1; c2; : : : ; ck a (a < c1 < c2 < : : : < ck < b), priÃom a; b tieÚ mÐÚu byÔ
kritickÙmi bodmi funkcie f . Nech v kaÚdom uzavretom podintervale intervalu (a; b), ktorÙ
neobsahuje ani jeden z kritickÙch bodov, je riemannovsky integrovateËnÁ. HovorÉme, Úe
nevlastnÙ integrÁl

R b
a
f(x)dx konverguje (existuje) prÁve vtedy, keÄ pre kaÚdÕ postupnosÔ

bodov d0; d1; : : : ; dk takÕ, Úe a < d0 < c1 < d1 < c2 < d2 < : : : < dk�1 < ck < dk < b

existujÕ integrÁly

Z d0

a

f(x)dx;

Z c1

d0

f(x)dx;

Z d1

c1

f(x)dx; : : : ;

Z dk

ck

f(x)dx;

Z b

dk

f(x)dx:

SÕÃet tÙchto integrÁlov budeme nazÙvaÔ nevlastnÙm integrÁlom
R b
a
f(x)dx.

TÙmto spÐsobom mÐÚeme rozdeliÔ interval (a; b) na koneÃnÙ poÃet podintervalov, v
kaÚdom z ktorÙch funkcia f mÁ len jeden kritickÙ bod.

VypoÃÉtajte nevlastn× integrÁly:

1.

Z
1

1

dx

x3
. 2.

Z
1

0

dx

x2 + 4
.

3.

Z
1

0

dx

1 + x3
. 4.

Z
1

0

xe�ax
2

dx (a > 0).

5.

Z
1

1

dx

x2(1 + x)
. 6.

Z
1

1

dx

(1 + x)
p
x
.

7.

Z
1

0

xdx

(1 + x)2
. 8.

Z
1

1

p
xdx

(1 + x)2
.

9.

Z
1

2

dx

x2 + x� 2
. 10.

Z
1

0

x2 + 1

x4 + 1
dx.

11.

Z
1

0

arctg x

(1 + x2)
3
2

dx. 12.

Z
1

0

e�ax cos bxdx (a > 0).

13.

Z
1

0

e�ax sin bxdx (a > 0). 14.

Z
1

�1

dx

1 + x2
.

15.

Z 1

0

dxp
x
. 16.

Z 2

1

xdxp
x � 1

.

17.

Z 1

0

(x + 1)dx
3
p

(x� 1)2
. 18.

Z 1

0

dxp
1� x2

.

19.

Z 1

0

x lnxdx. 20.

Z 2

0

dx

x2 � 4x + 3
.
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21.

Z 1

0

lnxdx. 22.

Z 1

0

dx

(2� x)
p
1� x

.

23.

Z 1

�1

dxp
1� x2

. 24.

Z
1

0

x lnx

(1 + x2)2
dx.

25.

Z
1

1

dx

x
p
1 + x5 + x10

. 26.

Z 1

0

x

(1 + x2)
p
1� x4

.

27.
R 1
0
(lnx)

p
dx (p je prirodzen× ÃÉslo).

28. a) I1 =
R �

2

0
ln sinxdx; b) I2 =

R �

2

0
ln cosxdx.

29. Nech '(x) � 0; lim
x!+1

'(x) = 0; '0(x) � 0; '0(x) je spojitÁ funkcia na < a;+1).

DokÁÚte, Úe
R
1

0
'0(x)dx konverguje absolÕtne, t.j. Úe konverguje integrÁl

R
1

0
j'0(x)jdx.

30. NÁjdite

Z
E

e�
x

2 j sinx � cosxjp
sinx

dx, kde E je mnoÚina tÙch hodnÐt x z intervalu (0;+1),

pre ktor× integrand mÁ zmysel.

PouÚitÉm rekurentnÙch vzorcov vypoÃÉtajte integrÁly:

31. In =
R+1
0

xne�xdx.

32. In =

Z 1

0

xndxp
(1� x)(1 + x)

.

33. Strednou hodnotou funkcie f(x) na intervale (0;+1) sa nazÙva ÃÉslo

M [f ] = lim
x!+1

1

x

Z x

0

f(t)dt:

NÁjdite stredn× hodnoty nasledujÕcich funkciÉ:

a) f(x) = sin2 x+ cos2
�
x
p
2
�
;

b) f(x) = arctg x;

c) f(x) =
p
x sinx.

34. DokÁÚte, Úe

a) ak
R
1

0
x'(x2)dx konverguje, tak

R
1

�1

x'(x2)dx = 0;

b) ak konverguje
R
1

0
'(x2)dx, tak

R
1

�1

'(x2)dx = 2
R
1

0
'(x2)dx.
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2. Podmienky konvergencie nevlastn×ho integrÁlu.

AbsolÕtna a neabsolÕtna konvergencia nevlastn×ho integrÁlu

PodËa de�nÉcie 1.3 konvergencia nevlastn×ho integrÁlu (3) je ekvivalentnÁ s existenciou

vlastnej limity funkcie

F (�) =

Z �

a

f(x)dx (6)

pre �! B; � 2< a;B).

Preto platÉ

Veta 2.1. (Cauchyova - Bolzanova podmienka.) Nech funkcia f je de�novanÁ na intervale

< a;B) a integrovateËnÁ na ËubovoËnom uzavretom intervale < a; � >�< a;B). Potom

integrÁl
RB
a
f(x)dx konverguje prÁve vtedy, keÄ pre ËubovoËn× " > 0 existuje �0 2< a;B)

tak, Úe pre kaÚd× �1; �2 2< a;B) tak×, Úe �1 > �0; �2 > �0, platÉ vzÔah

����
Z �2

�1

f(x)dx

���� < ":

De�nÉcia 2.1. HovorÉme, Úe
RB
a
f(x)dx konverguje absolÕtne, ak konverguje integrÁlRB

a
jf(x)jdx.

De�nÉcia 2.2. NevlastnÙ integrÁl
RB
a
f(x)dx konverguje neabsolÕtne, ak konverguje, aleRB

a
jf(x)jdx diverguje.

PoznÁmka 2.1. Z absolÕtnej konvergencie vyplÙva konvergencia v obyÃajnom zmysle.

SkÕmanie absolÕtnej konvergencie nevlastn×ho integrÁlu sa redukuje na skÕmanie kon-

vergencie integrÁlu nezÁpornej funkcie.

Veta 2.2. Ak funkcia f spËÎa podmienky de�nÉcie 1.3 a f(x) � 0 na< a;B), tak nevlastnÙ
integrÁl (3) existuje prÁve vtedy, keÄ funkcia (6) je ohraniÃenÁ na < a;B).

DÐsledok 2.1. Nech funkcia f je nezÁpornÁ, nerastÕca na intervale < 1;+1) a nech je

integrovateËnÁ na kaÚdom uzavretom intervale < 1; � >�< 1;+1). Potom rad

1X
n=1

f(n) = f(1) + f(2) + : : :
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a integrÁl
R
+1

1
f(x)dx konvergujÕ alebo divergujÕ sÕÃasne.

Veta 2.3. (PorovnÁvacie krit×rium.) Nech funkcie f a g sÕ de�novan× na intervale < a;B)

a sÕ integrovateËn× na ËubovoËnom uzavretom intervale < a; � >�< a;B). Ak na intervale
< a;B) platÉ

0 � f(x) � g(x);

tak z konvergencie integrÁlu (5) vyplÙva konvergencia integrÁlu (4) a platÉ nerovnosÔ

Z B

a

f(x)dx �
Z B

a

g(x)dx

a z divergencie integrÁlu (4) vyplÙva divergencia integrÁlu (5).

Z poznÁmky 2.1, vety 2.3 a prÉkladu 1.1 vyplÙva

Veta 2.4. (ópeciÁlne porovnÁvacie krit×rium pre nevlastnÙ integrÁl na neohraniÃenom

intervale.) Nech na intervale < a;+1) funkcia f spËÎa vzÔah jf(x)j � c

x�
, kde c a � sÕ

konÓtanty, � > 1. Potom
R
+1

a
f(x)dx konverguje. Ak existuje takÁ konÓtanta c > 0, Úe na

intervale < a;+1) platÉ vzÔah f(x) � c

x�
, v ktorom � � 1, tak

R
+1

a
f(x)dx diverguje.

DÐsledok 2.2. (ópeciÁlne porovnÁvacie krit×rium v limitnom tvare). Ak pre � > 1

existuje vlastnÁ limita lim
x!+1

jf(x)jx� = c � 0, tak integrÁl
R
+1

a
f(x)dx konverguje. Ak

pre � � 1; lim
x!+1

f(x)x� = c, kde 0 < c � +1, tak integrÁl
R
+1

a
f(x)dx diverguje.

PoznÁmka 2.2. ópeciÁlne porovnÁvacie krit×rium pre nevlastnÙ integrÁl
R
+1

a
f(x)dx

moÚno zapÉsaÔ pomocou O - symboliky.

Nech f(x) = O?

�
1

x�

�
pre x ! +1. Potom integrÁl

R
+1

a
f(x)dx konverguje, ak

� > 1, a diverguje, ak � � 1.

ZÁpis f(x) = O?

�
1

x�

�
pre x ! +1 je ekvivalentnÙ s tÙm, Úe existuje vlastnÁ

lim
x!+1

f(x)x� = c 6= 0.

Podobne mÐÚeme sformulovaÔ porovnÁvacie krit×rium konvergencie nevlastn×ho inte-

grÁlu z de�nÉcie 1.2. S vyuÚitÉm poznÁmky 2.1, vety 2.3 a prÉkladu 1.2 uvedieme pre tento

prÉpad len ÓpeciÁlne porovnÁvacie krit×rium v limitnom tvare a jeho zÁpis pomocou O -

symboliky.

Veta 2.5. Nech pre � < 1 existuje vlastnÁ limita lim
x!b�

jf(x)j (b � x)
�

= c � 0, tak
R b
a
f(x)dx konverguje. Ak pre � � 1; lim

x!b�
f(x) (b � x)

�
= c, kde 0 < c � +1, tak

R b
a
f(x)dx diverguje.
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PoznÁmka 2.3. Nech f(x) = O?

�
1

(b � x)�

�
pre x ! b�. Potom integrÁl

R b
a
f(x)dx

konverguje, ak � < 1, a diverguje, ak � � 1.

Aj tu zÁpis f(x) = O?

�
1

(b � x)�

�
pre x ! b� znamenÁ, Úe existuje vlastnÁ limita

lim
x!b�

f(x)(b � x)� = c 6= 0.

PoznÁmka 2.4. Uvedieme ÓpeciÁlne porovnÁvacie krit×rium konvergencie nevlastn×ho

lintegrÁlu z de�nÉcie 1.3, zapÉsanom pomocou O - symboliky. Nech f(x) = O?

�
1

(x � a)�

�

pre x! a+. Potom integrÁl
R b
a
f(x)dx konverguje, ak � < 1, a diverguje, ak � � 1.

Veta 2.6. Ak konverguje integrÁl
R B
a
jf(x)jdx a funkcia g(x) je ohraniÃenÁ na < a;B),

tak ich sÕÃin f(x)g(x) je tieÚ absolÕtne integrovateËnÁ funkcia na < a;B).

Uvedieme eÓte niektor× ÄalÓie (jemnejÓie) krit×ria konvergencie nevlastn×ho integrÁlu

pouÚiteËn× aj v prÉpade neabsolÕtnej konvergencie integrÁlu (v zmysle de�nÉcie 1.5).

Veta 2.7. (Dirichletovo krit×rium.) Nech funkcie f a g sÕ de�novan× na intervale < a;B)

a sÕ integrovateËn× na ËubovoËnom uzavretom intervale < a; � >�< a;B). Ak platÉ:
1. funkcia F (�) =

R �
a
f(x)dx je ohraniÃenÁ na < a;B),

2. funkcia g(x) je monotÏnna a lim
x!B

g(x) = 0, tak
RB
a
f(x)g(x)dx konverguje.

Veta 2.8. (Abelovo krit×rium.) Nech funkcia f a g sÕ de�novan× na intervale < a;B) a

sÕ integrovateËn× na kaÚdom uzavretom intervale < a; � >�< a;B). Ak platÉ:

1. integrÁl
RB
a
f(x)dx konverguje,

2. funkcia g(x) je monotÏnna a ohraniÃenÁ na < a;B), tak
RB
a
f(x)g(x)dx konverguje.

Zistite konvergenciu integrÁlov:

35.

Z
1

1

dx
3
p
x2

. 36.

Z
1

1

dx

x
5

3

.

37.

Z
1

0

x

x2 + c2
dx. 38.

Z
1

0

x2dx

x3 + x + 1
.

39.

Z
1

1

x2dx

2x4 � x3 + 2x� 1
. 40.

Z
1

a

cosxdx.

41.

Z
1

0

x cosxdx. 42.

Z
1

0

xne�xdx.

43.

Z
1

1

dx

x
3
p
x2 + 1

. 44.

Z
1

0

p
x cosx

x + 2
dx.

45.

Z
1

0

p
xdxp

1� x4
. 46.

Z
2

1

dxp
(x � 1)(2 � x)

.
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47.

Z b

a

dx

(b � x) 3
p
x � a

. 48.

Z b

a

dxp
x2 � a2

.

49.

Z b

a

dx

x2 � a2
. 50.

Z
2

0

dx

lnx
.

51.

Z
1

0

dxp
x3 + x

. 52.

Z �

2

0

ln(sinx)p
x

dx.

53.

Z
1

0

sin2 x

x
dx. 54.

Z
1

0

lnx

1� x2
dx.

55. DokÁÚte, Úe integrÁl

Z �

0

dx

(sinx)s
konverguje, ak s < 1 a diverguje, ak s � 1.

56. DokÁÚte, Úe integrÁl

Z
1

0

sinx

xp
dx konverguje, ak p < 2.

57. DokÁÚte, Úe, ak integrÁl
R x
a
'(t)dt je ohraniÃenÁ funkcia pre x!1, tak

Z
1

a

'(x)

x�
dx

konverguje pre � > 0.

58. Nech '(x) � 0; lim
x!+1

'(x) = 0; '0(x) � 0; '0(x) je spojitÁ funkcia pre a � x <1.

DokÁÚte, Úe integrÁly
R
1

0
'(x) cos txdx a

R
1

a
'(x) sin txdx, kde t > 0, konvergujÕ.

Pre ak× hodnoty parametra � konvergujÕ nasledujÕce integrÁly:

59.

Z
1

0

x�dx

x2 + 1
. 60.

Z
1

1

x�:
x + sinx

x � sinx
dx.

61.

Z
1

2

dx

x� lnx
. 62.

Z �

0

1� cosx

x�
dx.

63.

Z
1

0

x��1e�xdx. 64.

Z
1

0

arctg ax

x�
dx (a 6= 0).

65.

Z
1

0

ln(1 + x)

x�
dx. 66.

Z
1

0

cos ax

1 + x�
dx (� � 0).

67.

Z
1

0

x�dxp
1� x4

.

NÁjdite hodnoty parametrov m a n (resp. p a q), pre ktor× nasledujÕce integrÁly konver-

gujÕ:

68.

Z
1

0

xp lnq
1

x
dx. 69.

Z
1

0

xm

1 + xn
dx (n � 0).

70.

Z
1

0

xmarctg x

2 + xn
dx (n � 0). 71.

Z �

2

0

dx

sinp x cosq x
.

72.

Z
1

0

dx

xp + xq
. 73.

Z
1

1

dx

xp lnq x
.
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74.

Z
1

0

xmjx� 1jndx. 75.

Z
1

0

xp�1 (1� x)
q�1

dx.

76. Pre ak× hodnoty parametrov p; q a r konverguje integrÁlZ
1

e

dx

xp(lnx)q(ln lnx)r
?

77. UrÃte hodnoty parametrov p1; p2; : : : ; pn, pre ktor× konverguje integrÁl:Z
1

�1

dx

jx � a1jp1jx � a2jp2 : : : jx � anjpn :

78. DokÁÚte, Úe integrÁl

Z
1

0

sin tx

xs
dx konverguje, ak 0 < s < 2, a absolÕtne konverguje,

ak 1 < s < 2.

79. DokÁÚte, Úe integrÁl

Z
1

0

1� cos tx

xs
dx konverguje absolÕtne, ak 1 < s < 3.

80. DokÁÚte, Úe integrÁl

Z
1

0

sinx(1 � cosx)

xs
dx konverguje, ak 0 < s < 4 a absolÕtne

konverguje, ak 1 < s < 4.

81. DokÁÚte, Úe nasledujÕce integrÁly konvergujÕ neabsolÕtne:

a)

Z
1

0

cosxp
x
dx; b)

Z
1

0

sinx

x
dx; c)

Z
1

0

sinx2dx.

Zistite absolÕtnu a neabsolÕtnu konvergenciu nasledujÕcich integrÁlov:

82.

Z
1

0

p
x cosx

x + 100
dx. 83.

Z
1

0

xp sin(xq)dx (q 6= 0).

84.

Z �

2

0

sin (secx) dx. 85.

Z
1

0

x2 cos(ex)dx.

86.

Z
1

0

xp sinx

1 + xq
dx (q � 0).

87. Nech P a Q sÕ dva polynÏmy a polynÏm Q nemÁ reÁlne korene v intervale < a;1).

DokÁÚte, Úe, ak st P � st Q� 2, integrÁlyZ
1

a

P (t)

Q(t)
sin tdt;

Z
1

a

P (t)

Q(t)
cos tdt

konvergujÕ absolÕtne.

88. Nech na uzavretom intervale < a; b > pre kaÚd× b > a je funkcia f(x) > 0 a funkcia

'(x) je rastÕca, priÃom '(x) � x; '0(x) a f(x) sÕ integrovateËn× funkcie. Ak za tÙchto

podmienok pre dostatoÃne veËk× x

f ['(x)] :'0(x)

f(x)
� q < 1;
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tak integrÁl
R
1

a
f(x)dx konverguje, ak pre dostatoÃne veËk× x

f ['(x)] :'0(x)

f(x)
� 1; '(x) 6� x;

tak integrÁl
R
1

a
f(x)dx diverguje.

Sformulujte uveden× krit×rium konvergencie resp. divergencie integrÁlu
R
1

a
f(x)dx v

prÉpadoch: '(x) = x + 1; '(x) = 2x; '(x) = x2; '(x) = ex.

89. PouÚitÉm tvrdenia Õlohy 88 pre prÉpad '(x) = x+ 1 ukÁÚte, Úe

a) integrÁly

Z
1

1

x2

2x
dx a

Z
1

1

x5 sin
1

2x
dx konvergujÕ;

b) integrÁly

Z
1

1

2x

x4
dx a

Z
1

1

2x sin
1

x5
dx divergujÕ.

90. Na zÁklade tvrdenia Õlohy 88 pre prÉpad '(x) = 2x ukÁÚte, Úe

a) integrÁl

Z
1

1

sin 1

x

x
dx konverguje;

b) integrÁl

Z
1

2

dx

(lnx)2
diverguje.

91. PouÚitÉm tvrdenia Õlohy 88 pre prÉpad '(x) = ex ukÁÚte, Úe integrÁl

Z
1

10

dxp
x2 + 1 lnx(ln lnx)�

; kde � > 1;

konverguje a integrÁl Z
1

10

dxp
x2 + 1 lnx: ln lnx

diverguje.

92. Ak
R
1

a
f(x)dx konverguje, musÉ f(x) ! 0 pre x!1?

UvaÚujte prÉklady: a)
R
1

a
sinx2dx; b)

R
1

a
(�1)[x2]dx.

93. Nech f(x) 2 C(1) < x0;1) t.j. funkcia f a jej derivÁcia sÕ spojit× v < x0;1),

jf 0(x)j < C pre x0 < x <1 a
R
1

x0
jf(x)jdx konverguje. DokÁÚte, Úe f(x) ! 0 pre x!1.

94. MÐÚeme konvergentnÙ nevlastnÙ integrÁl

Z b

a

f(x)dx

neohraniÃenej funkcie f(x), de�novanej na < a; b >, de�novaÔ ako limitu zodpovedajÕceho

integrÁlneho sÕÃtu
n�1X
i=1

f(�i)4 xi;
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kde xi � �i � xi+1 a 4xi = xi+1 � xi?

95. Nech Z
1

a

f(x)dx (1)

konverguje a funkcia '(x) je ohraniÃenÁ. MusÉ potom konvergovaÔ aj integrÁl

Z
1

a

f(x)'(x)dx? (2)

Ak nie, uveÄte zodpovedajÕci prÉklad. ão mÐÚete povedaÔ o konvergencii integrÁlu (2), ak

integrÁl (1) konverguje absolÕtne?

96. Nech funkcia f(x) je monotÏnna v intervale 0 < x � 1 a je neohraniÃenÁ v okolÉ bodu

x = 0. DokÁÚte, Úe ak existuje Z
1

0

f(x)dx;

tak

lim
n!1

1

n

nX
k=1

f

�
k

n

�
=

Z
1

0

f(x)dx:
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3. HlavnÁ hodnota nevlastn×ho integrÁlu

De�nÉcia 3.1. Nech funkcia f je de�novanÁ na celej mnoÚine reÁlnych ÃÉsel (�1;1) a

nech je integrovateËnÁ na kaÚdom uzavretom intervale. Budeme hovoriÔ, Úe funkcia f je

integrovateËnÁ v zmysle Cauchyho, ak existuje limita

lim
�!1

Z
�

��

f(x)dx:

TÕto limitu budeme nazÙvaÔ hlavnou hodnotou nevlastn×ho integrÁlu funkcie f v zmysle

Cauchyho a oznaÃovaÔ symbolom

v.p.

Z
1

�1

f(x)dx = lim
�!1

Z
�

��

f(x)dx

(v.p. sÕ zaÃiatoÃn× pÉsmenÁ francÕzskych slov valuer principal - hlavnÁ hodnota.)

Veta 3.1. Ak je funkcia f nepÁrna a integrovateËnÁ na kaÚdom uzavretom intervale, tak

je integrovateËnÁ v zmysle Cauchyho a hlavnÁ hodnota jej integrÁlu sa rovnÁ 0.

Ak je funkcia f pÁrna, tak je integrovateËnÁ v zmysle Cauchyho na intervale (�1;1)

prÁve vtedy, keÄ konverguje nevlastnÙ integrÁlZ
1

0

f(x)dx:

De�nÉcia 3.2. Nech funkcia f je de�novanÁ v uzavretom intervale < a; b > s vÙnimkou

jedin×ho bodu c, a < c < b a nech je integrovateËnÁ v kaÚdom uzavretom podintervale

intervalov < a; c); (c; b >. Budeme hovoriÔ, Úe funkcia f je integrovateËnÁ podËa Cauchyho,

ak existuje limita

lim
"!0

+

 Z
c�"

a

f(x)dx +

Z
b

c+"

f(x)dx

!
= v.p.

Z
b

a

f(x)dx;

ktorÁ sa nazÙva hlavnou hodnotou integrÁlu v zmysle Cauchyho.

97. UkÁÚte, Úe

a) v.p.

Z 1

�1

dx

x
= 0; b) v.p.

Z
1

0

dx

1� x2
= 0; c) v.p.

Z
1

�1

sinxdx = 0.

98. NÁjdite:

a) v.p.

Z
1

0

dx

x2 � 3x+ 2
; b) v.p.

Z 2

1
2

dx

x lnx
;

c) v.p.

Z
1

�1

1 + x

1 + x2
dx; d) v.p.

Z
1

�1

arctg xdx.
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VÙsledky, nÁvody a poznÁmky

1 1

2
.

2 �
4
.

3 2�

3
p
3
.

4 1

2a
.

5 1� ln 2.

6 �
2
.

7 1

2
.

8 1

4
(� + 2). NÁvod: urobiÔ substitÕciu

p
x = t a pouÚiÔ vetu 1.2.

9 2

3
ln 2.

10 �p
2
. NÁvod: vezmite do Õvahy, Úe x2+1

x4+1
=

1+
1

x2

x2+ 1

x2

(x 6= 0) a urobte substitÕciu

x � 1

x
= t; dostanete

R1
�1

dt
t2+2

, na vÙpoÃet ktor×ho pouÚite de�nÉciu 1.4 alebo de�nÉciu
1.7.

11 �
2
� 1. NÁvod: urobte substitÕciu arctg x = t.

12 a
a2+b2

.

13 b
a2+b2

.

14 �.

15 2.

16 22

3
.

17 51

4
. NÁvod: urobte substitÕciu 3

p
x � 1 = t.

18 �
2
.

19 �1

4
.

20 Diverguje.

21 �1.
22 �

2
.

23 �.

24 0.
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25 1

5
ln
�
1 + 2p

3

�
. NÁvod: vezmite do Õvahy, Úe 1

x
p
1+x5+x10

=
1

x6p
( 1

x5
)
2
+

1

x5
+1

a urobte

substitÕciu 1

x5
= t.

26 1

2
. NÁvod: urobte substitÕciu najprv x2 = t a potom v zÉskanom integrÁli poloÚte

t = cos'; na vÙpoÃet pouÚite de�nÉciu 1.3.

27 (�1)p p!. NÁvod: urobte substitÕciu lnx = t.

28 I1 = I2 = ��
2
ln 2. NÁvod: substitÕciou �

2
� x = t sa integrÁl I2 redukuje

na integrÁl I1; potom 2I1 = I1 + I2 =
R �

2

0
ln
�
sin 2x

2

�
dx = ��

2
ln 2 +

R �

2

0
ln (sin 2x) dx =

��
2
ln 2 + 1

2

R �
0
ln (sin t) dt = ��

2
ln 2 + 1

2

R �

2

0
ln (sin t) dt + 1

2

R �
�

2

ln (sin t) dt = ��
2
ln 2 + I1

(to sa dostane pomocou substitÕcie � � t = z v integrÁli
R �
�

2

ln (sin t) dt).

29 NÁvod: pouÚite de�nÉciu 1.1 a skutoÃnosÔ, Úe ak '0(x) 2 < < a; � >; � � a, tak
aj j'0(x)j 2 < < a; � >.

30
2 4
p
8e�

�

8

1� e��
. NÁvod: PretoÚe sinx > 0 pre 2k� < x < � + 2k�; k = 0; 1; 2; : : :R

E

e
�

x

2 j sin x�cosxjp
sin x

dx =
P1

k=0

R �+2k�

2k�

e
�

x

2 j sin x�cosxjp
sin x

dx =
P1

k=0
e�k�

R �
0

e
t

2 j sin t�cos tjp
sin t

dt

(po substitÕcii x � 2k� = t). IntegrÁl
R �
0

e
t

2 j sin t�cos tjp
sint

dt je konvergentnÙ, Ão sa dokÁÚe na

zÁklade de�nÉcie 1.2 resp. de�nÉcie 1.3, ak vezmeme do Õvahy, Úe sin t � cos t � 0 pre
0 � t � �

4
a sin t� cos t � 0 pre �

4
� t � � a zapÉÓeme ho ako sÕÃet dvoch integrÁlov.

31 n!

32 In = (n�1)!!

n!!
�
2
, ak n je pÁrne; In = (n�1)!!

n!!
, ak n je nepÁrne. NÁvod: urobte

substitÕciu x = sin t.

33 a) 1; b) �
2
; c) 0.

34 NÁvod: pouÚite de�nÉciu 1.7, v ktorej poloÚte d0=0 a zohËadnite skutoÃnosÔ, Úe v
a) je funkcia za znakom integrÁlu nepÁrna a v b) je pÁrna.

35 Diverguje.

36 Konverguje.

37 Diverguje.

38 Diverguje.

39 Konverguje.

40 Diverguje. NÁvod: dokÁÚte na zÁklade de�nÉcie 1.1.

41 Diverguje. NÁvod: pre dÐkaz pouÚite de�nÉciu 1.2 a poznÁmku 1.1.

42 Konverguje (pozri Õlohu 31).

43 Konverguje.
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44 Konverguje. NÁvod: pouÚite vetu 2.7.

45 Konverguje.

46 Konverguje. NÁvod: pouÚite de�nÉciu 1.7 a potom de�nÉciu 1.2 resp. 1.3.

47 Diverguje. (Pozri nÁvod k Õlohe 46).

48 Konverguje.

49 Diverguje.

50 Diverguje. NÁvod: NapÉÓte danÙ integrÁl ako sÕÃet dvoch integrÁlovR 1

0

dx
ln x

+
R 2

1

dx
ln x

, priÃom v druhom integrÁli funkcia 1

ln x
=O�

�
1

x�1

�
pre x ! 1+; Äalej

vyuÚite poznÁmku 2.4 a de�nÉciu 1.7.

51 Konverguje. NÁvod: Na zÁklade de�nÉcie 1.7 zapÉÓte integrÁl ako sÕÃet dvoch

integrÁlov a na prvÙ z nich pouÚite poznÁmku 2.4 a na druhÙ dÐsledok 2.2 (alebo poznÁmku
2.2).

52 Konverguje. NÁvod: DanÙ integrÁl mÁ singulÁrny bod x = 0, t.j. integrÁl je
typu integrÁla z de�nÉcie 1.3. VyuÚitÉm poznÁmky 1.4 sformulujte ÓpeciÁlne porovnÁvacie
krit×rium v limitnom tvare pre uvedenÙ typ nevlastn×ho integrÁlu, podobne ako je toto
krit×rium sformulovan× vo vete 2.5 pre integrÁl z de�nÉcie 1.2. Na zÁklade toho hËadajte

lim
x!0

+

xpj ln sinxjp
x

�
1

2
< p < 1

�
, kde xp = (x � 0)p.

53 Diverguje. NÁvod: IntegrÁl zapÉÓte v tvareZ
+1

0

sin2 x

x
dx =

Z a

0

sin2 x

x
dx +

Z
+1

a

sin2 x

x
dx (a > 0):

PrvÙ integrÁl existuje, druhÙ integÁl na pravej strane rovnosti pouÚitÉm vzorca sin2 x =
1

2
(1� cos 2x) napÉÓte ako rozdiel dvoch integrÁlov pouÚite na jeden z nich de�nÉciu 1.1 a

na druhÙ vetu 2.7.

54 Konverguje. PoznÁmka: bod x = 1 nie je singulÁrnym bodom funkcie ln x
1�x2 , lebo

existuje lim
x!1

�

lnx

1� x2
, o Ãom sa presvedÃte sami.

55 NÁvod: UvaÚujte dva prÉpady: a) s � 0; b) s > 0.
a) Ak s � 0, integrÁl existuje ako vlastnÙ (preÃo?).

b) Ak s > 0, funkcia 1

(sinx)s
mÁ singulÁrne body x = 0 a x = �. PodËa de�nÉcie

1.7 zapÉÓte integrÁl vo tvare
R �
0

dx
(sinx)s

=
R c
0

dx
(sinx)s

+
R �
c

dx
(sin x)s

(0 < c < �). Na dÐkaz

konvergencie 1. integrÁlu pouÚite poznÁmku 2.4 (tu a = 0); 2. integrÁl substitÕciou

� � x = t prevediete na integrÁl so singulÁrnym bodom x = 0. Z a), b) dostanete dÐkaz

tvrdenia Õlohy.

56 NÁvod: UvaÚujte dva prÉpady: a) p � 0, b) p > 0. PrÉpad a) pozrite v nÁvode

k Õlohe 55. V prÉpade b) funkcia sin x
xp

mÁ singulÁrny bod x = 0. Na dÐkaz konvergencie

integrÁlu
R 1

0

sin x
xp

dx pouÚite poznÁmku 2.4, pritom vezmite do Õvahy, Úe sinx
xp

= sin x
x

: 1

xp�1
.
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57 NÁvod: PouÚite vetu 2.7.

58 Pozrite nÁvod k Õlohe 57.

59 Konverguje, ak j�j < 1 a diverguje, ak j�j � 1. NÁvod: ZapÉÓte danÙ integrÁl

v tvare
R c
0

dx
x��(x2+1)

+
R1
c

dx
x��(x2+1)

(c > 0). PouÚitÉm poznÁmky 2.4 na 1. integrÁl

dostanete mnoÚinuA1 hodnÐt parametra �, pre ktor× konverguje tento integrÁl, a mnoÚinu

A01 hodnÐt parametra �, pre ktor× integrÁl diverguje. Podobne pouÚitÉm poznÁmky 2.2

dostanete mnoÚiny A2 a A02 pre 2. integrÁl. Potom je mnoÚina A = A1 \ A2 hodnÐt
parametra �, pre ktor× danÙ integrÁl konverguje, a mnoÚina A0 = A0

1
[ A0

2
je mnoÚinou

hodnÐt parametra �, pre ktor× danÙ integrÁl diverguje.

60 Konverguje, ak � < �1 a diverguje, ak � � �1. NÁvod: ZapÉÓte funkciu, ktorÕ

integrujete vo tvare
1

x��
:
1 + sin x

x

1� sin x
x

a pouÚite poznÁmku 2.2.

61 Konverguje pre � > 1 a diverguje pre � � 1. NÁvod: Urobte substitÕciu lnx = t

a na zÉskanÙ integrÁl pouÚite dÐsledok 2.2.

62 Pre � < 1 konverguje, pre � � 1 diverguje. NÁvod: ZapÉÓte integrÁl v tvare:R �
0

1

x�
dx�

R �

2

0

cosx
x�

dx�
R �
�

2

cosx
x�

dx; prv× dva integrÁly majÕ singulÁrny bod x = 0, pouÚite

na nich poznÁmku 2.4.

63 Konverguje pre � > 0. NÁvod: IntegrÁl zapÉÓte vo tvare sÕÃtu dvoch integrÁlov:R c
0

e�x

x1��
dx+

R1
c

x��1

ex
dx (c > 0); na prvÙ z nich pouÚite poznÁmku 2.4 a na druhÙ dÐsledok

2.2.

64 Konverguje pre 1 < � < 2. NÁvod: ZapÉÓte danÙ integrÁl vo tvare sÕÃtu dvoch
integrÁlov:

R c
0

arctg ax

x�
dx +

R1
0

arctg ax

x�
dx (c > 0); na prvÙ z nich pouÚite poznÁmku 2.4 a

na druhÙ poznÁmku 2.2.

65 Konverguje pre 1 < � < 2. NÁvod: Urobte substitÕciu ln(1 + x) = t a Äalej

postupujte podËa nÁvodu k Õlohe 63.

66 Konverguje pre � > 0 (a 6= 0). NÁvod: PouÚite vetu 2.7.

67 Konverguje pre � > �1. NÁvod: PodËa de�nÉcie 1.7 zapÉÓte danÙ integrÁl ako
sÕÃet dvoch integrÁlov na prvÙ z nich pouÚite poznÁmku 2.4 a na druhÙ poznÁmku 2.3.

68 Konverguje, ak p > �1 a q > �1. NÁvod: Po substitÕcii ln 1

x
= u v danom

integrÁli dostaneme integrÁl
R1
0

ua

e(1+p)u
du. äalej postupujete podËa nÁvodu k Õlohe 63.

69 Konverguje, ak m > �1; n �m > 1. NÁvod: PodËa de�nÉcie 1.7 zapÉÓte danÙ

integrÁl ako sÕÃet dvoch integrÁlov na prvÙ z nich pouÚite poznÁmku 2.4 a na druhÙ
poznÁmku 2.2.

70 Konverguje, ak m > �2, n�m > 1. PoznÁmka: Pri hËadanÉ hodnÐt parametrov
m a n, pre ktor× danÙ integrÁl konverguje, postupujte podËa nÁvodu k Õlohe 69.

71 Konverguje, ak p < 1; q < 1. NÁvod: PodËa de�nÉcie 1.7 zapÉÓte danÙ inte-

grÁl v tvare sÕÃtu dvoch integrÁlov:
R c
0

dx
sinp x cosq x

+
R �

2

c
dx

sinp x cosq x

�
0 < c < �

2

�
; funkciu
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1

sinp x cosq x
v 1. integrÁli rozÓirte xp a pouÚite poznÁmku 2.4; v 2. integrÁli tÕto funkciu

rozÓÉrte vÙrazom
�
�
2
� x

�q
a pouÚite poznÁmku 2.3.

72 Konverguje, ak minfp; qg < 1; maxfp; qg > 1. NÁvod: Na zÁklade de�nÉcie 1.7
zapÉÓte danÙ integrÁl v tvare sÕÃtu dvoch integrÁlov:

R c
0

dx
xp+xq

+
R1
c

dx
xp+xq

; na zistenie

konvergencie prv×ho z nich pouÚite poznÁmku 2.4 v dvoch prÉpadoch a) p > q, b) p < q; na

zistenie konvergencie druh×ho pouÚite poznÁmku 2.2 tieÚ v uvedenÙch dvoch prÉpadoch.

73 Konverguje, ak p > 1; q < 1. NÁvod: PouÚitÉm substitÕcie lnx = t v danom
integrÁli dostanete integrÁl

R1
0

dt

e(p�1)ttq
. äalej postupujte podËa nÁvodu k Õlohe 63.

74 Konverguje pre m > �1; n > �1;m+ n < �1. NÁvod: SingulÁrne body funkcie,
ktorÕ integrujeme na intervale (0;1) sÕ 0; 1;+1. PodËa de�nÉcie 1.7 zapÉÓte danÙ integrÁl

vo tvare sÕÃtu Ótyroch integrÁlov:R d0
0

f(x)dx +
R 1

d0
f(x)dx +

R d1
1

f(x)dx +
R1
d1

f(x)dx (0 < d0 < 1 < d1 <1,

f(x) = x�jx � 1j�), z ktorÙch kaÚdÙ obsahuje len jeden singulÁrny bod. Na vyÓetrenie
konvergencie 1. a 3. integrÁlu pouÚite poznÁmku 2.4, konvergencie 2. integrÁlu poznÁmku
2.3 a konvergenciu 4. integrÁlu poznÁmku 2.2.

75 Konverguje, ak p > 0 a q > 0. NÁvod: PodËa de�nÉcie 1.7 danÙ integrÁl zapÉÓte v

tvare:
R c
0

(1�x)q�1
x1�p

dx+
R 1

c
x
p�1

(1�x)1�q (0 < c < 1); na prvÙ z nich pouÚite poznÁmku 2.4 a na

druhÙ pouÚite poznÁmku 2.3.

76 Konverguje pre p > 1, ËubovoËn× q; r < 1 a pre p = 1; q > 1; r < 1. NÁvod:
SubstitÕciou ln lnx = u v danom integrÁli dostanete integrÁl

Z 1

0

du

e(p�1)eue(q�1)uur
:

äalej postupujte podËa nÁvodu k Õlohe 63, priÃom pri vyÓetrenÉ konvergencie 2. integrÁlu
(ktorÙ mÁ singulÁrny bod 1) rozlÉÓte dva prÉpady: a) p� 1 > 0, b) p� 1 = 0.

77 Konverguje, ak pi < 1 (i = 1; 2; : : : ; n);
Pn

i=1
pi > 1. NÁvod: Funkcia, ktorÕ

integrujeme na intervale (�1;1) mÁ tieto singulÁrne body: �1; a1; : : : ; an;1. äalej
postupujeme podobne ako v nÁvode k Õlohe 74.

78 NÁvod: PodËa de�nÉcie 1.7 zapÉÓte danÙ integrÁl ako sÕÃet dvoch integrÁlovR c
0

sin tx
xs

dx +
R1
c

sin tx
xs

dx (c > 0; t 6= 0).
PoznÁmka 1.: Pre t = 0 dostanete nulovÕ funkciu, ktorej integrÁl absolÕtne konverguje na
(0;1).

Pri vyÓetrovanÉ konvergencie dan×ho integrÁlu postupujeme takto:

1. PouÚitÉm poznÁmky 2.4 dostanete j sin txj
xs

=
�� sin tx

tx
t
�� : 1

xs�1
= O�

�
1

xs�1

�
pre x ! 0+, z

Ãoho vyplÙva, Úe
R c
0

j sin txj
xs

dx konverguje, ak s� 1 < 1, t.j. s < 2; pouÚite poznÁmku 2.1.
2. Na zÉskanie konvergencie 2. integrÁlu pouÚite vetu 2.7.

Z 1. a 2. dostanete mnoÚinu hodnÐt parametra s, pre ktor× danÙ integrÁl konverguje.

PoznÁmka 2.: Z 1. vyplÙva, Úe 1. integrÁl absolÕtne konverguje pre s < 2.
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AbsolÕtnu konvergenciu 2. integrÁlu zistÉte na zÁklade prvej Ãasti vety 2.4.

Z poznÁmky 2. a absolÕtnej konvergencie 2. integrÁlu dostanete mnoÚinu hodnÐt parame-

tra s, pre ktor× danÙ integrÁl konverguje absolÕtne.

79 NÁvod: PouÚitÉm vzorca 1�cos tx = 2 sin2 tx
2
v danom integrÁli dostanete integrÁl

2
R1
0

sin
2 tx

2

xs
dx. Funkcia

sin
2 tx

2

xs
je na (0;1) nezÁpornÁ, preto konvergencia tohoto integrÁlu

je sÕÃasne aj absolÕtnou konvergenciou. Pri skÕmanÉ konvergencie integrÁlu postupujete

podËa nÁvodu k Õlohe 78., priÃom v prvom z integrÁlov, ktor× dostanete po vyjadrenÉ
uveden×ho integrÁlu ako sÕÃtu dvoch integrÁlov, vezmite do Õvahy, Úe

sin2 tx
2

xs
=

t2

4

�
sin tx

2

tx
2

�2

:
1

xs�2
; t 6= 0:

80 NÁvod: Po pouÚitÉ vzorcov pre goniometrick× funkcie poloviÃn×ho argumenta v

danom integrÁli dostanete 2
R1
0

sin
3 x

2 cos
x

2

xs
dx. DÐkaz tvrdenia Õlohy preveÄte podËa nÁvodu

k Õlohe 78.

81 NÁvod: a) Na zistenie konvergencie integrÁlu pouÚite vetu 2.7. Pri dÐkaze diver-

gencie integrÁlu
R1
0

j cosxjp
x

dx vyuÚite nerovnosÔ j cosxj � cos2 x.

b) DÐkaz robte podËa nÁvodu v a), pritom vyuÚite nerovnosÔ j sinxj � sin2 x.
c) SubstitÕciou x2 = t v danom integrÁli dostanete integrÁl typu, ktorÙ sa uvaÚuje v Õlohe
b).

82 Postup rieÓenia Õlohy je ten istÙ, ako Õlohy 81. a).

83 Konverguje absolÕtne, ak �1 < p+1

q
< 0; konverguje neabsolÕtne, ak

0 � p+1

q
< 1. NÁvod: A. Po pouÚitÉ substitÕcie xq = t v danom integrÁli dostanete integrÁl

1

jqj
R1
0

sin t

t
1�

p+1
q

dt, ktorÙ na zÁklade di�nÉcie 1.7 zapÉÓte ako sÕÃet dvoch integrÁlov

1

jqj

Z �

0

sin t

t1�
p+1
q

dt+
1

jqj

Z 1

�

sin t

t1�
p+1
q

dt:

PouÚitÉm poznÁmky 2.4 na 1. integrÁl a vety 2.7 na 2. integrÁl dostanete podmienku pre
parametre p a q takÕ, aby danÙ integrÁl konvergoval.

B. 1. Pri skÕmanÉ absolÕtnej konvergencie dan×ho integrÁlu vezmite do Õvahy, Úe 1.
integrÁl konverguje aj absolÕtne pre tie ist× hodnoty parametrov p a q, pre ktor× konverguje

v obyÃajnom zmysle.

2. Na zÉstenie absolÕtnej konvergencie 2. integrÁlu pouÚite 1. ÃasÔ vety 2.4. Z 1. a 2.
dostanete podmienku pre p a q, aby danÙ integrÁl absolÕtne konvergoval.

PorovnanÉm vÙsledkov v A a B dostanete podmienku, za ktorej danÙ integrÁl konver-
guje neabsolÕtne.

84 Konverguje absolÕtne. NÁvod: PouÚitÉm substitÕcie sec x = 1

cosx
= t v danom

integrÁli dostanete
R1
1

sin t

t
p
t2�1

dt. Postup rieÓenia tejto Õlohy je podobnÙ postupu rieÓenia

Õlohy 83., len tu je o to ËahÓie, Úe nemÁme nijak× parametre.
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85 Konverguje neabsolÕtne. NÁvod: Urobte substitÕciu ex = t a na zÉskanÙ integrÁl
pouÚite vetu 2.7. Pri skÕmanÉ divergencie tohto integrÁlu vyuÚite nerovnosÔ j cos tj � cos2 t.

86 Konverguje absolÕtne, ak p > �2; q > p+ 1; konverguje neabsolÕtne, ak

p > �2; p < q � p+ 1. PoznÁmka: Pri rieÓenÉ Õlohy postupujte podËa nÁvodu k Õlohe 83.

87 NÁvod: UkÁÚte, Úe
R1
0

P (t)

Q(t)
dt konverguje absolÕtne a potom pouÚite vetu 2.6.

88 RieÓenie: Bez ujmy na vÓeobecnosti mÐÚeme povaÚovaÔ, Úe nerovnosÔ

f ['(x)]'0(x) � qf(x) (q < 1) je splnenÁ pre vÓetky x 2< a;1). Nech b > c; x = '(t),

c = '(a); b = '(�), potom

Z b

c

f(x)dx =

Z �

a

f ['(t)]'0(t)dt � q

Z �

a

f(t)dt = q

 Z c

a

f(x)dx +

Z �

c

f(x)dx

!
;

odkiaË vyplÙva, Úe

Z b

c

f(x)dx � q

Z �

c

f(x)dx � q

Z c

a

f(x)dx

alebo

Z �

c

f(x)dx +

Z b

�

f(x)dx � q

Z �

c

f(x)dx � q

Z c

a

f(x)dx:

PretoÚe � � b; f(x) > 0, integrÁl
R b
�
f(x)dx � 0 a teda, (1 � q)

R �
c
f(x)dx � q

R c
a
f(x)dx

alebo
R �
c
f(x)dx � q

1�q
R c
a
f(x)dx.

Ak b ! 1, tak aj � ! 1 a
R1
c

f(x)dx = lim
�!1

Z �

c

f(x)dx � q

1� 1

Z c

a

f(x)dx.

PretoÚe integrÁly
R1
a

f(x)dx a
R1
c

f(x)dx konvergujÕ alebo divergujÕ sÕÃasne (pozri poz-
nÁmku 1.6), prvÁ ÃasÔ tvrdenia je dokÁzanÁ.

Nech teraz f ['(x)]'0(x) � f(x). Pre zaveden× oznaÃenia mÁme:

Z b

c

f(x)dx =

Z �

a

f ['(t)]'0(t)dt =

Z c

a

f ['(t)]'0(t)dt +

Z �

c

f ['(t)]'0(t)dt

�
Z c

a

f ['(t)]'0(t)dt +

Z �

c

f(t)dt:

Ak b!1, tak aj � !1, a
R1
c

f(x)dx �
R c
a
f ['(t)]'0(t)dt+

R1
c

f(t)dt; Ão je moÚn× len

vtedy, keÄ
R1
c

f(x)dx =1.

92 NemusÉ. NÁvod: a) Z tÙmto integrÁlom ste sa stretli uÚ v Õlohe 81., kde sa zistilo
na zÁklade vety 2.7, Úe konverguje. AvÓak lim

x!1
sinx2 neexistuje. (PreÃo?)

b) Konvergenciu dan×ho integrÁlu zistite na zÁklade tvrdenia z odseku 1. PodËa neho
a po pouÚitÉ substitÕcie x2 = t dostanete, Úe

Z 1

0

(�1)[x
2
]
dx =

1X
k=0

Z p
k+1

p
k

(�1)[x
2
]
dt =

1X
k=0

1

2

Z k+1

k

(�1)[t]p
t

dt:
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KeÄ vypoÃÉtate integrÁl za znakom sumÁcie, dostanete ÃÉselnÙ rad, ktor×ho konvergenciu

zistÉte pomocou Leibnizovho krit×ria. Potom ukÁÚte, Úe tento vÙsledok nezÁvisÉ od voËby
postupnosti f�kg1k=0

< (0;1); lim
k!1

�k =1 (pozri [3]).

ZÁverom dostanete, Úe lim
x!1

(�1)[x
2
]
neexistuje.

93 NÁvod: UvaÚujte integrÁl
R1
x0

f(x)f 0 (x)dx, ktorÙ konverguje na zÁklade pred-

pokladov z tejto Õlohy. VyuÚite tÕto skutoÃnosÔ, de�nÉciu 1.1 a dÐkaz tvrdenia urobte

sporom.

94 Nie. (OdÐvodnite to.)

95 Ak integrÁl
R1
a

f(x)dx konverguje neabsolÕtne a funkcia '(x) je ohraniÃenÁ, takR1
a

f(x)'(x)dx mÐÚe divergovaÔ (pozri Õlohu 53., v ktorej za f(x) vezmite funkciu sin x
x

a

'(x) = sinx). Na druhÕ otÁzku dÁva odpoveÄ veta 2.6.

96 NÁvod: PodËa predpokladu existuje vlastnÁ limita lim
�!0

+

Z 1

�

f(x)dx (pozri de�nÉ-

ciu 1.3). PoloÚte � = 1

n
; n 2 N a predpokladajte, Úe f(x) je monotÏnne klesajÕca na

< 1

n
; 1 > (podobn× Õvahy potom mÐÚete previesÔ pre monotÏnne rastÕce funkcie). Urobte

delenie intervalu na n rovnakÙch ÃastÉ a napÉÓte hornÙ S a dolnÙ S integrÁlny sÕÃet funkcie
f(x) zodpovedajÕce dan×mu deleniu takto:

S =
1

n

n�1X
k=1

f

�
k

n

�
=

1

n

nX
k=1

f

�
k

n

�
� f(1)

n
;

S =
1

n

nX
k=2

f

�
k

n

�
=

1

n

nX
k=1

f

�
k

n

�
�

f( 1

n
)

n
:

äalej vyuÚite z teÏrie urÃit×ho integrÁlu znÁmu nerovnosÔ

S �
Z 1

1
n

f(x)dx � S

a to, Úe lim
n!1

f( 1

n
)

n
= 0 (odÐvodnite to!) a lim

n!1

f(1)

n
= 0. LimitnÙm prechodom v tejto

nerovnosti dostanete platnosÔ tvrdenia.

98 a) ln 1

2
. PoznÁmka: Vezmite do Õvahy, Úe integrÁl mÁ singulÁrne body 1; 2;1; b)

0; c) �; d) 0.
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II. MetrickÙ priestor

1. De�nÉcia a zÁkladn× vlastnosti metrickÙch priestorov

Medzi najzÁkladnejÓie pojmy v matematickej analÙze patria pojmy metriky a met-

rick×ho priestoru.

De�nÉcia 1.1. Nech X 6= ; je mnoÚina, d je reÁlna funkcia de�novanÁ na karteziÁnskom
sÕÃine X �X nasledujÕcimi vlastnosÔami:
1. Pre vÓetky x; y 2 X je d(x; y) � 0 a d(x; y) = 0 prÁve vtedy, keÄ x = y.
2. Pre vÓetky x; y 2 X je d(x; y) = d(y; x).
3. Pre vÓetky x; y; z 2 X je d(x; z) � d(x; y) + d(y; z).

Funkciu d nazÙvame metrika na mnoÚine X a dvojicu (X;d) nazÙvame metrickÙm priesto-
rom.

V ÄalÓom texte obyÃajne namiesto (X;d) je metrickÙ priestor (ak je jasn× o akÕ

metriku ide), budeme krÁtko pÉsaÔ X je metrickÙ priestor.

PoznÁmka 1.1. VlastnosÔ 2. funkcie d sa nazÙva symetriÃnosÔ a vlastnosÔ 3. troj-

uholnÉkovÁ nerovnosÔ.

PoznÁmka 1.2. Nech (X;d) je metrickÙ priestor a ; 6= Y ;Y � X. Na Y � Y de�nujeme

funkciu d0 nasledovne:

Pre kaÚdÕ dvojicu (x; y) 2 Y � Y platÉ d0(x; y) = d(x; y). Potom d0 je metrika na

mnoÚine Y a dvojicu (Y; d0) nazÙvame metrickÙm podpriestorom priestoru (X;d).

De�nÉcia 1.2.

1. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. Nech A � X. Potom ÃÉslo (mÐÚe byÔ aj +1)

diam A = supfd(x; y); x; y 2 Ag

nazÙvame priemerom (diametrom) mnoÚiny A. MnoÚina A sa nazÙva ohraniÃenÁ
(neohraniÃenÁ), ak diam < +1 (diam = +1).

2. Pre ËubovoËnÙ bod p 2 X a " > 0 oznaÃÉme:

O(p; ") = fx 2 X; d(p; x) < "g:
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TÕto mnoÚinu budeme nazÙvaÔ " - ovÙm okolÉm bodu p (vzhÌadom na metriku d).

De�nÉcia 1.3. Nech fxng1n=1 je postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru (X;d). HovorÉme,
Úe tÁto postupnosÔ konverguje k bodu x 2 X, ak postupnosÔ fd(xn; x)g1n=1 konverguje k
nule. PostupnosÔ, ktorÁ nekonverguje k Úiadnemu bodu priestoru (X;d), nazÙvame diver-
gentnou. Ak postupnosÔ fxng1n=1 konverguje k bodu x 2 X hovorÉme tieÚ, Úe lim

n!1
xn = x.

Veta 1.1. KaÚdÁ postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru mÁ najviac jednu limitu.

Veta 1.2. Ak postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru (X;d)fxng
1

n=1 konverguje k bodu
x 2 X, tak kaÚdÁ z nej vybranÁ postupnosÔ konverguje ku tomu ist×mu bodu x 2 X.

PoznÁmka 1.3. PostupnosÔ fxng
1

n=1 nazveme ohraniÃenou, ak mnoÚina jej Ãlenov je

ohraniÃenÁ.

Veta 1.3. KaÚdÁ konvergentnÁ postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru je ohraniÃenÁ.

PoznÁmka 1.4. Na kaÚdej mnoÚine moÚno de�novaÔ viacero metrÉk.

Nech d; d0 sÕ dve metriky na mnoÚine X. Budeme hovoriÔ, Úe metriky d a d0 sÕ

ekvivalentn× ak platÉ: PostupnosÔ fxng
1

n=1 konverguje k x v priestore (X;d) prÁve vtedy,

keÄ konverguje ku x v priestore (X;d0).

Na karteziÁnskom sÕÃine metrickÙch priestorov obvykle de�nujeme metriku nasle-

dovne:

De�nÉcia 1.4. Nech (X1; d1); (X2; d2); :::; (Xm; dm) sÕ metrick× priestory. OznaÃÉmeX =

X1 �X2 � :::�Xm. Ak x; y 2 X;x = (�1; �2; :::; �m); y = (�1; �2; :::; �m). PoloÚme:

d(x; y) =

vuut mX
i=1

d2
i (�i; �i):

DoporuÃujeme ÃitateËovi overiÔ si, Úe funkcia d je metrikou na priestoreX. (Vlastnosti

1. a 2. sÕ zrejm×. TrojuholnÉkovu vlastnosÔ moÚno overiÔ pomocou nasledujÕcej lemy.)

Lema 1.1. Nech ai; bi(i = 1; ; 2; :::;m) sÕ reÁlne ÃÉsla. Potom platÉ:

mX
i=1

ai:bi �

vuut mX
i=1

a2i :

vuut mX
i=1

b2i :

Veta 1.4. Nech (X1; d1); (X2; d2); :::; (Xm; dm) sÕ metrick× priestory. PostupnosÔ

fXng1n=1 prvkov z X = X1 �X2 � :::�Xm, t.j.

Xn = (�n1 ; �
n
2 ; :::; �

n
m) 2 X
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konverguje k prvku X = (�1; �2; :::; �m) 2 X, v zmysle metriky zavedenej v de�nÉcii 1.4,
vtedy a len vtedy, keÄ pre kaÚd× i; 1 � i � m plati: lim

n!1
�ni = �i, t.j. postupnosÔ f�ni g

1

n=1,

konverguje v priestore (Xi; di) ku bodu �i 2 Xi.

PoznÁmka 1.5. Konvergencia spomÉnanÁ vo vete 1.4 sa nazÙva konvergenciou po sÕradni-

ciach.

1. Nech < a; b >� R. OznaÃÉme M(a; b) mnoÚinu vÓetkÙch reÁlnych funkciÉ de�novanÙch
a ohraniÃenÙch na intervale < a; b >. Nech f; g 2M(a; b). DokÁÚte, Úe funkcia

d(f; g) = sup
x2<a;b>

j f(x) � g(x) j;

je metrika na priestore M(a; b).

2. OznaÃme M� mnoÚinu vÓetkÙch ohraniÃenÙch reÁlnych postupnostÉ. Nech x; y 2
M ;x = fxig

1

i=1. DokÁÚte, Úe funkcia

d(x; y) = sup
i=1;2;:::

j xi � yi j;

je metrika na priestore M:

3. OznaÃme znakom l(2) mnoÚinu vÓetkÙch tÙch reÁlnych ÃÉsel, pre ktor× platÉ:

Ak x 2 l(2); x = fxig
1

i=1, tak
P1

i=1 x
2
i konverguje. Nech x = fxig

1

i=1; y = fyig
1

i=1 sÕ

dva body z l(2). DokÁÚte, Úe funkcia

d(x; y) =

vuut 1X
i=1

(xi � yi)
2

je metrikou na l(2).

4. Nech X = f1; 1
2
; 1
3
g. PoloÚme d(x; x) = 0, pre kaÚd× x 2 X. äalej

d(1;
1

2
) = d(

1

2
; 1) = 1; d(

1

2
;
1

3
) = d(

1

3
;
1

2
) =

1

2
; d(1;

1

3
) = d(

1

3
; 1) =

1

3
:

Je funkcia d metrikou na X?

5. DokÁÚte, Úe vlastnosti 1.,2.,3. metriky, z de�nÉcie 1.1 sÕ nezÁvisl×. (NezÁvislosÔ
vlastnostÉ chÁpeme v tom zmysle, Úe Úiadna z nich nevyplÙva z ostatnÙch vlastnostÉ. Pozri
nÁvod.)

6. Nech X 6= ; a d : X �X ! R mÁ nasledujÕce vlastnosti:
a) d(x; x) = 0 pre vÓetky x 2 X a d(x; y; ) 6= ; pre kaÚd× dva rÐzne prvky z X:
b) Pre kaÚd× tri prvky x; y; z 2 X platÉ:

d(x; z) � d(x; y) + d(y; z):

DokÁÚte, Úe d je metrika!
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7. Nech d1; d2 sÕ dve metriky naX. SÕ funkcie d1+d2;maxfd1; d2g;minfd1; d2gmetrikami

na X?

8. OznaÃme En = f(a1; a2; :::; an); ai 2 R; i = 1; 2; :::; ng. Ak x = (x1; x2; :::; xn); y =

(y1; y2; :::; yn) sÕ dva body z En, tak kladieme

d(x; y) =

vuut nX
i=1

(xi � yi)2:

a) UkÁÚte, Úe funkcia d je metrikou na priestore En. (Funkcia d sa nazÙva euklidovskÁ

metrika na En.)

b) Ak

A1 =(a
1
1; a

1
2; :::; a

1
n)

A2 =(a
2
1; a

2
2; :::; a

2
n)

...

Ak =(ak1 ; a
k
2 ; :::; a

k
n)

...

je postupnosÔ bodov priestoru (En; d), potom tÁto postupnosÔ fAig
1

i=1 konverguje v pries-

tore (En; d) k bodu A0 = (a01; a
0
2; :::; a

0
n) vtedy a len vtedy, ak faikg

1

i=1 konverguje ku

a0k; k = 1; 2; :::; n. DokÁÚte. V zmysle poznÁmky 1.5 moÚno posledn× tvrdenie preformulo-

vaÔ: V euklidovskÙch priestoroch postupnosÔ bodov konverguje prÁve vtedy, keÄ konverguje

po sÕradniciach.

9. OznaÃme znakom l mnoÚinu vÓetkÙch takÙch postupnostÉ fxig
1

i=1, pre ktor× radP
1

i=1 j xi j konverguje. Ak x = fxig
1

i=1; y = fyig
1

i=1 sÕ dva body z l, poloÚme

d1(x; y) =

1X
i=1

j xi � yi j:

a) DokÁÚte, Úe d1 je metrika na priestore l:

b) DokÁÚte, Úe l � l(2) (pozri prÉklad 3.)

c) Takto na priestore l mÁme de�novan× dve rÐzne metriky d1 a metriku d z prÉkladu 3.

Je na mieste otÁzka, koËko metrÉk moÚno de�novaÔ na danej mnoÚine?

10. OznaÃme C(a; b) mnoÚinu vÓetkÙch spojitÙch funkciÉ, de�novanÙch na intervale

< a; b > : PresvedÃte sa, Úe ak f; g 2 C, tak funkcia

d(f; g) =

Z b

a

j f(x) � g(x) j dx

je metrika na C(a; b).
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11. Nech S oznaÃuje mnoÚinu vÓetkÙch postupnostÉ reÁlnych ÃÉsel. Pre x = fxig
1

i=1

poloÚme:

d(x; y) =

1X
i=1

1

2i
j xi � yi j

1+ j xi � yi j
:

DokÁÚte, Úe d je metrika na S:

12. Nech R = (�1;+1): Pre kaÚdÕ dvojicu x; y 2 R de�nujeme

d(x; y) = sin2 (x � y):

Je d metrika na R ?

13. Pre kaÚd× x; y 2 R de�nujeme

d(x; y) = arctg j x � y j:

a) UkÁÚte, Úe d je metrika na R:

b) UkÁÚte, Úe tÁto metrika je ekvivalentnÁ euklidovskej metrike na priamke.

14. Pre kaÚd× x; y 2 R de�nujeme:

d(x; y) =
p
j x � y j:

Je funkcia d metrika na R ?

15. X = f(a; b); a; b 2 Rg. Pre kaÚd× dva body x = (a1; b1); y = (a2; b2) z priestoru X

de�nujeme:

d1(x; y) = max fj a1 � a2 j; j b1 � b2 jg

d2(x; y) =j a1 � a2 j + j b1 � b2 j

d3(x; y) =
p
(a1 � a2)2 + (b1 � b2)2 (euklidovskÁ metrika)

UkÁÚte:

a) Funkcie d1 a d2 sÕ tieÚ metriky.

b) Metriky d1; d2 a d3 sÕ ekvivalentn×.

16. Nech X je mnoÚina bodov kruÚnice k: Pre kaÚdÕ dvojicu x; y 2 X de�nujeme:

d(x; y) = dËÚka kratÓieho oblÕka kruÚnice k, spÁjajÕceho body x a y: Je d metrika na

X ?

17. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. Pre kaÚd× A;B � X;A;B 6= ; poloÚme:

d1(A;B) = inf fd(a; b); a 2 A; b 2 Bg:

Je d1 metrika na syst×me vÓetkÙch podmnoÚÉn priestoru X ?
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18. OznaÃujeme C(a; b) mnoÚinu vÓetkÙch spojitÙch funkciÉ, de�novanÙch na < a; b > :

Ak f; g 2 C(a; b), poloÚme

d(f; g) =

sZ b

a

(f(x) � g(x))2dx:

Je d metrika na C(a; b) ?

19. UkÁÚte, Úe k ekvivatentnosti metrÉk d1 a d2, de�novanÙch na priestore X staÃÉ, aby

existovali kladn× konÓtanty a; b tak, Úe pre vÓetky x; y 2 X platÉ:

a:d1(x; y) � d2(x; y) � b:d1(x; y):

UkÁÚte, Úe tÁto podmienka nie je nutnÁ k ekvivalentnosti metrÉk d1 a d2 !

20. Pseudometrikou nazveme takÕ funkciu d, ktorÁ sa od metriky lÉÓi iba v tom, Úe �d(x; y)

sa mÐÚe rovnaÔ nule aj pre x 6= y:

Nech (X;d) je pseudometrickÙ priestor.

OznaÃme Y nasledujÕci rozklad priestoru X:

Do jednej a tej istej triedy A 2 Y;A � X patria tie a len tie body x; y, pre ktor× d(x; y) = 0:

Pre A;B 2 Y de�nujeme:

d(A;B) = �d(a; b); a 2 A; b 2 B:

DokÁÚte, Úe d je metrika na priestore Y:

21. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. ; 6= A1 � A2: Potom diam A1 � diam A2: DokÁÚte!

22. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. Nech A � X: OznaÃme

D(A) = fd(x; y);x; y 2 Ag:

Existuje takÁ trojprvkovÁ mnoÚina A � E2, aby D(A) = f0; 1g ? PlatÉ nieÃo podobn× v

E1 = R ?

23. OznaÃme Q - mnoÚinu vÓetkÙch racionÁlnych ÃÉsel z intervalu < 0; 1 > a I - mnoÚinu

vÓetkÙch iracionÁlnych ÃÉsel z intervalu < 0; 1 > : VypoÃÉtajte diam Q a diam I:

24. Nech j1 < j2 < :::; k1 < k2 < ::: sÕ dve rastÕce postupnosti prirodzenÙch ÃÉsel. Nech

fxig
1

i=1 je postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru (X;d) takÁ, Úe fxjig
1

i=1 ak fxkig
1

i=1

konvergujÕ k tomu ist×mu bodu x0: Nech zjednotenie mnoÚÉn fj1; j2; :::g a fk1; k2; :::g je

mnoÚina vÓetkÙch prirodzenÙch ÃÉsel. Potom aj postupnosÔ fxig
1

i=1 konverguje k bodu x0:

DokÁÚte!

25. DokÁÚte, Úe postupnosÔ f1� 1
i
; 2i
3i+4

g1i=1 bodov euklidovsk×ho priestoru (E2; d) kon-

verguje k bodu (1; 2
3
) 2 E2!

26. Veta 1.4 nÁm hovorÉ, Úe napr. v euklidovskÙch priestoroch (En; d) je konvergencia

bodov ekvivalentnÁ tzv. konvergencia po sÕradniciach. MajÕ podobnÕ vlastnosÔ i konver-

gencia v priestoroch M; l(2); l z prÉkladov 2.,3. a 9.?
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27. Na priestore En vÓetkÙch usporiadanÙch n-tÉc zaveÄme okrem euklidovskej metriky

d0 inÕ funkciu h:

Ak x = (x1; x2; :::; xn); y = (y1; y2; :::; yn) sÕ dva body z En, tak h(x; y) =
1
s
, kde s je

prvÁ sÕradnica, v ktorej sa body x a y lÉÓia. DokÁÚte, Úe h je metrika na En!

28. Nech N je mnoÚina vÓetkÙch prirodzenÙch ÃÉsel. Pre kaÚd× cel× ÃÉslo a � 0 de�nujeme

na N �N nasledujÕce funkcie:

da(n; n) = 0, pre kaÚd× n 2 N;

da(m;n) = a +
1

m+ n
, ak m;n 2 N; m 6= n:

UkÁÚte:

a) d0 nie je metrikou na N:

b) da, pre a � 1 je metrikou na N:

c) Pre vÓetky a; b � 1 sÕ da; db ekvivalentn× metriky.

29. V sÕvislosti s vetou 1.2 dokÁÚte: Ak postupnosÔ fxng
1

n=1 metrick×ho priestoru (X;d)

nekonverguje k prvku x 2 X, tak existuje takÁ ÃiastoÃnÁ postupnosÔ fxkng
1

n=1 postupnosti

fxng
1

n=1, Úe Úiadna jej ÃiastoÃnÁ postupnosÔ nekonverguje k bodu x:
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2. PodmnoÚiny a body metrick×ho priestoru

De�nÉcia 2.1. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. A � X. Bod x 2 X nazveme bodom

uzÁveru mnoÚiny A, ak existuje postupnosÔ fxng
1

n=1; xn 2 A;n = 1; 2; :::, ktorÁ konverguje

k bodu x. MnoÚinu vÓetkÙch bodov uzÁveru mnoÚiny A nazÙvame uzÁverom mnoÚiny A a

oznaÃujeme A.

De�nÉcia 2.2. MnoÚina A;A � X sa nazÙva uzavretÁ, ak A = A. MnoÚina A;A � X

nazveme otvorenou, ak X nA je uzavretÁ.

K problematike uzavretÙch a otvorenÙch mnoÚÉn sa mÐÚeme dostaÔ aj cez otvoren×

mnoÚiny.

De�nÉcia 2.3. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. A � X. Bod p 2 A nazveme vnÕtornÙm

bodom mnoÚiny A, ak existuje tak× � > 0, Úe O(p; �) � A. MnoÚinu vÓetkÙch vnÕtornÙch

bodov nazÙvame vnÕtrom mnoÚiny A a oznaÃujeme intA.

Veta 2.1. MnoÚina A;A � X sa nazÙva otvorenÁ, ak A = intA. MnoÚina A;A � X sa

nazÙva uzavretÁ, ak X nA je otvorenÁ.

Veta 2.2. Nech R = (�1;+1) s obvyklou metrikou. Potom G � R je otvorenÁ prÁve

vtedy, ak sa dÁ vyjadriÔ ako zjednotenie disjunktn×ho spoÃitateËn×ho syst×mu otvorenÙch

intervalov.

Vlastnosti otvorenÙch mnoÚÉn, spomÉnan× v prÉklade 33. tejto kapitoly inÓpirovali k

zavedeniu pojmu topologick×ho priestoru.

De�nÉcia 2.4. Nech X je mnoÚina a T je syst×m jej podmnoÚÉn s tÙmito vlastnosÔami:

1. ;;X 2 T .

2. Zjednotenie ËubovoËn×ho syst×mu mnoÚÉn z T patrÉ do T a prienik koneÃn×ho poÃtu

mnoÚÉn z T patrÉ do T .

Syst×m T , spËÎajÕci podmienky 1: a 2: sa nazÙva topolÏgiou na X a mnoÚinuX nazÙvame

topologickÙm priestorom s topolÏgiou T a zapisujeme v tvare (X;T ).

PoznÁmka 2.1. Prvky syst×mu T nazÙvame otvorenÙmi mnoÚinami, ak p 2 X, potom

okolÉm bodu p v topologickom priestore (X;T ) nazveme kaÚdÕ mnoÚinu G 2 T , ktorÁ

obsahuje bod p.

De�nÉcia 2.5. Nech X je metrickÙ priestor. A � X. Bod p 2 X sa nazÙva hromadnÙm

(kondenzaÃnÙm) bodom mnoÚiny A, ak pre kaÚd× " > 0 je A\O(p; ") nekoneÃnÁ (nespoÃi-

tateËnÁ). Bod p 2 A sa nazÙva izolovanÙm, ak existuje " > 0 tak, Úe A \O(p; ") = fpg.

OznaÃme v poradÉ znakmi Ad; Ac; Ao mnoÚinu vÓetkÙch hromadnÙch, kondenzaÃnÙch,

izolovanÙch bodov mnoÚiny A.
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Veta 2.3. X - metrickÙ priestor. A � X; p 2 X; p 2 Ad vtedy a len vtedy, ak existuje

postupnosÔ fpng
1

n=1; pn 2 A;n = 1; 2; :::, ktorÁ konverguje k bodu p.

Veta 2.4.

a) A = A [Ad.

b) Ad = Ad.

c) (A [ B)d = Ad [Bd.

d) Ak oznaÃÉme Add = (Ad)d, tak Add � Ad.

(ãitateË si Ëahko na prÉklade ukÁÚe, Úe vo vÓeobecnosti nemusÉ v bode d) platiÔ rovnosÔ.)

De�nÉcia 2.6.

a) MnoÚina A � X sa nazÙva hustÁ v X, ak A = X.

b) MnoÚina A � X sa nazÙva brehovÁ (riedka) v X, ak mnoÚina X�A (X �A) je hustÁ

v X.

c) MnoÚinaA � X nazÙvame mnoÚinou prvej (Baireovej) kategÏrie vX, ak A = [1
n=1An,

kde An; n = 1; 2; ::: sÕ riedke v X. MnoÚina A � X sa nazÙva mnoÚinou druhej

(Baireovej) kategÏrie, ak nie je mnoÚinou prvej kategÏrie.

d) MnoÚina A � X sa nazÙva husto rozloÚenÁ, ak A � Ad (teda ak kaÚdÙ jej bod je

hromadnÙm bodom). MnoÚina sa nazÙva perfektnÁ (dokonalÁ), ak je uzavretÁ a husto

rozloÚenÁ. MnoÚina A � X sa nazÙva rozprÁÓenÁ, ak neobsahuje Úiadnu neprÁzdnu

husto rozloÚenÕ podmnoÚinu.

Veta 2.5.

a) MnoÚina A � X je hustÁ v X vtedy a len vtedy, ak pre kaÚd× okolie O(p; �); p 2 X,

� > 0 platÉ A \O(p; �) 6= ;.

b) MnoÚina A � X je riedka v X vtedy a len vtedy, ak ku kaÚd×mu okoliu O(p; �) � X

existuje tak× okolie O(p0; �0) � O(p; �), Úe A \ O(p0; �0) = ;.

c) MnoÚina A je husto rozloÚenÁ prÁve vtedy, ak A je husto rozloÚenÁ.

d) Zjednotenie ËubovoËn×ho syst×mu husto rozloÚenÙch mnoÚÉn je husto rozloÚenÁ mnoÚi-

na.

Veta 2.6. (Cantorova - Bendixonova). KaÚdÙ metrickÙ priestor je zjednotenÉm dvoch

disjunktnÙch mnoÚÉn, z ktorÙch jedna je perfektnÁ a druhÁ rozprÁÓenÁ.

Na zÁver tejto kapitoly jeden zaujÉmavÙ prÉklad.

PrÉklad 2.1. OznaÃme C0 =< 0; 1 >;C1 =< 0; 1
3
> [ < 2

3
; 1 >, t.j. z pÐvodn×ho

intervalu < 0; 1 > vynechÁme vnÕtornÕ tretinu (otvorenÙ interval ( 1
3
; 2
3
)).C2 =< 0; 1

9
>

[ < 2
9
; 3
(
> [ < 6

9
; 7
9
> [ < 8

9
; 1 >, t.j. z oboch pÐvodnÙch intervalov vynechÁme vnÕtorn×

tretiny, teda z intervalu < 0; 1
3
> vynechÁme otvorenÙ interval ( 1

9
; 2
9
) a z intervalu < 2

3
; 1 >

otvorenÙ interval (7
9
; 8
9
). Takto postupujÕc moÚno po n - tom kroku oznaÃiÔ mnoÚinu:

Cn =< 0;
1

3n
> [ <

2

3n
;
3

3n
> [:::[ <

3n � 1

3n
; 1 > :
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IhneÄ vidno, Úe kaÚdÁ z mnoÚÉn Ci; i = 1; 2; ::: je uzavretÁ. UvaÚujme mnoÚinu

C =

1\

i=0

Ci:

MnoÚina C je zrejme uzavretÁ a nazÙvame ju Cantorovou mnoÚinou. Je to znÁmy a

dÐleÚitÙ prÉklad uzavretej, riedkej, nespoÃÉtateËnej a perfektnej mnoÚiny na reÁlnej priamke.

PoznÁmka 2.2.

MnoÚinu A = [1n=1Fn, kde Fn; n = 1; 2; ::: sÕ uzavret×, nazÙvame mnoÚinou typu F�.

MnoÚinu B = \1
n=1Gn, kde Gn; n = 1; 2; ::: sÕ otvoren×, nazÙvame mnoÚinou typu

G�.

30. Nech (X;d) - metrickÙ priestor. UkÁÚte, Úe pre kaÚdÕ mnoÚinu A;A � X platÉ, A � A.

31. A;B � X. Potom platÉ:

a) Ak A � B, tak A � B.

b) A [B = A [ B.

c) Ak Ai � X; i = 1; 2; ::: tak [1
i=1Ai � [n

i=1Ai.

d) (A) = A.

e) Bod p 2 X patrÉ do A vtedy a len vtedy, ak pre kaÚd× " > 0 je A \O(p; ") 6= ;.

32. DokÁÚte vetu 2.1.

33. UkÁÚte, Úe v kaÚdom metrickom priestore platÉ:

a) Zjednotenie (prienik) ËubovoËn×ho syst×mu otvorenÙch (uzavretÙch) mnoÚÉn je otvore-

nÁ (uzavretÁ) mnoÚina.

b) Zjednotenie (prienik) koneÃn×ho poÃtu uzavretÙch (otvorenÙch) mnoÚÉn je uzavretÁ

(otvorenÁ) mnoÚina.

c) NÁjdite nasledujÕce prÉklady (napr. na priamke):

Aby zjednotenie nekoneÃn×ho syst×mu uzavretÙch mnoÚÉn nebola uzavretÁ mnoÚina.

Aby prienik nekoneÃn×ho syst×mu otvorenÙch mnoÚÉn nebola otvorenÁ mnoÚina.

34. UkÁÚte, Úe v kaÚdom metrickom prestore (X;d) sÕ mnoÚiny ;;X obojak×, t.j. sÕÃasne

otvoren× aj uzavret×.

35. DokÁÚte, Úe v kaÚdom metrickom priestore (X;d) platÉ: Ak p 2 X; � > 0; q 2 O(p; �),

tak existuje �1 > 0 tak, Úe O(q; �1) � O(p; �).

36. Nech d oznaÃuje triviÁlnu metriku na priestore X. (d(x; x) = 0 pre kaÚd× x 2 X a

d(x; y) = 1 pre kaÚd× x; y 2 X;x 6= y.) UkÁÚte, Úe kaÚdÁ mnoÚina A � X je obojakÁ v

(X;d).

37. DokÁÚte, Úe mnoÚina Q (Q0) vÓetkÙch racionÁlnych (iracionÁlnych) ÃÉsel nie je ani

uzavretÁ ani otvorenÁ v R.

38. Nech A � En; A = fx = (x1; :::; xn); j xi j� 1; i = 1; 2; :::; ng. DokÁÚte, Úe A je

uzavretÁ v (En; d0).
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39. Nech d a d0 sÕ dve ekvivalentn× metriky na priestore X. DokÁÚte, Úe A � X je

otvorenÁ (resp. uzavretÁ) v priestore (X;d) prÁve vtedy, keÄ je otvorenÁ (resp. uzavretÁ)

v priestore (X;d0).

40. Nech M oznaÃuje mnoÚinu vÓetkÙch ohraniÃenÙch postupnostÉ reÁlnych ÃÉsel (pozri

prÉklad 2.). Nech A �M : A = fx = fxig
1

i=1 2M ; j xi j� 1; i = 1; 2; :::g. DokÁÚte, Úe A je

uzavretÁ v M !

41. Ak (X;d) je metrickÙ priestor, A � X, potom diam A = diam A. DokÁÚte!

42. Nech (X;d) je metrickÙ priestor a p 2 X. Potom fpg je uzavretÁ a tÙm X � fpg je

otvorenÁ. DokÁÚte!

43. Nech (X;d) je metrickÙ priestor a A � X. Potom mnoÚina A je uzavretÁ (otvorenÁ)

v (X;d) prÁve vtedy, keÄ mnoÚina X nA je otvorenÁ (uzavretÁ) v (X;d). DokÁÚte!

44. Nech (X;d) je metrickÙ priestor, postupnosÔ fxig
1

i=1 je postupnosÔou jeho bodov. Bod

x 2 X nazveme hromadnou hodnotou postupnosti fxig
1

i=1, ak pre kaÚd× " > 0 existuje

nekoneÃne veËa n 2 N takÙch, Úe d(xn; x) < ". OznaÃme L(x1; x2; :::) mnoÚinu vÓetkÙch

hromadnÙch hodnÐt postupnosti fxig
1

i=1.

a) DokÁÚte, Úe pre kaÚdÕ postupnosÔ je L(x1; x2; :::) uzavretÁ v X.

b) Zostrojte takÙ priestor (X;d) a postupnosÔ fxig
1

i=1 v Îom, aby L(x1; x2; :::) = ;.

45. Nech (X;d) je metrickÙ priestor, A � X. Potom mnoÚinu H(A) = A \ (X �A)

nazÙvame hranicou mnoÚiny A. DokÁÚte, Úe:

a) Hranica ËubovoËnej mnoÚiny je uzavretÁ mnoÚina.

b) Bod p 2 X patrÉ do H(A) prÁve vtedy, keÄ pre kaÚd× � > 0 platÉ: aj A \ O(p; �) 6= ;,

aj (X �A) \O(p; �) 6= ;.

c) MnoÚina A je obojakÁ prÁve vtedy, keÄ H(A) = ;.

46. V prÉklade 17. bol zavedenÙ pojem vzdialenosti dvoch mnoÚÉn metrick×ho priestoru

(X;d), t.j. ak A;B � X : dist (A;B) = d1(A;B) = inf fd(a; b); a 2 A; b 2 Bg.

a) Ak p 2 X;B � X, tak dist (fpg; B) = 0 prÁve vtedy, keÄ p 2 �B. DokÁÚte!

b) Zostrojte napr. v (E2; d0) tak× disjunktn× uzavret× mnoÚiny A;B, aby dist (A;B) = 0.

47. Nech (X;d) je metrickÙ priestor p 2 X; 0 < �1 < �2. DokÁÚte, Úe O(p; �1) � O(p; �2).

48. Nech Q (Q0) oznaÃuje mnoÚinu vÓetkÙch racionÁlnych (iracionÁlnych) ÃÉsel. Potom

intQ = intQ0 = ;; Q = Q0 = R;H(Q) = H(Q0) = R. DokÁÚte!

49.

a) Ak (X;d) je metrickÙ priestor, A � X, potom vÚdy intA \H(A) = ;. DokÁÚte!

b) Ak (X;d) je triviÁlny metrickÙ priestor, A � X, tak intA = A;H(A) = ;; A = A.

DokÁÚte!

50. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. DokÁÚte, Úe pre kaÚdÕ mnoÚinu A � X platÉ:

H(A) = H(X �A).

51. DokÁÚte, Úe v priestore (R; d0) neexistujÕ okrem ; a R Úiadne in× obojak× mnoÚiny.

52. Nech X = fa; b; cg. ZvoËme S = f;;X; fa; bg; fb; cgg. Je S topolÏgiou na X?
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53. Nech X je nekoneÃnÁ mnoÚina. OznaÃme S syst×m podmnoÚÉn A priestoru X, kde A

je buÄ prÁzdna, alebo X �A je koneÃnÁ.

a) UkÁÚte, Úe S je topolÏgiou na X.

b) DokÁÚte, Úe neexistuje takÁ metrika d na X, aby syst×m otvorenÙch mnoÚÉn v metrickom

priestore (X;d) splÙval s topolÏgiou S.

54. DokÁÚte, Úe kaÚdÙ bod podmnoÚiny A metrick×ho priestoru (X;d) je buÄ izolovanÙm

alebo hromadnÙm bodom mnoÚiny A (t.j. platÉ A = A0 [ (A \Ad).

55. Zostrojte takÕ mnoÚinu A � E, aby vÓetky body mnoÚiny A boli izolovan×, ale aby

Ad 6= ;.

56. OznaÃme C - mnoÚinu vÓetkÙch celÙch ÃÉsel, Q - mnoÚinu vÓetkÙch racionÁlnych ÃÉsel.

Potom C0 = C, ale Q0 = ;. DokÁÚte! (A0 znaÃÉ mnoÚinu izolovanÙch bodov.)

57. Riedka podmnoÚina metrick×ho priestoru je brehovÁ. ObrÁten× tvrdenie nemusÉ platiÔ.

DokÁÚte!

58. KaÚdÁ riedka mnoÚina je mnoÚina prvej kategÏrie. ObrÁten× tvrdenie nemusÉ platiÔ.

DokÁÚte!

59.

a) DokÁÚte, Úe podmnoÚina A triviÁlneho metrick×ho priestoruX je hustÁ v X prÁve vtedy,

keÄ A = X.

b) DokÁÚte, Úe mnoÚina Q �Q je hustÁ v E2.

c) DokÁÚte, Úe mnoÚina vÓetkÙch ohraniÃenÙch postupnostÉ racionÁlnych ÃÉsel je hustÁ v

M (pozri prÉklad 2.).

d) DokÁÚte, Úe mnoÚina vÓetkÙch konvergentnÙch postupnostÉ reÁlnych ÃÉsel je uzavretÁ a

riedka v M .

60. Nech A je uzavretÁ alebo otvorenÁ podmnoÚina metrick×ho priestoru X. DokÁÚte, Úe

potom H(A) je riedka v X.

61. DokÁÚte, Úe mnoÚina A je perfektnÁ vtedy a len vtedy, ak A = Ad.

62. DokÁÚte, Úe mnoÚina A je brehovÁ (riedka) prÁve vtedy, keÄ intA = ; (intA = ;).

63. Nech f(x) je spojitÁ reÁlna funkcia. DokÁÚte, Úe mnoÚina Ea = fx 2 R; f(x) � ag je

uzavretÁ v R.

64. Nech a; b 2 R; a < b sÕ dan×. OznaÃme E mnoÚinu vÓetkÙch spojitÙch funkciÉ,

de�novanÙch na < 0; 1 >, pre ktor× platÉ: a < f(x) < b, v kaÚdom bode x 2< 0; 1 >.

DokÁÚte, Úe mnoÚina E je otvorenÁ v priestore C(0; 1) (pozri prÉklad 10.). A mnoÚina

F = ff(x) 2 C(O; 1); a � f(x) � b;x 2< 0; 1 >g je uzavretÁ v C(0; 1).

65. Nech g 2 C(0; 1). DokÁÚte, Úe mnoÚina vÓetkÙch tÙch funkciÉ z C(0; 1), pre ktor×

f(x) > g(x), (pre kaÚd× x 2< 0; 1 >) je otvorenÁ v C(0; 1). A mnoÚina vÓetkÙch tÙch

f(x) 2 C(0; 1); f(x) � g(x) (pre x 2< 0; 1 >) je uzavretÁ v C(0; 1).

66. Nech (X;d1) a (Y; d2) sÕ metrick× priestory. Nech A1 � A � X;A1 hustÁ v A. Potom

f(A1) je hustÁ v f(A). DokÁÚte!
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67. DokÁÚte, Úe v kaÚdom metrickom priestore (X;d) platÉ

X � intE = X �E;X �E = int(X �E);

pre kaÚdÕ mnoÚinu E � X.

68. DokÁÚte: Ak (X;d) je metrickÙ priestor, A;B � X, tak int(A\B) = intA\intB. Pre

nekoneÃnÙ poÃet ÃiniteËov vÓak platÉ: \t2T intAt � int(\t2TAt); T - nekoneÃnÁ. DokÁÚte!

69. Ak (X;d) je metrickÙ priestor, A;B � X. Zistite, Ãi platÉ analogickÁ rovnosÔ:

int(A [B) = intA [ intB?

70. MnoÚinu vÓetkÙch hromadnÙch bodov mnoÚiny A, (oznaÃujeme Ad a nazÙvame de-

rivÁciou mnoÚiny A). NÁjdite mnoÚinu A � X tak, aby Ad 6= ;, ale (Ad)d = ;.

71. V euklidovskej rovine E2 udajte nasledujÕce prÉklady:

a) A � E2;H(A) = ; (pozri prÉklad 45.).

b) A � E2;H(A) 6= ; a A \H(A) = ;.

c) A � E2; A - nekoneÃnÁ, A = H(A).

72.

a) DokÁÚte: H(A [B) � H(A) [H(B).

b) Pre nekoneÃne veËa mnoÚÉn analÏgia neplatÉ!

73. UvaÚujeme v rovine E2 syst×m sÕstrednÙch uzavretÙch kruhov o polomeroch r1 <

r2 < ::: < rn < :::. Je zjednotenie tÙchto kruhov uzavretÁ mnoÚina?

74. DokÁÚte ekvivalentnosÔ nasledujÕcich de�nÉciÉ:

a) MnoÚina A � X je uzavretÁ v X, ak A � A.

b) MnoÚina A � X je uzavretÁ v X, ak Ad � A.

c) MnoÚina A � X je uzavretÁ v X, ak H(A) � A.

75. DokÁÚate, Úe uzÁver mnoÚiny A sa rovnÁ prieniku vÓetkÙch uzavretÙch mnoÚÉn, ob-

sahujÕcich mnoÚinu A.

76. DokÁÚte, Úe intA sa rovnÁ zjednoteniu vÓetkÙch otvorenÙch podmnoÚÉn, obsiahnutÙch

v A.

77. PlatÉ nasledujÕce tvrdenie: Ak A je uzavretÁ, tak A = intA? Resp. platÉ namiesto

rovnosti aspoÎ niektorÁ inklÕzia?

78. DokÁÚte, Úe kaÚdÁ mnoÚina A, ktorÁ obsahuje len izolovan× body, je typu F�.

79. Nech (X;d) je metrickÙ priestor, A � X; p 2 X. Overte platnosÔ nasledujÕcich

tvrdenÉ:

a) dist (p;A) = dist (p;A)

b) dist (p;A) = dist (p; intA).

80. Nech F1 a F2 sÕ dve disjunktn× uzavret× podmnoÚiny metrick×ho priestoru (X;d).

UkÁÚte, Úe existujÕ otvoren× mnoÚiny G1 a G2; G1 � F1; G2 � F2; G1 \ G2 = ;.
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81. DokÁÚte:

a) Komplement mnoÚiny F� (G�) je mnoÚina typu G� (F�).

b) KaÚdÁ uzavretÁ mnoÚina je typu G� a kaÚdÁ otvorenÁ mnoÚina je typu F�.

82. DokÁÚte, Úe:

a) MnoÚina Q vÓetkÙch racionÁlnych ÃÉsel na priamke je mnoÚinou typu F�, ale nie typu

G�.

b) MnoÚina I vÓetkÙch iracionÁlnych ÃÉsel na priamke je mnoÚinou typu G�, ale nie typu

F�.
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3. Priestory so spoÃÉtateËnou bÁzou, separabiln× priestory.

õpln× metrick× priestory

Nech (X;T ) je topologickÙ priestor. Syst×m mnoÚÉn T0 � T nazÙvame bÁzou topo-

logick×ho priestoru (X;T ), ak kaÚdÁ neprÁzdna mnoÚina z topolÏgie T sa dÁ vyjadriÔ ako

zjednotenie mnoÚÉn z T0:

De�nÉcia 3.1. TopologickÙ priestor (X;T ) sa nazÙva priestor so spoÃitateËnou bÁzou, ak

existuje spoÃitateËnÁ bÁza topolÏgie T .

PoznÁmka 3.1. MnoÚinuM nazveme spoÃÉtateËnou, ak je koneÃnÁ, alebo je ekvivalentnÁ

s mnoÚinou N vÓetkÙch prirodzenÙch ÃÉsel, (t.j. ak existuje prost× zobrazenie mnoÚiny M

na mnoÚinu N).

De�nÉcia 3.2. TopologickÙ priestor (X;T ) sa nazÙva separabilnÙ, ak existuje spoÃÉtateËnÁ

mnoÚina M � X, ktorÁ je hustÁ v X.

Veta 3.1. Ak (X;T ) je topologickÙ priestor so spoÃitateËnou bÁzou, tak (X;T ) je sepa-

rabilnÙ.

PoznÁmka 3.2. PoslednÕ vetu nemoÚno vo vÓeobecnosti obrÁtiÔ.

Veta 3.2. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. OznaÃme Td syst×m vÓetkÙch otvorenÙch

mnoÚÉn v priestore (X;d). (Td sa nazÙva topolÏgia, odvodenÁ od metriky d.) Potom

priestor (X;Td) mÁ spoÃÉtateËnÕ bÁzu vtedy a len vtedy, keÄ (X;d) je separabilnÙ.

De�nÉcia 3.3. PostupnosÔ fxng
1

n=1 bodov metrick×ho priestoru (X;d) sa nazÙva funda-

mentÁlna, ak ku kaÚd×mu " > 0 existuje n0 tak,Úe pre kaÚd× m;n > n0 je d(xm; xn) < ".

Veta 3.3. KaÚdÁ konvergentnÁ postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru je fundamentÁlna.

ObrÁten× tvrdenie vÓak nemusÉ platiÔ. Ak platÉ, tak:

De�nÉcia 3.4. MetrickÙ priestor (X;d) budeme nazÙvaÔ ÕplnÙ,ak kaÚdÁ fundamentÁlna

postupnosÔ prvkov tohoto priestoru konverguje v X.

Veta 3.4. (Cantorova). Nech (X;d) je ÕplnÙ metrickÙ priestor, nech Fn 6= 0; n = 1; 2; :::

sÕ uzavret× mnoÚiny v X. Nech F1 � F2 � ::: � Fn � Fn+1 � ::: a diam Fn ! 0, pre

n!1. Potom \1n=1Fn 6= 0.

Veta 3.5. (Baireova). Nech X je neprÁzdny ÕplnÙ metrickÙ priestor s metrikou d. Potom

X je mnoÚina druhej kategÏrie v (X;d).
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Veta 3.6. MetrickÙ priestor (R; d0) - reÁlna priamka s obvyklou metrikou - je ÕplnÙ

priestor.

83. UkÁÚate, Úe vo vete 3.4 je \1n=1Fn jednobodovÁ noÚina. MoÚno predpokladaÔ

diam Fn ! 0 vynechaÔ?

84. Na reÁlnej priamke R uvaÚujeme metriku d:

d(x; y) = arctg j x � y j (porovnaj prÉklad 13.):

Je (R; d) ÕplnÙ priestor ?

85. Pre m = 1; 2; ::: oznaÃme Em = f(a1; a2; :::; a;); ai - reÁlneg. Nech d0 oznaÃuje eukli-

dovskÕ metriku na priestore Em. UkÁÚte, Úe (Em; d0);m � 2 je ÕplnÙ priestor. (Porovnaj

prÉklad 8.)

86. UkÁÚte ÕplnosÔ priestorov (X;d1); (X;d2) a (X;d3) z prÉkladu 15.

87. Nech d1 a d2 sÕ ekvivalentn× metriky na priestore X. Plynie z Õplnosti priestoru

(X;d1) ÕplnosÔ priestoru (X;d2)?

88. Nech (X;d) je ËubovoËnÙ metrickÙ priestor. DokÁÚte, Úe syst×m vÓetkÙch sf×r

O(p; �); p 2 X; � > 0; � 2 Q;Q - racionÁlne ÃÉsla je bÁza topolÏgie Td priestoru (X;Td),

indukovan×ho metrickÙm prierstorom (X;d).

89. DokÁÚte, Úe metrick× priestory l(2); l a s (pozri prÉklady 3.,9. a 11.) sÕ separabiln×

metrick× priestory.

90. Nech (X1; d1); (X2; d2); :::; (Xn; dn) sÕ metrick× priestory. DokÁÚte, Úe ak priestory

X1;X2; :::;Xn sÕ separabiln×, tak aj metrickÙ priestor X1 �X2 � :::�Xn (pozri de�nÉciu

1.4) je separabilnÙ. PlatÉ aj obrÁten× tvrdenie?

91. Nech (X;d) je separabilnÙ metrickÙ priestor a nech F � X je uzavretÁ mnoÚina v

X. Zostrojte takÕ postupnosÔ fxig
1

i=1 prvkov priestoru X, aby platilo L(x1; x2; :::) = F .

(Pozri prÉklad 44.)

92. DokÁÚte, Úe priestor M vÓetkÙch reÁlnych ohraniÃenÙch postupnostÉ (pozri prÉk-

lad 2) nie je separabilnÙ, ale jeho podpriestor C vÓetkÙch konvergentnÙch postupnostÉ je

separabilnÙ.

93. Nech C(0;+1) oznaÃuje mnoÚinu vÓetkÙch spojitÙch ohraniÃenÙch funkciÉ, de�no-

vanÙch na intervale < 0;+1). PoloÚme pre

f; g 2 C(0;+1) : d(f; g) = sup
x2<0;+1)

j f(x) � g(x) j2 C(0;+1):

a) Overte, Úe d je metrika na C(0;+1) (porovnaj prÉklad 1).

b) DokÁÚte, Úe priestor (C(0;+1); d) nie je separabilnÙ.

94. UvaÚujme priestor C(a; b) vÓetkÙch spojitÙch funkciÉ de�novanÙch na intervale

< a; b > (a teda i ohraniÃenÙch) s obvyklou supr×movou metrikou. DokÁÚte, Úe C(a; b) je

separabilnÙ metrickÙ priestor. (Porovnaj s prÉkladom 93.)
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95. Priestor C(a; b) moÚno vybaviÔ aj inou metrikou:

ak f; g 2 C(a; b), poloÚme

%(f; g) =

Z b

a

j f(x) � g(x) j dx:

(Porovnaj s prÉkladom 10.) (C(a; b); %) je metrickÙ priestor. DokÁÚte, Úe (C(a; b); %) je

separabilnÙ.

96. Nech (X;d) je metrickÙ priestor, 0 6= M � X, nech " > 0, HovorÉme, Úe mnoÚina M

je " - sieÔou priestoru X, ak pre kaÚd× x 2 X platÉ dist (x;M) < ".

a) DokÁÚte, Úe mnoÚinaM je " - sieÔou priestoruX vtedy a len vtedy, akX � [p2MO(p; ").

b) MetrickÙ priestor X je separabilnÙ vtedy a len vtedy, keÄ pre kaÚd× " > 0 existuje takÁ

spoÃitateËnÁ mnoÚina M , ktorÁ je " - sieÔou. (Pozri eÓte raz prÉklad 92 a 93.)

97. MetrickÙ priestor (X;d) je separabilnÙ vtedy a len vtedy, keÄ kaÚdÙ syst×m otvore-

nÙch po dvoch disjunktnÙch mnoÚÉn je spoÃitateËnÙ. DokÁÚte!

98.

a) DokÁÚte, Úe podpriestor separabiln×ho metrick×ho priestoru je separabilnÙ metrickÙ

priestor.

b) Na prÉklade ukÁÚte, Úe pre topologick× priestory uÚ nemusÉ platiÔ analÏgia,t.j. pod-

priestor separabiln×ho topologick×ho priestoru nemusÉ byÔ separabilnÙ topologickÙ priesto-

rom.

99. UkÁÚte, Úe topologickÙ priestor (R;T ), spomÉnanÙ v nÁvode 98. b), hoci je separabilnÙ,

nemÁ spoÃitateËnÕ bÁzu.

100. Je podpriestor Õpln×ho metrick×ho priestoru ÕplnÙ?

101. Nech (X;%) je ÕplnÙ metrickÙ priestor, nech Y � X;Y - uzavretÁ. Potom aj (Y; %)

je ÕplnÙ metrickÙ priestor. PlatÉ aj obrÁten× tvrdenie?

102. DokÁÚte ÕplnosÔ nasledujÕcich priestorov: M(a; b) (prÉklad 1.), M (prÉklad 2.), l

(prÉklad 9.), l(2) (prÉklad 3.) a S (prÉklad 11.).

103. DokÁÚte, Úe metrickÙ priestor C(a; b) z prÉkladu 10. (s integrÁlnou metrikou) nie je

ÕplnÙ.

104. Nech (X;d) je ÕplnÙ metrickÙ priestor, nech x0 2 X. Je priestor (X�fx0g; d) ÕplnÙ?

105. Je triviÁlny metrickÙ priestor ÕplnÙ? (Pozri prÉklad 9.).

106. Ako vieme, vo vÓeobecnosti z fundamentÁlnosti postupnosti eÓte nevyplÙva jej kon-

vergencia. ão treba eÓte dodaÔ? PlatÉ: Ak fxig
1

i=1 je fundamentÁlna postupnosÔ prvkov

metrick×ho pristoru (X;d) a existuje takÁ vybranÁ postupnosÔ fxkig
1

i=1, ktorÁ konverguje

k bodu x 2 X, tak aj pÐvodnÁ postupnosÔ fxig
1

i=1 konverguje ku x. DokÁÚte to!

107. SÕ priestory (Q; d0); (Q
0; do) Õpln×? (Q - racionÁlne, Q0 - iracionÁlne ÃÉsla, d0 -

euklidovskÁ metrika.)
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108. Nech Z oznaÃuje mnoÚinu vÓetkÙch komplexnÙch ÃÉsel. ZvoËme d(z; z0) =j z � z0 j,

pre z; z0 2 Z. DokÁÚte, Úe (Z; d) je ÕplnÙ metrickÙ priestor.

109. KaÚdÁ konvergentnÁ postupnosÔ bodov metrick×ho priestoru je ohraniÃenÁ. PlatÉ

analÏgia i pre fundamentÁlne postupnosti?

110. Nech A a B sÕ Õpln× podpriestory metrick×ho priestoru (X;d).

a) DokÁÚte, Úe A [B i A \B sÕ Õpln× podpriestory priestoru X.

b) UkÁÚte na prÉklade, Úe A�B uÚ nemusÉ byÔ ÕplnÙ podpriestor.

111. Nech (X;dX ) a (Y; dY ) sÕ Õpln× priestory. DokÁÚte, Úe priestor X � Y , opatrenÙ

nasledujÕcimi metrikami, je ÕplnÙ:

a) d((x1; y1); (x2; y2)) =
p
(dX(x1; x2))2 + (dY (y1; y2))2,

b) d((x1; y1); (x2; y2)) = dX(x1; x2) + dY (y1; y2).

V prÉpade a) porovnaj s euklidovskÙm priestorom (E2; d0) - prÉklad 85.).

112. DokÁÚte, Úe prienik spoÃitateËn×ho syst×mu otvorenÙch mnoÚÉn hustÙch v Õplnom

metrickom priestore X je mnoÚina hustÁ v X.

113. UkÁÚte na prÉklade, Úe tvrdenie prÉkladu 112. nemusÉ platiÔ, ak priestor X nie je

ÕplnÙ.

114. Nech M oznaÃuje spoÃitateËnÙ syst×m mnoÚÉn typu G�, priÃom kaÚdÁ z mnoÚÉn

syst×muM je hustÁ v Õplnom priestore X. Potom prienik mnoÚÉn syst×muM je mnoÚina

typu G� a hustÁ v X. (Porovnaj s prÉkladom 112.)

115. UkÁÚte, Úe ÕplnÙ metrickÙ priestor X nemoÚno vyjadriÔ ako spoÃÉtateËn× zjednotenie

riedkych mnoÚÉn (t.j., Úe ÕplnÙ metrickÙ priestor je mnoÚina druhej kategÏrie - Baireova

veta).

116. NÁjdite prÉklad neÕpln×ho metrick×ho priestoru, ktorÙ je prvej kategÏrie.

117. UvaÚujeme Cantorovu mnoÚinu C z prÉkladu 30. textu. Je to uzavretÁ podmnoÚina

reÁlnej priamky - teda ÕplnÙ podpriestor. Ale C je prvej kategÏrie v R. Nie je to v spore

s prÉkladom 115.?

118. Nech E � R;E je spoÃÉtateËnÁ a hustÁ v R. Potom mnoÚina E nie je typu G�.

DokÁÚte!
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4. Kompaktn× priestory

De�nÉcia 4.1. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. MnoÚina A � X sa nazÙva kompaktnÁ,
ak z kaÚdej postupnosti bodov mnoÚiny A moÚno vybraÔ ÃiastoÃnÕ postupnosÔ, ktorÁ kon-
verguje v mnoÚine A (t.j. konverguje a jej limita patrÉ do A). Budeme hovoriÔ, Úe metrickÙ
priestor (X;d) je kompaktnÙ, ak mnoÚina X je kompaktnÁ.

UveÄme aj topologickÕ variantu predchÁdzajÕcej de�nÉcie:

Veta 4.1. MnoÚina A � X sa nazÙva kompaktnÁ, ak z kaÚd×ho pokrytia tejto mnoÚiny
otvorenÙmi mnoÚinami moÚno vybraÔ koneÃn× podpokrytie.

Veta 4.2.

a) KaÚdÙ kompaktnÙ metrickÙ priestor je separabilnÙ a ÕplnÙ.
b) KaÚdÁ kompaktnÁ podmnoÚina metrick×ho priestoru je uzavretÁ.
c) KaÚdÁ uzavretÁ podmnoÚina kompaktnej mnoÚiny je kompaktnÁ mnoÚina.

De�nÉcia 4.2. TopologickÙ priestor (X;T ) sa nazÙva sÕvislÙ, ak sa mnoÚina X nedÁ
rozloÚiÔ na dve neprÁzdn× otvoren× disjunktn× podmnoÚiny.

Veta 4.3. TopologickÙ priestor (X;T ) nie je sÕvislÙ vtedy a len vtedy, keÄ v Îom existuje
neprÁzdna obojakÁ (sÕÃasne otvorenÁ aj uzavretÁ) mnoÚina, rÐzna od X.

Veta 4.4. PodmnoÚina reÁlnej priamky s obvyklou topolÏgiou, obsahujÕca aspoÎ dva
rÐzne body, je sÕvislÁ prÁve vtedy, keÄ je intervalom.

119. Ak (X;d) je kompaktnÙ metrickÙ priestor, tak pre kaÚd× " > 0 existuje koneÃnÁ
" - sieÔ priestoru X. (Pozri prÉklad 96.) PlatÉ i obrÁten× tvrdenie?

120. DokÁÚte vetu 4.2.

121. KaÚdÁ kompaktnÁ mnoÚina je ohraniÃenÁ, t.j. ak A � X, A - kompakt, tak
diam A < +1. DokÁÚte!

122. PredchÁdzajÕce prÉklady 120. a 121. nÁm hovoria, Úe kaÚdÁ kompaktnÁ mnoÚina je

uzavretÁ a ohraniÃenÁ. Na vhodnÙch prÉkladoch ukÁÚte, Úe existujÕ uzavret× a ohraniÃen×
mnoÚiny, ktor× nie sÕ kompaktn×!

123. DokÁÚte, Úe v kaÚdom euklidovskom priestore (En; d0); n = 1; 2; ::: je mnoÚinaA � En

kompaktnÁ vtedy a len vtedy, keÄ A je uzavretÁ a ohraniÃenÁ.

124. DokÁÚte, Úe mnoÚina A je kompaktnÁ prÁve vtedy, ak kaÚdÁ jej nekoneÃnÁ podmnoÚi-

na mÁ hromadnÙ bod, patriaci do A.

125. DokÁÚte, Úe kaÚdÙ euklidovskÙ priestor En je separabilnÙ a ÕplnÙ (pozri prÉklad 85.),

ale nie je kompaktnÙ! Porovnajte s vetou 4.2 a).
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126. NechX1;X2; :::;Xm sÕ kompaktn× metrick× priestory. Je i priestorX1�X2�: : :�Xm

kompaktnÙ?

127. Nech A1; A2; :::; Am sÕ kompaktn× podmnoÚiny metrick×ho priestoru X.

a) DokÁÚte, Úe A1 [A2 [ ::: [Am je kompakt v X.

b) MoÚno toto tvrdenie rozÓÉriÔ na nekoneÃne veËa mnoÚÉn?

128. Nech (X;d) je kompaktnÙ metrickÙ priestor a nech Fk; k = 1; 2; ::: sÕ neprÁzdne
uzavret× podmnoÚiny X. Nech F1 � F2 � : : : � Fk � : : :. Potom \1

k=1
Fk 6= ;. (Cantorova

veta. Porovnaj s vetou 3.4.)

129. Vo vete 3.4 bol \1n=1Fn jednobodovÁ mnoÚina (pozri prÉklad 83.). UkÁÚte, Úe za

predpokladov prÉkladu 128. mÐÚe byÔ \1
k=1

Fk viac ako jednobodovÁ mnoÚina.

130. DokÁÚte, Úe metrickÙ priestor (X;d) je kompaktnÙ vtedy a len vtedy, ak kaÚd×

spoÃitateËn× otvoren× pokrytie priestoruX obsahuje koneÃn× podpokrytie tohoto priestoru.
(Porovnajte de�nÉciu 4.1 a vetu 4.1.)

131. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. UkÁÚte, Úe metrickÁ i topologickÁ charakterizÁcia
kompaktnej mnoÚiny sÕ ekvivalentn×! (Pozri de�nÉciu 4.1 a vetu 4.1.)

132. Nech (X;d) je ÕplnÙ metrickÙ priestor. Potom A � X je kompaktnÁ vtedy a len
vtedy, ak A je uzavretÁ a pre kaÚd× " > 0 obsahuje koneÃnÕ " - sieÔ. (Pozri prÉklad 119.)

133. DokÁÚte, Úe topologickÙ priestor (X;T ) je sÕvislÙ vtedy a len vtedy, keÄ ku kaÚdÙm
dvom bodom x; y 2 X existuje takÁ sÕvislÁ mnoÚina G � X, Úe x; y 2 G.

134.
a) Zostrojte metrickÙ priestor, ktorÙ:
1. je ÕplnÙ, ale nie je sÕvislÙ;
2. je sÕvislÙ, ale nie je ÕplnÙ;
3. je kompaktnÙ, ale nie je sÕvislÙ;
4. je sÕvislÙ, ale nie je kompaktnÙ.
b) Zostrojte topologickÙ priestor, ktorÙ:
5. je separabilnÙ, ale nie je sÕvislÙ
6. je sÕvislÙ, ale nie je separabilnÙ.

135. Nech E je sÕvislÁ mnoÚina, obsahujÕca aspoÎ dva rÐzne body. DokÁÚte, Úe E

neobsahuje izolovan× body.

136. DokÁÚte, Úe priestor X je nesÕvislÙ vtedy a len vtedy, ak existujÕ tak× neprÁzdne
podmnoÚiny A;B � X, Úe platÉ: (A \ B) [ (A \ B) 6= ;.

137. DokÁÚte, Úe priestor X je nesÕvislÙ vtedy a len vtedy, ak existujÕ neprÁzdne podm-
noÚiny A;B � X;A \B = ;, priÃom obe sÕ uzavret×, alebo obe otvoren×.
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138.

a) Nech E je nesÕvislÁ uzavretÁ mnoÚina. Potom moÚno rozloÚiÔ mnoÚinu E na : E =
A [ B;A;B - uzavret×, A;B 6= ;; A \B = ;.

b) Ak E je nesÕvislÁ otvorenÁ mnoÚina. Potom existuje rozklad mnoÚiny E: E = A [

B;A;B - otvoren×, A;B 6= ;A \ B = ;.

139. Nech E;F - uzavret× mnoÚiny. DokÁÚte, Úe ak E [ F aj E \ F sÕ sÕvisl× mnoÚiny,

potom aj E a F sÕ sÕvisl×.

140. Na prÉklade ukÁÚte, Úe ak by v predchÁdzajÕcom prÉklade aspoÎ jedna z mnoÚÉn A;B
nebola uzavretÁ, potom tvrdenie nemusÉ platiÔ.

141. DokÁÚte:

a) Ak A � X;A - sÕvislÁ, potom aj A je sÕvislÁ.

b) ObrÁten× tvrdenie nemusÉ platiÔ.

142. Nech A je sÕvislÁ. Potom kaÚdÁ mnoÚina M : A �M � A je tieÚ sÕvislÁ. DokÁÚte!

143. Nech A � X a pre kaÚd× dva body x; y 2 A existuje sÕvislÁ mnoÚina Q;Q � A,
x; y 2 Q, potom A je sÕvislÁ v X. DokÁÚte!

144. DokÁÚte, Úe mnoÚina vÓetkÙch tÙch bodov euklidovskej roviny E2, ktorÙch obe sÕrad-
nice sÕ iracionÁlne, je nesÕvislÁ!

145. Nech A oznaÃuje uzavretÙ kruh v rovine E2. DokÁÚte, Úe A je sÕvislÁ mnoÚina!

146. Nech E1 a E2 sÕ sÕvisl× mnoÚiny, E1\E2 6= ;, potom E1[E2 je tieÚ sÕvislÁ mnoÚina.
DokÁÚte!

147. Nech E1 � E2 � ::: je rastÕca postupnosÔ sÕvislÙch mnoÚÉn. Potom E = [1
i=1Ei je

sÕvislÁ. DokÁÚte!

148. Nech fEig
1

i=1 je postupnosÔ sÕvislÙch mnoÚÉn. Nech pre kaÚd× i = 1; 2; ::: platÉ
Ei \ Ei+1 6= ;. Potom aj mnoÚina E = [1

i=1Ei je sÕvislÁ. DokÁÚte!

149. Nech fEig
1

i=1 je postupnosÔ neprÁzdnych sÕvislÙch mnoÚÉn a takÁ, Úe pre kaÚd×
i = 1; 2; ::: je Ei [Ei+1 sÕvislÁ mnoÚina. Potom aj [1

i=1Ei je sÕvislÁ. DokÁÚte!

150. DokÁÚte, Úe mnoÚina vÓetkÙch tÙch bodov roviny E2, ktorÙch aspoÎ jedna sÕradnica
je racionÁlna, je sÕvislÁ.

151. DokÁÚte, Úe E � R (reÁlna priamka) je sÕvislÁ vtedy a len vtedy, ak E je interval.

152. Nech (X;d) je sÕvislÙ metrickÙ priestor. Potom X obsahuje len dve obojak× mnoÚiny

a to ; a X. DokÁÚte!

153. NechX a Y sÕ metrick× priestory. V zmysle de�nÉcie 1.4 uvaÚujeme metrickÙ priestor
X �Y . Nech E � X;F � Y;E;F neprÁzdne. DokÁÚte, Úe E�F je sÕvislÁ v X �Y vtedy

a len vtedy, ak E a F sÕ sÕvisl× v prÉsluÓnÙch priestoroch X a Y .

154. Nech At; t 2 T je syst×m sÕvislÙch mnoÚÉn s neprÁzdnym prienikom. Potom mnoÚina
E = [t2TAt je sÕvislÁ. DokÁÚte!
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155. NeprÁzdnu podmnoÚinu A mnoÚiny E nazÙvame komponentou mnoÚiny E ak: A je

sÕvislÁ a kaÚdÁ sÕvislÁ mnoÚina B, pre ktorÕ platÉ A � B � E je uÚ totoÚnÁ s A.
DokÁÚte, Úe ku kaÚd×mu bodu x 2 E existuje prÁve jedna komponenta mnoÚiny E,

obsahujÕca bod x.

156. Nech F � E;F 6= 0 a F - sÕvislÁ. DokÁÚte, Úe existuje prÁve jedna komponenta

mnoÚiny E, obsahujÕca mnoÚinu F .

157. DokÁÚte, Úe kaÚdÁ komponenta uzavretej mnoÚiny je uzavretÁ mnoÚina.

158. DokÁÚte, Úe kaÚdÕ neprÁzdnu mnoÚinu E moÚno jednoznaÃne rozloÚiÔ na jej kompo-

nenty.
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5. Zobrazenia metrickÙch (topologickÙch) priestorov

PredpokladÁme, Úe pojem zobrazenia je ÃitateËovi znÁmy. Nech f : X ! Y a A �

X, tak mnoÚinu ff(x);x 2 Ag � Y nazÙvame obrazom mnoÚiny A pri zobrazenÉ f a

oznaÃujeme f(A). Podobne, ak B � Y , tak mnoÚinu fx; f(x) 2 Bg � X nazÙvame

vzorom mnoÚiny B pri zobrazenÉ f a oznaÃujeme F�1(B). DÐleÚitÙm pojmom matema-

tickej analÙzy je pojem spojit×ho zobrazenia.

De�nÉcia 5.1. Nech (X;T ), (Y;V) sÕ dva topologick× priestory. Nech f : X ! Y .
HovorÉme, Úe zobrazenie f je spojit×, ak pre kaÚdÕ mnoÚinu V 2 V je f�1(V ) 2 T . Nech
(X;d); (Y; d0) sÕ metrick× priestory. Potom f : X ! Y je spojit× zobrazenie, ak vzor kaÚdej
mnoÚiny, otvorenej v priestore (Y; d0), je mnoÚina otvorenÁ v priestore (X;d).

Niekedy je vhodn× pouÚiÔ "postupnostnÕ" charakterizÁciu spojitosti:

Veta 5.1. Nech (X;d); (Y; d0) sÕ metrick× priestory. Funkcia f : X ! Y je spojitÁ v
bode x0 2 X vtedy a len vtedy, ak pre kaÚdÕ postupnosÔ fxig1i=1 prvkov priestoru X,
konvergujÕcu k x0, prÉsluÓnÁ postupnosÔ ff(xi)g1i=1 konverguje k f(x0).

PoznÁmka 5.1. PripomÉname, Úe funkcia je spojitÁ na mnoÚine, ak je spojitÁ v kaÚdom

bode tejto mnoÚiny.

De�nÉcia 5.2. Nech X;Y sÕ topologick× (metrick×) priestory. Potom f : X ! Y budeme
nazÙvaÔ homeomorfnÙm zobrazenÉm (krÁtko homeomor�zmom), ak f je spojit× a prost×
zobrazenie a k nemu inverzn× zobrazenie f�1 je tieÚ spojit×.

De�nÉcia 5.3. Nech (X;d); (Y; d0) sÕ metrick× priestory. Nech f : X ! Y . Zobraze-
nie f nazveme izometrickÙm, ak pre kaÚd× dva body x1; x2 2 X platÉ: d(x1; x2) =

d
0(f(x1); f(x2)).

De�nÉcia 5.4. Zobrazenie f metrick×ho priestoru (X;d) do metrick×ho priestoru (Y; d0)

sa nazÙva rovnomerne spojit×, ak k ËubovoËn×mu " > 0 existuje � > 0 tak, Úe pre kaÚd×
dva body x1; x2 2 X, pre ktor× d(x1; x2) < � platÉ d0(f(x1); f(x2)) < ".

VÙznam a dÐleÚitosÔ spojitÙch zobrazenÉ vidno i na nasledujÕcich tvrdeniach:

Veta 5.2.

a) SpojitÙ obraz separabiln×ho (metrick×ho) priestoru je separabilnÙ (metrickÙ) priestor.
b) SpojitÙ obraz kompaktn×ho (metrick×ho) priestoru je kompaktnÙ priestor.
c) SpojitÙ obraz sÕvisl×ho (topologick×ho, metrick×ho) priestoru je sÕvislÙ priestor.

Veta 5.3. Nech (X;d) je kompaktnÙ metrickÙ priestor a f je spojitÁ reÁlna funkcia,
de�novanÁ naX. Potom f je ohraniÃenÁ naX a dosahuje na X svoje in�mum a supremum
(t.j. mÁ na X maximum a minimum).
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Veta 5.4. Nech (X;d) je kompaktnÙ metrickÙ priestor a (Y; d0) je metrickÙ priestor. Po-
tom kaÚdÁ spojitÁ funkcia f : X ! Y je rovnomerne spojitÁ na X.

De�nÉcia 5.5. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. Zobrazenie f : X ! X nazÙvame kon-
traktÉvnym zobrazenÉm, ak existuje tak× ÃÉslo � : 0 � � < 1, Úe pre kaÚd× dva body
x; x

0 2 X platÉ
d(f(x); f(x0 )) � �:d(x; x0):

Veta 5.5. (Banachova veta.) Nech ; 6= X je ÕplnÙ metrickÙ priestor a nech f : X ! X

je kontraktÉvne zobrazenie. Potom existuje prÁve jeden bod x0 2 X takÙ, Úe f(x0) = x0.

PoznÁmka 5.2.

a) Bod x0, pre ktorÙ platÉ f(x0) = x0 nazÙvame pevnÙm bodom kontraktÉvneho zo-

brazenia f v Õplnom metrickom priestore (X;d).

b) VÓimnime si, Úe kaÚd× kontraktÉvne zobrazenie je rovnomerne spojit×.

De�nÉcia 5.6. Nech (X;T ) je topologickÙ priestor, (Y; d0) je metrickÙ priestor. Nech
f : X ! Y a x 2 X. De�nujeme

!f (x) = inf
O(x)

diam f(O(x)):

Funkciu !f (x) nazÙvame oscilÁciou funkcie f v bode x. (In�mum vpravo berieme cez
vÓetky okolia O(x) bodu x v priestore X.)

De�nÉcia 5.7. HovorÉme, Úe funkcia f : R ! R mÁ Darbouxovu vlastnosÔ ak pre
ËubovoËn× a; b 2 R a ËubovoËn× x 2 R tak×, Úe f(a) < x < f(b), existuje c : a < c < b

tak, Úe f(c) = x. Nech funkcia f(x) je de�novanÁ na intervale < a; b >. KoneÃnÙ poÃet
bodov a = x0 < x1 < ::: < xn = b nazveme delenÉm intervalu < a; b >. OznaÃme
� =
Pn

i=1 j f(xi)� f(xi�1 j.

De�nÉcia 5.8. OznaÃme

b_
a

f = sup

nX
i=1

j f(xi) � f(xi�1) j;

kde supremum vpravo berieme cez vÓetky moÚn× delenia intervalu < a; b >. "ãÉslo"
Wb

a
f

nazÙvame variÁciou funkcie f na intervale < a; b >.
Ak
Wb
a
f je koneÃn× ÃÉslo, hovorÉme, Úe funkcia f mÁ ohraniÃenÕ variÁciu na intervale

< a; b >.
Ak
Wb
a
f = +1, hovorÉme, Úe funkcia f mÁ neohraniÃenÕ variÁciu na intervale

< a; b >.

Veta 5.6.

a) KaÚdÕ funkciu s ohraniÃenou variÁciou moÚno vyjadriÔ v tvare rozdielu dvoch rastÕcich
funkciÉ.
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b) KaÚdÕ spojitÕ funkciu s ohraniÃenou variÁciou moÚno vyjadriÔ v tvare rozdielu dvoch
spojitÙch rastÕcich funkciÉ.

159. Nech (X;T ), (Y;V) sÕ dva topologick× priestory. Nech f : X ! Y; x0 2 X. Funkcia

f je spojitÁ v bode x0 vtedy a len vtedy, ak ku kaÚdej mnoÚine B 2 V, f(x0) 2 B existuje

takÁ mnoÚina A 2 T , x0 2 A, Úe f(A) � B. DokÁÚte!

160. Nech f : X ! Y . Potom f je spojitÁ v kaÚdom izolovanom bode svojho de�niÃn×ho

oboru. DokÁÚte!

161. UkÁÚte, Úe ak f je spojit× a prost× zobrazenie priestoru X na priestor Y , tak f
�1

(inverzn× zobrazenie) nemusÉ byÔ spojit×.

162. Nech f je izometrick× zobrazenie metrick×ho priestoru (X;d) na metrickÙ priestor

(Y; d0). Potom f je homeomorfn× zobrazenie. DokÁÚte!

163. KaÚd× izometrick× zobrazenie je rovnomerne spojit×. ObrÁtene vÓak nemusÉ platiÔ.

DokÁÚte!

164. DokÁÚte, Úe zobrazenie f topologick×ho priestoru (X;T ) do topologick×ho priestoru

(Y;V) je spojit× na X prÁve vtedy, ak vzor f�1(F ) ËubovoËnej uzavretej mnoÚiny F � Y

je uzavretÁ mnoÚina v X.

165. Nech A(B) je ËubovoËnÁ podmnoÚina de�niÃn×ho oboru (oboru hodnÐt) funkcie f .

Overte platnosÔ nasledujÕcich rovnostÉ:

a) f�1(f(A)) = A.

b) f(f�1(B)) = B.

166. Nech (X;T ) je topologickÙ priestor a f; g : X ! R = (�1;+1). Ak f; g sÕ spojit× v

bode x0 2 X, tak aj sÕÃet (f + g), sÕÃin (f:g), nÁsobok (�:f)(� 2 R) a absolutnÁ hodnota

j f j sÕ spojitÙmi funkciami v bode x0. DokÁÚte! Ako je to s podielom f

g
?

167. TopologickÙ priestor (X;T ) sa nazÙva diskr×tny, ak kaÚdÙ jeho bod je izolovanÙ (teda

T = 2X). DokÁÚte: TopologickÙ priestor je diskr×tny vtedy a len vtedy, keÄ kaÚdÁ reÁlna

funkcia f : X ! R je spojitÁ na X.

168. Ak f; g sÕ rovnomerne spojit× reÁlne funkcie, de�novan× na priestore X a �; � 2 R,

potom aj �:f + �:g je rovnomerne spojitÁ funkcia. DokÁÚte! PlatÉ podobn× tvrdenie aj o

sÕÃine f:g?

169. Nech X;Y sÕ metrick× priestory, f : X ! Y . Nech x0 2 X
d (hromadnÙ bod mnoÚiny

X). DokÁÚte, Úe funkcia f je spojitÁ v x0 prÁve vtedy, keÄ lim
x!x0

f(x) = f(x0). ão vieme

povedaÔ o spojitosti funkcie f v bode x0, keby x0 bol izolovanÙm bodom priestoru X?

170. Nech f je spojitÁ reÁlna funkcia, de�novanÁ na (topologickom, metrickom) priestore

X. DokÁÚte, Úe pre kaÚd× a; b 2 R platÉ:

a) KaÚdÁ z mnoÚÉn fx 2 X; f(x) � ag; fx 2 X; f(x) � ag; fx 2 X; a � f(x) � bg je

uzavretÁ v X.

b) KaÚdÁ z mnoÚÉn fx 2 X;F (x) < ag; fx 2 X; f(x) > ag; fx 2 X; a < f(x) < bg je

otvorenÁ v X.
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171. Nech (X;T ) je topologickÙ priestor, (Y; d0) je metrickÙ priestor. Potom funkcia

f : X ! Y je spojitÁ v bode x 2 X vtedy a len vtedy, ak !f (x) = 0. DokÁÚte!

172. Nech funkcia f je de�novanÁ na priestore X. OznaÃÉme: Cf = fx 2 X; f - spojitÁ

v xg a Df = fx 2 X; f - nespojitÁ v xg. UkÁÚte, Úe pre kaÚdÕ funkciu f platÉ:

a) Df je mnoÚina typu F�.

b) Cf je mnoÚina typu G�.

173. DokÁÚte, Úe funkcia de�novanÁ na celej reÁlnej priamke nemÐÚe maÔ za body spojitosti

spoÃitateËnÕ hustÕ podmnoÚinu E � R a body nespojitosti Df = R nE.

174. Zostrojte nasledujÕce funkcie de�novan× na R:

a) F (x) -ktorÁ je spojitÁ v bodoch x = �1 a vÓade inde nespojitÁ.

b) f(x): spojitÁ pre x = 0;�1;�2; ::: a vÓade inde nespojitÁ.

175. UrÃte body spojitosti, resp. nespojitosti, nasledujÕcej funkcie de�novanej na

< 0; 1 >:

f(x) = 0 v bodoch Cantorovej mnoÚiny (pozri prÉklad 30. z textu).

f(x) = 1 v stredoch styÃnÙch intervalov (ktor× vynechÁvame pri konÓtrukcii Can-

torovej mnoÚiny) a vÓade inde lineÁrna.

176. Zostrojte funkciu de�novanÕ na intervale < 0; 1 >, ktorÁ je spojitÁ v kaÚdom ira-

cionÁlnom bode tohoto intervalu a nespojitÁ v kaÚdom racionÁlnom bode. (DoporuÃujeme

si uvedomiÔ, Úe takÁ funkcia, ktorÁ by mala vymenen× body spojitosti a nespojitosti, ne-

existuje. Pozri prÉklad 173.)

177. Na prÉkladoch ukÁÚte, Úe spojitÙ obraz:

a) uzavretej mnoÚiny nemusÉ byÔ uzavretÁ mnoÚina,

b) otvorenej mnoÚiny nemusÉ byÔ otvorenÁ mnoÚina.

178. Ak f - spojitÁ, tak vzor otvorenej mnoÚiny je otvorenÁ (de�nÉcia 5.1) a vzor uzavretej

mnoÚiny je uzavretÁ (prÉklad 164.). PlatÉ: Ak f je spojitÁ funkcia, f : X ! Y aM � Y;M

- kompaktnÁ, tak f�1(M) je kompaktnÁ podmnoÚina X?

179. Nech f : R! R, potom f je spojitÁ prÁve vtedy, ak:

a) f�1 ((a; b)) je otvorenÁ v R, pre kaÚd× a; b 2 R.

alebo

b) f�1 ((�1; a >) a tieÚ f�1 (< a;+1)) sÕ uzavret× pre kaÚd× a 2 R.

180. Nech (X;d) je metrickÙ priestor. DokÁÚte, Úe funkciu f(x) = d(x; y0),

(y0 - ËubovoËnÙ pevnÙ bod z X) je rovnomerne spojitÁ a teda i spojitÁ na X.

181. Nech f : R! R, f - je spojitÁ. Potom f mÁ Darbouxovu vlastnosÔ.

182. Je vÚdy funkcia, ktorÁ mÁ Darbouxovu vlastnosÔ spojitÁ?

183. Nech f : X ! Y; f - spojitÁ. Nech E � X; E - hustÁ v X. Potom f(E) je hustÁ v

f(x). DokÁÚte!

184. Nech f : X ! Y . DokÁÚte, Úe k spojitosti funkcie f staÃÉ, aby vzory vÓetkÙch

otvorenÙch sf×r priestoru Y boli otvoren× mnoÚiny v priestore X. (Porovnaj s de�nÉciou

5.1, resp. prÉkladom 159.)
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185. Na prÉklade ukÁÚte, Úe v podmienke kontraktÉvnosti (de�nÉcia 5.5) nemoÚno pripustiÔ

� = 1, totiÚ pre tak×to zobrazenie by uÚ nasledujÕca veta 5.5 nemusela platiÔ!

186. Nech f je zobrazenie neprÁzdneho Õpln×ho metrick×ho priestoru X do X. OznaÃÉme:

f �f = f
2
; f

2�f = f
3
; ::: atÄ. Nech pre nejak× prirodzen× ÃÉslo k je zobrazenie fk : X ! X

kontraktÉvne. Potom zobrazenie f mÁ jedinÙ pevnÙ bod. DokÁÚte!

187. VÙznam predoÓl×ho cviÃenia, okrem in×ho, spoÃÉva v tom, Úe od f sme neÚiadali

spojitosÔ. Majme napr. f :< 0; 2 >! R nasledovne: f(x) = 0, pre x 2< 0; 1 > a

f(x) = 1, pre x 2 (0; 2 >. ãitateË Ëahko nahliadne, Úe f nie je na < 0; 2 > spojit×, no mÁ

jedinÙ pevnÙ bod. DokÁÚte!

188. Nech funkcia f(x) mÁ na intervale < a; b > variÁciu rovnÕ A. AkÕ variÁciu na

< a; b > mÁ funkcia (k:f(x) +m) ?

189. VypoÃÉtajte variÁciu funkcie f(x) =

(
x � 1; x < 1

10; x = 1

x
2
; x > 1

na intervale < 0; 2 >.

190. Nech funkcia f(x) mÁ v kaÚdom bode intervalu< a; b > derivÁciu, ktorÁ je ohraniÃenÁ

na < a; b >. Potom funkcia f(x) je funkciou s ohraniÃenou variÁciou na intervale < a; b >.

DokÁÚte!

191. Z matematickej analÙzy je znÁma skutoÃnosÔ, Úe rovnomerne konvergentnÙ funkcio-

nÁlny rad zachovÁva spojitosÔ, derivÁciu a integrÁl. Preto je na mieste otÁzka:

Nech
P1

n=1 fn(x) je rovnomerne konvergentnÙ funkcionÁlny rad spojitÙch funkciÉ s

ohraniÃenou variÁciou. Je i sÕÃet tohoto radu funkcia s ohraniÃenou variÁciou?

192. Nech f(x) a g(x) sÕ funkcie s ohraniÃenou variÁciou na < a; b >. DokÁÚte, Úe ich sÕÃet

a sÕÃin sÕ funkcie s ohraniÃenou variÁciou na < a; b > a naviac
Wb
a
(f + g) �

Wb
a
+
Wb

a
;Wb

a
f:g � supx2<a;b> jf(x)j :

Wb

a
g(x) + supx2<a;b> jg(x)j :

Wb

a
f(x):

193. Nech f(x) je de�novanÁ na < a; b > a a < c < b. Potom
Wb

a
f =
Wc

a
f +
Wb

c
b.

194. Nech f(x) mÁ ohraniÃenÕ variÁciu na intervale < a; b >. Potom aj funkcia j f(x) j

mÁ ohraniÃenÕ variÁciu na < a; b >. DokÁÚte! PlatÉ i obrÁten× tvrdenie?
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VÙsledky, nÁvody a poznÁmky

3 NajskÐr overÉme korektnosÔ, t.j. Úe pre vÓetky x; y 2 l2 je d(x; y) reÁlne ÃÉslo.

(PouÚite lemu 1.1).

4 Nie. Nie je splnenÁ trojuholnÉkova nerovnosÔ.

5 ZvoËte si mnoÚinu X a funkciu d : X � X ! R+ tak, aby d mala niektor× dve

vlastnosti metriky a nemala tretiu. (Napr. funkcia d v prÉklade 4. mÁ vlastnosti 1. a 2.

ale nemÁ 3.)

6 NezÁpornosÔ a symetriÃnosÔ funkcie d zÉskame vhodnou ÓpeciÁlnou voËbou trojice

bodov x; y; z.

7 áno, Áno, nie.

9 c) Ak mÁ mnoÚinaX aspoÎ dva rÐzne prvky, tak moÚno na X de�novaÔ nekoneÃne

veËa metrÉk. Napr. tzv. triviÁlnych t.j. d(x; y) =

�
0; x = y;

� > 0; � - reÁlne; keÄ x 6= y.

11 VyuÚite: Ak 0 � a < b, tak a

1+a
< b

1+b
.

12 Nie.

13 a) K dÐkazu trojuholnÉkovej nerovnosti si vÓimnite, Úe arctg � + arctg � �
arctg (�+�), resp. Úe pre funkciu f(�) = arctg �+arctg ��arctg (�+�) platÉ: f(0) = 0

a pre � > 0 je f(�) > 0. b) NaÓa metrika d je ekvivalentnÁ euklidovskej metrike na

priamke, lebo arctg j xn � x0 j! 0 prÁve vtedy, keÄ j xn � x0 j! 0.

14 áno.

15 b) VÓimnite si, Úe pre kaÚd× reÁlne ÃÉsla a1; a2; b1; b2 platÉ: j a1�a2 j + j b1�b2 j�
2:maxfj a1 � a2 j; j b1 � b2 jg � 2:

p
(a1 � a2)2 + (b1 � b2)2 � 2:(j a1 � a2 j + j b1 � b2 j).

OdkiaË uÚ plynie ekvivalentnosÔ danÙch metrÉk.

16 áno.

17 Nie.

18 áno. K dÐkazu trojuholnÉkovej nerovnosti pouÚite tzv. Cauchy - Bunjakovsk×ho

nerovnosÔ:
R b
a
f(x):g(x)dx �

qR b
a
f2(x)dx:

R b
a
g2(x)dx:

19 PrvÁ ÃasÔ zrejmÁ. K druhej Ãasti: Ak by tÁ podmienka bola nutnÁ, tak by z

Õplnosti jedn×ho metrick×ho priestoru vyplÙvala ÕplnosÔ metrick×ho priestoru s ekviva-

lentnou metrikou. Ale to nie je pravda - pozri prÉklad 87. a de�nÉciu 3.4.

22 V E2 Áno, ale v E1 nie.

23 V oboch prÉpadoch 1.
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25 StaÃÉ pouÚiÔ vetu 1.4.

26 M - z konvergencie bodov plynie konvergencia po sÕradniciach, ale obrÁtene

nemusÉ. l; l2 - ako v prÉpade priestoru M .

27 Nie sÕ ekvivalentn×.

29 Existuje tak× " > 0, Úe pre nekoneÃne veËa n : d(xn; x) � ".

35 StaÃÉ voliÔ �1 < � � d(p; q).

36 StaÃÉ nÁjsÔ postupnosÔ racionÁlnych (iracionÁlnych) ÃÉsel, ktorÁ konverguje k ira-

cionÁlnemu (racionÁlnemu) ÃÉslu. A tieÚ, Úe v kaÚdom okolÉ kaÚd×ho reÁlneho ÃÉsla je

nekoneÃne veËa racionÁlnych aj iracionÁlnych ÃÉsel.

38 PoÚiÔ vetu 1.4, resp. prÉklad 8.

40 Pozri prÉklad 2. a 26.

43 StaÃÉ vyjsÔ z de�nÉcie 2.2 a vety 2.1.

44 b) Napr. triviÁlny metrickÙ priestor. (TriviÁlna metrika: d(x; y) =

�
1; x 6= y

0; x = y
.)

46 Napr.: A = f(x; 0);x 2 Rg a B = f(x; 1
x
);x > 0g.

47 Ak x0 2 O(p; �1), tak existuje fxig1n=1 2 O(p; �1) konvergujÕca k bodu x0. Vhodne

pouÚijÕc trojuholnÉkovÕ nerovnosÔ ukÁzaÔ, Úe d(p; x0) < �2.

52 Nie.

55 Napr. A = f1; 1
2
; :::; 1

n
; :::g.

57 Ak (X �A) je hustÁ v X, tak tÙm skÐr je hustÁ (X �A). StaÃÉ zobraÔ mnoÚinu

Q v R.

58 StaÃÉ uvaÚovaÔ mnoÚinu Q v R.

60 PouÚiÔ vetu 2.5 b).

61 Pozri vetu 2.4.

62 StaÃÉ uvÁÚiÔ de�nÉciu 2.6 a vetu 2.5.

68 PrvÁ ÃasÔ zrejmÁ. K dÐkazu druhej staÃÉ napr. Ai = (�1
i
; 1 + 1

i
).

69 Nie! VÚdy je vÓak intA [ intB � int(A [ B). NeplatÉ rovnosÔ, volÉme napr.

A =< 0; 1 >;B =< 1; 2 >.

70 Napr. A = f1; 1
2
; 1
3
; :::; 1

n
; :::g.

71 a) ;, celÁ rovina; b) ìubovoËnÁ neprÁzdna otvorenÁ mnoÚina, rÐzna od celej roviny

- napr. vnÕtro jednotkov×ho kruhu; c) Napr. body ËubovoËnej priamky (x = 0).

72 a) H(A [ B) � (A [B)� (intA [ intB) � (A� intA) [ (B � intB) = H(A) [
H(B). b) StaÃÉ napr. uvaÚovaÔ nasledujÕce mnoÚiny: An =< 1

n
; 1� 1

n
>.
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73 Ak lim
n!1

rn = +1, tak Áno (zjednotenÉm je E2). Ak lim
n!1

rn = a, tak nie

(zjednotenÉm je otvorenÙ kruh o polomere a).

74 UkÁÚeme, Úe b) () a) () c). KeÄÚe Ad � A a H(A) � A, tak a) ) b) a a) )
c). Na druhej strane, pretoÚe A � A [Ad, z b) ) a) a rovnosÔ: A = intA [H(A) a tieÚ

intA [ A dÁva: c) ) a).

75 PodËa prÉkladu 33. je tento prienik uzavretÁ mnoÚina. Na druhej strane, ak

A � F;F - uzavretÁ, tak A � F = F , teda A je najmenÓia uzavretÁ mnoÚina, obsahujÕca

mnoÚinu A.

77 RovnosÔ nemusÉ platiÔ. StaÃÉ zobraÔ napr. na priamke jednobodovÕ mnoÚinu. Ale

vÚdy platÉ intA � A. (Samozrejme iba pre A - uzavret×!)

78 Pre takÕto mnoÚinu A platÉ: A\Ad = ;. Ak Ad = ;, tak A je uzavretÁ, teda F�.

Ak Ad 6= ;, tak opÉÓeme okolo kaÚd×ho bodu mnoÚiny Ad okolie o polomere 1
n
a zjednotenie

vÓetkÙch tÙchto okolÉ (pre prevn× n) oznaÃme On. PoloÚme Bn = A�On. Bn je uzavretÁ

(obsahuje len izolovan× body) a [1n=1Bn = A, z Ãoho plynie, Úe A je typu F�.

79 a) PlatÉ; b) NeplatÉ.

80 StaÃÉ si uvedomiÔ, Úe pre tak×to F1 a F2 platÉ dist (F1; F2) = inffd(x; y); x 2
F1; y 2 F2g > 0. A teraz vhodne "obaliÔ " tieto uzavret× mnoÚiny otvorenÙmi.

81 a) Zrejm×; b) Nech napr. F je uzavretÁ. Pre kaÚd× n prirodzen× de�nujeme

Gn = [x2FO(x; 1n). Zrejme pre kaÚd× n je F � Gn, teda F � \1n=1Gn. Na druhej strane,

ak bod p 2 \1n=1Gn, tak pre kaÚd× n nÁjdeme bod xn 2 F takÙ, Úe d(xn; p) <
1
n
, teda p je

bod uzÁveru mnoÚiny (uzavretej) F , Ão implikuje p 2 F . DÐkaz pre otvorenÕ mnoÚinu je

analogickÙ, alebo priamo plynie z Ãasti a) tohoto prÉkladu.

82 a) MnoÚina Q je spoÃitateËnÁ, teda ju moÚno napÉsaÔ ako spoÃitateËn× zjednotenie

jednobodovÙch - uzavretÙch - mnoÚÉn. Na druhej strane, keby Q bola G� (Q vÓade hustÁ

v R), bola by vÓade hustÁ G� mnoÚina aj mnoÚina Q1 = fx+
p
2;x 2 Qg. Ale na zÁklade

platnosti vety: Prienik G� a hustÙch mnoÚÉn v Õplnom metrickom priestore je zase G�,

hustÁ mnoÚina.(Pozri prÉklad 114.) by bola aj Q\Q1 mnoÚina G� a vÓade hustÁ v R. Ale

Q \ Q1 = ;. b) Pozri prÉklad 81.

83 Keby \1n=1Fn obsahoval dva rÐzne body x 6= y, potom d(x; y) = � > 0 a pre

dostatoÃne veËk× n je diam Fn < �, teda mnoÚina Fn (a vÓetky ÄalÓie) nemÐÚe obsahovaÔ

oba body x; y. Predpoklad: diam Fn ! 0 nemoÚno vynechaÔ. PoloÚme na reÁlnej priamke

Fn =< n;+1).

84 áno. Ak fxig1i=1 je fundamentÁlna postupnosÔ (vzhËadom na metriku d), tak k

ËubovoËn×mu " > 0 nÁjdeme � > 0 tak, aby j x j< � ) tg j x j < ". K tomuto � > 0

existuje n0 tak, Úe m;n > n0 ) arctg j xn � xm j< �. (Plynie z fundamentÁlnosti.)

OdtiaË a z predchÁdzajÕceho: tg [arctg j xn � xm j] =j xn � xm j< ", pre 8m;n > n0. Z

posledn×ho mÁme, Úe fxig1i=1 je fundamentÁlna i v euklidovskej metrike, teda konverguje

k bodu x0. Ale naÓa metrika d a euklidovskÁ metrika sÕ ekvivalentn×. (Porovnaj prÉklad

13.)
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85 VyuÚite ÕplnosÔ priestoru (E1; d0) - veta 3.6.

86 VyuÚite ÕplnosÔ priestoru (E2; d3) - Ão je euklidovskÙ priestor a syst×m nerovnostÉ

v nÁvode k prÉkladu 15.

87 Nie. Napr.: PoloÚme X = (��

2
; �
2
):d1(x; y) =j x � y j; d2(x; y) =j tg x � tg y j.

Metriky d1; d2 sÕ ekvivalentn×, priÃom (X;d1) je ÕplnÙ, ale (X;d2) nie je.

88 StaÃÉ pozrieÔ de�nÉciu bÁzy.

89 VÓimnite si podpriestory vÓetkÙch takÙch postupnostÉ racionÁlnych ÃÉsel, ktorÙch

vÓetky Ãleny od ist×ho indexu sa rovnajÕ nule.

90 SÕÃinovÙ priestor je separabilnÙ vtedy a len vtedy, keÄ sÕ jednotliv× zloÚky sepa-

rabiln× priestory.

91 Ak F = ; - pozri prÉklad 44. b). Ak F = fa1; a2; :::; amg - koneÃnÁ, staÃÉ poloÚiÔ
fxig1i=1 = fa1; :::; am; a1; :::; am; :::g. Ak F - nekoneÃnÁ, tak existuje E � F;E - spoÃi-

tateËnÁ a E = F . Teraz moÚno pÉsaÔ E = fa1; a2; :::; an; :::g. StaÃÉ ukÁzaÔ, Úe postupnosÔ

fxig1i=1 = fa1; a1; a2; a1; a2; a3; a1; a2; a3; a4; a1; :::g vyhovuje naÓÉm poÚiadavkÁm.

92 K dÐkazu prvej Ãasti si staÃÉ vÓimnÕÔ mnoÚiny M 0 vÓetkÙch postupnostÉ nÕl a

jedniÃiek. M 0 � M;M 0 je nespoÃitateËnÁ a pre kaÚd× x; y 2 M 0; x 6= y0 je d(x; y) � 1. K

druhej Ãasti staÃÉ braÔ tak× postupnosti racionÁlnych ÃÉsel, ktor× od ist×ho indexu obsahujÕ

sam× nuly.

93 b) StaÃÉ uvaÚovaÔ nasledujÕci syst×m funkciÉ: Ku kaÚdej postupnosti nÕl a jedniÃiek

t.j. fyng1n=1 je postupnosÔ, kde 8n je buÄ yn = 0, alebo yn = 1, de�nujme funkciu f

nasledovne: f(n) = yn;n = 0; 1; 2; ::: a f je vÓade inde lineÁrna. (Pozri predchÁdzajÕci

prÉklad).

94 PouÚite Weierstrassovu vetu: Ku kaÚdej funkcii f 2 C(a; b) a ku kaÚd×mu " > 0

existuje takÙ polynÏm P , Úe pre kaÚd× x 2< a; b > je j f(x) � P (x) j< ".

95 MoÚno pouÚiÔ nÁvod k prÉkladu 94.

96 b) Ak je X separabilnÙ, tak za M staÃÉ braÔ spoÃitateËnÕ hustÕ podmnoÚinu.

ObrÁtene: Pre kaÚd× "n = 1
n
> 0 existuje Mn, ktorÁ je "n - sieÔou. Potom M = [1n=1Mn

bude spoÃitateËnÁ hustÁ.

97 Ak (X;d) je separabilnÙ - tvrdenie zrejm×. ObrÁtene. Ak (X;d) nie je separabilnÙ,

tak existuje "0 > 0 tak×, pre ktor× neexistuje spoÃitateËnÁ "0 - sieÔ. Na zÁklade tohoto

moÚno zostrojiÔ nespoÃitateËnÕ mnoÚinu otvorenÙch po dvoch disjunktnÙch mnoÚÉn.

98 a) Ak (X;d) je separabilnÙ metrickÙ priestor, tak z neho odvodenÙ topologickÙ

priestor mÁ spoÃitateËnÕ bÁzu (veta 3.2), kaÚdÙ jeho podpriestor mÁ tieÚ spoÃitateËnÕ

bÁzu a teda (podËa vety 3.1) je separabilnÙ. b) ReÁlnu priamku R opatrime nasledujÕcou

topolÏgiou T : OznaÃme znakom B syst×m mnoÚÉn tvaru: fxg [ (Q \ (x � "; x + "));x 2
R; " > 0; Q racionÁlne ÃÉsla. Potom topolÏgiu T budÕ tvoriÔ vÓetky moÚn× zjednotenia

mnoÚÉn z B. Overte, Úe je to topolÏgia a (R;T ) je separabilnÙ. Ale podpriestor vÓetkÙch
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iracionÁlnych ÃÉselQ0, ktor×ho topolÏgia T 0 pozostÁva zo vÓetkÙch mnoÚÉn tvaru A\Q0, kde
A 2 T , nie je separabilnÙ.(KaÚd× iracionÁlne ÃÉslo, ako jednobodovÁ mnoÚina, je otvorenÁ.)

99 Keby topologickÙ priestor (R;T ) z nÁvodu 98. mal spoÃitateËnÕ bÁzu, musel by

aj jeho podpriestor (Q0;T 0) maÔ spoÃitateËnÕ bÁzu.

100 NemusÉ byÔ. PoloÚme X =< 0; 1 >;X 0 = (0; 1 >; d0 - euklidovskÁ metrika.

PostupnosÔ f 1
n
g1n=1 je fundamentÁlna, ale v priestore (X 0; d0) nekonverguje.

101 PlatÉ aj obrÁten× tvrdenie.

102 Napr. pre M : Ak fX(n)g1n=1;X(n) = (�
(n)

1 ; �
(n)

2 ; :::; �
(n)

K
; :::) je fundamentÁlna,

tak zo supremovej metriky plynie, Úe kaÚd× z ÃÉselnÙch postupnostÉ f�(n)
k
g1n=1; k = 1; 2; :::

je tieÚ fundamentÁlna v R, teda konvergentnÁ (t.j. konverguje po sÕradniciach),

f�(n)
k
gn!1�! �k. EÓte overte, Úe teraz fX(n)g1n=1, konverguje ku bodu X = f�kg1k=1.

104 Ak x0 je izolovanÙ bod - tak Áno. V opaÃnom prÉpade nie.

105 áno.

106 Pre kaÚd× " > 0 existuje n0 tak×, Úe pre kaÚd× n;m > n0 je d(xn; xm) <
"

2
. A

tieÚ existuje tak× p, Úe pre kaÚd× i > p je d(xKi
; x) < "

2
. (MoÚno vybraÔ i > n0.) Teraz

d(xn; x) < d(xn; xi) + d(xi; x) <
"

2
+ "

2
= ".

107 Nie.

108 Porovnaj s dvojrozmernÙm euklidovskÙm priestorom (E2; d0). Pozri prÉklad 85.

109 áno, kaÚdÁ fundamentÁlna je tieÚ ohraniÃenÁ. Lebo ak fxig1i=1 je fundamentÁlna,

tak k " = 1 existuje p 2 N tak×, Úe pre vÓetky n � p : d(xn; xp) < 1, t.j. xn 2 O(xp; 1).

110 õplnosÔ A [B je zrejmÁ. Ak fxig1i=1 je fundamentÁlna postupnosÔ z A [ B, tak
aspoÎ v jednom podpriestore (napr. A) leÚÉ nekoneÃne veËa Ãlenov postupnosti fxig1i=1,
t.j. celÁ vybranÁ postupnosÔ fxKi

g1i=1, ktorÁ je tieÚ fundamentÁlna, teda konvergentnÁ.

A potom (porzi prÉklad 106.) i pÐvodnÁ postupnosÔ konverguje.b) Napr. A =< �5; 5 >
;B =< �1; 1 >.
111 Ak je f(xn; yn)g1n=1 fundamentÁlna v X � Y , tak zo vzÔahu a) resp. b) ihneÄ

plynie, Úe fxng1n=1; fyng1n=1 sÕ fundamentÁlne v prÉsluÓnÙch ÕplnÙch priestoroch X alebo

Y . Teda ak fxngX

! x0; fyng Y

! y0 tak f(xn; yb)gX�Y�! (x0; y0).

112 Nech G1; G2; :::; Gn; ::: je postupnosÔ otvorenÙch hustÙch mnoÚÉn v X. Nech S0
je ËubovoËnÁ guËa v priestore X. UkÁÚme, Úe S0 \G, kde G = [1i=1Gi je neprÁzdna, t.j. G

- hustÁ. KeÄÚe G1 je otvorenÁ, hustÁ, existuje okolie S1 tak×, Úe S1 � S0 \G1, priÃom S1
voËme tak, aby diam S1 < 1. PretoÚe aj G2 je otvorenÁ a hustÁ, moÚno nÁjsÔ guËu S2 takÕ,

aby S2 � S1\G2, priÃom diam S2 <
1
2
. äalej nÁjdeme guËu S3 tak, aby S3 � S2\G3,diam

S3 <
1
3
, atÄ. MÁme postupnosÔ sf×r Sn takÙch, Úe pre vÓetky n platÉ: Sn � S0; Sn+1 � Sn

a diam Sn <
1
n
. PodËa vety 3.4, resp. prÉkladu 83. existuje bod p 2 Sn;n = 1; 2; ::: a teda

aj p 2 S0. Ale z konÓtrukcie sf×r Sn vyplÙva, Úe p 2 Gn pre vÓetky n. ZÁver: p 2 S0 \ G.
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113 Nech (R; d0) je priamka s obvyklou euklidovskou metrikou. Q = fr1; r2; :::; rn; :::g
je mnoÚina vÓetkÙch racionÁlnych ÃÉsel ËubovoËne usporiadanÙch do postupnosti. Vieme,

Úe (Q; d0) nie je ÕplnÙ priestor (pozri prÉklad 107.). MnoÚiny Fn = fr1; :::; rng;n = 1; 2; :::

sÕ uzavret× v (Q; d0), teda Gn = Q� Fn sÕ otvoren× a hust× v Q. Ale G = [1n=1Gn = ;.
114 Nech B1; B2; :::Bn; ::: sÕ (prvky) mnoÚiny syst×mu M, t.j. kaÚd× Bi je G�, hustÁ

mnoÚina v X. Teda Bi = \1n=1Gin ; Gin - otvoren× a tieÚ hust× v X. MÐÚme pÉsaÔ:\
Bi2M

Bi =
\
i;n

Gin a na zÁklade prÉkladu 112. je tento prienik hustÁ mnoÚina v X a

zrejme typu G�. DoporuÃujeme ÃitateËovi v sÕvislosti s tÙmto prÉkladom porozmÙÓËaÔ nad

analÏgiou prÉkladu 113.

115 Nech X = [1i=1Ei; Ei - riedke v X. OznaÃme O(x1; "1) sf×ru, disjunktnÕ s E1.

Zostrojme O(x2; "2) nasledovne: O(x2; "2) \ E2 = ;; O(x2; "2) � O(x1; "1) a "2 < 1
2
.

Podobne O(x3; "3) � O(x3; "3) � O(x2; "2); O(x3; "3) \ E3 = ; a "3 < 1
3
, atÄ. PodËa

konÓtrukcie je fxig1i=1 fundamentÁlna, teda konverguje k bodu x0 2 X. Ale pretoÚe

x0 2 O(xi; "i); i = 1; 2; :::; x0 =2 Ei; i = 1; 2; ::: a tÙm x0 =2 [1i=1Ei = X. Spor.

116 Napr. (Q; d0).

117 Nie je.

118 OznaÃme E = fa1; a2; :::g. Nech by E bola typu G�. Vyberme a > 0 tak×, aby

sa nerovnala Úiadnemu z rozdielov j ai � aj j, pre i; j = 1; 2; :::. OznaÃme E1 = E + a =

fai + a; i = 1; 2; :::g. Teraz E1 je tieÚ spoÃitateËnÁ, hustÁ, G� podmnoÚina R. Na zÁklade

prÉkladu 114. je aj E \E1 - spoÃitateËnÁ, hustÁ, G� v R. Ale E \ E1 = ;.
119 Nech pre nejak× "0 > 0 neexistuje koneÃnÁ "0 - sieÔ. Vezmime ËubovoËn× x1 2 X.

K nemu existuje x2 2 X tak×, Úe d(c1; x2) � "0(ak by totiÚ tak× x2 neexistovalo, bola

by mnoÚina fx1g "0 - sieÔou). Podobne moÚno nÁjsÔ bod X3 2 X takÙ, Úe d(xj ; x3) �
"0; j = 1; 2. (Lebo v opaÃnom prÉpade by zase mnoÚina fx1; x2g bola "0 - sieÔou.) Takto

zostrojÉme postupnosÔ fxig1i=1 takÕ, Úe pre vÓetky m 6= n je d(xn; xm) � "0. A z tejto

postupnosti nemoÚno vybraÔ fundamentÁlnu, teda ani konvergentnÕ ÃiastoÃnÕ postupnosÔ.

ObrÁtene neplatÉ: Napr. X = (0; 1) s obvyklou metrikou.

120 a) Porovnaj s prÉkladom 96. b) Priamo z de�nÉcie 4.1 a jednoznaÃnosti limity. c)

StaÃÉ si uvedomiÔ de�nÉciu uzavretej a kompaktnej mnoÚiny.

121 KeÄ A je kompakt, podËa prÉkladu 119. pre " = 1 existuje koneÃnÁ jednotkovÁ sieÔ

fp1; p2; :::; pmg. OznaÃme d = max
i=1;2;:::;m

j=1;2;:::;m

fd(pi; pj)g. Teraz pre ËubovoËn× x; y 2 A existuje

r; s � m tak, Úe d(x; pr) < 1; d(y; ps) < 1. PoÃÉtajme: d(x; y) � d(c; pr) + d(pr ; ps) +

d(ps; y) < 1 + d+ 1 = d+ 2. Teda diam A � d+ 2.

122 UvaÚujeme priestor l2 z prÉkladu 3. a jeho podmnoÚinu A � l2,

A =
�
x = fxig1i=1 2 l2;

P
1

i=1
x2i � 1

	
. Overte, Úe A je uzavretÁ a ohraniÃenÁ, ale nie je

kompaktom. Z postupnosti bodov tejto mnoÚiny: fXng1n=1;Xn = (0; 0; :::; 0; 1; 0; :::) (na

n - tom mieste je jednotka, ostatn× sÕradnice sÕ nulov×) nemoÚno vybraÔ konvergentnÕ.
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InÙ prÉklad: UvaÚujme priestor M(0; 1) z prÉkladu 1. so supremovou metrikou. OznaÃme

A = ff1; f2; :::g � M(0; 1), kde fk(x) de�nujeme: fk(0) = 0; fk(x) = 0, pre 1
k
� x �

1; fk(
1
2k
) = 1 a fk(x) je lineÁrna na kaÚdom z intervalov < 0; 1

2k
>;< 1

2k
; 1
k
> (nakreslite).

MnoÚina A je uzavretÁ a ohraniÃenÁ (overte to), ale nie je kompaktnÁ, lebo uÚ z mnoÚiny

A nemoÚno vybraÔ fundamentÁlnu a teda ani konvergentnÕ podpostupnosÔ.

123 NutnosÔ vyjadrujÕ prÉklady 120. a 121. PostaÃujÕcosÔ: PretoÚe A je ohraniÃenÁ,

existuje n - rozmernÙ interval I =< a1; b1 > � < a2; b2 > �:::� < an; bn > tak, Úe A � I.

UvaÚujeme ËubovoËnÕ postupnosÔ fxig1i=1 bodov mnoÚiny A, t.j. xi = (xi1; x
i
2; :::; x

i
n) 2 A.

Potom pre postupnosti prvÙch sÕradnÉc fxi1g1i=1 platÉ: a1 � xi1 � b1; i = 1; 2; :::. Podobne

pre druh× sÕradnice: a2 � xi2 � b2; i = 1; 2; ::: a koneÃne pre n - t× sÕradnice: an � xin �
bn; i = 1; 2; :::. Je znÁme, Úe z kaÚdej ohraniÃenej postupnosti reÁlnych ÃÉsel moÚno vybraÔ

konvergentnÕ. Teda z postupnosti fxi1g1i=1 prvÙch sÕradnÉc vyberme fxkii g1i=1 ! x01. Z

postupnosti fxki2 g1i=1 zase vyberme konvergentnÕ k ÃÉslu x02 (a2 � x02 � b2) atÄ. aÚ pre n

- t× sÕradnice, t.j. opakujÕc tento vÙber n - krÁt, dostaneme rastÕcu postupnosÔ fsig1i=1
prirodzenÙch ÃÉsel takÕ, Úe: fxsi1 g1i=1 ! x01; fxsi2 g1i=1 ! x02; :::; fxsin g1i=1 ! x0n. ão je

ekvivalentn× s tÙm (pozri prÉklad 8.), Úe postupnosÔ fxsig1i=1 bodov mnoÚiny A konverguje

k bodu x0 = (x01; x
0
2; :::; x

0
n) 2 A, lebo A je uzavretÁ.

126 áno. Pozri de�nÉciu 1.4 a vetu 1.4. Konvergencia v priestore X je ekvivalentnÁ

posÕradnicovej konvergencii.

127 a) StaÃÉ si uvedomiÔ, Úe ak vezmeme ËubovoËnÕ postupnosÔ bodov zo zjednotenia

A1 [ A2 [ : : : [ Am, tak aspoÎ v jednej z tÙch mnoÚÉn je nekoneÃne veËa Ãlenov tejto

postupnosti. b) Nie! VoËme napr. A1 = f1g; A2 = f1
2
g; :::; An = f 1

n
g; ::: .

128 Pre kaÚd× k = 1; 2; ::: vyberme xk 2 Fk. Z monotÏnnosti postupnosti fFng1n=1 sa
ukÁÚe, Úe x 2 \1n=1Fn.
129 Nech X =< 0; 2 > s euklidovskou metrikou d0. PoloÚme Fk =< 0; 1 + 1

k
>; k =

1; 2; ::: . Potom \1
k=1Fk =< 0; 1 >.

130 Ak (X;d) nie je kompakt, tak existuje postupnosÔ fxig1i=1, ktorÁ nemÁ ÃiastoÃnÕ

konvergentnÕ postupnosÔ. MoÚno predpokladaÔ, Úe postupnosÔ fxig1i=1 je prostÁ. Potom

mnoÚina K = fx1; x2; :::; xn; :::g je uzavretÁ v X a teda X �K je otvorenÁ v X. PretoÚe

xK ;K = 1; 2; ::: nie je hromadnÙ bod mnoÚinyK, existuje tak× �K > 0, Úe K\O(xK ; �K ) =

fxKg. Potom spoÃitateËnÙ syst×m mnoÚÉn fX�K;O(x1; �1); O(x2; �2); : : : ; O(xK ; �K); : : :g
je otvorenÙm pokrytÉm priestoru X, z ktor×ho nemoÚno vybraÔ koneÃn× podpokrytie.

131 TopologickÁ ) metrickÕ: Nech A � X;A vyhovuje vete 4.1. Nech fxig1i=1
je postupnosÔ bodov mnoÚiny A, z ktorej nemoÚno vybraÔ konvergentnÕ podpostupnosÔ.

Teda kaÚdÙ bod a 2 A mÁ okolie O(a; �), obsahujÕce len koneÃne veËa Ãlenov postupnosti

fxig1i=1. Tieto okolia typu O(a; �) tvoria otvoren× podpokrytie mnoÚiny A. Teda z neho

moÚno vybraÔ koneÃn× podpokrytie, t.j. A � O(a1; �1) [O(a2; �2) [ ::: [O(an; �n). Ale

to je spor, lebo zjednotenie vpravo obsahuje len koneÃne veËa Ãlenov postupnosti fxig.
ObrÁtene: metrickÁ ) topologickÕ: Sporom: Nech A je kompaktnÁ v zmysle de�nÉcie

4.1 ale existujÕ tak× otvoren× mnoÚiny fG�g, ktor× pokrÙvajÕ mnoÚinu A, ale z nich
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nemoÚno vybraÔ koneÃn× podpokrytie. Pre n = 1; 2; ::: poloÚme " = 1
n

a keÄÚe A je

kompakt, tak pre kaÚd× "n existuje koneÃnÁ "n - sieÔ v A (pozri prÉklad 119.). Teda

pre " = 1 existuje koneÃnÁ "1 sieÔ v A. Okolo kaÚd×ho bodu tejto siete opÉÓme "1 -

okolie. UzÁvery tÙchto okolÉ majÕ s mnoÚinou A neprÁzdny prienik, ktorÙ je kompaktnou

podmnoÚinou mnoÚiny A (overte preÃo). Teda mnoÚinu A moÚno pÉsaÔ ako zjednotenie

koneÃn×ho poÃtu kompaktov F1; :::; Fn, ktorÙch priemery neprevÙÓia 2:"1. KeÄÚe celÕ

mnoÚinu A nebolo moÚn× pokryÔ koneÃnÙm podsyst×mom syst×mu fG�g, tak aspoÎ jeden

z kompaktov F1; : : : ; Fn mÁ tÕto vlastnosÔ. OznaÃme ho A1. Pre "2 =
1
2
urobÉme podobnÕ

Õvahu, ale pre kompakt A1. Tak dostaneme kompakt A2 � A1 � A, ktorÙ nemoÚno

pokryÔ Úiadnym koneÃnÙm podsyst×mom syst×mu fG�g. Indukciou moÚno takto zostrojiÔ

postupnosÔ kompaktnÙch mnoÚÉn A � A1 � A2 � ::: � An � :::, pre ktor× diam An ! 0.

Teda ich prienik (pozri prÉklad 83.) je jednobodovÁ mnoÚina fa0g. PretoÚe a0 2 A, existuje

otvorenÁ mnoÚina G�0 2 fG�g tak, Úe a0 2 G�0 . Z otvorenosti G�0 plynie, Úe existuje

� > 0 : O(a0; �) � G�0 . A zrejme pre dostatoÃne veËk× n0 je 2"n0 < �. Z posledn×ho ale

plynie, Úe pre vÓetky n � n0 je An0 � Gn0 , Ão je v spore s vÙberom mnoÚÉn Ai; i = 1; 2; :::.

132 V ËubovoËnom metrickom priestore je kompaktnÁ mnoÚina uzavretÁ (veta 4.2)

a obsahuje koneÃnÕ " - sieÔ (prÉklad 119.). Teraz obrÁtene: nech (X;d) je ÕplnÙ, A je

uzavretÁ a pre kaÔd× " > 0 obsahuje koneÃnÕ " - sieÔ. UkÁÚeme, Úe A je kompakt. Nech

fXig je ËubovoËnÁ postupnosÔ bodov mnoÚiny A. Pre "1 = 1 existuje koneÃnÁ "1 - sieÔ.

Okolo kaÚd×ho bodu tejto siete zostrojme guËu o polomere 1. AspoÎ v jednej z tÙchto

gÕË - oznaÃme ju G1 - je nekoneÃne veËa Ãlenov postupnosti fXig. Jeden z nich vyberme

a oznaÃme xn1 . Podobne pre "2 = 1
2
tieÚ existuje koneÃnÁ "2 - sieÔ. Okolo jej bodov

vytvorme gule o polomere 1
2
. AspoÎ v jednej z nich - oznaÃme ju G2 - existuje nekoneÃne

veËa tÙch bodov postupnosti fxig, ktor× patria aj do G1. Vyberme z nich jeden - xn2 - tak,

aby n2 > n1. Teda obecne pre "i =
1
i
existuje koneÃnÁ "i - sieÔ, okolo jej bodov zostrojÉme

gule o polomere dËÚky 1
i
. AspoÎ v jednej z tÙchto gÕË - oznaÃme Gi - existuje nekonÃne

veËa Ãlenov postupnosti fxig, ktor× zÁroveÎ patria do gule Gi�1. Vyberme jeden z nich

- xni - tak, aby ni > ni�1. Takto postupujÕc zostrojÉme postupnosÔ fxnig1i=1 vybranÕ z

postupnosti fXig. A tÁto vybranÁ postupnosÔ je zrejme fundamentÁlna (X je ÕplnÙ) a

tÙm i konvergentnÁ.

133 Ak (x;T ) je sÕvislÙ, tak staÃÉ za G voliÔ celÙ priestor X. Ak X nie je sÕvislÙ,

existujÕ dve napr. otvoren× a navzÁjom disjunktn× podmnoÚiny A;B. Teraz staÃÉ vybraÔ

x 2 A; y 2 B.

134 SnÁÄ len prÉpad 6. Nech X je mnoÚina, ktorej mohutnosÔ je vÑÃÓia, ako mohutnosÔ

kontinua. De�nujme topolÏgiu T � 2X nasledovne: Do T patrÉ ; a kaÚdÁ takÁ mnoÚina

A � X, pre ktorÕ je X �A spoÃitateËnÁ. (overte, Úe T je topolÏgia.)

135 Ak by x0 2 E bol izolovanÙ bod mnoÚiny E, tak mnoÚiny fx0g a E�fx0g by boli

dve neprÁzdne otvoren× disjunktn× podmnoÚiny mnoÚiny E.

136 RovnosÔ (A\B)[ (A\B) = ; je ekvivalentnÁ vzÔahom: A\B = ; a A\B = ; Ão
je ekvivalentn× s tvrdenÉm, Úe mnoÚina B (A) neobsahuje Úiadny hromadnÙ bod mnoÚiny

A (B).
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137 Ak A;B - uzavret×, tak (A\B)[(A\B) = (A\B) = ; a staÃÉ pouÚiÔ predchÁdza-
jÕci prÉklad. Ak A;B - otvoren×, tak kaÚdÙ bod mnoÚiny B je vnÕtornÙ, teda A \ B = ;.
Podobne A [B = ;.
138 a) KedÚe E je nesÕvislÁ, existuje tak× A;B � E, Úe E = A [ B, kde A;B

sÕ oddelen×, t.j. (A \ B) [ (A \ B) = ;. PretoÚe E je uzavretÁ, je A � E a tieÚ

A � E � B = A, z Ãoho uÚ plynie, Úe A je uzavretÁ. Podobne pre mnoÚinu B. b) Zase

moÚno pÉsaÔ: E = A [ B;A;B - oddelen×. Nech a 2 A (E je otvorenÁ), teda existuje

O(a; ") � E. Ale a nie je hromadnÙ bod mnoÚiny B (lebo (A \ B) = ;), teda existuje

O(a; �) � O(x0; "); O(a; �) \ B = ;. Posledn× moÚno prepÉsaÔ: O(a; �) � E � B = A, Ão

dokazuje, Úe a je vnÕtornÙ bod mnoÚiny A. Podobne pre B.

139 Nepriamo. Nech napr. E nie je sÕvislÁ mnoÚina. Potom moÚno pÉsaÔ E = A[B,
kde A;B sÕ neprÁzdne, disjunktn× uzavret× mnoÚiny. Potom aspoÎ jedna z mnoÚÉn A \F
aleboB\F je prÁzdna. (V opaÃnom prÉpade by sme mohli pÉsaÔE\F = (A\F )[(B\F ), Ão
by znamenalo, Úe E\F je nesÕvislÁ.) Nech napr. A\F = ;. Potom E[F = (A[B)[F =

A [ (B [ F ), priÃom A i (B [ F ) sÕ uzavret×, neprÁzdne a disjunktn×. A to je v spore so

sÕvislosÔou mnoÚiny E [ F .
140 Napr. na reÁlnej priamke poloÚme: E =< 0; 1 > [ < 2; 3 >;F =< 0; 2).

141 a) Nech A - sÕvislÁ a A - nesÕvislÁ. Potom A = E [ F , kde E;F sÕ neprÁzdne

disjunktn× uzavret× mnoÚiny (pozri 138 a)). Potom A \ E a A \ F sÕ neprÁzdne. (Ak

by totiÚ napr. A \ E = ;, tak A � F � A, priÃom F je uzavretÁ mnoÚina a rÐzna od A.

ão nie je moÚn×. (Pozri prÉklad 75.) Teda mnoÚiny A \E i A \ F sÕ neprÁzdne oddelen×

podmnoÚiny mnoÚiny A, Ão je v spore so sÕvislosÔou mnoÚiny A. b) StaÃÉ napr. za A

zobraÔ vÓetky racionÁlne ÃÉsla reÁlnej priamky R. A - je nesÕvislÁ, ale A = R je sÕvislÁ.

142 MoÚno postupovaÔ podobne nepriamo ako v predchÁdzajÕcom prÉklade. Alebo si

staÃÉ uvedomiÔ, Úe mnoÚinaM je uzÁverom mnoÚiny A v priestoreM a pouÚiÔ predchÁdza-

jÕce tvrdenie prÉkladu 141.

143 Ak by A bola nesÕvislÁ, moÚno pÉsaÔ: A = E[F , kde E;F sÕ oddelen×. Vyberme

teraz x 2 E; y 2 F . PodËa predpokladu existuje sÕvislÁ mnoÚina Q obsahujÕca body x a

y. Potom ale Q \E a Q \ F sÕ oddelen× podmnoÚiny (overte!) mnoÚiny Q, Ão je v spore

s vÙberom tejto mnoÚiny.

144 Nech A je naÓa mnoÚina. OznaÃmeE � A;E - sÕ body s kladnÙmi (iracionÁlnymi)

sÕradnicami, F � A;F - body so zÁpornÙmi sÕradnicami. Zrejme A = E [ F a E;F sÕ

oddelen×.

145 StaÃÉ si uvedomiÔ, Úe spojnica dvoch bodov (ÕseÃka obsahujÕca aj tieto koncov×

body) je sÕvislÁ mnoÚina. A teraz pouÚiÔ tvrdenie prÉkladu 143.

146 OznaÃme E = E1 [ E2 a predpokladajme nepriamo, Úe E nie je sÕvislÁ. Potom

E = A [ B, kde A;B - oddelen× mnoÚiny. AspoÎ jedna z mnoÚÉn E1; E2 mÁ neprÁzdny

prienik aj s mnoÚinou A aj s B. (Ak by totiÚ napr. E2 \A = ;, potom E2 � B a E1 � A.

Teraz E1\B � E1\E2 6= ; a tieÚ E1\A 6= ;). Nech teda napr. E1\A 6= ; aj E1\B 6= ;.
Potom E1 = (E1 \A) [ (E1 \B), z Ãoho plynie nesÕvislosÔ mnoÚiny E1, Ão je spor.
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147 Nech x; y 2 E. Potom x 2 En1 a y 2 En2. OznaÃme n = maxfn1; n2g. Potom

x; y 2 En. Ale En je sÕvislÁ. Teda (pozri prÉklad 143.) aj E je sÕvislÁ.

148 Indukciou (a pouÚitÉm prÉkladu 146.) moÚno nahliadnuÔ, Úe pre kaÚd× n prirodzen×

je mnoÚina Fn = [ni=1Ei sÕvislÁ. Takto sme vytvorili rastÕcu postupnosÔ fFng sÕvislÙch

mnoÚÉn a podËa predchÁdzajÕceho prÉkladu je [1n=1Fn sÕvislÁ. Ale mnoÚina [1n=1Fn =

[1n=1En.

149 Pre i = 1; 2; ::: oznaÃme Hi = Ei [ Ei+1: Hi je zrejme sÕvislÁ. PoÃÉtajme Hi \
Hi+1 = (Ei[Ei+1)\ (Ei+1[Ei+2) � Ei+1 6= ;. äalej staÃÉ pouÚiÔ predchÁdzajÕci prÉklad.
150 KaÚd× dva body takejto mnoÚiny moÚno spojiÔ lomenou Ãiarou, pozostÁvajÕcou

najviac s troch na seba navÑzujÕcicjh ÕseÃiek rovnobeÚnÙch so sÕradnicovÙmi osami. Ale

takÁto lomenÁ Ãiara (pozri prÉklad 146.) je sÕvislÁ mnoÚina a teda podËa prÉkladu 143. je

naÓa mnoÚina sÕvislÁ.
151 Nech E je sÕvislÁ podmnoÚina R a x1; x2 2 E;x1 6= x2. Keby existoval bod c 2 R

takÙ, Úe x1 < c < x2, ale c =2 E, oznaÃme A = (�1; c) \ E a B = (c;+1) \ E. Zrejme

E = A [ B a A;B sÕ oddelen×, tak E by nebola sÕvislÁ. Teda s kaÚdÙmi dvoma bodmi

x1; x2 2 E, mnoÚina E obsahuje celÙ interval < x1; x2 >. A to je moÚn× iba vtedy, ak

sama mnoÚina E je intervalom (akÙmkoËvek, prÉpadne aj nekoneÃnÙm). ObrÁtene, ak E

je akÙkoËvek interval, je zrejme E sÕvislÁ.

152 Nech existuje mnoÚina A � X;A 6= ;; A 6= X;A obojakÁ. Potom aj (X � A) je

neprÁzdna obojakÁ mnoÚina. ão by znamenalo (pozri prÉklad 137.), Úe X je nesÕvislÙ.

153 Nech E�F - sÕvislÁ a nech napr. mnoÚina E je nesÕvislÁ. Potom E = A[B;A;B
- oddelen×. A tÙm aj A�F a B�F sÕ oddelen× (overte to!). Ale E�F = A�F [B�F ,

Ão je v spore so sÕvislosÔou mnoÚiny E � F . ObrÁtene: Nech E a F sÕ sÕvisl× v X a Y .

Vyberme dva ËubovoËn× body (x1; y1); (x2; y2) 2 E � F . VÓimnime si mnoÚiny fxg � F

a E � fyg. Prienik tÙchto mnoÚÉn je bod (x1; y2) a tieto mnoÚiny fx1g � F a E � fy2g
sÕ sÕvisl× (plynie zo sÕvislosti mnoÚÉn E a F ). Teda zjednotenie fx1g � F [ E � fy2g je

sÕvislÁ (pozri prÉklad 146.), ale toto zjednotenie obsahuje oba body (x1; y2); (x2; y2). Teda

v zmysle prÉkladu 143. je E � F sÕvislÁ.

154 PodËa prÉkladu 143. staÃÉ ukÁzaÔ, Úe kaÚd× dva body x; y 2 E moÚno "zabaliÔ"

do sÕvislej mnoÚiny leÚiacej v E. Teda ak x; y 2 E, tak existujÕ mnoÚiny A(x) a A(y)

zo syst×mu At; t 2 T tak, Úe x 2 A(x); y 2 A(y). Ale A(x) \ A(y) 6= ;, preto podËa

prÉkladu 146. je i A(x)[A(y) sÕvislÁ a to je naÓa hËadanÁ sÕvislÁ nadmnoÚina bodov x; y.

PoznÁmka: Z preveden×ho dÐkazu vidieÔ, Úe tvrdenie nÁÓho prÉkladu zostane v platnosti,

ak budeme ÚiadaÔ iba toËko, aby kaÚd× dve mnoÚiny syst×mu At mali neprÁzdny prienik.

155 Touto komponentou je zjednotenie vÓetkÙch sÕvislÙch podmnoÚÉn mnoÚiny E ob-

sahujÕcich bod x. PodËa predchÁdzajÕceho prÉkladu je to sÕvislÁ mnoÚina. JednoznaÃnosÔ

je zrejmÁ.

156 MoÚno pouÚiÔ myÓlienku z predchÁdzajÕceho prÉkladu.

157 Nech E je uzavretÁ a A je jej komponenta. Potom zrejme A � A � E. Z prÉkladu

141. plynie, Úe i A je sÕvislÁ. A vzhËadom na de�nÉciu komponenty: A = A.
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158 StaÃÉ pouÚiÔ prÉklad 155.

160 StaÃÉ si vÓimnÕÔ vety 5.1.

161 PoloÚme napr. X = f1; 2; 3; :::g; Y je mnoÚina vÓetkÙch racionÁlnych ÃÉsel. Na

oboch priestoroch uvaÚujme euklidovskÕ metriku. X aj Y sÕ spoÃitateËn× mnoÚiny, teda

existuje prost× zobrazenie f : X ! Y . f je spojit×, lebo de�niÃnÙ obor pozostÁva len z

izolovanÙch bodov. Ale f�1 nie je spojit× v Úiadnom bode.

162 Z de�nÉcie izometrick×ho zobrazenia ihneÄ plynie, Úe f je prost×. EÓte spojitosÔ

f : Nech x0 2 X; fxig1i=1 ! x0, t.j. d(xi; x0)! 0. Ale pre kaÚd× i = 1; 2; ::: je d(xi; x0) =

d0(f(xi); f(x0)), teda aj ff(xi)g1i=1 ! f(x0). (Pozri vetu 5.1.) SpojitosÔ funkcie f
�1

analogicky.

163 Izometrick× zobrazenie je rovnomerne spojit× - zrejm×. NeplatÉ obrÁtene: VoËme

napr. f :< 0; 1 >!< 0; 1 > de�novanÕ predpisom: f(x) = x2.

164 StaÃÉ vyjsÔ priamo z de�nÉcie 5.1.

165 a) NeplatÉ. Napr. poloÚme A =< 0; 2 >; f(x) = x2. VÚdy platÉ: A � f�1(f(A)).

b) VÚdy platÉ.

166 StaÃÉ napr. pouÚiÔ vetu 5.1 a prÉklad 159. Podiel bude tieÚ spojitÙ, ale iba v tÙch

bodoch, kde g(x) 6= 0.

167 Ak X je diskr×tny - zrejm×. Ak X nie je diskr×tny, tak existuje p 2 X takÙ, Úe

kaÚd× jeho okolie O(p; �) obsahuje nejakÙ bod z X rÐzny od p. De�nujme teraz f : f(p) = 1

a f(x) = 0, pre x 6= p. UkÁÚte, Úe f nie je spojitÁ.

168 PrvÕ ÃasÔ moÚno ukÁzaÔ priamo z de�nÉcie 5.4. OdpoveÄ na otÁzku je negatÉvna.

StaÃÉ braÔ napr. X =< 0;+1) s euklidovskou metrikou f(x) = g(x) = x.

169 StaÃÉ si uvedomiÔ de�nÉcie limity a spojitosti. DoporuÃujeme ÃitateËovi odpovedaÔ

si na otÁzku, preÃo de�nujeme limitu funkcie len v hromadnom bode de�niÃn×ho oboru?

O spojitosti funkcie v izolovanom bode hovorÉ prÉklad 160.

170 Hociktor× z tvrdenÉ a), resp. b) moÚno ukÁzaÔ priamo z de�nÉcie uzavretej, resp.

otvorenej mnoÚiny a spojitosti funkcie f . ZvyÓn× tvrdenia moÚno ukÁzaÔ cez komplementy

mnoÚÉn.

171 Ak f je spojitÁ v bode x, tak z de�nÉcie spojitosti v bode plynie, Úe k ËubovoËn×mu

" > 0 existuje tak× okolie O(x) bodu x, ktor×ho diameter je menÓÉ ako ". Teda !f (x) � ".

Ale " - bolo ËubovoËn×. ObrÁtene, ak !f (x) = 0 = infO(x) diam f(O(x)), tak prakticky

spÑtnÙm postupom ako vyÓÓie ukÁÚeme, Úe f je spojitÁ.

172 a) Uvedomme si, Úe na zÁklade predchÁdzajÕceho prÉkladu moÚno pÉsaÔ Df =

[1K=1fx 2 X;!f (x) � 1
K
g. Ak mnoÚiny, vystupujÕce v zjednotenÉ na pravej strane uve-

denej rovnosti, sÕ podËa prÉkladu 170. uzavret×. b) StaÃÉ si uvedomiÔ, Úe Cf = X nDf a

tÕ skutoÃnosÔ, Úe komplement mnoÚiny typu F� je mnoÚina typu G�.

173 PodËa predchÁdzajÕceho prÉkladu body spojitosti ËubovoËnej funkcie tvoria mnoÚi-

nu typu G�. Ale naÓa mnoÚina E (pozri prÉklad 118.) nemÐÚe byÔ typu G�.
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174 a) Napr.: f(x) = (x2 � 1):d(x); kde d(x) =

�
1; x racionÁlne ÃÉslo

0; x iracionÁlne ÃÉslo
(d(x) je tzv.

Dirichletova funkcia.) b) Napr.: f(x) = d(x): sin�x.

175 UvedenÁ funkcia je nespojitÁ v kaÚdom bode Cantorovej mnoÚiny a spojitÁ mimo

nej.

176 TakÁto je napr. tzv. Riemannova funkcia, de�novanÁ:

f(x) =

8<
:

1
q
; ak x = p

q
; p; q - nesÕdeliteËn×

0; ak x je iracionÁlne

1; pre x = 0.

177 a) f(x) = ex - je vÓade spojitÁ, ale f((�1; 0 >) = (0; 1 >. b) f(x) = sinx - je
vÓade spojitÁ, ale f((0; 2�)) =< �1; 1 >.
178 NeplatÉ! Napr. f(x) = c, potom f�1(fcg) = X. Alebo f(x) = sinx. Teraz

f�1(< �1; 1 >) = R.

179 Ak f je spojitÁ, Úe platÉ aj a) aj b) - plynie z de�nÉcie 5.1 a prÉkladu 164. ObrÁtene,

t.j. Úe kaÚdÁ z podmienok a) i b) staÃÉ k spojitosti f : Podmienka a): Nech x0 2 R ËubovoËnÙ.
OznaÃme yo = f(x0). Potom pre kaÚd× " > 0 je f�1((y0 � "; y0 + ")) otvorenÁ v R a
obsahujÕca bod x0 i s nejakÙm svojÉm � - okolÉm, a teda f((x0��; x0+; �)) � (y0�"; y0+"),
Ão je vlastne spojitosÔ funkcie f . Podmienka b): MoÚno napr. pouÚiÔ predchÁdzajÕci

vÙsledok: Nech (a; b) je ËubovoËnÙ otvorenÙ interval. MoÚno ho vyjadriÔ ako doplnok

uzavretej mnoÚiny (�1; a > [ < b;+1), ktorej vzor - podËa b) - je uzavretÁ mnoÚina,
teda vzor f�1((a; b)) je otvorenÁ.

180 Pre kaÚd× x0; x00 2 X platÉ: d(x0; y0) � d(x00; y0) � d(x0; x00) a tieÚ d(x00; y0) �
d(x0; y0) � d(x0; x00), odkiaË plynie: j d(x0; y0) � d(x00 ; y0) j� d(x0; x00), Ão dokazuje rovno-
mernÕ spojitosÔ funkcie f(x) = d(x; y0).

181 StaÃÉ si uvedomiÔ, Úe spojitÙ obraz intervalu je interval (v prÉpade konÓtantnej
funkcie bod) pozri vetu 5.2 c).

182 NemusÉ byÔ spojitÁ. Napr. f(x) = sin 1
x
;x 6= 0; f(0) = 0 mÁ na < �1; 1 >

Darbouxovu vlastnosÔ, ale v bode x = 0 nie je spojitÁ.

183 PoznÁmka: Veta 5.2 nÁm udÁva niektor× vlastnosti, ktor× sa spojitÙm zobrazenÉm
prenÁÓajÕ. Tento prÉklad nÁm poukazuje na ÄalÓiu takÕto vlastnosÔ - zachovÁvanie hustoty
mnoÚiny. Nech y 2 f(X), t.j. y = f(x); x 2 X. Ale E je hustÁ v X, teda existuje
fxig1i=1 ! x; xi 2 E, pre i = 1; 2; :::. Ale f je spojitÁ, z Ãoho plynie: ff(xi)g1i=1 ! f(x) =
y a f(xi) 2 f(E).

184 UkÁÚeme, Úe f je spojitÁ v kaÚdom bode x0 2 X. UvaÚujeme ËubovoËn× okolie
O(f(x0); ") bodu f(x0). Vzor tohoto okolia, t.j. f�1(O(f(x0); ")) je otvorenÁ mnoÚina
v X a obsahuje bod x0. Teda existuje tak× okolie (O(x0; �) � f�1(O(f(x0); ")) a tak
F (O(x0; �)) � O(f(x0); ")), Ão dokazuje spojitosÔ funkcie f v bode x0.

185 De�nujme f : R ! R; f(x) = x + �

2
� arctg x. Potom pre kaÚd× dva body x; x0

platÉ: j f(x)�f(x0 ) j=j (x�x0)�(arctg x�arctg x0) j. PodËa (Lagrangeovej) vety o strednej
hodnote moÚno pÉsaÔ: arctg x � arctg x0 = (x � x0): 1

1+t2
; t leÚÉ medzi bodmi x; x0. Po
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dosadenÉ do predchÁdzajÕcej rovnosti dostÁvame j f(x)�f(x0 ) j=j x�x0 j : t
2

1+t2
<j x�x0 j

pre x 6= x0. A pre x; x0 dosÔ veËk× je i t dosÔ veËk×, lebo t leÚÉ medzi x; x0. InÙmi slovami
neexistuje � < 1 tak×, aby j f(x) � f(x0) j< �: j x � x0 j. Teda f(x) nie je kontraktÉvne
zobrazenie v zmysle de�nÉcie 5.5. A skutoÃne veta 5.5 neplatÉ, lebo f(x) mÁ nekoneÃne

veËa bodov, v ktorÙch f(x) = x. (StaÃÉ, aby arctg x = �

2
.)

186 PodËa vety 5.5 existuje jedinÙ pevnÙ bod x0 zobrazenie f
k. ãiÚe x0 = fk(x0). Po-

tom: f(x0) = f
�
fk(x0)

�
= fk+1(x0) = fk (f(x0)). Teda aj f(x0) je pevnÙ bod zobrazenia

fk. Teraz si vÓimnime: Ak x1 je pevnÙ bod zobrazenia f , tak x1 = f(x1),

f(x1) = f (f(x1)) = f2(x1)::: atÄ., teda x1 je pevnÙ bod zobrazenia fk , ale toto mÁ iba
jedinÙ pevnÙ bod.

187 StaÃÉ si uvedomiÔ, Úe uÚ f � f = f2 sa identicky rovnÁ nule, teda je kontraktÉvne.

188
Wb

a
(k:f(x) +m) =j k j :A.

189
W2

0 f(x) = 23.

190 Nech j f 0(x) j� A pre vÓetky x 2< a:b >. Nech a = x0 < x1 < ::: < xn = b

je ËubovoËn× delenie intervalu < a; b >. PodËa Lagrangeovej vety moÚno pre vÓetky i =
1; 2; :::; n pÉsaÔ: j f(xi)�f(xi�1) j= f 0(�i):(xi�xi�1) � A:(xi�xi�1), kde �i 2 (xi�1; xi).
Teda

Pn

i=1 j f(xi) � f(xi�1) j�
Pn

i=1A: j xi � xi�1 j= A:
Pn

i=1(xi � xi�1) = A:(b � a).

191 Vo vÓeobecnosti nie. Napr.:

PoloÚme: fk(x) =

�
1
k
sin k�(x(k + 1)� 1); pre x 2< 1

k+1
; 1
k
>

0; pre x mimo tohoto intervalu
.

Potom
P
1

k=1 fk(x) je rovnomerne konvergentnÙ funkcionÁlny rad na intervale < 0; 1 >
(overte to!), kaÚdÁ z funkcii fk(x) mÁ na < 0; 1 > ohraniÃenÕ variÁciu a predsa sÕÃet

tohoto radu je funkcia s neohraniÃenou variÁciou na intervale < 0; 1 >. (ãitateË si tÕto

skutoÃnosÔ naÃrtnutÉm situÁcie Ëahko overÉ.)

192 Nech a = x0 < x1 < x2 < ::: < xn = b je ËubovoËn× delenie intervalu < a; b >.
PoÃÉtajme:

Pn

i=1 j (f(xi) + g(xi)) � (f(xi�1) + g(xi�1) j=
Pn

i=1 j (f(xi) � f(xi�1)) +

(g(xi)� g(xi�1)) j�
Pn

i=1 j f(xi)� f(xi�1 j +
Pn

i=1 j g(xi)� g(xi�1) j�
Wb

a
f +

Wb

a
g. Pre

sÕÃin:
Pn

i=1
j f(xi):g(xi) � f(xi�1):g(xi�1) j=

Pn

i=1
j f(xi):(g(xi) � g(xi�1)) + (f(xi) �

f(xi�1)):g(xi�1) j�
Pn

i=1
j f(xi) j : j g(xi)� g(xi�1) j +

Pn

i=1
j f(xi) � f(xi�1) j :

j g(xi�1) j� supx2<a;b> j f(x) j :
Wb

a
g + supx2<a;b> j g(x) j :

Wb

a
f .

193 UvaÚujme ËubovoËn× delenie intervalu < a; b > tak×, aby bod c patril medzi
deliace body, t.j. a = x0 < x1 < ::: < xr = c = xr < xr+1 < ::: < xn = b. PoÃÉtajme:Pr

i=1
j f(xi) � f(xi�1) j +

Pn

i=r+1
j f(xi) � f(xi�1) j=

Pn

i=1
j f(xi) � f(xi�1) j�

Wb

a
f .

"SupremujÕc" tÕto nerovnicu dostaneme:
Wc

a
f +

Wb

c
f � Wb

a
f . EÓte opaÃnÕ nerovnosÔ.

Nech a = x0 < x1 < ::: < xn = b je ËubovoËn× delenie intervalu < a; b >. Bod c 2 (a; b)
patrÉ do niektor×ho Ãiastkov×ho intervalu, nech napr. c 2< xs�1; xs >. Potom:Pn

i=1 j f(xi) � f(xi�1) j�
�Ps�1

i=1 j f(xi)� f(xi�1) j + j f(c) � f(xs�1) j
�
+�j f(xs) � f(c) j +Pn

i=s+1 j f(xi)� f(xi�1 j
� � Wc

a
f +

Wb

c
f . A opÑÔ "supremujÕc" tÕto

nerovnosÔ cez vÓetky delenia intervalu < a; b > dostaneme
Wb

a
f � Wc

a
+
Wb

c
f .
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194 úe z ohraniÃenosti variÁcie funkcie f(x) plynie ohraniÃenosÔ variÁcie funkcie

j f(x) j ihneÄ plynie zo vzÔahu jj a j � j b jj �j a � b j. OdtiaË naviac plynie, Úe Wb

a
j f j�Wb

a
f . Na dÐkaz toho, Úe obrÁten× tvrdenie nemusÉ platiÔ, staÃÉ zobraÔ Dirichletovu funkciu.
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III. DiferenciÁlny poÃet funkcii

viacerÙch premennÙch

1. Limita a spojitosÔ

1.1. De�nÉcia reÁlnej funkcie

De�nÉcia 1.1.1. Nech M � Rn;M = ;. ReÁlnu funkciu de�novanÕ na mnoÚine M

nazÙvame reÁlnou funkciou n premennÙch. Budeme ju oznaÃovaÔ f :M ! R1, alebo f(x),
alebo f(x1; x2; :::; xn).

MnoÚinu M budeme nazÙvaÔ de�niÃnÙm oborom funkcie f . Pod symbolom f(x)
budeme tieÚ rozumieÔ hodnotu funkcie f v bode x. Ak funkcia je urÃenÁ vzorcom a nie je
udanÙ jej obor de�nÉcie, rozumieme jej oborom de�nÉcie mnoÚinu vÓetkÙch tÙch bodov x,
pre ktor× je hodnota f(x) reÁlne ÃÉslo.

PoznÁmka 1.1.1. Pojmy ako sÕ ohraniÃenosÔ funkcie, maximum, minimum, supremum,
in�mum funkcii, parciÁlna funkcia, sÕ tie ist× ako v prÉpade funkcie jednej premennej. Tak
isto i operÁcie s funkciami viac premennÙch sa de�nujÕ tak, ako to bolo v prÉpade funkciÉ
jednej premennej.

PoznÁmka 1.1.2. Funkciu dvoch premennÙch budeme Ãasto oznaÃovaÔ z = f(x; y) a

funkciu troch premennÙch budeme oznaÃovaÔ u = f(x; y; z).

1.2. Graf reÁlnej funkcie n premennÙch

De�nÉcia 1.2.1. Grafom funkcie f(x), de�novanej na mnoÚine M � Rn;M 6= ;, rozu-
mieme mnoÚinu G vÓetkÙch takÙch bodov (x1; x2; :::; xn; xn+1) 2 Rn+1, pre ktor× platÉ:
(x1; x2; :::; xn) 2 M;xn+1 = f(x1; x2; :::; xn). Pri zostrojovanÉ grafu funkcie dvoch pre-
mennÙch je vÙhodn× zostrojiÔ prieseÃnice grafu funkcie rovinami rovnobeÚnÙmi so sÕradni-
covÙmi rovinami, alebo rovinami prechÁdzajÕcimi niektorou zo sÕradnicovÙch osÉ. NazÙva-
me ich rezmi. Rezy rovnobeÚn× s rovinou Rxy nazÙvame vrstevnicami.
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1.3. De�nÉcia vektorovej funkcie n premennÙch

De�nÉcia 1.3.1. Nech M � Rn;M 6= ;. Vektorovou funkciou n premennÙch budeme
rozumieÔ takÕ funkciu, ktorÁ kaÚd×mu bodu x = (x1; x2; :::; xn) 2M priradÉ nejakÙ vektor
y = (y1; y2; :::; ym) 2 Rm. VektorovÕ funkciu n premennÙch budeme oznaÃovaÔ

f :M ! Rm, alebo y = f(x), alebo

y1 = f1(x1; x2; :::; xn)

y2 = f2(x1; x2; :::; xn)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

ym = fm(x1; x2; :::; xn):

1. DanÁ je funkcia z = f(x; y). VypoÃÉtajte f(1; 1
2
); f(�1; 2), ak:

a) f(x; y) =
p
x2y + y + 1

b) f(x; y) = arcsin(x + y).

2. NÁjdite de�niÃn× obory danÙch funkciÉ z = f(x; y) resp. u = f(x; y; z) a znÁzornite ich
v R2 resp. R3, ak:

a) f(x; y) = 1
r2�x2�y2

; r > 0 b) f(x; y) =

q
1� x2

a2
� y2

b2
; a > b > 0

c) f(x; y) = ln(y2 � 4x + 8) d) f(x; y) =
p
x: sin y

e) f(x; y) =
p
(1� x2)(1� y2) f) f(x; y) = lnx� ln siny

g) f(x; y) = arcsin y�1
x

h) f(x; y) = lnxy + �y2
p
x2 � y2

i) f(x; y) = ln(9� x2 � y2) + 1p
x2+y2�1

+ arcsin y

x

j) f(x; y; z) = x
jyj+jzj

k) f(x; y; z) = lnxyz

l) f(x; y; z) =
p
4� x2 � y2 � z2.

3. Ak× druhy kriviek sÕ rezy grafov danÙch funkciÉ z = f(x; y) rovinami rovnobeÚnÙmi so

sÕradnicovÙmi rovinami Rxz; Ryz?

a) f(x; y) = x2 � y2

b) f(x; y) = xy2.
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4. NÁjdite vrstevnice na grafoch funkciÉ z = f(x; y):

a) f(x; y) =
p
1� x2 � y2

b) f(x; y) = 3x2 + 2y2

c) f(x; y) = xy.

5. NaÃrtnite grafy funkciÉ:

a) z = x� y b) z = �x � y + 1

c) z = 4x2 + 9y2 d) z = x2 � y2

e) z = 4� x2 � y2 f) z =
p
1� x2 � y2

g) z =
p
x2 + y2 h) z = 1� y2.

1.4. Limita funkcie n premennÙch

De�nÉcia 1.4.1. Funkcia f mÁ v hromadnom bode a svojho de�niÃn×ho oboru M limitu
ÃÉslo b, ak 8" > 0 9 � > 0 tak, Úe 8x 2 M , pre ktor× 0 < %(x; a) < � je j f(x) � b j< ".
Limitu funkcii f v bode a budeme oznaÃovaÔ takto:

lim
x!a

f(x); alebo lim
x1!a1
x2!a2:::::::
xn!an

f(x1; x2; :::; xn);

kde a1; a2; :::; an sÕ sÕradnice bodu a.

De�nÉcia limity vektorovej funkcie f v bode a

De�nÉcia 1.4.2. Funkcia f mÁ v hromadnom bode a svojho de�niÃn×ho oboru M limitu
B = (b1; b2; :::; bm), ak 8" > 0 9� > 0 tak, Úe 8x 2 M , pre ktor× 0 < %(x; a) < � je
f(x) 2 O"(B).

Limitu vektorovej funkcie f v bode a budeme oznaÃovaÔ takto:

lim
x!a

f(x); alebo lim
x1!a1
x2!a2:::::::::
xn!an

f1(x1; x2; :::; xn)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

lim
x1!a1
x2!a2:::::::::
xn!an

fm(x1; x2; :::; xn):

Veta 1.4.1. Nech a je hromadnÙ bod oboru de�nÉcie M funkcie f . Funkcia f mÁ v
bode a limitu ÃÉslo b prÁve vtedy, ak pre kaÚdÕ postupnosÔ bodov fx(k)g1k=1 z mnoÚiny M
x(k) 6= a; k = 1; 2; :::, ktorÁ konverguje k bodu a je lim

k!1
f(x(k)) = b.
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PoznÁmka 1.4.1. Pre funkciu n premennÙch platia analogick× vety ako pre limitu funkcie
jednej premennej.

De�nÉcia 1.4.3. Funkcia f sa nazÙva nekoneÃne malÁ v bode a, ak lim
x!a

f(x) = 0.

De�nÉcia 1.4.4. Ak f a g sÕ funkcie nekoneÃne mal× v bode a a lim
x!a

f(x)

g(x)
= 0, potom

hovorÉme, Úe f je v bode a nekoneÃne malÁ vyÓÓieho rÁdu ako g a pÉÓeme f = o(g) pre
x! a.

PoznÁmka 1.4.2. Pod symbolom x ! 1, kde x = (x1; x2; :::; xn) budeme rozumieÔ

xi !1; i = 1; 2; :::; n.

De�nÉcia 1.4.5. Nech funkcia f je de�novanÁ na mnoÚine M , ktorÁ obsahuje body
ËubovoËne vzdialen× od bodu 0 = (0; 0; :::; 0). ãÉslo b sa nazÙva limitou funkcie f pre
x ! 1 prÁve vtedy, ak 8" > 0 9 K > 0 tak, Úe 8x 2 M , pre ktor× %(x; 0) > K platÉ
j f(x) � b j< ".

DvojnÁsobn× limity funkcie dvoch premennÙch

De�nÉcia 1.4.6. Nech funkcia f(x; y) je de�novanÁ na mnoÚine M � R2 a nech [x0; y0]
je hromadnÙm bodom mnoÚiny M . Nech pre kaÚd× x 6= x0 tak×, Úe [x; y] 2 M exis-
tuje lim

y!y0
f(x; y) = g(x) a nech tÁto funkcia mÁ v bode x0 limitu, potom lim

x!x0
g(x) =

lim
x!x0

�
lim
y!y0

f(x; y)

�
sa nazÙva dvojnÁsobnÁ limita funkcie f v bode [x0; y0] podËa y a x.

Analogicky sa de�nuje dvojnÁsobnÁ limita funkcie f(x; y) v bode [x0; y0] podËa x a y.

OznaÃme: l = lim
x!x0
y!y0

f(x; y); l12 = lim
x!x0

�
lim
y!y0

f(x; y)

�
; l21 = lim

y!y0

�
lim
x!x0

f(x; y)

�
.

Veta 1.4.2. Nech existuje limita funkcie f(x; y) v bode [x0; y0] a nech existuje ËubovoËnÁ
z dvojnÁsobnÙch limÉt, potom sa tieto limity rovnajÕ.

DÐsledok 1.4.1. Ak existuje l; l12; l21, potom l = l12 = l21.

DÐsledok 1.4.2. Ak l12 6= l21, potom limita funkcie f(x; y) v danom bode [x0; y0] ne-
existuje.

PoznÁmka 1.4.3. Pojem dvojnÁsobnej limity moÚno de�novaÔ aj v prÉpade, Úe x0 alebo

y0, alebo x0 i y0 sÕ rovn× 1 alebo �1.

PoznÁmka 1.4.4. Z existencie dvojnÁsobnÙch limÉt funkcie f v danom bode a z ich

rovnosti nevyplÙva existencia limity v tomto bode. Pozri prÉklady 21. a), 23. b).

PoznÁmka 1.4.5. Z existencie limity funkcie f v danom bode nevyplÙva existencia dvo-

jnÁsobnÙch limÉt funkcie f v tomto bode. Pozri prÉklady 22.,26.

6. De�nujte limitu funkcie f : M � Rn ! Rm pomocou normy v Rn resp. Rm.

7. De�nujte nevlastnÕ limitu funkcie f :M � Rn ! Rm.

72



V nasledujÕcich prÉkladoch vypoÃÉtajte limity:

8. lim
x!1
y!2

(x2 + y + 2). 9. lim
x!0
y!0

2�p4� xy

xy
.

10. lim
x!0
y!0

x2 + y2p
x2 + y2 + 1� 1

. 11. lim
x!0
y!a

sinxy

x
.

12. lim
x!0
y!0

1� cos(x2 + y2)

(x2 + y2)x2y2
. 13. lim

x!4
y!0

tg xy

y
.

14. lim
x!1
y!1

x+ y

x2 + y2
. 15. lim

x!1
y!1

(x2 + y2)e�(x+y).

16. lim
x!1
y!1

�
xy

x2 + y2

�x
2

. 17. lim
x!0
y!0

�
x2 + y2

�x2y2
.

18. lim
x!0
y!0

x3 + y3

x2 + y2
.

19. a) lim
x!0
y!2

(1 + xy)
2

x2+xy . b) lim
x!0
y!0

e
� 1

x2+y2

x4 + y4
.

20. Zistite, Ãi existuje:

a) lim
x!0
y!0

xy

x2 + y2
. b) lim

x!0
y!0

sinxyp
x2 + y2

.

21. DokÁÚte, Úe nasledujÕce limity neexistujÕ:

a) lim
x!0
y!0

x2 + xy + y2

x2 � xy + y2
. b) lim

x!0
y!0

sin j x� y jp
x2 + y2

.

c) lim
x!1
y!0

ln(x + y)

y
. d) lim

x!0
y!0

x2y

x4 + y2
.

22. DokÁÚte, Úe funkcia f(x; y) = (x + y) sin 1
x
sin 1

y
je nekoneÃne malÁ v bode (0; 0).

23. VypoÃÉtajte dvojnÁsobn× limity ( lim
x!x0

lim
y!y0

f(x; y) a lim
y!y0

lim
x!x0

f(x; y)):

a) f(x; y) =
x� y

x+ y
v x0 = 0; y0 = 0. b) f(x; y) =

x2 + xy + y2

x2 � xy + y2
v x0 = 0; y0 = 0.

c) f(x; y) =
cosx� cos y

x2 + y2
v x0 = 0; y0 = 0. d) f(x; y) =

x2 + y2

x2 + y4
v x0 =1; y0 =1.

24. UkÁÚte, Úe pre funkciu f(x; y) = x2y2

x2y2+(x�y)2
platÉ:

lim
x!0

lim
y!0

f(x; y) = lim
y!0

lim
x!0

f(x; y) = 0;

ale lim
x!0
y!0

f(x; y) neexistuje.
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25. UkÁÚte, Úe lim
x!1

lim
y!1

x2 + y2

1 + (x � y)4
= lim

y!1
lim
x!1

x2 + y2

1 + (x � y)4
, ale lim

x!1
y!1

x2 + y2

1 + (x � y)4

neexistuje.

26. Zistite, Ãi existujÕ dvojnÁsobn× limity funkcii f(x; y) = (x+y) sin 1
x
sin 1

y
v bode (0; 0).

1.5. SpojitosÔ funkcie n premennÙch

De�nÉcia 1.5.1. Nech f : M ! R1;M � Rn. HovorÉme, Úe funkcie f je spojitÁ v bode
a 2 M , ak pre ËubovoËn× okolie O(f(a)) bodu f(a) existuje tak× okolie O(a) bodu a, Úe
f [O(a) \M ] � O(f(a)).

PoznÁmka 1.5.1. Ak v de�nÉcii 1.5.1. budeme predpokladaÔ, Úe a je hromadnÙm bodom

mnoÚiny M , tak dostaneme nasledujÕce tvrdenie.

Veta 1.5.1. Nech f : M ! R1;M � Rn, nech a je hromadnÙm bodom mnoÚiny M ,

a 2M potom f je spojitÁ funkcia v bode a vtedy a len vtedy, ak lim
x!a

f(x) existuje a platÉ

lim
x!a

f(x) = f(a).

De�nÉcia 1.5.2. Body, v ktorÙch nie je funkcia f spojitÁ sa nazÙvajÕ body nespojitosti
tejto funkcie.

De�nÉcia 1.5.3. PrÉrastkom funkcie f v bode a nazÙvame funkciu 4f = f(x) � f(a),

x 2M . Nech a = (a1; a2; :::; an) a x = (x1; x2; :::; xn), ak oznaÃÉme 4xi = xi � ai,

i = 1; 2; :::; n, tak 4f mÐÚeme napÉsaÔ v tvare

4f = f(a1 +4x1; a2 +4x2; :::; an +4xn)� f(a1; a2; :::; an):

Veta 1.5.2. lim
x!a

f(x) = f(a) () lim
x!a

4f = 0:

SpojitosÔ funkcie vzhËadom na jednotliv× premenn×

Nech vÓetky premenn× funkcie f(x1; x2; :::; x3) okrem jednej sÕ pevn×, napr.

xi = ai; i = f1; 2; :::; k�1; k+1; :::; ng a xk je premennÁ. Premennej xk prislÕcha prÉrastok
4xk. PrÉrastok funkcie f v bode a prislÕchajÕci prÉrastku 4xk oznaÃÉme takto:

4xkf = f(a1; a2; :::; ak�1; ak +4xk; ak+1; :::; an)� f(a1; a2; :::; an):

De�nÉcia 1.5.4. Funkcia f(x1; x2; :::; xn) sa nazÙva spojitÁ v hromadnom bode a =

(a1; a2; :::; an) svojho de�niÃn×ho oboru f vzhËadom k premennej xk, ak lim
4xk!0

4xkf = 0.

Veta 1.5.3. Ak je funkcia f(x1; x2; :::; xn) de�novanÁ v nejakom okolÉ bodu
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a = (a1; a2; :::; an) a je spojitÁ v bode a, potom je spojitÁ vzhËadom ku kaÚdej premennej
zvlÁÓÔ.

PoznÁmka 1.5.2. Vety o spojitosti sÕÃtu, rozdielu, sÕÃinu a podielu dvoch funkcii platia
analogicky ako pre funkciu jednej premennej.

De�nÉcia 1.5.5. Nech funkcia y = f(x1; x2; :::; xn) je de�novanÁ na mnoÚine M � Rn.
Nech xi = 'i(t1; t2; :::; tk); i = 1; 2; :::; n je n funkciÉ k premennÙch, ktor× sÕ de�novan×
na mnoÚine Mt � Rk. Nech pre tieto funkcie platÉ, Úe pre bod ['1(T ); '2(T ); :::; 'n(T )] 2
M , ak T = [t1; t2; :::; tk] 2 Mt. Potom mÐÚeme na mnoÚine M de�novaÔ funkciu F k

premennÙch tak, Úe pre kaÚdÙ bod T = [t1; t2; :::; tk] 2Mt je

F (T ) = f('1(T ); '2(T ); :::; 'n(T )). TÁto funkcia sa nazÙva zloÚenÁ funkcia.

Veta 1.5.4. Nech funkcie xi = 'i(t1; t2; :::; tk) pre i = 1; 2; :::; n sÕ spojit× v bode

a = (a1; a2; :::; ak) a funkcia f(x1; x2; :::; xn) je spojitÁ v bode b = (b1; b2; :::; bn), kde

bi = 'i(a1; a2; :::; ak); i = 1; 2; :::; n. Potom zloÚenÁ funkcia

f ['1(t1; t2; :::; tk); :::; 'n(t1; t2; :::; tk)] je spojitÁ v bode a.

De�nÉcia 1.5.6. Funkcia f(x1; x2; :::; xn) sa nazÙva spojitÁ na mnoÚine M , ak je spojitÁ
v kaÚdom bode mnoÚiny M .

De�nÉcia 1.5.7. Funkcia f(x1; x2; :::; xn) sa nazÙva rovnomerne spojitÁ na mnoÚine M
prÁve vtedy, ak 8" > 0 9� = �(") > 0 tak, Úe 8x(1); x(2) 2 M , ktor× vyhovujÕ nerovnosti
%(x(1); x(2)) < � platÉ j f(x(1))� f(x(2)) j< ".

Veta 1.5.5. Funkcia spojitÁ na uzavretej ohraniÃenej mnoÚine M � Rn mÁ tieto vlast-
nosti:
1. f je ohraniÃenÁ na mnoÚine M .
2. f mÁ na mnoÚine M maximum a minimum.
3. f je na mnoÚine M rovnomerne spojitÁ.

NÁjdite body nespojitosti funkciÉ:

27. f(x; y) = x�y
x3�y3

. 28. f(x; y) = 1
x2+y2

.

29. f(x; y) = ln(4 � x2 � y2). 30. f(x; y) = sin x
y
.

31. f(x; y) = sin x: sin y

xy
. 32. f(x; y; z) = 1

x2+y2�z2
.

33. f(x; y; z) = 2y

(x�1)2+(y�2)2+(z+1)2
.

34. DokÁÚte, Úe funkcia f(x; y) =

�
xy

x2+y2
; x2 + y2 6= 0

0; x2 + y2 = 0
je spojitÁ v bode (0; 0) vzhËadom

na kaÚdÕ premennÕ zvlaÓÔ, ale nie je spojitÁ vzhËadom k obidvom premennÙm.
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35. Zistite, Ãi je funkcia f(x; y) =

�
cos(x�y)�cos(x+y)

2xy
; xy 6= 0

1; xy = 0
v bode (0; 0) a v bode

(1; 0) spojitÁ vzhËadom na kaÚdÕ premennÕ zvlÁÓÔ a spojitÁ v tÙchto bodoch vzhËadom k

obidvom premennÙm.

36. Pre akÕ hodnotu c je funkcia

f(x; y; z) =

�
3x + 4y � 2z + 5; x 6= 0; y 6= 1; z 6= 2
c; x = 0; y = 1; z = 2

v bode (0; 1; 2) spojitÁ ?

37. DokÁÚte, Úe ak je na mnoÚineM funkcia f(x; y) spojitÁ vzhËadom na kaÚdÕ premennÕ

zvlÁÓÔ a monotÏnna vzhËadom na jednu z premennÙch, potom je funkcia f(x; y) spojitÁ na

mnoÚine M .

38. DokÁÚte, Úe ak na mnoÚine M je funkcia f(x; y) spojitÁ vzhËadom na premennÕ x a

spËÎa Lipschitzovu podmienku vzhËadom na y t.j. j f(x; y1) � f(x; y2) j� L: j y1 � y2 j,
priÃom (x; y1); (x; y2) 2 M a L je konÓtanta, potom je funkcia f(x; y) spojitÁ na mnoÚine
M .

DokÁÚte, Úe nasledujÕce funkcie sÕ ohraniÃen× na danÙchmnoÚinÁch a nÁjdite ich maximum
a minimum, ak existujÕ:

39. f(x; y) = x6+y6

x2+y2
;M = f(x; y) 2 R2 :) < x2 + y2 � 9g.

40. f(x; y) = xye�xy;M = f(x; y) 2 R2 : x � 0; y �)g.
41. DokÁÚte, Úe funkcia f(x; y) = x + 2y + 3 je rovnomerne spojitÁ v celej rovine R2.

42. Ako treba zmeniÔ de�nÉciu funkcie f(x; y) = x
3
+y

3

x2+y2
, aby bola rovnomerne spojitÁ na

mnoÚine M = f(x; y) 2 R2 : 0 < x2 + y2 � 1g?
43. Zistite, Ãi funkcia f(x; y) = arcsin x

y
je rovnomerne spojitÁ na svojom obore de�nÉcie.

Zistite, Ãi nasledujÕce funkcie sÕ rovnomerne spojit× na uvedenÙch mnoÚinÁch:

44. f(x; y) = sin �
1�x2�y2

;M = f(x; y) 2 R2; x2 + y2 < 1g.
45. f(x; y) = x2 + y2;M = f(x; y) 2 R2; x2 + y2 � 1g.
46. f(x; y) = x3 � y3;M = f(x; y) 2 R2; 1 � x � 2; 0 � y � 1g.
47. f(x; y) =

p
x2 + y2;M = R2.
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2. ParciÁlne derivÁcie. DiferenciÁl funkcie

2.1. ParciÁlne derivÁcie

De�nÉcia 2.1.1. Nech reÁlna funkcia f : G ! R je de�novanÁ na mnoÚine G � Rn a

a = (a1; :::; an) je vnÕtornÙm bod tejto mnoÚiny. Ak existuje

lim
xk!ak

f(a1; :::; ak�1; xk; ak+1; :::; an) � f(a1; :::; an)

xk � ak

hovorÉme, Úe funkcia f mÁ v bode a parciÁlnu derivÁciu podËa premennej xk a oznaÃujeme

ju jednÙm zo symbolov @f
@xk

(a); f 0xk(a); fxk(a); fk(a).

Ak oznaÃÉme 4xk = xk � ak, potom

@f

@xk
(a) = lim

4xk!0

f(a1; :::; ak�1; ak +4xk; ak+1; :::; an)� f(a1; :::; an)

4xk ; k = 1; 2; :::; n:

ParciÁlnou derivÁciou funkcie f(x) podËa premennej xk rozumieme takÕ funkciu F (x),

ktorej de�niÃnÙm oborom bude mnoÚina vÓetkÙch bodov, v ktorÙch mÁ funkcia f(x) par-

ciÁlnu derivÁciu podËa xk a ktorej hodnota sa v kaÚdom bode jej de�niÃn×ho oboru rovnÁ

parciÁlnej derivÁcii funkcie f(x) podËa xk v tomto bode. Pre parciÁlnu derivÁciu funkcie

f(x) podËa premennej xk nepouÚÉvame F (x), ale zauÚÉvan× je oznaÃovaÔ ju symbolom
@f
@xk

(x), alebo f 0xk(x), alebo len fxk (x).

GeometrickÙ vÙznam parciÁlnych derivÁciÉ funkcie dvoch premennÙch. Nech je danÁ

funkcia z = f(x; y); (x; y) 2 G � R2. Jej grafom je plocha v R3. UvaÚujme bod

(x0; y0; z0); z0 = f(x0; y0), na tejto ploche. PodËa de�nÉcie

@f
@x

(x0; y0) = lim
x!x0

f(x; y0)� f(x0; y0)

x� x0
, ak tÁto existuje. Grafom funkcie g(x) = f(x; y0) je

krivka, ktorÁ prechÁdza bodom (x0; y0; z0) a je rezom plochy z = f(x; y) rovinou y = y0.

Potom @f
@x

(x0; y0) je smernica dotyÃnice ku krivke g(x) = f(x; y0) v bode (x0; y0; z0).

Podobne @f
@y

(x0; y0) je smernica dotyÃnice ku krivke h(x) = f(x0; y), ktorÁ je rezom danej

plochy rovinou x = x0 v bode (x0; y0; z0).

Pri poÃÉtanÉ parciÁlnych derivÁciÉ danej funkcie f(x) n premennÙch postupujeme tak

ako v prÉpade funkcie jednej premennej. TotiÚ pri poÃÉtanÉ parciÁlnej derivÁcie funkcie

f(x1; : : : ; xn) podËa premennej napr. xk povaÚujeme tÕto funkciu len za funkciu xk. Os-

tatn× premenn× povaÚujeme za konÓtanty.

48. NÁjdite parciÁlne derivÁcie podËa x a y:

a) z = ex cos(xy) b) z =
x+ y

x2 + y2 + 1
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c) z = ln
p
2x2 + y2 d) z =

xyp
x2 + y2

e) z = e(x+y)
2

f) z = sin(x + y) cos(x � y)

g) z =
�
x2y + y

�4
h) z = ytg (xy)

i) z = arctg
x

y
j) z = ln

xy

x2 + y2

h) z = xyexy l) z =
x+ y

x� y

m) z = ln(x2 + y2) n) z = ln tg
x

y

o) z = xy p) z =

�
xy

x2 + y2

�x2

.

49. NÁjdite parciÁlne derivÁcie podËa x; y a z:

a) u = x3yz2 b) u =
�
ax2 + by2 + cz2

�n
c) u = arcsin

xy

z
d) u = ex

2+y2+z2

e) u = cos(xy):arctg (xz) f) u = z ln
y

x

g) u = exyz sinx cos y h) u =

�
x

y

�z
i) u = xy=z .

50. NapÉÓte rovnicu dotyÃnice ku krivke, ktorÁ je rezom eliptick×ho paraboloidu z =

x2 + 2y2:

a) rovinou y = 2 v bode A = (3; 2; 17)

b) rovinou x = 3 v bode A = (3; 2; 17).

51. NapÉÓte rovnicu dotyÃnice ku krivke, ktorÁ je rezom plochy z =
�
x2 � 3y2

�2
:

a) rovinou x = 2 v bode A = (2; 1; 1)

b) rovinou y = 1 v bode A = (2; 1; 1).

2.2. A. DiferencovateËnosÔ funkcie n premennÙch

De�nÉcia 2.2.1. Funkcia f : G! R de�novanÁ na mnoÚine G � Rn sa nazÙva diferenco-

vateËnÁ v bode a = (a1; :::; a2) 2 G, ktorÙ je hromadnÙm bodom mnoÚiny G, ak existujÕ

tak× ÃÉsla A1; :::; An a funkcia !(x); lim
x!a

!(x) = !(a) = 0 tak, Úe pre kaÚdÙ bod x =
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(x1; :::; xn) z ist×ho okolia bodu a platÉ

f(x) � f(a) =

nX
i=1

Ai(xi � ai) + !(x)%(x; a); (1)

kde %(x; a) =

 
nX
i=1

(xi � ai)
2

!1=2

.

Podmienku diferencovateËnosti (1) v bode a moÚno eÓte zapÉsaÔ v nasledujÕcich

tvaroch:

a) f(x) � f(a) =

nX
i=1

Ai(xi � ai) + o(%); (10)

kde o(%) je takÁ funkcia, Úe lim
x!a

o(%)

%(x; a)
= lim

x!a

f(x) � f(a) �
nX
i=1

Ai(xi � ai)

%(x; a)
= 0.

b) f(x) � f(a) =

nX
i=1

Ai(xi � ai) +

nX
i=1

!i(x)(xi � ai); (100)

kde funkcie !i(x); i = 1; 2; :::; n sÕ tak×, Úe lim
x!a

!i(x) = !i(a) = 0.

Ak vektor ~h = (h1; :::; h2) mÁ zloÚky hi = xi � ai; i = 1; 2; :::; n, tak podmienku

diferencovateËnosti (10) moÚno zapÉsaÔ v tvare

f(a + h)� f(a) =

nX
i=1

Aihi + o(h);priÃom

lim
khkRn!0

j o(h) j
khRnk = 0; kde khkRn =

vuut nX
i=1

h2i :

De�nÉcia 2.2.2. LineÁrna funkcia, ktorÁ vektoru ~h = (h1; :::; hn) priradÉ hodnotu

nX
i=1

Aihi

sa nazÙva totÁlny diferenciÁl funkcie f v bode a. OznaÃujeme ho df(a) alebo df(a; x).

PoznÁmka 2.2.1. ãasto sa tieÚ vraciame k pÐvodnÙm premennÙm, teda miesto hi pÉÓeme

xi � ai; i = 1; 2; :::; n.

Veta 2.2.1. (Nutn× podmienky diferencovateËnosti.) Ak je funkcia f(x) diferencovateËnÁ

v bode a, potom

1. je funkcia f(x) spojitÁ v bode a;
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2. funkcia f(x) mÁ parciÁlne derivÁcie @f
@xi

(a) a platÉ Ai =
@f
@xi

(a); i = 1; 2; :::; n.

Veta 2.2.2. (PostaÃujÕca podmienka diferencovateËnosti.) Ak mÁ funkcia f(x) n pre-

mennÙch v nejakom okolÉ bodu a parciÁlne derivÁcie podËa vÓetkÙch premennÙch, ktor× sÕ

spojit× v bode a, potom je funkcia f(x) diferencovateËnÁ v bode a.

PoznÁmka 2.2.2. Ak funkcia f(x) je diferencovateËnÁ v bode a, potom jej totÁlny dife-

renciÁl v bode a

df(a) =

nX
i=1

@f

@xi
(a)hi =

nX
i=1

@f

@xi
(a)dxi; (2)

kde dxi je diferenciÁl funkcie 'i(x1; : : : ; xn) = xi; i = 1; 2; : : : ; n v bode a. VÙrazy
@f
@xi

(a)dxi; i = 1; 2; : : : ; n sa nazÙvajÕ parciÁlne diferenciÁly.

PoznÁmka 2.2.3. ZÁpis

nX
i=1

@f

@xi
(x)dxi je tieÚ beÚnÙ na oznaÃenie diferenciÁlu v ËubovoË-

nom bode x.

B. DiferencovateËnosÔ vektorovej funkcie n premennÙch

Nech funkcia f : G! Rm je de�novanÁ v oblasti G � Rn. Ak si zvolÉme bÁzy v Rn

a Rm, tak vektorovÕ funkciu y = f(x) mÐÚeme vyjadriÔ pomocou m skalÁrnych funkciÉ n

premennÙch:

y1 = f1(x) = f1(x1; : : : ; xn)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

ym = fm(x) = fm(x1; : : : ; xn)

:

De�nÉcia 2.2.3. Funkcia f : G! Rm de�novanÁ v oblasti G � Rn, sa nazÙva diferenco-

vateËnÁ v bode a 2 G, ak

f(a + h)� f(a) = f 0(a)h + o(h);

kde f 0(a) : Rn ! Rm je lineÁrne zobrazenie a

lim
khkRn!0

ko(h)kRm
khkRn = 0;

priÃom ko(h)kRm =

vuut mX
i=1

(oi(h))
2; khkRn =

vuut nX
i=1

h2i :

VÙraz f 0(a)h sa nazÙva diferenciÁl vektorovej funkcie f v bode a a oznaÃujeme ho

df(a); f 0(a) sa nazÙva derivÁcia funkcie f v bode a.
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LineÁrne zobrazenie f 0(a) v kanonickej bÁze mÁ maticu

A =

0
B@

@f1
@x1

(a) @f1
@x2

(a) : : : @f1
@xn

(a)

...
...

. . .
...

@fm
@x1

(a) @fm
@x2

(a) : : : @fm
@xn

(a)

1
CA ;

ktorÁ sa nazÙva Jacobiho matica.

Ak n = m, determinant tejto matice sa nazÙva jakobiÁn zobrazenia f : Rm ! Rm a

oznaÃujeme ho symbolom Df (x1; : : : ; xm) alebo
D(f1;:::;fm)

D(x1;:::;xm)
.
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2.3. ParciÁlne derivÁcie vyÓÓÉch rÁdov. DiferenciÁly vyÓÓÉch rÁdov

De�nÉcia 2.3.1. Ak parciÁlna derivÁcia @f
@xi

funkcie f(x) n premennÙch je de�novanÁ

v okolÉ bodu a = (a1; : : : ; an) a mÁ parciÁlnu derivÁciu podËa premennej xj v bode a,

hovorÉme, Úe funkcia f(x) mÁ 2. parciÁlnu derivÁciu podËa premennÙch xi a xj v bode a.

OznaÃujeme ju jednÙm zo symbolov @2f
@xi@xj

(a); f 00xixj (a); fxixj (a). Teda

�
@

@xj

�
@f

@xi

��
a

=
@2f

@xi@xj
(a):

Pritom, ak i 6= j, tÁto parciÁlna derivÁcia sa nazÙva zmieÓanÁ. V prÉpade, Úe i = j, 2.

parciÁlnu derivÁciu oznaÃujeme jednÙm zo symbolov @2f
@x2

i

(a); f 00
x2
i

(a); fx2
i

(a).

VÓeobecne: parciÁlne derivÁcie parciÁlnych derivÁciÉ rÁdu k� 1 nazÙvame derivÁciami

k - teho rÁdu. OznaÃujeme ich @kf
@xi1 :::@xik

; ik = 1; 2; : : : ; n.

De�nÉcia 2.3.2. HovorÉme, Úe funkcia f(x) je k-krÁt diferencovateËnÁ v bode a, ak v bode

a sÕ diferencovateËn× vÓetky parciÁlne derivÁcie funkcie f(x) rÁdu (k � 1)-×ho a ak vÓetky

parciÁlne derivÁcie tejto funkcie, ktor× sÕ rÁdu niÚÓieho ako k � 1, sÕ diferencovateËn× v

istom okolÉ bodu a.

Ak funkcia f(x) je k-krÁt diferencovateËnÁ v bode a, potom vÙraz

dk(a; x) =

�
dx1

@

@x1
+ : : :+ dxn

@

@xn

�k
f(a) (3)

nazÙvame k-tym diferenciÁlom alebo diferenciÁlom rÁdu k funkcie f(x) v bode a.

Pritom tento symbolickÙ vzorec rozumieme tak, Úe pouÚijeme vzorec pre k -tu mocninu

vÙrazu v zÁtvorke a potom namiesto mocnÉn znakov @
@xi

berieme parciÁlne derivÁcie funkcie

f(x) v bode a tak×ho rÁdu, akÁ je mocnina, a mocniny dxi zostÁvajÕ mocninami.

Nech G � Rn je oblasÔ. Budeme hovoriÔ, Úe funkcia f patrÉ do triedy C(k)(G;R), alebo

C(k)(G), ak sÕ vÓetky jej parciÁlne derivÁcie aÚ do rÁdu k vÃÉtane de�novan× a spojit× v

oblasti G.

Veta 2.3.1. Ak f 2 C(k)(G;R), potom parciÁlna derivÁcia @kf
@xi1 :::@xik

(x) rÁdu k v bode x 2
G nezÁvisÉ od poradia i1; : : : ; ik derivovania, t.j. zostÁva tÁ istÁ pre ËubovoËnÕ permutÁciu

indexov i1; : : : ; ik (ik = 1; : : : ; n).

2.4. ParciÁlne derivÁcie zloÚenÙch funkciÉ

Veta 2.4.1. Nech funkcie ti = '(x1; : : : ; xn); i = 1; : : : ;m sÕ diferencovateËn× v bode a =

(a1; : : : ; an). Nech 'i(a) = bi; i = 1; : : : ;m. Nech funkcia f(t1; : : : ; tm) je diferencovateËnÁ
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v bode b = (b1; : : : ; bm). Potom je v bode a deferencovateËnÁ aj funkcia u(x1; : : : ; xm) =

f('1(x1; : : : ; xn); : : : ; 'm(x1; : : : ; xn)) a pre jej diferenciÁl a derivÁcie v bode a platÉ:

du(a; x) =

nX
k=1

(xk � ak)

mX
i=1

@f

@ti
(b)

@'i

@xi
(a);

@u

@xk
(a) =

@f

@xk
('1(a); : : : ; 'm(a)) =

mX
i=1

@f

@ti
(b)

@'i

@xk
(a); k = 1; : : : ; n:

Z posledn×ho vzorca za predpokladu diferencovateËnosti funkcie f(t); t = (t1; : : : ; tm)

a funkciÉ 'i(x); i = 1; : : : ;m; x = (x1; : : : ; xn), dostaneme vzorec pre parciÁlne derivÁcie

zloÚenej funkcie u(x) = f('1(x); : : : ; 'm(x)) :

@u

@xk
=

mX
i=1

@f

@ti
(t1; : : : ; tm)

@'i

@xk
(x); k = 1; : : : ; n;

kam treba do derivÁciÉ @f
@ti

(t1; : : : ; tm); i = 1; : : : ;m, dosadiÔ 'i(x) za ti.

De�nÉcia 2.4.1. Funkcia f(x) de�novanÁ v oblasti G � Rn sa nazÙva homog×nna funkcia

stupÎa p v oblasti G, ak pre kaÚdÙ bod x = (x1; : : : ; xn) 2 G a pre kaÚd× ÃÉslo t, pre ktor×

bod (tx1; : : : ; txn) 2 G, platÉ rovnosÔ f(tx1; : : : ; txn) = tpf(x1; : : : ; xn).

Eulerova veta. Ak je f(x) v nejakej oblasti G � Rn diferencovateËnÁ a homog×nna

funkcia stupÎa p, potom v kaÚdom bode x 2 G platÉ

nX
i=1

@f

@xi
(x)xi = pf(x):

PoznÁmka 2.4.1. VÙhoda zÁpisu totÁlneho diferenciÁlu vo tvare (2) spoÃÉva v tom, Úe

vzhËadom na vetu 2.4.1. o derivovanÉ zloÚenej funkcie sa tento tvar zachovÁva aj vtedy, keÄ

x1; : : : ; xn sÕ funkcie inÙch nezÁvislÙch premennÙch y1; : : : ; ym. V tomto prÉpade symbol

dxi uÚ neznamenÁ prÉrastok 4xi = xi � ai, ale diferenciÁl funkcie xi. TÕto vlastnosÔ 1:

diferenciÁlu obyÃajne nazÙvajÕ vlastnosÔou invariantnosti jeho tvaru.

Veta 2.4.2. Nech u a v sÕ diferencovateËn× funkcie viacerÙch premennÙch. Potom platÉ

d(cu) = cdu; c = konÓtanta

d(u� v) = du� dv

d(u:v) = udv + vdu

d(
u

v
) =

vdu� udv

v2
; v 6= 0;

priÃom tieto vzorce platia aj v prÉpade, keÄ u a v sÕ diferencovateËn× funkcie nejakÙch

premennÙch.
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2.5. DerivÁcia v smere. Gradient funkcie

Nech G � R3 je oblasÔ a f : G! R. NechM0 = (x0; y0; z0) 2 G a nech ~l je jednotkovÙ

vektor so zaÃiatkom v bodeM0. SÕradnice vektora ~l sÕ cos�; cos�; cos 
 (�; �; 
 sÕ uhly,

ktor× zviera vektor ~l so sÕradnicovÙmi osami). Nech t > 0 je skalÁr a t~l 2 G. PrÉrastok

funkcie f v bode M0 v smere vektora ~l je (M0 + t~l)� f(M0).

De�nÉcia 2.5.1. Ak existuje lim
t!0+

f(M0 + t~l) � f(M0)

t
, hovorÉme, Úe funkcia f mÁ de-

rivÁciu v bode M0 v smere ~l a oznaÃujeme ju @f

@~l
(M0) (alebo D~l

f(M0)).

Veta 2.5.1. Ak je funkcia f(x; y; z) diferencovateËnÁ v bode M0 = (x0; y0; z0), potom

@f

@~l
(M0) =

@f

@x
(M0) cos�+

@f

@y
(M0) cos � +

@f

@z
(M0) cos 
:

De�nÉcia 2.5.2. Vektor
�
@f
@x
; @f
@y
; @f
@z

�
M0

sa nazÙva gradient funkcie f v bode M0. Ozna-

Ãujeme ho grad f(M0) (alebo �f(M0)).

Zo vzÔahu uvedenom vo vete 2.5.1. vyplÙva, Úe

@f

@~l
(M0) = (grad f(M0);~l): (4)

Gradient funkcie f v bode M0 charakterizuje smer a veËkosÔ maximÁlneho rastu tejto

funkcie v bode M0. Teda:

�
@f

@~l
(M0)

�
max

=

s�
@f

@x
(M0)

�2
+

�
@f

@y
(M0)

�2
+

�
@f

@z

�2
:

PoznÁmka 2.5.1. Vektor grad f(M0) je ortogonÁlny na vrstevnicu grafu funkcie f(x; y; z),

ktorÁ prechÁdza bodom M0.

PoznÁmka 2.5.2. Ak funkcia f(x); x = (x1; : : : ; xn); n premennÙch je diferencovateËnÁ v

bode M0 = (x01; : : : ; x
0
n) a jednotkovÙ vektor ~l = (cos�1; : : : ; cos�n), potom

@f

@~l
(M0) =

nX
i=1

@f

@xi
(M0) cos�i:
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52. PredpokladajÕc, Úe x; y sÕ v absolÕtnej hodnote mal×, odvoÄte pribliÚn× vzorce pre

vÙrazy:

a) (1 + x)m(1 + y)m; b) arctg
x + y

1 + xy
.

53. NÁjdite hodnoty 1. diferenciÁlu funkcie u v bode M0 v danom vektore ~h, ak

a) u = arcsinxy; M0 = (1
2
; 1); ~h = (0; 5; 0; 1);b) u = x3y � xy2; M0 = (1; 2); ~h = (�0; 5; 0; 8);

c) u = x2y; M0 = (4; 1); ~h = (0; 1; 0; 2); d) u = 3
p
4x2 + y2; M0 = (1; 2); ~h = (�0; 2; 0; 3);

e) u = x
p
1 + y3; M0 = (2; 2); ~h = (0; 1; 0).

54. ZameÎte prÉrastok funkcie jej diferenciÁlom a pribliÚne vypoÃÉtajte:

a) 1; 002:2; 0033:3; 0043 b)
p
1; 023 + 1; 973

c) sin 29�tg 46� d) 0; 971;05.

55. NÁjdite f 0x(0; 0); f
0
y (0; 0), ak f(x; y) = 3

p
xy: Je tÁto funkcia diferencovateËnÁ v bode

(0; 0)?

56. Zistite, Ãi je diferencovateËnÁ v bode (0; 0) funkcia f(x; y) = 3
p
x3 + y3.

57. UkÁÚte, Úe funkcia

f(x; y) = (x2 + y2) sin
1

x2 + y2
; ak x2 + y2 6= 0 a f(0; 0) = 0;

mÁ v okolÉ bodu (0; 0) parciÁlne derivÁcie f 0x(x; y); f
0
y(x; y), ktor× nie sÕ spojit× v bode (0; 0)

a sÕ neohraniÃen× v ËubovoËnom okolÉ tohto bodu; avÓak tÁto funkcia je diferencovateËnÁ

v bode (0; 0).

58. DokÁÚte, Úe funkcia f(x; y), ktorÁ mÁ ohraniÃen× parciÁlne derivÁcie f 0x(x; y); f
0
y(x; y)

na nejakej konvexnej oblasti E, je rovnomerne spojitÁ.

59. DokÁÚte, Úe ak funkcia f(x; y) de�novanÁ na oblasti G � R2 je spojitÁ vzhËadom na

premennÕ x pre kaÚdÕ hotnotu y a mÁ ohraniÃenÕ derivÁciu f 0y(x; y), potom tÁto funkcia

je spojitÁ vzhËadom na obidve premenn× v oblasti G.

60. UrÃte derivÁciu zobrazenia ' (t.j. Jacobiho maticu), ak

a) ' : (u; v)! (x; y; z); x = uv; y = u2 + v2; z = u2 � v2;

b) ' : (u; v)! (x; y); x = u cos v; y = u sinv;

c) ' : (u; v)! x; x =
u

v
;

d) ' : u! (x; y); x = utg u; y = u sinu;
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f) ' : (u; v;w)! (x; y); x = u2 + v2 + w2; y = u+ v + w.

61. NÁjdite jakobiÁn zobrazenia f : Rn ! Rn:

a) f : x = r cos'; y = r sin'; f : (r; ')! (x; y);

b) f : u =
z

x2 + y2
; v = xy; w =

y

x
; f : (x; y; z) ! (u; v;w);

c) f : x = r cos' cos ; y = r sin' cos ; z = r sin ; f : (r; ';  )! (x; y; z);

d) f : u = xy; v =
y

x
; f : (x; y)! (u; v);

e) f : x = r cos'; y = r sin'; z = u2; f : (r; '; u)! (x; y; z).

62. NÁjdite parciÁlne derivÁcie 1. a 2. rÁdu nasledujÕcich funkciÉ:

a) u =
xp

x2 + y2
; b) u =

cosx2

y
;

c) u =
tg x2

y
; d) u = xy;

e) u = arctg
x+ y

1� xy
; f) u = arcsin

xp
x2 + y2

;

g) u =
1p

x2 + y2 + z2
; h) u =

�
x

y

�z
;

i) u = xy=z :

63. Overte rovnosÔ
@2u

@x@y
=

@2u

@y@x
;

ak

a) u = x2 � xy � 3y2;

b) u = xy
2

;

c) u = arccos

r
x

y
.

NÁjdite parciÁlne derivÁcie uveden×ho rÁdu:

64.
@3u

@x2@y
, ak u = x ln(xy).

65.
@m+nu

@xm@yn
, ak u =

x + y

x � y
.

66.
@p+qu

@xp@yq
, ak u = (x � x0)

p(y � y0)
q.
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67.
@p+q+ru

@xp@yq@zr
, ak u = xyzex+y+z.

68. f
(m+n)
xmyn (0; 0), ak f(x; y) = ex sin y.

69. Nech Au = x
@u

@x
+ y

@u

@y
. NÁjdite Au a A2u = A(Au), ak

a) u =
x

x2 + y2
; b) u = ln

p
x2 + y2.

70. Nech

41u =

�
@u

@x

�2
+

�
@u

@y

�2
+

�
@u

@z

�2

42u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
:

NÁjdite 41u a 42u, ak:

a) u =
1p

x2 + y2 + z2
; b) u = x3 + y3 + z3 � 3xyz.

71. Nech f(x; y) = xy
x2 � y2

x2 + y2
, ak x2 + y2 6= 0 a f(0; 0) = 0. UkÁÚte, Úe funkcia f(x; y) je

spojitÁ v bode (0; 0) a f 00xy(0; 0) 6= f 00yx(0; 0).

72. NÁjdite diferenciÁly 1. a 2. rÁdu funkciÉ:

a) u = xmyn; b) u =
p
x2 + y2;

c) u = ln
p
x2 + y2; d) u = xy + yz + zx;

e) u =
z

x2 + y2
.

73. NÁjdite df(1; 1; 1) a d2f(1; 1; 1), ak f(x; y; z) =

�
x

y

�1=z
.

74. UkÁÚte, Úe pre funkciu u =
p
x2 + y2 + z2 platÉ: d2u � 0.

75. UkÁÚte, Úe funkcia u = ln
p
(x � a)2 + (y � b)2 (a; b sÕ konÓtanty) vyhovuje Lapla-

ceovej rovnici:
@2u

@x2
+
@2u

@y2
= 0:

76. Nech u = f(r) je dvakrÁt diferencovateËnÁ funkcia a r =
p
x2 + y2 + z2. NÁjdite

funkciu F (r), pre ktorÕ platÉ:

4u = F (r);

kde 4u =
@2u

@x2
+
@2u

@y2
+
@2u

@z2
je Laplaceov operÁtor.
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77. ZjednoduÓte vÙraz

secx
@z

@x
+ sec y

@z

@y
;

ak z = siny + f(sin x� siny), kde f je diferencovateËnÁ funkcia

�
secu =

1

cosu

�
.

78. UkÁÚte, Úe funkcia

z = xnf
� y
x2

�
;

kde f je diferencovateËnÁ funkcia, spËÎa rovnicu

x
@z

@x
+ 2y

@z

@y
= nz:

79. UkÁÚte, Úe funkcia

z = yf(x2 � y2);

kde f je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ funkcia, spËÎa rovnicu

y2
@z

@x
+ xy

@z

@y
= xz:

80. PredpokladajÕc, Úe funkcie '; atÄ. sÕ diferencovateËn× toËkokrÁt, koËko potrebujeme,

overte nasledujÕce rovnosti:

a)
@2u

@t2
= a2

@2u

@x2
, ak u = '(x � at) +  (x + at);

b)
@2u

@x2
� 2

@2u

@x@y
+
@2u

@y2
= 0, ak u = x'(x + y) + y (x + y) ;

c) x2
@2u

@x2
+ 2xy

@2u

@x@y
+ y2

@2u

@y2
= n(n � 1)u; ak u = xn'

�y
z

�
+ x1�n 

�y
x

�
;

d)
@u

@x
:
@2u

@x@y
=
@u

@y
:
@2u

@x2
, ak u = '[x+  (y)].

81. NÁjdite diferenciÁly 1. a 2. rÁdu nasledujÕcijch zloÚenÙch funkciÉ u, ak f je dvakrÁt

diferencovateËnÁ funkcia:

a) u = f(�; �), kde � = xy; � =
x

y
; b) u = f(x; y; z), kde x = t; y = t2; z = t3;

c) u = f(�; �; �), kde � = x2 + y2; � = x2 � y2; � = 2xy;

d) u = f(x + y + z; x2 + y2 + z2); e) u = f(2x; 3y; 4z);

f) u = f(xy; x � y; x + y).
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82. NÁjdite dnu, ak f je n - krÁt diferencovateËnÁ:

a) u = f(ax + by + cz); b) u = f(ax; by; cz);

c) u = f(t; v; w), kde � = a1x + b1y + c1z; � = a2x+ b2y + c2z; � = a3x+ b3y + c3z.

83. Nech u = f(x; y; z) je homog×nna funkcia stupÎa n. Overte Eulerovu vetu pre tieto

homog×nne funkcie:

a) u = (x � 2y + 3z)2; b) u =
xp

x2 + y2 + z2
; c) u =

�
x

y

�y=z

.

84. DokÁÚte, Úe ak diferencovateËnÁ funkcia u = f(x; y; z) spËÎa rovnicu

x
@u

@x
+ y

@u

@y
+ z

@u

@z
= nu;

potom u je homog×nna funkcia stupÎa n.

85. DokÁÚte, Úe ak f(x; y; z) je diferencovateËnÁ homog×nna funkcia stupÎa n, tak jej

derivÁcie f 0x(x; y; z); f
0
y(x; y; z) a f

0
z(x; y; z) sÕ homog×nne funkcie stupÎa n� 1.

86. NÁjdite derivÁciu funkcie

z = x2 � y2

v bode M = (1; 1) v smere ~l, ktorÙ zviera uhol � = 60� s kladnÙm smerom osi x - ovej.

87. NÁjdite derivÁciu funkcie

z = x2 � xy + y2

v bode M = (1; 1) v smere ~l, ktorÙ zviera uhol � s kladnÙm smerom osi x - ovej. V akom

smere mÁ tÁto derivÁcia: a) najvÑÃÓiu hodnotu; b) najmenÓiu hodnotu; c) rovnÕ 0.

88. NÁjdite derivÁciu funkcie

z = ln(x2 + y2)

v bode M = (x0; y0) v smere kolmom na vrstevnicu prechÁdzajÕcu tÙmto bodom.

89. NÁjdite derivÁciu funkcie

z = 1�
�
x2

a2
+
y2

b2

�

v bode M =

�
ap
2
;
bp
2

�
v smere vnÕtornej normÁly v tomto bode ku krivke

x2

a2
+
y2

b2
= 1:
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90. NÁjdite derivÁciu funkcie

u = xyz

v bode M = (1; 1; 1) v smere ~l = fcos�; cos�; cos 
g. ãomu sa rovnÁ veËkosÔ gradienta

funkcie v danom bode?

91. VypoÃÉtajte veËkosÔ a smer gradienta funkcie

u =
1

r
;

kde r =
p
x2 + y2 + z2, v bode M0 = (x0; y0; z0).

92. UrÃte uhol medzi gradientami funkcie

u = x2 + y2 � z2

v bodoch A = ("; 0; 0) a B = (0; "; 0).

93. O koËko sa lÉÓi v bode M = (1; 2; 2) veËkosÔ gradienta funkcie

u = x+ y + z

od veËkosti gradienta funkcie

v = x + y + z + 0; 001 sin
�
106�

p
x2 + y2 + z2

�
?

94. UkÁÚte, Úe v bode M0 = (x0; y0; z0) uhol medzi gradientami funkciÉ

u = ax2 + by2 + cz2;

v = ax2 + by2 + cz2 + 2mx+ 2ny + 2pz

(a; b; c;m; n; p sÕ konÓtanty a a2 + b2 + c2 6= 0) konverguje k 0, ak bod M0 sa vzdiaËuje do

nekoneÃna.

95. Nech funkcia u = f(x; y; z) je dvakrÁt diferencovateËnÁ. NÁjdite
@2u

@~l2
=

@

@~l

�
@u

@~l

�
, ak

cos�; cos�; cos 
 sÕ smerov× kosÉnusy smeru ~l derivovania.

96. Nech funkcia u = u(x; y) spËÎa rovnicu
@2u

@x2
� @2u

@y2
= 0 a okrem toho, nasledujÕce

podmienky: u(x; 2x) = x; u0x(x; 2x) = x2: NÁjdite u00xx(x; 2x); u
00
xy(x; 2x); u

00
yy(x; 2x).

97. RieÓte rovnicu:
@nz

@yn
= 0 s neznÁmou funkciou z = z(x; y).

PoznÁmka. Pod rieÓenÉm danej rovnice budeme rozumieÔ funkciu z(x; y) z triedy
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C(n)(G;R) (t.j. z(x; y) je spojitÁ spolu so svojimi parciÁlnymi derivÁciami aÚ do rÁdu

n vÃÉtane v oblasti G � R2), ktorÁ vyhovuje danej rovnici (a prÉpadne aj danÙm pod-

mienkam).

98. NÁjdite rieÓenie z = z(x; y) rovnice
@z

@y
= x2+2y; ktor× spËÎa podmienku z(x; x2) = 1.

99. NÁjdite rieÓenie z = z(x; y) rovnice
@2z

@y2
= 2, ktor× vyhovuje podmienkam:

z(x; 0) = 1; z0y(x; 0) = x.

100. NÁjdite rieÓenie z = z(x; y) rovnice
@2z

@x@y
= x+ y; vyhovujÕce podmienkam:

z(x; 0) = x; z(0; y) = y2.
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3. Funkcie urÃen× implicitne

Veta 3.1. Ak je funkcia F : U ! R de�novanÁ v okolÉ U bodu (x0; y0) 2 R2 a je takÁ, Úe

1. F 2 C(k)(U ;R), kde k � 1,

2. F (x0; y0) = 0,

3. F 0

y(x0; y0) 6= 0,

potom existuje dvojrozmernÙ interval I = Ix � Iy, (kde Ix = fx 2 R :j x � x0 j< �g;
Iy = fy 2 R : j y � y0 j< �g), ktorÙ patrÉ do okolia U bodu x0; y0, a jedinÁ funkcia

f 2 C(k)(Ix; Iy) takÁ, Úe pre kaÚdÙ bod (x; y) 2 I

F (x; y) = 0() y = f(x)

a pre derivÁciu f 0(x) funkcie f(x) platÉ:

f 0(x) = �
F 0

x(x; y)

F 0

y(x; y)

�
y=f(x)

:

V tomto prÉpade hovorÉme, Úe funkcia f(x) je implicitne urÃenÁ rovnicou F (x; y) = 0

a podmienkou y = f(x0).

PoznÁmka 3.1. Ak f(x; y) 2 R2 : F (x; y) = 0g je grafom funkcie f(x), potom hovorÉme,

Úe f(x) je urÃenÁ implicitne rovnicou F (x; y) = 0.

Veta 3.2. Ak je funkcia F : U ! R de�novanÁ v okolÉ U bodu (x01; : : : ; x
0
n; y

0) 2 Rn+1 a

je takÁ, Úe

1. F 2 C(k)(U ;R); k � 1,

2. F (x01; : : : ; x
0
n; y

0) = 0,

3. F 0

y(x
0
1; : : : ; x

0
n; y0) 6= 0,

potom existuje (n + 1) - rozmernÙ interval I = Ix1 � : : :� Ixn � Iy, (kde Ixi = fxi 2 R :

jxi � x0i j < �ig; i = 1; 2; : : : ; n; Iy = fy 2 R : jy � y0j < �g), ktorÙ patrÉ do okolia U

bodu (x01; : : : ; x
0
n; y

0) a jedinÁ funkcia f 2 C(k) (Ix1 � : : :� Ixn ; Iy) takÁ, Úe pre kaÚdÙ bod

(x1; : : : ; xn; y) z intervalu I

F (x1; : : : ; xn; y) = 0() y = f(x1; : : : ; xn);

priÃom parciÁlne derivÁcie funkcie y = f(x1; : : : ; xn) v bodoch x n - rozmern×ho intervalu

Ix1 � : : :� Ixn moÚno vypoÃÉtaÔ podËa vzorca

@f(x)

@xi
= �

F 0

xi
(x1; : : : ; xn; y)

F 0

y(x1; : : : ; xn; y)

�
y=f(x1;:::;xn)

; i = 1; 2; : : : ; n:
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Ak pre funkciu F (x1; : : : ; xn; y) platia podmienky vety 3.2., potom hovorÉme, Úe funk-

cia y = f(x1; : : : ; xn) je urÃenÁ implicitne rovnicou F (x1; : : : ; xn; y) = 0 a podmienkou

y0 = f(x01; : : : ; x
0
n) alebo bodom (x01; : : : ; x

0
n; y

0).

Funkcie urÃen× imlicitne syst×mom rovnÉc

Veta 3.3. Nech funkcie Fi : U ! R; i = 1; : : : ;m sÕ de�novan× v okolÉ U bodu

(x01; : : : ; x
0
n; y

0
1 ; : : : ; y

0
m) 2 Rn+m a tak×, Úe

1. Fi 2 C(k)(U ;R); k � 1; i = 1; : : : ;m,

2. Fi(x
0
1; : : : ; x

0
n; y

0
1; : : : ; y

0
m) = 0; i = 1; : : : ;m,

3. funkcionÁlny determinant, tzv. jakobiÁn

D(F1; : : : ; Fm)

D(y1; : : : ; ym)
=

�������
@F1
@y1

@F1
@y2

: : : @F1
@ym

...
...

. . .
...

@Fm
@y1

@Fm
@y2

: : : @Fm
@ym

������� 6= 0

v bode (x01; : : : ; x
0
n; y

0
1; : : : ; y

0
m).

Potom existuje (n +m) - rozmernÙ interval I = Ix1 � : : : � Ixn � Iy1 � : : : � Iym, (kde

Ixk = fxk 2 R :j xk � x0k j< �kg; k = 1; 2; : : : ; n; Iyi = fyi 2 R :j yi � y0i j< �ig;
i = 1; 2; : : : ;m) a jedinÙ syst×m funkciÉ yi = fi(x1; : : : ; xn); i = 1; 2; : : : ;m takÙ, Úe pre

kaÚdÙ bod (x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn) 2 I

Fi(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym) = 0() yi = fi(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn); i = 1; 2; : : : ;m;

priÃom parciÁlne derivÁcie funkciÉ yi = fi(x1; : : : ; xn); i = 1; 2; : : : ;m, podËa premennej

xk; k = 1; 2; : : : ; n, v bodoch n - rozmern×ho intervalu Ix1 � : : : � Ixn moÚno nÁjsÔ zo

syst×mu lineÁrnych algebraickÙch rovnÉc

mX
j=1

@Fi

@yj
:
@yj

@xk
+
@Fi

@xk
= 0; i = 1; 2; : : : ;m;

kde Fi(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym); i = 1; 2; : : : ;m a yj = fj(x1; : : : ; xn); j = 1; 2; : : : ;m.

101. UkÁÚte, Úe dan× rovnice urÃujÕ jedinÕ funkciu y(x) v okolÉ bodu (x0; y0):

a) x2 + yx+ y2 = 3; x0 = y0 = 1; b) xy + ln(xy) = 1; x0 = 2; y0 = 1
2
;

c) ex+y + y � x = 0; x0 = 1
2
; y0 = �

1
2
.

102. UkÁÚte, Úe dan× rovnice urÃujÕ jedinÕ funkciu z(x; y) v okolÉ bodu (x0; y0; z0):

a) x+ y + z = sinxyz; x0 = y0 = z0 = 0;

b) x2y3 + y3z2 + z2x3 = 8; x0 = 1; y0 = �1; z0 = 2;

c) xy + xz + zx = 3; x0 = y0 = z0 = 1.
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103. UkÁÚte, Úe v bode (1; 1; 1; 1; 1) vzÔahy8<
:
x21 + x22 + y21 + y22 + y23 � 5 = 0

x1 � x2 + y31 � y32 + y33 � 1 = 0

x31 + 2x32 + y2y3 � 4 = 0

nevyhovujÕ predpokladom vety o existencii zobrazenia ' : (y3; y2) ! (x1; x2; y1), avÓak

vyhovujÕ predpokladom existencie zobrazenia ': (x1; x2)! (y1; y2; y3).

104. UkÁÚte, Úe dan× vzÔahy urÃujÕ jedin× zobrazenie ' : X ! Y v okolÉ bodu M0, ak

a)

(x1y1 + x2y2 � y3y2 � 1 = 0

(x2 � x1)(y2 � y1) � y1y2y3 � 1 = 0

(x21 + x22)(y
2
3 � y

2
1) + y1y2 = 0;

X = f(x1; x2)g; Y = f(y1; y2; y3)g; M0 � (1; 2; 1; 0; 1)

b)

�
sin(�x1y1) + sin(�x2y2) + sin(�x3y3) = 1

cos �
2
(x1 � y2) + cos �

2
(x2 � y1) + cos �

2
(x3 � y1)� 2 = 0;

X = f(x1; x2; x3)g; Y = f(y1; y2)g; M0 � (0; 1; 0; 1; 0)

c)

8><
>:

1

�
arctg

x1y1

x2y2
� x1x2y1y2 = 0

x22y
2
2 � x21y

2
1 +

1

x1y1
�

1

x2y2
= 0;

X = f(x1; x2)g; Y = f(y1y2)g; M0 � (1; 3;
1

2
;
1

6
).

105. Nech je danÁ rovnica

x2 = y2 (1)

a

y = y(x) �1 < x < +1 (2)

je funkcia, spËÎajÕca rovnicu (1).

1. KoËko funkciÉ (2) spËÎa rovnicu (1)?

2. KoËko spojitÙch funkciÉ (2) spËÎa rovnicu (1)?

3. KoËko diferencovateËnÙch funkciÉ (2) spËÎa rovnicu (1)?

4. KoËko spojitÙch funkciÉ (2) spËÎa rovnicu (1), ak: a) y(1) = 1; b) y(0) = 0?

5. KoËko spojitÙch funkciÉ y = y(x) (1� � < x < 1+ �) spËÎa rovnicu (1), ak y(1) = 1

a � je dostatoÃne mal×?

106. PredpokladajÕc, Úe v nejakom jeho okolÉ bodu M0 = (x0; y0; z0) je jednoznaÃne im-

plicitne urÃenÁ spojitÁ dvakrÁt diferencovateËnÁ funkcia z(x; y), nÁjdite hodnoty uvedenÙch

derivÁciÉ v tomto bode:

a)
@z

@x
;
@z

@y
;
@2z

@x@y
, ak x2 + y2 + z2 = R2;
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b)
@z

@x
;
@z

@y
;
@2z

@x2
, ak arctg

z

x
= z + x + y;

c)
@z

@x
;
@z

@y
;
@2z

@x2
;
@2z

@x@y
, ak x+ ty + z = lnxyz; x > 0; y > 0; z > 0;

d)
@z

@x
;
@z

@y
;
@2z

@x@y
, ak x + y + z = cos(xyz).

107. DokÁÚte, Úe pre funkciu y = f(x) urÃenÕ implicitne rovnicou

1 + xy = k(x� y);

kde k je konÓtanta, platÉ rovnosÔ

dx

1 + x2
=

dy

1 + y2
:

108. DokÁÚte, Úe pre funkciu y = f(x) urÃenÕ implicitne rovnicou

x2y2 + x2 + y2 � 1 = 0 (1)

pre xy > 0 platÉ rovnosÔ
dx

p
1� x4

+
dyp
1� y4

= 0:

109. Nech

x2 + y2 + z2 � 3xyz = 0 (1)

a

f(x; y; z) = xy2z3:

NÁjdite:

a) f 0x(1; 1; 1), ak z = z(x; y) je funkcia urÃenÁ implicitne rovnicou (1);

b) f 0x(1; 1; 1), ak y = y(x; z) je funkcia urÃenÁ implicitne rovnicou (1).

Vysvetlite, preÃo sÕ tieto derivÁcie rÐzne.

110. Nech z = z(x; y) je tÁ diferencovateËnÁ funkcia, urÃenÁ rovnicou z3 � xz + y = 0;

ktorÁ pre x = 3; y = �2 nadobÕda hodnotu z = 2. NÁjdite dz(3;�2) a d2z(3;�2).

111. NÁjdite
@u

@x
;
@u

@y
;
@v

@x
;
@v

@y
, ak xu� yv = 0; yu+ xv = 1.

112. V akej oblasti roviny Oxy syst×m rovnÉc

x = u+ v; y = u2 + v2; z = u3 + v3;
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kde parametre u a v nadobÕdajÕ vÓetky moÚn× reÁlne hodnoty, je urÃenÁ funkcia z(x; y)?

NÁjdite derivÁcie
@z

@x
a
@z

@y
.

113. NÁjdite
@2z

@x2
, ak funkcia z = z(x; y) je urÃenÁ syst×mom rovnÉc:

x = cos' cos ; y = cos' sin ; z = sin':

114. NÁjdite
@2z

@x2
;
@2z

@x@y
;
@2z

@y2
, ak funkcia z = z(x; y) je urÃenÁ syst×mom rovnÉc:

x = u cos v; y = u sinv; z = v:

115. NÁjdite
dz

dx
a
d2z

dx2
, ak

z = x2 + y2;

kde y = y(x) je funkcia urÃenÁ implicitne rovnicou

x2 � xy + y2 = 1:

116. Nech u = f(z), kde z je implicitne urÃenÁ funkcia premennÙch x a y rovnicou

z = x+ x'(z):

DokÁÚte Lagrangeov vzorec.
@nu

@yn
=

@n�1

@xn�1

�
'(z)]n

@u

@x

�
, predpokladajÕc, Úe vÓetky uva-

Úovan× funkcie sÕ diferencovateËn× toËkokrÁt, koËkokrÁt potrebujeme.

117. UkÁÚte, Úe funkcia z = z(x; y), urÃenÁ rovnicou

�(x� az; y � bz) = 0; (1)

kde �(u; v) je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ funkcia premennÙch u a v (a; b sÕ konÓtanty),

vyhovuje rovnici

a
@z

@x
+ b

@z

@y
= 1:

118. UkÁÚte, Úe funkcia z = z(x; y), urÃenÁ syst×mom rovnÉc

x cos�+ y sin�+ ln z = f(�);

�x sin� + y cos� = f 0(�);

kde � = �(x; y) je premennÙ parameter a f(�) je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ funkcia, spËÎa

rovnicu �
@z

@x

�2
+

�
@z

@y

�2
:
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119. UkÁÚte, Úe funkcia z = z(x; y), urÃenÁ syst×mom rovnÉc

[z � f(�)]
2
= x2(y2 � �2)

[z � f(�)] f 0(�) = �x2;

kde � = �(x; y) je premennÙ parameter a f(�) je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ funkcia,

vyhovuje rovnici
@z

@x
:
@z

@y
= xy:

120. UkÁÚte, Úe funkcia z = z(x; y), urÃenÁ syst×mom rovnÉc

z = �x + y'(�) +  (�):

0 = x + y'0(�) +  0(�);

kde � = �(x; y) je premennÙ parameter a '(�);  (�) sÕ ËubovoËn× dvakrÁt diferencovateËn×

funkcie, vyhovuje rovnici

@2z

@x2
:
@2z

@y2
�

�
@2z

@x@y

�2
= 0:
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4. Pravidlo reÔazenia.

ãasto sa stretÁvame so skupinami premennÙch, ktor× zloÚitÙm spÐsobom zÁvisia od
inÙch skupÉn premennÙch. Pravidlo reÔazenia pre funkcie viacerÙch premennÙch je uni-
verzÁlna metÏda, ktorÁ nÁm umoÚÎuje prechÁdzaÔ od jednej skupiny premennÙch k druhej.
ZÁkladom tejto metÏdy je derivovanie zloÚenÙch a implicitne danÙch funkciÉ. Pritom pred-
pokladÁme, Úe funkcie, ktor× vyjadrujÕ vzÔahy medzi dvomi skupinami premennÙch, vy-
hovujÕ podmienkam dostatoÃnej hladkosti (t.j. majÕ spojit× parciÁlne resp. obyÃajn×
derivÁcie vÓetkÙch potrebnÙch rÁdov) a vÓetky transformÁcie sa robia v takÙch oblastiach
zmeny tÙchto premennÙch, Úe existujÕ inverzn× funkcie k danÙm.

4.1. TransformÁcia vÙrazov, ktor× obsahujÕ obyÃajn× derivÁcie

V diferenciÁlnom vÙraze

A = �
�
x; y;

dy

dx
;
d2y

dx2
; : : :

�

treba prejsÔ k novÙm premennÙm t; u(t), (kde t je nezÁvislÁ premennÁ a u je funkcia t),
priÃom

x = f(t; u); y = g(t; u): (1)

DerivovanÉm rovnÉc (1) podËa t, berÕc do Õvahy, Úe y je funkcia x a x je funkcia t,
dostaneme:

dy

dx
=

@g

@t
+

@g

@u
:
du

dt

@f

@t
+

@f

@u
:
du

dt

:

Analogicky postupne sa vyjadrujÕ derivÁcie vyÓÓÉch rÁdov
d2y

dx2
; : : : . VÙsledok je

A = �
�
t; u;

du

dt
;
d2u

dt2
; : : :

�
:

4.2. TransformÁcie vÙrazov, ktor× obsahujÕ parciÁlne derivÁcie

Ak v diferenciÁlnom vÙraze

B = F

�
x; y; z;

@z

@x
;
@z

@y
;
@2z

@x2
;
@2z

@y2
;
@2z

@x@y
; : : :

�
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poloÚÉme
x = f(u; v); y = g(u; v); (2)

kde u a v sÕ nov× nezÁvisk× premenn×, potom postupne parciÁlne derivÁcie
@z

@x
;
@z

@y
; : : :

hËadÁme z nasledujÕcich rovnÉc

@z

@u
=

@z

@x
:
@f

@u
+

@z

@y
:
@g

@u
;

@z

@v
=

@z

@x
:
@f

@v
+

@z

@y
:
@g

@v
;

ktor× dostaneme derivovanÉm funkcie z = z(x; y) = z (f(u; v); g(u; v)) ako zloÚenej funkcie
novÙch premennÙch u a v atÄ.

4.3. TransformÁcia nezÁviskÙch premennÙch a funkcie vo vÙraze, ktorÙ

obsahuje parciÁlne derivÁcie

V obecnejÓom prÉpade, ak sÕ dan× rovnice

x = f(u; v;w); y = g(u; v;w); z = h(u; v;w); (3)

kde u; v sÕ nov× nezÁvisk× premenn× a w = w(u; v) je novÁ funkcia, pre parciÁlne derivÁcie
@z

@x
;
@z

@y
; : : : dostaneme nasledujÕce rovnice

@z

@x

�
@f

@u
+

@f

@w
:
@w

@u

�
+

@z

@y

�
@g

@u
+

@g

@w
:
@w

@u

�
=

@h

@u
+

@h

@w
:
@w

@u
;

@z

@x

�
@f

@v
+

@f

@w
:
@w

@v

�
+

@z

@y

�
@g

@v
+

@g

@w
:
@w

@v

�
=

@h

@v
+

@h

@w
:
@w

@v

atÄ.
Tieto rovnice zÉskame derivovanÉm tretej rovnice v (3) podËa u (resp. podËa v), priÃom

berieme do Õvahy, Úe funkcia z(x; y) je zloÚenÁ funkcia novÙch premennÙch u a v, t.j. jedna
jej vnÕtornÁ zloÚka je x = f(u; v;w), druhÁ je y = g(u; v;w), a Úe funkcie f; g a h sÕ tieÚ
zloÚen× funkcie u a v, lebo w je funkcia premennÙch u a v.

V niektorÙch prÉpadoch je uÚitoÃn× pouÚÉvaÔ totÁlny diferenciÁl.

Pomocou zavedenia novÙch premennÙch transformujte nasledujÕce obyÃajn× diferenciÁlne
rovnice:

121. x2y00 + xy0 + y = 0, ak x = et.

122. y000 = 6y

x3
, ak t = ln j x j.

123. (1� x2)y00 � xy0 + n2y = 0, ak x = cos t.
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124. y00 + y0tgh x +
m2

cosh2 x
y = 0, ak x = ln tg

t

2
.

PoznÁmka. Tu coshx =
ex + e�x

2
je hyperbolickÙ kosÉnus a tgh x =

ex � e�x

ex + e�x
je hyper-

bolickÙ tangens.

125. y00 + p(x)y0 + g(x)y = 0, ak y = ue
�

1

2

R
x

x0

p(�)d�
.

126. x4y00 + xyy0 � 2y2 = 0, ak x = et a y = ue2t, kde u = u(t).

127. y00 + (x + y)(1 + y0)3 = 0, ak x = u+ t; y = u� t, kde u = u(t).

128. Transformujte Stokesovu rovnicu y00 =
Ay

(x � a)2(x � b)2
, kladÕc u =

y

x � b
,

t = ln
����x� a

x � b

����.

129. DokÁÚte, Úe Schwartzova derivÁcia S[x(t)] =
x000(t)
x0(t)

�
3
2

�
x00(t)
x0(t)

�2
nemenÉ svoju hod-

notu pri lineÁrnej lomenej transformÁciÉ y =
ax(t) + b

cx(t) + d
; (ad � bc 6= 0):

Transformujte pomocou polÁrnych sÕradnÉc r a ', priÃom x = r cos'; y = r sin', nasle-
dujÕce rovnice (uvaÚujte, Úe r je funkcia '):

130.
dy

dx
=

x+ y

x� y
.

131. (xy0 � y)2 = 2xy(1 + y02).

132. (x2 + y2)2y00 = (x + yy0)3.

133. VÙraz
x+ yy0

xy0 � y
vyjadrite v polÁrnych sÕradniciach.

ZavedenÉm novÙch nezÁvislÙch premennÙch � a � rozrieÓte nasledujÕce rovnice:

134.
@z

@x
=

@z

@y
, ak � = x + y; � = x � y.

135. y
@z

@y
� x

@z

@y
= 0, ak � = x a � = x2 + y2.

136. a
@z

@x
+ b

@z

@y
= 1 (a 6= 0), ak � = x a � = y � bz.

137. x
@z

@x
+ y

@z

@y
= z, ak � = x a � =

y

x
.

138. Transformujte vÙraz w = x
d2y

dt2
� y

d2x

dt2
zavedenÉm novÙch funkcii r =

p
x2 + y2,

' = arctg
y

x
.
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BerÕc u a v za nov× nezÁvisl× premenn×, transformujte nasledujÕce rovnice:

139. x
@z

@x
+
p
1 + y2

@z

@y
= xy, ak u = lnx; v = ln(y +

p
1 + y2).

140. (x + y)
@z

@x
� (x � y)

@z

@y
= 0, ak u = ln

p
x2 + y2 a v = arctg

y

x
.

141. x
@z

@xl
+ y

@z

@y
=

x

2
, ak u = 2x � z2; v =

y

z
.

142. 2
@2z

@x2
+

@2z

@x@y
�

@2z

@y2
+

@z

@x
+

@z

@y
= 0, ak u = x+ 2y + 2; v = x� y � 1.

143. ax2
@2z

@x2
+ 2bxy

@2z

@x@y
+ cy2

@2z

@y2
= 0 (a; b; c sÕ konÓtanty), ak u = lnx; v = ln y.

144.
@2z

@x2
+

@2z

@y2
= 0, ak u =

x

x2 + y2
; v = �

y

x2 + y2
.

145.
@2z

@x2
+

@2z

@y2
+ a2z = 0, ak x = eu cos v; y = eu sin v.

146. x2
@2z

@x2
� (x2 + y2)

@2z

@x@y
+ y2

@2z

@y2
= 0, ak u = x + y; v =

1
x
+

1
y
.

147. xy
@2z

@x2
� (x2 + y2)

@2z

@x@y
+ xy

@2z

@y2
+ y

@z

@x
+ x

@z

@y
= 0, ak u = 1

2
(x2 + y2) a v = xy.

148. x2
@2z

@x2
� 2x sin y

@2z

@x@y
+ sin2 y

@2z

@y2
= 0, ak u = arctg

y

2
a v = x.

149. Transformujte rovnice:

a) 4u �
@2u

@x2
+

@2u

@y2
= 0;

b) 4(4u) = 0, kladÕc u = f(r), kde r =
p
x2 + y2.

150. V rovnici z
�
@2z

@x2
+

@2z

@y2

�
=
�
@z

@x

�2

+
�
@z

@y

�2

zaveÄte novÕ funkciu w, kladÕc

w = z2.

151. Transformujte vÙraz w =
�
@z

@x

�2

+
�
@z

@y

�2

; kladÕc x = uv; y =
1
2
(u2 � v2).

152. Transformujte rovnicu (y � z)
@z

@x
+ (y + z)

@z

@y
= 0, kladÕc x za funkciu a u = y � z,

v = y + z.

153. Transformujte vÙrazA =
�
@z

@x

�2

+
�
@z

@y

�2

, povaÚujÕc x za funkciu a u = xz; v = yz

za nezÁvisk× premenn×.
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154. V rovnici
@u

@x
+

@u

@y
+

@u

@z
= 0 poloÚte � = x; � = y � x; � = z � x.

Prejdite k novÙm premennÙm u; v;w, kde w = w(u; v), v nasledujÕcich rovniciach:

155. u
@z

@x
� x

@z

@y
= (y � z)z, ak u = x2 + y2; v =

1
x
+

1
y
; w = ln z � (x + y).

156. x2
@z

@x
+ y2

@z

@y
= z2, ak u = x; v =

1
y
�

1
x
; w =

1
z
�

1
x
.

157.
�
x
@z

@x

�2

+
�
y
@z

@y

�2

= z2
@z

@x
:
@z

@y
, ak x = uew; y = vew; z = wew.

158. V rovnici x
@u

@x
+ y

@u

@y
+ z

@u

@z
= u+

xy

z
poloÚte � =

x

z
; � =

y

z
; � = z; w =

u

z
, kde

w = w(�; �; �).

159. y
@2z

@y2
+ 2

@z

@y
=

2
x
, ak u =

x

y
; v = x; w = xz � y.

160.
@2z

@x2
+ 2

@2z

@x@y
+

@2z

@y2
= 0, ak u = x+ y; v = x � y; w = xy � z.

161.
@2z

@x2
+

@2z

@x@y
+

@z

@x
= z, ak u =

x + y

2
; v =

x� y

2
; w = zey.

162. (1� x2)
@2z

@x2
+ (1� y2)

@2z

@y2
= x

@z

@x
+ y

@z

@y
, ak x = sinu; y = sin v; z = ew.

163. V rovnici x2
@2u

@x2
+ y2

@2u

@y2
+ z2

@2u

@z2
=
�
x
@u

@x

�2

+
�
y
@u

@y

�2

+
�
z
@u

@z

�2

poloÚte

x = e�; y = e�; z = e� ; u = ew, kde w = w(�; �; �).

Transformujte do polÁrnych sÕradnÉc r a ', kde x = r cos'; y = r sin', nasledujÕce
vÙrazy:

164. w = x
@u

@y
� y

@u

@x
.

165. w = x
@u

@x
+ y

@u

@y
.

166. w =
@2u

@x2
+

@2u

@y2
.

167. w = x2
@2u

@x2
+ 2xy

@2u

@x@y
+ y2

@2u

@y2
.

168. w = y2
@2u

@x2
� 2xy

@2u

@x@y
+ x2

@2u

@y2
�

�
x
@u

@x
+ y

@u

@y

�
.

169. Vo vÙraze I =
@u

@x
:
@v

@y
�

@u

@y
:
@v

@x
poloÚte x = r cos'; y = r sin'.
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170. Transformujte vÙrazy:

41u =
�
@u

@x

�2

+
�
@u

@y

�2

+
�
@u

@z

�2

a 42 u =
@2u

@x2
+

@2u

@y2
+

@2u

@z2

pomocou sf×rickÙch sÕradnÉc, pokladajÕc x = r sin � cos'; y = r sin � sin'; z = r cos �.

171. RieÓte rovnicu
@2u

dt2
= a2

@2u

@x2
zavedenÉm novÙch nezÁvislÙch premennÙch � = x� at,

� = x+ at.
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5. Taylorov vzorec. Niektor× geometrick× aplikÁcie

diferenciÁlneho poÃtu

5.1. Taylorov vzorec

Veta 5.1.1. Nech je funkcia f de�novanÁ v okolÉ U bodu x0 = (x01; x
0
2; : : : ; x

0
n
) 2 Rn a

patrÉ do triedy C(k)(U ;R). Potom pre kaÚdÙ bod x = (x1; : : : ; xn) platÉ Taylorov vzorec:

f(x) = f(x0) +

k�1X
i=1

1

i!

�
(x1 � x01)

@

@x1
+ : : :+ (xn � x0

n
)
@

@xn

�i
f(x0) +Rk(x); (1)

kde zvyÓkovÙ Ãlen Rk(x) Taylorovho vzorca v Lagrangeovom tvare je

Rk(x) =
1

k!

�
(x1 � x01)

@

@x1
+ : : :+ (xn � x0

n
)
@

@xn

�k
:

:f
�
x01 + �(x1 � x01); xn + �(xn � x0

n
)
�
;

0 < � < 1.

5.2. Taylorov rad

Ak je funkcia f(x) nekoneÃne diferencovateËnÁ v bode x0 2 Rn, tak mocninnÙ rad

f(x0) +

1X
k=1

1

k!

�
(x1 � x01)

@

@x1
+ : : :+ (xn � x0

n
)
@

@xn

�k
f(x0)

sa nazÙva Taylorov rad funkcie f(x) v bode x0.

Veta 5.2.1. Nech funkcia f(x) je de�novanÁ v oblasti G � Rn a nech je nekoneÃne

diferencovateËnÁ v bode x0 2 G. Potom v nejakom okolÉ bodu x0 = (x01; : : : ; x
0
n
) funkciu f

moÚno rozvinÕÔ do Taylorovho radu

f(x) = f(x0) +

1X
k=1

1

k!

�
(x1 � x01)

@

@x1
+ : : :+ (xn � x0

n
)
@

@xn

�k
f(x0) (2)

prÁve vtedy, keÄ zvyÓok Rk(x) v Taylorovom vzorci (1) konverguje k 0 pre k !1.

ópeciÁlne prÉpady vzorcov (1), (2) pre x01 = 0; : : : ; x0
n
= 0 majÕ nÁzov Maclaurinov

vzorec a Maclaurinov rad.
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5.3. Klasi�kÁcia singulÁrnych bodov rovinnÙch kriviek

SingulÁrne body (x; y) krivky F (x; y) = 0 sÕ tie, v ktorÙch platÉ

F (x; y) = 0; F 0
x
(x; y) = 0; F 0

y
(x; y) = 0: (3)

Nech bod (x0; y0) vyhovuje podmienkam (3) a nech funkcia F (x; y) je dvakrÁt diferenco-

vateËnÁ. Zavedieme oznaÃenie: A = F 00
xx
(x0; y0); B = F 00

xy
(x0; y0); C = F 00

yy
(x0; y0). Pre

klasi�kÁciu singulÁrnych bodov uvaÚujeme rovnicu

F 00
xx

+ 2F 00
xy
f 0(x0) + F 00

yy
f 0

2
(x0) = 0; (4)

ktorÕ dostaneme dvojnÁsobnÙm derivovanÉm rovnice F (x; f(x)) = 0 a vyuÚitÉm (3), kde

f(x) je spojitÁ funkcia.

1. Ak AC � B2 > 0, bod (x0; y0) je izolovanÙ singulÁrny bod. V tomto prÉpade mÁ

rovnica (4) komplexn× korene.

2. Ak AC�B2 < 0, existujÕ dve krivky, ktor× sa pretÉnajÕ v bode (x0; y0). Je to uzlovÙ

singulÁrny bod.

3. Ak AC � B2 = 0, obidve krivky majÕ v bode (x0; y0) spoloÃnÕ dotyÃnicu. MÐÚu

nastaÔ tieto prÉpady:

a) bod vratu 1. druhu, keÄ obidve vetvy krivky sa nachÁdzajÕ na tej istej strane spoloÃ-

nej normÁly a na rÐznych stranÁch spoloÃnej dotyÃnice;

b) bod vratu 2. druhu, keÄ obidve vetvy krivky sa nachÁdzajÕ na tej istej strane spoloÃ-

nej normÁly a na tej istej strane spoloÃnej dotyÃnice;

c) bod samodotyku, keÄ obidve vetvy krivky sa nachÁdzajÕ na rÐznych stranÁch spoloÃ-

nej dotyÃnice a na rÐznych stranÁch spoloÃnej normÁly;

d) izolovanÙ singulÁrny bod.

V prÉpade A = B = C = 0 mÐÚu byÔ singulÁrne body zloÚitejÓieho typu.

5.4. DotykovÁ rovina a normÁla

Nech je plocha urÃenÁ rovnicou F (x; y; z) = 0; (x; y; z) 2 D � R3, kde F je spojitÁ

funkcia spolu so svojimi parciÁlnymi derivÁciami F 0
x
; F 0

y
; F 0

z
v bodeM0 = (x0; y0; z0) 2 D,

priÃom

[F 0
x
(x0; y0; z0)]

2
+
�
F 0
y
(x0; y0; z0)

�2
+ [F 0

z
(x0; y0; z0)]

2
> 0:

Potom v bode (x0; y0; z0) rovnica dotykovej roviny je

(x � x0)F
0

x
(M0) + (y � y0)F

0

y
(M0) + (z � z0)F

0

z
(M0) = 0

a x = x0 +F 0
x
(M0)t; y = y0 +F 0

y
(M0)t; z = z0 +F 0

z
(M0)t; t 2 R sÕ parametrick× rovnice

normÁly v bode M0 alebo

x� x0

F 0
x
(M0)

=
y � y0

F 0
y
(M0)

=
z � z0

F 0
z
(M0)
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je jej rovnica v kanonickom tvare.

ópeciÁlne, ak plocha je grafom funkcie z = f(x; y), kde f je diferencovateËnÁ funkcia

v bode (x0; y0) a z0 = f(x0; y0), tak

(x � x0)f
0

x
(x0; y0) + (y � y0)f

0

y
(x0; y0) = z � z0

je rovnica dotykovej roviny k tejto ploche v bode (x0; y0; z0) a x = x0 + f 0
x
(x0; y0)t;

y = y0 + f 0
y
(x0; y0)t; z = z0 � t; t 2 R, je rovnica normÁly danÁ v parametrickom tvare

alebo
x � x0

f 0
x
(x0; y0)

=
y � y0

f 0
y
(x0; y0)

=
z � z0

�1

je jej rovnica v kanonickom tvare.

Ak plocha je danÁ rovnicami x = x(u; v); y = y(u; v); z = z(u; v), kde funkcie x; y; z

sÕ spojit× diferencovateËn× v niektorej oblasti D � R2, v bode (u0; v0) 2 D funkcie x; y; z

nadobÕdajÕ zodpovedajÕce hodnoty x0; y0; z0, potom

(x � x0)A+ (y � y0)B + (z � z0)C = 0

je rovnica dotykovej roviny a x = x0 + At; y = y0 + Bt; z = z0 + Ct; t 2 R, je rovnica

normÁly danÁ v parametrickom tvare alebo

x� x0

A
=
y � y0

B
=
z � z0

C

je jej rovnica v kanonickom tvare, kde

A =

�������
@y

@u

@z

@u
@y

@v

@z

@v

�������
; B =

�������
@z

@u

@x

@u
@z

@v

@x

@v

�������
; C =

�������
@x

@u

@y

@u
@x

@v

@y

@v

�������
;

priÃom sa parciÁlne derivÁcie poÃÉtajÕ v bode dotyku.

172. NapÉÓte Taylorov vzorec pre funkciu f(x; y) = 2x2 � xy � y2 � 6x � 3y + 5 v okolÉ

bodu M = (1;�2).

173. NapÉÓte Taylorov vzorec pre funkciu f(x; y; z) = x3 + y3 + z3 � 3xyz v okolÉ bodu

M = (1; 1; 1).

174. NÁjdite prÉrastok funkcie f(x; y) = x2y + xy2 � 2xy v bode (x1; y1) = (1;�1)

vzhËadom na bod (x2; y2) = (1 + h;�1 + k).

175. VypÉÓte Ãleny aÚ do 2. rÁdu vÃÉtane v Taylorovom vzorci pre funkciu f(x; y) = xy

v okolÉ bodu M(1; 1).

176. NapÉÓte Maclaurinov vzorec aÚ do Ãlenov 4. rÁdu vÃÉtane pre funkciu

f(x; y) =
p
1� x2 � y2.
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177. OdvoÄte pribliÚn× vzorce pre vÙrazy: a)
cosx

cos y
; b) arctg

1 + x+ y

1� x+ y
pouÚitÉm prvÙch

dvoch Ãlenov Maclaurinovho vzorca.

RozviÎte do Maclaurinovho radu nasledujÕce funkcie:

178. f(x; y) = (1 + x)m(1 + y)n. 179. f(x; y) = ln(1 + x + y).

180. f(x; y) = ex sin y. 181. f(x; y) = ex cos y.

182. f(x; y) = sin(x2 + y2).

183. Funkciu ex+y rozviÎte do mocninov×ho radu, ktor×ho Ãleny sÕ kladn× cel× mocniny

binÏmov x � 1 a y � 1.

PreÓtudujte typy singulÁrnych bodov nasledujÕcich kriviek:

184. y2 = ax2 � x3.

185. a) x3 + y3 � 3xy = 0; b) x2 + y2 = x4 + y4; c) (x2 + y2)2 = a3(x2 � y2); a 6= 0.

186. VyÓetrite singulÁrne body kriviek: a) y2 � 1 + e�x
2

= 0; b) (y � x3)2 � x5 = 0.

NapÉÓte rovnice dotykovÙch rovÉn a normÁl k nasledujÕcim plochÁm v danom bode

M0 = (x0; y0; z0):

187. z = xy; M0 = (5; 1; 5).

188. x2y3 � xy3 = z + 3
8
; M0 = (2; 1

2
;�3

8
).

189. xy + xz + yz = x3 + y3 + z3; M0 = (1; 1; 1).

190. x3 + y3 + z3 = �xyz; M0 = (1;�1;�1).

191. x = u+ v; y = u2 + v2; z = u3 + v3; M0 = (x(u0; v0); y(u0; v0); z(u0; v0)) ;

u0 = 1; v0 = 2.

192. x = u cos v; y = u sinv; z = v; M0 = (x(u0; v0); y(u0; v0); z(u0; v0)) ; u0 = 1; v0 =
�

4
.

193. x = eu + u sinv; y = eu � u cosv; z = uv; M0 = (x(u0; v0); y(u0; v0); z(u0; v0)) ;

u0 = 1; v0 = �.

194. K ploche x2 + y2 + 2z2 = 1 nÁjdite dotykovÕ rovinu, ktorÁ je rovnobeÚnÁ s rovinou

x� y + 2z = 0.

195. NÁjdite geometrick× miesto bodov na valci (x + z)2 + (y � z)2 = 18, v ktorÙch je

normÁla rovnobeÚnÁ so sÕradnicovou rovinou xOy.
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6. Extr×my funkcie n premennÙch

6.1. LokÁlne extr×my

De�nÉcia 6.1.1. Nech funkcia y = f(x1; x2; : : : ; xn) je de�novanÁ v nejakom okolÉ bodu

a(0) = (a
(0)

1 ; a
(0)

2 ; : : : ; a
(0)
n ). Budeme hovoriÔ, Úe funkcia f mÁ v bode a(0) lokÁlne maximum

(minimum), ak existuje tak× okolie O(a(0)) bodu a(0), v ktorom pre kaÚd× x platÉ f(x) �

f(a(0)) (f(x) � f(a(0))). Ak funkcia f mÁ v bode a(0) lokÁlne maximum, alebo lokÁlne

minimum, hovorÉme, Úe mÁ v bode a(0) lokÁlny extr×m. Ak v de�nÉcii 6.1.1. platia ostr×

nerovnosti t.j. pre kaÚd× x 6= a(0) je f(x) < f(a(0)) resp. f(x) > f(a(0)), hovorÉme o

ostrÙch lokÁlnych extr×moch.

Veta 6.1.1. (NutnÁ podmienka existencie lokÁlneho extr×mu). Ak funkcia

f(x1; x2; : : : ; xn) mÁ v bode a(0) = (a
(0)

1 ; a
(0)

2 ; : : : ; a
(0)
n ) lokÁlny extr×m a je v tomto bode

diferencovateËnÁ, potom df(a(0)) = @f
@x1

(a(0))dx1 +
@f
@x2

(a(0))dx2 + : : : + @f
@xn

(a(0))dxn = 0.

De�nÉcia 6.1.2. Body, v ktorÙch sa prvÙ diferenciÁl rovnÁ nule nazÙvame stacionÁrnymi

bodmi tejto funkcie.

PoznÁmka 6.1.1. StacionÁrne body funkcie f(x1; x2; : : : ; xn) nÁjdeme tak, Úe rieÓime

syst×m rovnÉc s n neznÁmymi x1; x2; : : : ; xn :

@f

@xi
(x1; x2; : : : ; xn) = 0; i = 1; 2; : : : ; n:

PoznÁmky o kvadratickÙch formÁch

Funkcia tvaru Q(x) =

nX
i;j=1

aijxixj , kde aij sÕ ÃÉsla, priÃom aij = aji sa nazÙva

kvadratickÁ forma premennÙch x1; x2; : : : ; xn. ãÉsla aij sÕ koe�cienty kvadratickej formy.

SymetrickÁ matica zostavenÁ z tÙchto koe�cientov

A =

0
@ a11 a12 : : : a1n

...
...

. . .
...

an1 an2 : : : ann

1
A

sa nazÙva matica kvadratickej formy.

Determinanty �i =

������
a11 a12 : : : a1n
...

...
. . .

...

an1 an2 : : : ann

������ ; i = 1; 1; : : : ; n
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sÕ hlavn× minory matice A.

KvadratickÁ forma Q(x) sa nazÙva kladne de�nitnÁ (zÁporne de�nitnÁ), ak pre Ëubo-

voËn× x 6= 0 je Q(x) > 0 (Q(x) < 0). Je zrejm×, Úe Q(0; 0; : : : ; 0) = 0.

KvadratickÁ forma Q(x) sa nazÙva semide�nitnÁ, ak Q(x) � 0 (Q(x) � 0).

KvadratickÁ forma je inde�nitnÁ, ak existujÕ x(1) = (x
(1)

1 ; x
(1)

2 ; : : : ; x
(1)
n );

x(2) = (x
(2)

1 ; x
(2)

2 ; : : : ; x
(2)
n ) tak×, Úe Q(x(1)) > 0; Q(x(2)) < 0.

Sylvestrova veta.

1. KvadratickÁ forma Q(x) je kladne de�nitnÁ prÁve vtedy, ak �i > 0 pre i = 1; 2; : : : ; n.

2. KvadratickÁ forma Q(x) je zÁporne de�nitnÁ prÁve vtedy, ak �1 < 0; �2 > 0;

�3 < 0; : : : ; (�1)n�n > 0.

DruhÙ diferenciÁl funkcie f(x1; x2; : : : ; xn) v bode a(0) moÚno zapÉsaÔ v tvare

d2f(a(0)) =

nX
i;j=1

@2f

@xi@xj
(a(0))dxidxj :

Tento vÙraz je kvadratickÁ forma premennÙch dx1; dx2; : : : ; dxn a parciÁlne derivÁcie
@2f

@xi@xj
(a(0)) sÕ koe�cienty tejto kvadratickej formy.

Veta 6.1.2. (PostaÃujÕca podmienka existencie lokÁlneho extr×mu.) Nech bod

a(0) = (a
(0)

1 ; a
(0)

2 ; : : : ; a
(0)
n ) 2 M je stacionÁrny bod funkcie f(x1; x2; : : : ; xn) a funkcie f je

v bode a(0) dvakrÁt diferencovateËnÁ. Potom platÉ:

Ak d2f(x; a(0)) je kladne de�nitnÁ (zÁporne de�nitnÁ) kvadratickÁ forma pre kaÚd×

x 2M , potom mÁ funkcia f v bode a(0) ostr× lokÁlne minimum (ostr× lokÁlne maximum).

Ak d2f(x; a(0)) je inde�nitnÁ kvadratickÁ forma, potom funkcia f nemÁ v bode a(0)

extr×m.

Nech bod (x0; y0) je stacionÁrny bod funkcie z = f(x; y) nech f je diferencovateËnÁ v

nejakom okolÉ bodu (x0; y0) a dvakrÁt diferencovateËnÁ v bode (x0; y0). OznaÃme

a11 =
@2f
l@x2

(x0; y0); a12 =
@2f
@x@y

(x0; y0); a22 =
@2f
@y2

(x0; y0).

Z vety 6.1.2. a zo Sylvestrovej vety pre kvadratick× formy vyplÙva nasledujÕce tvrde-

nie.

Veta 6.1.3.

1. Ak D = a11a22 � a212 > 0, potom v bode (x0; y0) mÁ funkcia z = f(x; y) lokÁlny

extr×m a to: a) lokÁlne minimum, ak a11 > 0; b) lokÁlne maximum, ak a11 < 0.

2. Ak D < 0, potom v bode (x0; y0) nemÁ funkcia z = f(x; y) lokÁlny extr×m.

196. NapÉÓte maticu kvadratickej formy

Q(x1; x2; x3) = 2x21 � 4x1x2 + 6x1x3 � x22 � 2x1x3 + 3x22
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a vypoÃÉtajte jej hlavn× minory.

197. Zistite, Ãi kvadratickÁ forma

Q(x1; x2; x3) = x21 � 2x1x2 + 2x2x + 4x2x3 � 8x23

je kladne de�nitnÁ, alebo zÁporne de�nitnÁ.

V nasledujÕcich prÉkladoch nÁjdite lokÁlne extr×my danÙch funkciÉ:

198. z = x2 � 2xy + 4y3. 199. z = x3 + y3 � 3xy.

200. z = x4 + y4 � x2 � 2xy � y2. 201. z = 2x4 + y4 � x2 � 2y2.

202. z = x2y3(6� x � y). 203. z = xy +
50

x
+

20

y
; x > 0; y > 0.

204. z = xy

r
1�

x2

a2
�
y2

b2
; a > 0; b > 0: 205. z = 1�

p
x2 + y2.

206. z = x+ y + 4 sinx sin y. 207. z = (x2 + y2)e�(x
2+y2).

208. z = xy ln(x2 + y2). 209. x2y + 2xy + y2 + 2x+ 2y + 1.

210. z = xy2(4� x� y).

211. u = 6x2 + 2xy + y2 + 2z2 � 2yz + 2xz + 2x� 2y + 4z + 4.

212. u = x2 + y2 + z3 + xy � x + y � 3z + 4.

213. u = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y � 6z. 214. u = 2x2 � xy + 2xz � y + y3 + z2.

215. u = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z. 216. u = x+
y2

4x
+
z2

y
+

2

z
.

217. u = (x + y + 2z)e�(x
2
+y2+z2). 218. u = 2

x2

y
+
y2

z
� 4x+ 2z2.

219. u = xyz(1 � x � y � z).

NÁjdite lokÁlne extr×my funkcie y = f(x) danej implicitne:

220. y2 � ay � sinx = 0; 0 � x � 2�. 221. x2 + xy + y2 = 27.

222.(y � x)3 + x + 6 = 0.

NÁjdite lokÁlne extr×my funkcie z = f(x; y) danej implicitne:

223. 2x2 + 2y2 + z2 + 8yz � z + 8 = 0. 224. x4 + y4 + z4 = 2(x2 + y2 + z2).

225. z2 + xyz � xy2 � x3 = 0.
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6.2. Viazan× lokÁlne extr×my

Nech f je funkcia de�novanÁ na mnoÚine M rovnicou

z = f(x1; x2; : : : ; xn): (1)

OznaÃme N mnoÚinu vÓetkÙch bodov x = (x1; x2; : : : ; xn), ktorÙch sÕradnice spËÎajÕ

rovnice

gi(x1; x2; : : : ; xn) = 0; i = 1; 2; : : : ;m; (2)

kde g1; g2; : : : ; gm sÕ funkcie n premennÙch.

De�nÉcia 6.2.1. LokÁlne extr×my funkcie f na mnoÚine N sa nazÙvajÕ viazan× lokÁlne

extr×my funkcie f . Rovnice (2), ktor× urÃujÕ mnoÚinu N nazÙvame vÑzbami.

Predpokladajme, Úe funkcia f a funkcie g1; g2; : : : ; gm majÕ spojit× parciÁlne derivÁcie

druh×ho rÁdu v uvaÚovanÙch bodoch. MÐÚe sa staÔ, Úe z rovnÉc (2), ktor× urÃujÕ mnoÚinuN

sa dajÕ niektor× premenn× vyjadriÔ v zÁvislosti od ostatnÙch. Nech naprÉklad k premennÙch

(nezÁleÚÉ na poradÉ) sa dÁ vyjadriÔ z rovnÉc (2) pomocou ostatnÙch

x1 = '1(xk+1; xk+2; : : : ; xn)

x2 = '2(xk+1; xk+2; : : : ; xn)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

xk = 'k(xk+1; xk+2; : : : ; xn):

(3)

Ak do vzÔahu (1) dosadÉme za x1; x2; : : : ; xk vzÔahy (3) dostaneme rovnicu

z = f
�
'1 (xk+1; xk+2; : : : ; xn) ; '2 (xk+1; xk+2; : : : ; xn) ; : : :

: : : ; 'k (xk+1; xk+2; : : : ; xn) ; xk+1; xk+2; : : : ; xn
�

= F (xk+1; xk+2; : : : ; xn) ;

ktorÁ je vyjadrenÉm parciÁlnej funkcie z funkcie f na mnoÚinuN . TÁto funkcia F je funkcia

n � k premennÙch. Jej lokÁlne extr×my sÕ zÁroveÎ viazan× lokÁlne extr×my funkcie f pri

vÑzbÁch (2). LokÁlne extr×my nÁjdeme metÏdou uvedenou v odseku 6.1.

Ak z rovnÉc (2) sa nedajÕ jednoznaÃne vyjadriÔ niektor× premenn× pomocou ostatnÙch,

pouÚijeme Lagrangeovu metÏdu na hËadanie viazanÙch lokÁlnych extr×mov funkcie (1) pri

vÑzbÁch (2). Lagrangeova metÏda spoÃÉva v tom, Úe nÁjdeme lokÁlne extr×my funkcie

�(x1; x2; : : : ; xn) =f(x1; x2; : : : ; xn) + �1g1(x1; x2; : : : ; xn)+

�2g2(x1; x2; : : : ; xn) + : : :+ �mgm(x1; x2; : : : ; xn);
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kde �1; �2; : : : ; �m sÕ ÃÉsla urÃen× tak, aby rieÓenÉm syst×mu rovnÉc

�0

x1
(x1; x2; : : : ; xn) = 0

�0

x2
(x1; x2; : : : ; xn) = 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

�0

xn
(x1; x2; : : : ; xn) = 0

(4)

bola takÁ n - tica ÃÉsel (x1; x2; : : : ; xn), ktorÁ je aj rieÓenÉm syst×mu (2). Bod a(0) =

(a
(0)

1 ; a
(0)

2 ; : : : ; a
(0)
n ) je potom stacionÁrnym bodom funkcie � (pri vhodnÙch ÃÉslach �i).

Na urÃenie ÃÉsel �1; �2; : : : ; �m a sÕradnÉc x1; x2; : : : ; xn stacionÁrneho bodu mÁme teda

syst×m n+m rovnÉc, ktorÙ sa skladÁ z rovnÉc syst×mu (4) a syst×mu (2).

Veta 6.2.1. Ak Lagrangeova funkcia � mÁ lokÁlny extr×m (maximum, minimum) v bode

a(0) a a(0) 2 N , potom funkcia f mÁ v a(0) viazanÙ lokÁlny extr×m (maximum,minimum)

pri vÑzbÁch (2).

NÁjdite viazan× lokÁlne extr×my funkciÉ:

226. z(x; y) = x2 + y2;
x

a
+
y

b
= 1.

227. z(x; y) = x + y;
1

x2
+

1

y2
=

1

a2
.

228. z(x; y) = xy; x2 + y2 = 1.

229. z(x; y) = x + y; tg x � 3tg y = 0; jxj <
�

2
; jyj <

�

2
.

230. u(x; y; z) = x� 2y + z; x2 + y2 � z2 = 1.

231. u(x; y; z) = x3 + y2 � z3 + 5; x + y � z = 0.

232. u(x; y; z) = x� 2y + 2z; x2 + y2 + z2 = 1.

233. u(x; y; z) = xy2z3; x + 2y + 3z = 6; (x > 0; y > 0; z > 0).

234. u(x; y; z) =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
; x2 + y2 + z2 = 1; (a > b > c > 0).

235. u(x; y; z) = xyz; x2 + y2 + z2 = 3.

236. u(x; y; z) = x+ y + z2; z � x = 1; y � xz = 1.

237. u(x; y; z) = xyz; x+ y + z = 5; xy + yz + zx = 8.

238. Ako treba zvoliÔ polomer podstavy r a vÙÓku h kruhov×ho valca, ktor×ho objem je

V = 54�, aby mal najmenÓÉ povrch?

239. NÁjdite rozmery pravouhl×ho rovnobeÚnostena najvÑÃÓieho objemu, ktorÙ je vpÉsanÙ

do elipsoidu
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1:
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240. NÁjdite najmenÓiu vzdialenosÔ bodu (x0; y0; z0) od roviny � : ax + by + cz + d = 0.

241. NÁjdite extr×m kvadratickej formy u =

nX
i;j=1

aijxixj (kde aij = aji sÕ reÁlne ÃÉsla)

pri vÑzbe

nX
i=1

x2i = 1.

242. DokÁÚte nerovnosÔ:

xn + yn

2
�

�
x + y

2

�n

; ak n � 1; x � 0; y � 0:

243. NÁjdite viazan× extr×my funkcie z = xm1 + xm2 + : : : + xmn , ak rovnica vÑzby je

x1 + x2 + : : : + xn = n:a; a > 0; m > 1.

244. DokÁÚte H�olderovu nerovnosÔ

nX
i=1

aixi �

 
nX

i=1

a
p
i

!1=p nX
i=1

x
q
i

!1=q

; ai � 0; xi � 0; i = 1; 2; : : : ; n; p > 1;
1

p
+

1

q
= 1:

6.3. GlobÁlne extr×my

Z vlastnosti spojitej funkcie f(x1; x2; : : : ; xn) na uzavretej ohraniÃenej oblastiM � Rn

vyplÙva, Úe funkcia mÁ maximuma minimumna tejto oblasti. Pri hËadanÉ extr×mov funkcie

f na tejto oblasti postupujeme takto:

1. nÁjdeme lokÁlne extr×my funkcie f vo vnÕtri oblasti M

2. nÁjdeme viazan× lokÁlne extr×my na hranici oblasti M

3. najvÑÃÓia hodnota extr×mov vypoÃÉtanÙch v bodoch 1. a 2. je maximum f na M ,

najmenÓia hodnota extr×mov vypoÃÉtanÙch v bodoch 1. a 2. je minimum f na M .

Extr×my funkcie na uzavretej ohraniÃenej oblasti nazÙvame globÁlne (absolÕtne) extr×-

my funkcie f na oblasti M .

NÁjdite globÁlne extr×my funkcii na uzavretej ohraniÃenej oblasti M :

245. z(x; y) = x2 + y2 � 12x + 16y; M = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 25g.

246. z(x; y) = x2 + 2y2 + 4xy � 6x� 1; M = f(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; y � �x+ 3g.

247. z(x; y) = x2 � xy + y2; M = f(x; y) 2 R2 : jxj + jyj � 1g.

248. z(x; y) = x2 � y2; M = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 4g.

249. z(x; y) = e�x2�y2(3x2 + 2y2); M = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 4g.

250. z(x; y) =
xy

2
�
x2y

6
�
xy2

8
; M = f(x; y) 2 R2 :

x

3
+
y

4
� 1; x � 0; y � 0g.

251. u(x; y; z) = x2 + 2y2 + 3z2; M = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � 100g.

252. u(x; y; z) = x+ y + z; M = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 � z � 1g.

253. u(x; y; z) = xy + yz + zx; Mf(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � a2g.
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VÙsledky, nÁvody a poznÁmky

1 a)
p
2;
p
5; b) Nie je de�novanÁ, �

2
.

2 a) M = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 6= r2g;
b) M = f(x; y) 2 R2 : x

2

a2
+ y2

b2
� 1g;

c) M = f(x; y) 2 R2 : y2 > 4x� 8g;
d) M = f(x; y) 2 R2 : (x � 0 ^ 2k� � y � (2k + 1)�; k 2 Z) _ (x � 0 ^ (2k + 1)� � y �
(2k + 2)�; k 2 Z)g;
e) M = f(x; y) 2 R2 : (j x j� 1^ j y j� 1) _ (j x j� 1^ j y j� 1)g;
f) M = f(x; y) 2 R2 : x > 0 ^ 2k� � y � (2k + 1)�; k 2 Zg;
g) M = f(x; y) 2 R2 : (x > 0 ^ 1� x � y � 1 + x) _ (x < 0 ^ y < 0 ^ y � z)g;
h) M = f(x; y) 2 R2 : (x > 0 ^ y > 0 ^ y � x) _ (x < 0 ^ y < 0 ^ y � x)g;
i) M = f(x; y) 2 R2 : (1 < x2 + y2 < 9) ^ [(x > 0^�x � y � x) _ (x < 0^ x � y � �x)]g;
j) M = f(x; y; z) 2 R3 :j y j + j z j6= 0g;
k) M = f(x; y; z) 2 R3 : (x > 0 ^ y > 0 ^ z > 0) _ (x > 0 ^ y < 0 ^ z < 0) _ (x < 0 ^ y <
0 ^ z > 0) _ (x < 0 ^ y > 0 ^ z < 0)g;
l) M = f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � 4g.

3 a) Paraboly o rovniciach y = k; z = x2 � k2; x = k; z = k2 � y2, kde k 2 R.
b) Paraboly x = k; z = k:y2; priamky y = k; z = k:x, kde k 2 R.

4 a) Pre 0 � k < 1 je vrstevnicou kruÚnica o rovnici x2 + y2 = 1 � k2; z = k; pre
k = 1 je vrstevnicou bod [0; 0; 1]; pre k > 1 graf funkcie a rovina z = k nemajÕ spoloÃn×
body.

b) Pre k > 0 je vrstevnica elipsa o rovnici 3x2 + 2y2 = k; z = k; pre k = 0 je vrstevnicou
bod [0; 0; 0]; pre k < 0 graf funkcie a rovina z = k nemajÕ spoloÃn× body

c) Pre k 6= 0 je vstevnicou hyperbola o rovnici xy = k; z = k; pre k = 0 je vrstevnicou os

x a os y.

5 a)Rovina, b) rovina, c) eliptickÙ paraboloid, d) hyperbolickÙ paraboloid, e) ro-

taÃnÙ paraboloid, f) ÃasÔ guËovej plochy x2 + y2 + z2 = 1; z � 0, g) ÃasÔ kuÚelovej plochy
z = x2 + y2; z � 0, h) parabolickÁ valcovÁ plocha.

6 8" > 0 9� > 0; 8x 2M : 0 <jj x � a jjRn< �; jj f(x) � b jjRm< ".

7 lim
x!a

f(x) =1() 8K > 0 9� > 0; 8x 2 O�(a) \M; x 6= a : kf(x)kRm > K.

8 5.

9 1
4
.

10 2.

11 a.
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12 1, pouÚite vzorec lim
n!0

sinn

n
= 1.

13 4.

14 0, najprv urobte odhad uvedenej funkcie zhora i zdola pomocou vhodnÙch funkciÉ,

ktorÙch limity viete vypoÃÉtaÔ (0 < x+y
x2+y2

� 1
x
+ 1

y
; 8(x; y) 6= (0; 0)).

15 0, urobte odhad 0 < (x2 + y2)e�(x+y) < x2

ex
+ y2

ey
pre x > 0; y > 0.

16 0, urobte odhad 0 <
�

xy
x2+y2

�x2
� (1

2
)x

2

.

17 1; x2y2 � 1
4
(x2+y2)2; 1 �

�
x2 + y2

�x2y2 � �x2 + y2
�1
4
(x2+y2)2

pre 0 < x2 + y2 �
1; lim

x!0
y!0

�
x2 + y2

� 1
4
(x2+y2)2

= lim
t!0+

tt
2

= 1, kde t = x2 + y2.

18 0, najprv upravte funkciu takto: x3+y3

x2+y2
= x

�
1� y2

x2+y2

�
+y

�
1� x2

x2+y2

�
a potom

pouÚite vetu o limite sÕÃinu dvoch funkciÉ, z ktorÙch jedna konverguje k nule a druhÁ
funkcia je ohraniÃenÁ.

19 a) e2, upravte funkciu na tvar
h
(1 + xy)

1

xy

i 2y
x+y

a poloÚte t = xy; t ! 0 pre

x! 0; y ! 2. b) 0, vyuÚite nerovnosÔ x4 + y4 � (x2+y2)2

2
a poloÚte t = x2 + y2.

20 a) Neexistuje, vyuÚite vetu 1.4.1. a zvoËte postupnosÔ f(x; l:xk)g1k=1, kde xk !
0; xk 6= 0; l 2 R.
b) 0, vyuÚite nerovnosÔ j sinxy j�j xy j� 1

2
(x2 + y2).

22 PouÚite de�nÉciu 1.4.1. a poloÚte � = "
2
, potom urobte odhad funkcie

j (x+ y) sin 1
x
sin 1

y
j zhora, 8" > 0 9� = "

2
ak x : %(x; 0) <

p
x2 + y2, tak j x j< �; j y j< �

a j f(x; y) � 0 j=j (x + y) sin 1
x
sin 1

y
j�j x j + j y j< 2� = ".

23 a) 1;�1. b) 1; 1. c) �1
2
; 1
2
. d) 0; 1.

24 ZvoËte si dve postupnosti f( 1
k
; 1
k
)g1k=1 a f( 1

k
;� 1

k
)g1k=1 a vyuÚite vetu 1.4.1.

25 Obidve dvojnÁsobn× limity sa rovnajÕ 0, k dÐkazu toho, Úe limita neexistuje
vyuÚite vetu 1.4.1. a zvoËte postupnosÔ f(xk ; xk)g1k=1; xk !1.

26 NeexistujÕ, upravte funkciu na tvar f(x; y) = x sin 1
x
sin 1

y
+ y sin 1

x
sin 1

y
a uvÁÚte

existenciu limity obidvoch sÃÉtancov pri pevnom y 6= 0; y 6= 1
k�
; k 2 Z a x! 0. Analogicky

uvaÚujte existenciu limity obidvoch sÃÉtancov pre y ! 0 pri pevnom x 6= 0; x 6= 1
k�
; k 2 Z.

27 f(x; y) 2 R2 : y = xg.
28 (0; 0).

29 f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 4g.
30 f(x; y) 2 R2 : y = 0g.
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31 f(x; y) 2 R2 : xy = 0g.
32 f(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 � z2 = 0g.
33 (1; 2;�1).
34 UvaÚujte prÉrastok funkcie v bode (0; 0) prislÕchajÕci prÉrastku 4x premennej

x, t.j. 4xf = f(4x; 0) � f(0; 0) = 0; lim
4x!0

4xf = 0, t.j. f(x; y) je spojitÁ v bode

(0; 0) vzhËadom k premennej x. Analogicky moÚno dokÁzaÔ spojitosÔ f(x; y) v bode (0; 0)

vzhËadom k obidvom premennÙm (pozri vÙsledok prÉkladu 20. a)).

35 Funkciu upravte takto:

f(x; y) =

�
sin x
x
: sin y
y
; xy 6= 0

1; xy = 0
, pretoÚe lim

x!0
y!0

f(x; y) = 1 = f(0; 0) je f spojitÁ v bode

(0; 0) a spojitÁ podËa jednotlivÙch premennÙch zvlÁÓÔ. UvaÚujte funkciu f(x; 0). PodËa
de�nÉcie f(x; 0) = 1 pre vÓetky x. TÁto funkcia je spojitÁ v bode x = 1 a f(x; y) je

spojitÁ v bode (1; 0) vzhËadom na premennÕ x. UvaÚujte Äalej funkciu f(1; y). PretoÚe
lim
y!0

6= f(1; 0), tak f(1; y) nie je spojitÁ v bode y = 0. Funkcia f(x; y) nie je spojitÁ v bode

(1; 0) vzhËadom na premennÕ y. Funkcia f(x; y) nie je spojitÁ v (1; 0).

36 f(x; y; z) =

�
3x + 4y � 2z + 5; x 6= 0; y 6= 1; z 6= 2
5; x = 0; y = 1; z = 2

.

37 UvaÚujte ËubovoËnÙ bod (x0; y0), pre ËubovoËn× " > 0 zvolÉte �1 > 0 tak, aby pre

j y � y0 j� �1 platilo j f(x0; y0) � f(x0; y) j< "
2
. Zo spojitosti funkcie f(x; y) vzhËadom

k x vyplÙva, Úe dÁ sa zvoliÔ �2 > 0 tak, aby pre j x � x0 j� �2 platilo j f(x; y0 � �1) �
f(x0; yo � �1) j< "

2
. Predpokladajte, Úe f(x; y) monotÏnne rastie vzhËadom k y. Potom

pre j x � x0 j� �2; j y � y0 j� �1 dostanete f(x; y0 � �1) � f(x; y) � f(x; y0 + �1), priÃom
j f(x; y0��1)�f(x0; y0) j�j f(x; y0��1)�f(x0; y0��1) j + j f(x0; y0��1)�f(x0; y0) j< ",

odkiaË dostanete, Úe j f(x; y) � f(x0; y0) j< ", teda f(x; y) je spojitÁ v bode (x0; y0).

38 Upravte j f(x; y) � f(x0; y0) j takto:
j f(x; y)� f(x0 ; y0) j�j f(x0; y)� f(x; y0) j + j f(x; y0)� f(x0; y0) j. VyuÚite Lipschitzovu
podmienku vzhËadom na y pre funkciu f a spojitosÔ f(x; y) vzhËadom na x (t.j. f(x; y0)
je spojitÁ v bode x0).

39 sup
M

f = max
M

f = 81, naprÉklad v bode (0; 3); inf
M
f = 0; min

M
f neexistuje.

40 sup
M

f = max
M

f =
1

e
, naprÉklad v bode (1; 1); inf

M
f = min

M
f = 0, naprÉklad v bode

(0; 0).

41 VyuÚite de�nÉciu rovnomernej spojitosti funkcie a pre ËubovoËn× " > 0 zvoËte
� = "

3
.

42 Funkcia f(x; y) je spojitÁ na mnoÚine M; lim
x!0
y!0

f(x; y) = 0, poloÚte f(0; 0) = 0,

potom f(x; y) bude rovnomerne spojitÁ na M .
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43 Funkcia f(x; y) nie je rovnomerne spojitÁ na svojom obore de�nÉcie t.j. na

M = f(x; y) 2 R2 :j x j�j y j; y 6= 0g. ZvoËte dve postupnosti bodov fa(k)g1k=1 =
f( 1
k
; 1
k
)g1k=1; fb(k)g1k=1 = f( 1

k
;� 1

k
)g1k=1 a zistite, Úe %(a(k); b(k)) = 2

k
! 0 pre k ! 1 a

j f(a(k))� f(b(k)) j= �.

44 Funkcia f(x; y) nie je rovnomerne spojitÁ naM ; uvaÚujte dve postupnosti bodov:

fa(k)g1k=1 =

( r
1� 1

2k
cos�;

r
1� 1

2k
sin�

!)1
k=1

;

fb(k)g1k=1 =

( r
1� 2

1 + 4k
cos�;

r
1� 2

1 + 4k
sin�

!)1
k=1

; 0 � � � 2�;

ktor× patria do oboru de�nÉcie funkcie f(x; y). Zistite, Úe %(a(k); b(k)) ! 0 pre k ! 1 a
j f(a(k))� f(b(k)) j= 1 pre vÓetky k.

45 Funkcia f(x; y) je rovnomerne spojitÁ na M .

46 Funkcia f(x; y) je rovnomerne spojitÁ na M .

47 Funkcia f(x; y) je rovnomerne spojitÁ na M . Upravte rozdiel j f(x1; y1) �
f(x2; y2) j takto:

j
q
x21 + y21 �

q
x22 + y22 j=

j (x1 � x2)(x1 + x2) + (y1 � y2)(y1 + y2) jp
x21 + y21 +

p
x22 + y22

�j x1 � x2 j
j x1 j + j x2 jp
x21 +

p
x22

+ j y1 � y2 j
j y1 j + j y2 jp
y21 +

p
y22

=j x1 � x2 j + j y1 � y2 j

a zvoËte � = "
2
.

48

a) @z
@x

= ex [cos(xy) � y sin(xy)] ; @z
@y

= �xex sin(xy);
b) @z

@x
= y2�2xy�x2+1

(x2+y2+1)2
; @z
@y

= x2�2xy�y2+1
(x2+y2+1)2

; c) @z
@x

= 2x
2x2+y2

; @z
@y

= y
2x2+y2

;

d) @z
@x

= y3

(x2+y2)
3

2

; @z
@y

= x3

(x2+y2)
3

2

; e) @z
@x

= 2(x + y)e(x+y)
2

; @z
@y

= 2(x+ y)e(x+y)
2

;

f) @z
@x

= cos 2x; @z
@y

= cos 2y; g) @z
x

= 8xy4(x2 + 1)3; @z
@y

= 4y3(x2 + 1)4;

h) @z
@x

= y2

cos2(xy)
; @z
@y

= tg (xy) + xy
cos2(xy)

; i) @z
@x

= y
x2+y2

; @z
@y

= � x
x2+y2

;

j) @z
@x

= y2�x2
x(x2+y2)

; @z
@y

= x2�y2
y(x2+y2)

; k) @z
@x

= yexy(1 + xy); @z
@y

= xexy(1 + xy);

l) @z
@x

= � 2y
(x�y)2 ;

@z
@y

= 2x
(x�y)2 ; m) @z

@x
= 2x

x2+y2
; @z
@y

= 2y
x2+y2

;

n) @z
@z

= 1
y

1
sin x

y
: 1
cos xy

= 1
y
cosec x

y
: sec x

y
; @z
@y

= � x
y2

sec x
y
cosec x

y
;

o) @z
@x

= yxy�1; @z
@y

= xy lnx;

p) @z
@x

=
h
2x ln xy

x2+y2
+

x(y2�x2)
x2+y2

i�
xy

x2+y2

�x2
; @z
@y

=
x2(x2�y2)
y(x2+y2)

�
xy

x2+y2

�x2
.
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49 a) @u
@x

= 3x2yz2; @u
@y

= x3z2; @u
@z

= 2x3yz2;

b) @u
@x

= 2anx
�
ax2 + by2 + xz2

�n�1
; @u
@y

= 2bny
�
ax2 + by2 + cz2

�n�1
;

@u
@z

= 2xnz
�
ax2 + by2 + cz2

�n�1
;

c) @u
@x

=
jzjy

z
p
z2�x2y2

; @u
@y

=
jzjx

z
p
z2�x2y2

; @u
@z

= � xy

jzj
p
z2�x2y2

;

d) @u
@x

= 2xex
2+y2+z2 ; @u

@y
= 2yex

2+y2+z2 ; @u
@z

= 2zex
2+y2+z2 ;

e) @u
@x

= z cosxy
1+x2z2

� y sin(xy)arctg (xz); @u
@y

= �x sin(xy)arctg (xz); @u
@z

=
x cos(xy)
1+x2z2

;

f) @u
@x

= � z
x
; @u
@y

= z
y
; @u
@z

= ln y
x
;

g) @u
@x

= exyz cos y(yz sinx+cosx); @u
@y

= exyz sinx(xz cos y�sin y); @u
@z

= xyexyz sinx cos y;

h) @u
@x

= z
x

�
x
y

�z
; @u
@y

= � z
y

�
x
y

�z
; @u
@z

=
�
x
y

�z
ln x

y
;

i) @u
@x

= y
xz
xy=z ; @u

@y
= xy=z ln x

z
; @u
@z

= � y
z2
xy=z lnx.

50 a) z = 6x� 1; b) z = 8y + 1.

51 a) z = 13� 12y; b) z = 8x� 15.

52 NÁvod: VypoÃÉtajte diferenciÁl funkciÉ v bode O = (0; 0).
a) 1 +mx+ ny; b) x+ y.

53 a) 2p
3
:0; 55; b) �7; 8; c) 0; 8(1 + 2 ln 4); d) � 1

30
; e) 2; f) �

p
2

20
.

54 a) 108; 972; b) 2; 95; c) 0; 502; d) 0; 97.

55 Nie je. NÁvod: 1. Zistite, Ãi sÕ splnen× nutn× podmienky diferencovateËnosti
funkcie v bode (0; 0) (veta 2.2.1.); 2. ak Áno, potom vyuÚite podmienku diferencovateËnosti
(1), z ktorej nÁjdete funkciu !(x; y); 3. zistite, Ãi funkcia !(x; y) vyhovuje podmienkam

de�nÉcie 2.2.1. DerivÁcie f 0x(0; 0); f
0
y(0; 0) poÃÉtajte podËa de�nÉcie 2.1.1.

56 Nie je.

57 NÁvod: a) overiÔ platnosÔ nutnÙch podmienok diferencovateËnosti (veta 2.2.1.);
b) pri dÐkaze nespojitosti f 0x:f

0
y staÃÉ ukÁzaÔ na zÁklade Heineho de�nÉcie limity, Úe f 0x; f

0
y

nemajÕ limitu v bode (0; 0); c) neohraniÃenosÔ f 0x; f
0
y v okolÉ bodu (0; 0) moÚno ukÁzaÔ

tak, Úe ak si zvolÉme postupnosÔ f(xn; yn)g1n=1 � R2, ktorÁ konverguje k (0; 0) prÉsluÓn×
postupnosti ff 0x(xn; yn)g

1
n=1 ;

�
f 0y(xn; yn)

	1
n=1

majÕ nevlastnÕ limitu; d) pre dÐkaz dife-

rencovateËnosti funkcie v (0; 0) staÃÉ vyuÚiÔ podmienku (1).

58 NÁvod: Nech (x1; y1); (x2; y2) sÕ ËubovoËn× body z E. UvaÚujte pomocnÕ funkciu
'(t) = f (x2 + t(x1 � x2); y2 + t(y1 � y2)) na intervale < 0; 1 >. pretoÚe E je konvexnÁ

oblasÔ, bod (x2 + t(x1 � x2); y2 + t(y1 � y2)) ; t 2< 0; 1 >, patrÉ do E. PodËa Lagrangeovej
vety a ohraniÃenosti derivÁciÉ f 0x; f

0
y odhadnite j '(1) � '(0) j=j f(x1; y1) � f(x2; y2) j a

pouÚite de�nÉciu spojitosti funkcie f v oblasti E.

59 NÁvod: Nech (x0; y0) 2 G je ËubovoËnÙ bod. K dÐkazu spojitosti funkcie f v bode

(x0; y0) vzhËadom na obidve premenn× vyuÚite de�nÉciu spojitosti, priÃom v nerovnosti

j f(x; y) � f(x0; y0) j�j f(x; y) � f(x; y0) j + j f(x; y0) � f(x0; y0) j
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pre prvÙ sÃÉtanec pouÚite Lagrangeovu vetu. Potom zohËadnite tieto skutoÃnosti: a) e-

xistuje ÃÉslo M > 0 tak×, Úe j f 0y(x; y) j� M pre vÓetky (x; y) 2 G; b) spojitosÔ funkcie f

podËa premennej x pre y = y0, Ão znamenÁ, Úe ak "
2
> 0 je nejak× ËubovoËn× ÃÉslo, tak k

nemu existuje �1 = �1("; y0) tak×, Úe

j f(x; y0) � f(x0; y0) j<
"

2
; keÄ j x� x0 j< �1:

60 a)

0
@ v u

2u 2v
2u �2v

1
A; b)

�
cos v �u sinv
sinv u cos v

�
; c)

�
1

v
;� u

v2

�
; d)

�
tg u+ u

cos2 u

sinu+ u cosu

�
;

e)

0
@ ln v

w
u
v

� u
w

� v
u

ln w
u

v
w

w
u

�w
v

ln u
v

1
A; f)

�
2u 2v 2w

1 1 1

�
.

61 a) r; b) 2y
x(x2+y2)

; c) r2 cos ; d) 2y
x
; e) 2ur.

62 a) @u
@x

= y2

(x2+y2)3=2
; @u
@y

= � xy
(x2+y2)3=2

; @2u
@x2

= � 3xy2

(x2+y2)5=2
; @2u
@y2

= � x(x2�2y2)
(x2+y2)5=2

;

@2u
@x@y

= y(2x2�y2)
(x2+y2)5=2

;

b)@u
@x

= �2x sin x2

y
; @u
@y

= � cosx2

y2
; @2u
@x2

= �2 sin x2+4x2 cosx2

y
; @2u
@x@y

= 2x sinx2

y2
; @2u
@y2

= 2 cosx2

y3
;

c) @u
@x

= 2x
y
sec2 x

2

y
; @u
@y

= �x2

y2
sec2 x

2

y
; @2u
@x2

= 2
y
sec2 x

2

y
+ 8x2

y2
sin x2

y
sec3 x

2

y
; @2u
@x@y

=

�2x
y2

sec2 x
2

y
� 4x2

y3
sin x2

y
sec3 x

2

y
; @2u
@y2

= 2x2

y3
sec3 x

2

y
+ 2x4

y4
sin x2

y
sec3 x

2

y
; (sec x

2

y
= 1

cos x
2

y

);

d) @u
@x

= yxy�1; @u
@y

= xy lnx; @2u
@x2

= y(y � 1)xy�2; @2u
@y2

= xy ln2 x; @2u
@x@y

= xy�1(1 +
y lnx); x > 0;

e) @u
@x

= 1
1+x2

; @u
@y

= 1
1+y2

; @2u
@x2

= � 2x
(1+x2)2

; @2u
@x@y

= 0; @2u
@y2

= � 2y
(1+y2)2

;

f) @u
@x

= jyj
x2+y2

; @u
@y

= �xsgn y

x2+y2
; @2u
@x2

= � 2xjyj
(x2+y2)2

; @2u
@x@y

=
(x2�y2)sgn y

(x2+y2)2
; @2u
@y2

= 2xjyj
(x2+y2)2

;

y 6= 0;

g) @u
@x

= � x
(x2+y2+z2)3=2

; @u
@y

= � y

(x2+y2+z2)3=2
; @u
@z

= � z
(x2+y2+z2)3=2

; @2u
@x2

= 2x2�y2�z2
(x2+y2+z2)5=2

;

@2u
@x@y

= 3xy
(x2+y2+z2)5=2

; @2u
@y2

= 2y2�x2�z2
(x2+y2+z2)5=2

; @2u
@x@z

= 3xz
(x2+y2+z2)5=2

; @2u
@y@z

= 3yz
(x2+y2+z2)5=2

;

@2u
@z2

= 2z2�x2�y2
(x2+y2+z2)5=2

;

h) @u
@x

= z
x

�
x
y

�z
; @u
@y

= � z
y

�
x
y

�z
; @u
@z

=
�
x
y

�z
ln x

y
; @2u
@x2

= z(z�1)
x2

�
x
y

�z
;

@2u
@y2

= z(z+1)

y2

�
x
y

�z
; @2u
@x@y

= � z2

xy

�
x
y

�z
; @2u
@x@z

= 1
x

�
x
y

�z
(1+z ln x

y
); @2u

@y@z
= � 1

y

�
x
y

�z
(1+

z ln x
y
); @2u

@z2
=
�
x
y

�z
ln2 x

y
; x
y
> 0;

i) @u
@x

= yu
xz
; @u
@y

= u ln x
z
; @u
@z

= �yu
z2

lnx; @2u
@x2

= y(y�z)u
x2z2

; @2u
@y2

= u ln2 x
z2

; @2u
@z2

= yu ln x
z4

(2z +

y lnx); @2u
@x@y

= (z+y ln x)u
xz2

; @2u
@x@z

= �yu(z+y ln x)
xz3

; @2u
@y@z

= �u ln x(z+y ln x)
z3

; xz 6= 0.

64 0.

65 (�1)m2(m+n�1)!(nx+my)
(x�y)m+n+1 .
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66 p!q!.

67 (x + p)(y + q)(z + r)ex+y+z.

68 sin n�
2
.

69 a) Au = �u; A2u = u; b) Au = 1; A2u = 0.

70 a) 41u = 1
r4
, kde r =

p
x2 + y2 + z2; 42u = 0

b) 41u = 9
�
(x2 � yz)2 + (y2 � xz)2 + (z2 � xy)2

�
; 42u = 6(x + y + z).

71 NÁvod: Pri dÐkaze spojitosti vyuÚijeme de�nÉciu spojitosti funkcie f v bode (0; 0);

parciÁlne derivÁcie f 0x(0; 0); f
0
y(0; 0); f

00
xy(0; 0); f

00
yx(0; 0) vypoÃÉtajte podËa de�nÉcie.

72 NÁvod: PouÚite vzorec (3) pre k = 2; n = 2 (resp. n = 3) a potom vezmite do

Õvahy poznÁmku 2.2.3. pre prÉpad deferenciÁlu k - t×ho rÁdu.
a) du = mxm�1yndx+nxmyn�1dy; d2u =m(m�1)xm�2yn(dx)2+2mnxm�1yn�1dxdy+
n(n� 1)xmyn�2(dy)2 = xm�2yn�2

�
m(m� 1)y2(dx)2 + 2mnxydxdy + n(n� 1)x2(dy)2

�
;

b) du = xdx+ydyp
x2+y2

; d2u =
(ydx�xdy)2

(x2+y2)
3

2

;

c) du = xdx+ydy
x2+y2

;

d2u =
(y2�x2)[(dx)2+(dy)2]�4xydxdy

(x2+y2)2
;

d) du = (y + z)dx + (x + z)dy + (x + y)dz; d2u = 2dxdy + 2dxdz + 2dydz;

e) du = �2xzdx�2yzdy+(x2+y2)dz
(x2+y2)2

;

d2u =
2z[(3x2�y2)(dx)2+8xydxdy+(3y2�x2)(dy)2]

(x2+y2)3
� 4(x2+y2)(xdx+ydy)dz

(x2+y2)3
.

73 df(1; 1; 1) = (x � 1)� (y � 1) = dx� dy;

d2f(1; 1; 1) = 2 [(y � 1) + (z � 1)] [�(x� 1) + (y � 1)] = 2(dy + dz)(dy � dx).

76 F (r) = f 00(r) + 2
r
f 0(r). NÁvod: Z vety o derivovanÉ zloÚenej funkcie je napr.

@u
@x

= f 0(r) @r
@x
; @2u

@x2
= f 00(r)

�
@r
@x

�2
+ f 0(r) @

2r
@x2

. Podobne nÁjdite vÙrazy pre parciÁlne

derivÁcie zloÚenej funkcie podËa ostatnÙch premennÙch.

80 NÁvod: Z vety 2.4.1. o derivÁcii zloÚenej funkcie mÁme: @u
@x

= '0(v) @v
@x

+

 0(w)@w
@x

; @u
@t

= '0(v)@v
@t

+  0(w)@w
@t
; @2u
@x2

= '00(v)
�
@v
@x

�2
+ '0(v) @

2v
@x2

+  00(w)
�
@w
@x

�2
+

 0(w)@
2w
@x2

; @2u
@t2

= '00(v)
�
@v
@t

�2
+'0(v)@

2v
@t2

+ 00(w)
�
@w
@t

�2
+ 0(w)@

2w
@t2

, kde v;w sÕ vnÕtorn×

zloÚky zloÚenÙch funkciÉ, napr. v Õlohe a) je v = x � at; w = x + at.

81 NÁvod: PodËa poznÁmky 2.4.1. a vety 2.4.2. v prÉpade c) mÁme:
du = @f

@�
d�+ @f

@�
d�+ @f

@�
d�, kde d�; d�; d� sÕ totÁlne diferenciÁly funkcii �; �; � dvoch pre-

mennÙch x; y; d2u = d(du) = d
�
@f
@�
d� + @f

@l�
d� + @f

@�
d�
�
= d

�
@f
@�

�
d�+ @f

@�
d2�+d

�
@f
@�

�
d�+

@f
@�
d2�+ d

�
@f
@�

�
d�+ @f

@�
d2�, priÃom diferenciÁly d

�
@f
@�

�
; d
�
@f
@�

�
; d
�
@f
@�

�
funkciÉ @f

@�
; @f
@�
;

@f
@�

poÃÉtame podËa uveden×ho vzorca pre du a d2�; d2�; d2� poÃÉtame podËa vzorca (3),
v ktorom x1 = x; x2 = y.
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a) du = f 0�(ydx + xdy) + f 0�
ydx�xdy

y2
;

d2u = f 00�2 (ydx+ xdy)2 + 2f 00��
y2(dx)2�x2(dy)2

y2
+ f 00�2

(ydx�xdy)2
y4

+ 2f 0�dxdy � 2f 0�
(ydx�xdy)dy

y3
;

b) du = (f 0x + 2tf 0y + 3t2f 0z)dt;

d2u =
�
f 00x2 + 4tf 00xy + 4t2f 00y2 + 6t2f 00xz + 12t3f 00yz + 9t4f 00z2 + 2f 0y + 6tf 0z

�
(dt)2 ;

c) du = 2f 0�(xdx + ydy) + 2f 0�(xdx � ydy) + 2f 0�(ydx + xdy);

d2u = 4f 00� (xdx+ydy)
2+4f 00�2(xdx�ydy)2+4f 00�2(ydx+xdy)

2+8f 00��
�
x2(dx)2 � y2(dy)2

�
+

8f 00��(xdx+ydy)(ydx+xdy)+8f
00
�� (xdx�ydy)(ydx+xdy)+2f 0�

�
(dx)2 + (dy)2

�
+2f 0�

�
(dx)2�

(dy)2
�
+ 4f 0�dxdy;

d) du = f 01(dx + dy + dz) + 2f 02(xdx + ydy + zdz);

d2u = f 0011(dx+dy+dz)
2+4f 0012(dx+dy+dz)(xdx+ydy+ zdz)+4f 0022(xdx+ydy+ zdz)

2+

2f 02
�
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

�
. Tu 1 a 2 znamenÁ zodpovedajÕce 1. a 2. zloÚka zloÚenej

funkcie.

e) du = 2f 01dx+ 3f 02dy + 4f 03dz;
d2u = 4f 0011(dx)

2 + 9f 0022(dy)
2 + 16f 0033(dz)

2 + 12f 0012dxdy + 16f 0013dxdy + 24f 0023dydz;
f) du = (f 01y + f 02 + f 03) dx + (f 01x � f 02 + f 03) dy;
d2u =

�
f 0011y

2 + 2f 0012y + 2f 0013y + f 0022 + 2f 0023 + f 0033
�
(dx)2 + (f 0011xy � f 0012y + f 0013y + f 0012x+

f 0013x� f 0022 + f 01 + f 0033) dxdy +
�
f 0011x

2 + 2f 0013x � 2f 0012x + f 0022 � 2f 0023 + f 0033
�
(dy)2.

82 NÁvod: Ak postupujete podËa nÁvodu k Õlohe 81 a vezmete do Õvahy, Úe d2� =

0; d2� = 0; d2� = 0 pre lineÁrne funkcie �; �; �, dostanete d2u =
�
@
@�
d� + @

@�
d� + @

@�
d�
�2
f:

MetÏdou matemetickej indukcie sa Ëahko presvedÃÉte o tom, Úe

dnu =

�
@

@�
d� +

@

@�
d� +

@

@�
d�

�n
f;

t.j. Úe tvar diferenciÁlu ËubovoËn×ho rÁdu sa zachovÁva pri zÁmene argumentov lineÁrnymi
funkciami.

a) dnu = f (n) (ax + by + cz) (adx+ bdy + cdz)
n

b) dnu =
�
adx @

@�
+ bdy @

@�
+ cdz @

@�

�n
f(�; �; �), kde � = ax; � = by; � = cz

c) dnu =
h
dx
�
a1

@
@�

+ a2
@
@�

+ a3
@
@�

�
+ dy

�
b1

@
@�

+ b2
@
@�

+ b3
@
@�

�
+

+ dz
�
c1

@
@�

+ c2
@
@�

+ c3
@
@�

�in
f(�; �; �).

84 NÁvod: UvaÚujte pomocnÕ funkciu F (t) = f(tx0;ty0;tz0)
tn

, kde (x0; y0; z0) je ËubovoË-

nÙ bod z de�niÃn×ho oboru funkcie f . UkÁÚte, Úe pri splnenÉ podmienky Õlohy je F 0(t) = 0,
z Ãoho vyplÙva F (t) = konÓt. = C. KonÓtantu C vypoÃÉtate, ak poloÚÉte t = 1. Ak dosadÉte

tÕto hodnotu C namiesto F (t) do uvaÚovanej rovnosti, po vynÁsobenÉ tn dostanete to, Ão
bolo treba dokÁzaÔ.

86 1�
p
3.

87 NÁvod: Vyjdite zo vzÔahu � j grad z(M) j� @z

@~l
(M) �j grad z(M) j; ktorÙ je

dÐsledkom vzorca (4) a vlastnosti gradienta funkcie z v bode M .
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@z

@~l
(1; 1) = cos�+ sin�; a) � = �

4
; b) � = 5�

4
; c) � = 3�

4
a � = 7�

4
.

88 NÁvod: VyuÚite poznÁmku 2.4.1. 2p
x2
0
+y2

0

.

89 1
ab

p
2(a2 + b2).

90 @u

@~l
(1; 1; 1) = cos�+ cos� + cos 
; j grad u j=

p
3.

91 j grad u j= 1
r2
0

; cos� = �x0
r0
; cos� = � y0

r�0 ; cos 
 = � z0
r0
, kde r0 =

p
x20 + y20 + z20 .

92 �
2
.

93 � 3142.

95 @2u

@~l2
= @2u

@x2
cos2 �+ @2u

@y2
cos2 �+ @2u

@z2
cos2 
+2 @2u

@x@y
cos� cos�+2 @2u

@x@z
cos� cos 
+

2 @2u
@y@z

cos� cos 
.

96 NÁvod: PoloÚte y = 2x. Potom 1. podmienku derivujte dvakrÁt podËa x a 2. pod-
mienku raz podËa x ako zloÚenÕ funkciu. TÙm dostanete syst×m lineÁrnych algebraickÙch
rovnÉc vzhËadom na hËadan× druh× parciÁlne derivÁcie.
u00xx(x; 2x) = u00yy(x; 2x) = �4

3
;u00xy(x; 2x) =

5
3
x.

97 NÁvod: Integrujte rovnicu postupne n - krÁt podËa y, priÃom namiesto konÓtanty
integrovania budeme maÔ vÚdy funkciu premennej x.
z = '0(x) + y'1(x) + : : :+ yn�1'n�1(x).

98 z = x2y + y2 � 2x4 + 1.

99 z = 1 + xy + y2.

100 z = x + y2 + 0; 5xy(x + y).

101 Overte platnosÔ predpokladov vety 3.1.

102 Overte platnosÔ predpokladov vety 3.2.

103 Overte platnosÔ predpokladov vety 3.3.

104 Overte platnosÔ predpokladov vety 3.3.

105 1. NekoneÃne veËa. NaprÉklad, ak xk = �1 + 2k
n
; k = 0; 1; : : : ; n; n = 2; 3; : : :.

tak pre kaÚd× n = 2; 3; : : : de�nujte funkciu

y(x) =

8<
:
�jxj; ak x < �1
jxj; ak xk < x � xk+1

�jxj: ak x > xk+1,

kde k = 0; 1; 2; : : : ; n. TÁto funkcia je de�novanÁ pre vÓetky x a spËÎa rovnicu (1).

2. Ótyri funkcie: y = x; y = �x; y = jxj; y = �jxj;
3. dve funkcie: y = �x; y = x;

4. a) dve funkcie; b) Ótyri funkcie;
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5. jedna funkcia, pretoÚe funkcie y = x a y = jxj, ktor× prechÁdzajÕ bodom (1; 1) sÕ

identick× v intervale (1� �; 1 + �); 0 < � < 1.

106 a) @z
@x
(M0) = �x0

z0
; @z
@y
(M0) = �y0

z0
; @2z
@x@y

(M0) =
x0y0
z3
0

;

b) @z
@x
(M0) =

x2
0
+z2

0
+z0

x0�x20�z20
; @z
@y
(M0) =

x2
0
+z2

0

x0�x20�z20
,

@2z
@x2

(M0) =
x2
0
�z2

0
+2x0z0�z0+(z2

0
�x2

0
�x0z0�x0) @z@x (M0)

(x0�x20�z20)2
, kde @z

@x
(M0) je horeuvedenÙ vÙraz.

c) @z
@x
(M0) = z0

x0
:
x�1
0

1�z0 ;
@z
@y
(M0) = z0

y0
:
y�1
0

1�z0 ;
@2z
@x2

(M0) =
z0[(x0�1)2+(1�z0)2]

x2
0
(1�z0)3 ; @2z

@x@y
(M0) =

z0
x0y0

:
(x0�1)(y0�1)

(1�z0)3 ;

d) @z
@x
(M0) = � 1+y0z0 sin(x0y0z0)

1+x0y0 sin(x0y0z0)
; @z
@y
(M0) = � 1+x0z0 sin(x0y0z0)

1+x0y0 sin(x0y0z0)
,

@2z
@x@y

(M0) =
� cos(x0y0z0)[x0z0+x0y0 @z@x (M0)]�[z0+x0 @z@x (M0)+y0

@z
@y (M0)]: sin(x0y0z0)

1+x0y0 sin(x0y0z0)
, kde @z

@x
(M0)

a @z
@y
(M0) sÕ predtÙm nÁjden× vÙrazy.

NÁvod: Druh× parciÁlne derivÁcie hËadajte derivovanÉm prvÙch parciÁlnych derivÁcii

funkcie z podËa vhodnej premennej.

107 VychÁdzajte z toho, Úe diferenciÁl dy = f 0(x)dx pre funkciu y = f(x) urÃenÕ
implicitne rovnicou 1 + xy = k(x � y) (pojem funkcie urÃenej implicitne je uvedenÙ po

vete 3.1.). NÁjdite derivÁciu f 0(x) podËa vety 3.1., vyjadrÉte konÓtantu k z danej rovnice,
potom dosaÄte to do vÙrazu pre dy.

108 Postup dÐkazu je podobnÙ ako v Õlohe 107. Len tu treba rozrieÓiÔ rovnicu (1)

vzhËadom na x (resp. na y) a to dosadiÔ do vÙrazu pre dy za predpokladu, Úe xy > 0.

109 a) �2; b) �1.
110 dz(3;�2) = 1

9
(2dx � dy); d2z(3;�2) = � 2

243

�
2(dx)2 � 5dxdy + 2(dy)2

�
, kde

dx = x� 3; dy = y + 2.

111 PouÚiÔ techniku derivovania funkciÉ u(x; y) a v(x; y) danÙch implicitne syst×mom
rovnÉc z vety 3.3.
@u
@x

= �xu+yv
x2+y2

; @u
@y

= xv�yu
x2+y2

; @v
@x

= �yu�xv
x2+y2

; @v
@y

= �xu+yv
x2+y2

; x2 + y2 > 0.

112 Funkia z(x; y) je de�novanÁ v oblasti y > x2

2
; @z
@x

= �3uv; @z
@y

= 3
2
(u+ v); u 6= v.

NÁvod: OblasÔ existencie funkcie z(x; y) nÁjdete z podmienky (na zÁklade vety 3.3.), ktorÁ
stanovuje, kedy syst×m prvÙch dvoch rovnÉc urÃuje jedin× funkcie u a v premennÙch x a
y. Vyjadrite tÕ podmienku pomocou vÙrazov pre x a y. DerivÁcie @z

@x
; @z
@y

hËadajte tak, Úe

zderivujete tretiu rovnicu podËa x (resp. podËa y), berÕc do Õvahy, Úe u a v sÕ funkcie x

a y, urÃen× prvÙmi dvomi rovnicami. Do zÉskan×ho vÙsledku dosaÄte (nÁjden× podËa vety
3.3) @u

@x
; @u
@y

(resp. @v
@x
; @v
@y
).

113 @2z
@x2

= � sin2 '+cos2 ' cos2  
sin3 '

.

114 @2z
@x2

= sin 2v
u2

; @2z
@x@y

= � cos 2v
u2

; @2z
@y2

= � sin 2v
u2

; u 6= 0.
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115 NÁvod: Derivujte rovnosÔ z = x2 + y2 podËa x, berÕc do Õvahy, Úe y = y(x) je

funkcia urÃenÁ implicitne rovnicou x2 � xy + y2 = 1; derivÁciu dy
dx

hËadajte na zÁklade

vety 3.3. a dosaÄte ju do vÙrazu pre dz
dx
. Ten istÙ postup zopakujte pre funkciu dz

dx
: dz
dx

=
2(x2�y2)
x�2y ; d2z

dx2
= 4x�2y

x�2y + 6x
(x�2y)3 .

116 NÁvod: PouÚite metÏdu matematickej indukcie. Pri dÐkaze pre n = 1 postupujte

nasledovne: a) derivujte podËa y funkciu u = f(z) ako zloÚenÕ funkciu; b) nÁjdite na

zÁklade vety 3.2. parciÁlne derivÁcie @z
@x
; @z
@y
, vyjadrite @z

@y
pomocou @z

@x
a dosaÄte to do

zÉskan×ho vÙrazu v a). Predpokladajte, Úe Lagrangeov vzorec platÉ pre n = k : @ku
@yk

=

@k�1

@xk�1

n
['(z)]

k @u
@x

o
a dokÁÚte jeho platnosÔ pre n = k+1 a to tÙm spÐsobom, Úe derivujete

poslednÕ rovnosÔ podËa y a upravÉte @k+1u
@yk+1

, pouÚijÕc vÙraz pre @z
@y

(resp. @u
@y
), ktor× ste

naÓli v prÉpade n = 1.

117 NÁvod: ParciÁlne derivÁcie @z
@x

a @z
@y

hËadÁte podËa vety 3.2., priÃom F (x; y; z) =

�(x�az; y� bz) je zloÚenÁ funkcia. Preto parciÁlne derivÁcie F 0x; F
0
y; F

0
z treba hËadaÔ ako

derivÁcie zloÚenej funkcie (odsek 2.4. z 2.).

118 NÁvod: Derivujte 1. rovnicu podËa x (resp. podËa y), berÕc do Õvahy, Úe z a �

sÕ funkcie x a y. Tak dostanete algebraickÕ rovnicu vzhËadom na @z
@x

(resp. @z
@y
), ktorÕ po

Õprave a vyuÚÉti 2. rovnice Ëahko rozrieÓite.

119 NÁvod: Derivujte 1. rovnicu podËa x (resp. podËa y), berÕc do Õvahy, Úe z je
funkcia x a y a f je zloÚenÁ funkcia premennÙch x a y. Tak dostanete algebraickÕ rovnicu
vzhËadom na @z

@x
(resp. @z

@y
), v ktorej koe�cient pri @�

@x
(resp. @�

@y
) sa rovnÁ 0 na zÁklade 2.

rovnice.

120 NÁvod: BerÕc do Õvahy 1. rovnicu syst×mu, nÁjdete @z
@x
; @z
@y
; @2z
@x2

; @2z
@y2

, pritom
sa vyuÚije 2. rovnica syst×mu.

121 NÁvod: UvaÚujte zloÚenÕ funkciu premennej t: u(t) = y(x), kde x = et. Po-
stupnÙm derivovanÉm funkcie u(t) vyjadrite derivÁcie y0(x); y00(x) pomocou derivÁcii u0(t);
u00(t) funkcie u(t). NÁjden× vÙrazy pre y0(x); y00(x) a x = et dosadÉte do danej rovnice.

Tak dostanete transformovanÕ rovnicu: d2u
dt2

+ u = 0.

122 d3u
dt3

� 3d
2u
dt2

+ 2du
dt
� 6u(t) = 0. NÁvod: PretoÚe t = ln jxj; jxj = et. äalej

postupujeme, ako v Õlohe 121.

123 d2u
dt2

+ n2u = 0.

124 d2u
dt2

+m2u = 0. NÁvod: õlohy rieÓime podobnÙm spÐsobom, ako Õlohu 121.

125 NÁvod: DvojnÁsobnÙmderivovanÉm vÙrazu pre y, v ktorom u je funkcia premennej

x, dostanete vÙrazy pre y0 a y00, ktor× dosadÉte do danej rovnice. Tak dostanete rovnicu:
u00
�
g(x) � 1

4
p2(x) � 1

2
p0(x)

�
u = 0.

126 u00(t)+u0(t) (3 + u(t))+2u(t) = 0. NÁvod: Pre vyjadrenie dy
dx

v novÙch premennÙch
vyuÚijeme vzorec, uvedenÙ v odseku 1, priÃom x = f(t); y = g(t), kde g(t) je sÕÃin funkciÉ

123



premennej t. Tak dostaneme dy
dx

=
g0(t)
f 0(t)

. äalej derivujeme zÉskanÕ rovnosÔ pre dy
dx

podËa

t, priÃom ËavÕ stranu derivujeme ako zloÚenÕ funkciu premennej t (vnÕtornÁ zloÚka je

x = et). VÙrazy pre x; y; dy
dx
; d2y
dx2

v novÙch premennÙch dosadÉme do danej rovnice.

127 u00(t) + 8u (u0(t))3 = 0. NÁvod: Postupujeme tak isto ako v Õlohe 126.

128 u00(t) � u0(t) = A
(a�b)2u(t). NÁvod: Z druhej rovnosti vyjadrite x ako funkciu t a

potom podËa toho y ako funkciu t. äalej postupujte tak, ako v Õlohe 126.

130 NÁvod: Pre vyjadrenie dy
dx

pomocou novÙch premennÙch r a ' pouÚite vzorec z

odseku 4.1. a vezmite do Õvahy, Úe f a g sÕ sÕÃiny funkciÉ premennej

' : f(') = r(') cos '; g(') = r(') sin'. Preto sa derivÁcia dy
dx

vyjadrÉ v novÙch premen-

nÙch vzorcom, uvedenÙm v nÁvode k Õlohe 126. Po dosadenÉ nÁjden×ho vÙrazu pre dy
dx

a

vÙrazov pre x a y do danej rovnice dostanete algebraickÕ rovnicu vzhËadom na derivÁciu
dr
d'

. VÙsledok: dr
d'

= r.

131

�
dr
d'

�2
= 1�sin 2'

sin 2'
r2.

132 r

�
r2 + 2

�
dr
d'

�2
� r d

2r
d'2

�
=
�
dr
d'

�3
. NÁvod: Postup rieÓenia je podobnÙ, ako v

Õlohe 126, s tÙm rozdielom, Úe novÁ nezÁvislÁ premennÁ je tu '.

133 dr
d'
:1
r
.

134 NÁvod: Funkcia z je zloÚenÁ funkcia premennÙch x a y, t.j. z = z(�; �), kde

� = x + y; � = x � y. PodËa pravidla derivovania zloÚenej funkcie vyjadrite parciÁlne
derivÁcie @z

@x
(resp. @z

@y
) pomocou parciÁlnych derivÁciÉ @z

@�
a @z

@�
. DosadenÉm do danej

rovnice dostanete parciÁlnu diferenciÁlnu rovnicu 1. rÁdu @z
@�

= 0. Jej integrovanÉm podËa

� dostanete z = '(�) = '(x + y), kde ' je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ funkcia.

135 Pozri nÁvod na rieÓenie Õlohy 134. z(x; y) = '(x2 + y2), kde ' je ËubovoËnÁ

diferencovateËnÁ funkcia.
136 NÁvod: Tu pri derivovanÉ zloÚenej funkcie z = z(�; �), kde � = x; � = y � bz,

podËa x (resp. podËa y) treba braÔ do Õvahy, Úe v druhej zloÚke � = y � bz je z funkciou

x a y. RieÓenie rovnice je: z(x; y) = x
a
+ '(y � bz), kde ' je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ

funkcia.

137 NÁvod: PodobnÙm spÐsobom, ako v Õlohe 134 vyjadrÉme derivÁcie @z
@x

a @z
@y

pomocou derivÁciÉ @z
@�

a @z
@�
. DosadenÉm do danej rovnice dostaneme: � @z

@�
= z alebo

@z
@�

z
= 1

�
, odkiaË integrovanÉm podËa � mÁme ln jz(�; �)j = ln j�j+ ln j'(�)j. Teda:

z = �'(�) = x'( y
x
), kde ' je ËubovoËnÁ diferencovateËnÁ funkcia.

138 NÁvod: PodËa pravidla derivovania zloÚenej funkcie ' = arctg y
x
(tu sÕ x a y

funkcie t) a vyuÚitÉm rovnosti r =
p
x2 + y2 nÁjdete vÙraz pre r2 d'

dt
. DerivovanÉm tohto

vÙrazu ako zloÚenej funkcie t dostanete vyjadrenie w v premennÙch r a ': w = d
dt

�
r2 d'

dt

�
.
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139. NÁvod: PoloÚte z = z(u; v), kde u a v sÕ uveden× v Õlohe funkcie premennÙch

x a y. PodËa pravidla derivovania zloÚenej funkcie nÁjdete vÙrazy pre @z
@x

a @z
@y
. BerÕc

do Õvahy, Úe x = eu; y = sinhv (hyperbolickÙ sÉnus -v), vyjadrite @z
@x

a @z
@y

v novÙch

premennÙch. @z
@u

+ @z
@v

= eu sinhv.

140 @z
@u
� @z

@v
= 0.

141 NÁvod: Postupujte podËa nÁvodu na rieÓenie Õlohy 139 s tÙm rozdielom, Úe

vÙraz pre u a v obsahuje funkciu z premennÙch x a y. NÁjdete vyjadrenie @z
@x

a @z
@y

pomocou parciÁlnych derivÁciÉ @z
@u

a @z
@v
. Pri dosadenÉ do danej rovnice vyuÚite eÓte to, Úe

2x = u+ z2; y
z
= v; x

z
= u+z2

2z
. @z
@v

= z
v
:u+z

2

z2�u (z2 6= u).

142 3 @2z
@u@v

+ @z
@u

= 0. NÁvod: UvaÚujte zloÚenÕ funkciu premennÙch x a y: z = z(u; v),

kde u = x+2y+2, v = x�y�1. DvojnÁsobnÙm derivovanÉm tejto funkcie podËa pravidla
derivovania zloÚenej funkcie vyjadrite vÓetky v rovnici uveden× parciÁlne derivÁcie z podËa
premennÙch x a y cez parciÁlne derivÁcie funkcie z podËa premennÙch u a v.

143 a
�
@2z
@u2

� @z
@u

�
+ 2b @2z

@u@v
+ c

�
@2z
@v2

� @z
@v

�
= 0.

144 @2z
@u2

+ @2z
@v2

= 0.

145 @2z
@u2

+ @2z
@v2

+ a2e2uz = 0. NÁvod: Pri rieÓenÉ Õlohy postupujete, ako je uveden× v
odseku 4.2.

146 @2z
@u@v

= 2
u(4�uv)

@z
@v
.

147 (u2 � v2) @2z
@u@v

= v @z
@u

.

148 @2z
@v2

= 2u
u2+v2

: @z
@u

.

149 a) 4u = d2u
dr2

+ 1
r
du
dr
; b) 4(4u) = d4u

dr4
+ 2

r
d3u
dr3

� 1
r2
d2u
dr2

+ 1
r2
du
dr
.

150 w
�
@2w
@x2

+ @2w
@y2

�
=
�
@w
x

�2
+
�
@w
@y

�2
.

151 w =
( @z@u)

2

+( @z@v )
2

u2+v2
; u2 + v2 6= 0. NÁvod: Postup rieÓenia je uvedenÙ v odseku 4.2.

152 @x
@u

+ @x
@v

= u
@v
; v 6= 0. NÁvod: PoloÚte v rovniciach (3) z odseku 4.3. w = x; u =

y � z; v = y + z. Potom totÁlny diferenciÁl funkcie x dx = @x
@u
du+ @x

@v
dv, priÃom

du = � @z
@x
dx+

�
1� @z

@y

�
dy;

dv =
@z

@x
dx+

�
1 +

@z

@y

�
dy:

Po dosadenÉ tÙchto vÙrazov do vzÔahu pre dx a po porovnanÉ koe�cientov pri dx a dy

dostanete algebraick× rovnice s neznÁmymi @z
@x

a @z
@y
. Ich rozrieÓenÉm dostanete vyjadrenie

parciÁlnych derivÁciÉ @z
@x
; @z
@y

pomocou parciÁlnych derivÁciÉ @x
@u

a @x
@v
.
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153 A =
x2u2�2xu3+u4

�
( @x@u)

2

+( @x@v )
2
�

x4(u @x
@u+v

@x
@v )

, x4
�
u@x
@u

+ v @x
@v

�
6= 0. NÁvod: Pozri nÁvod na

rieÓenie Õlohy 152.

154 @u
@�

= 0. NÁvod: UvaÚujte v zloÚenej funkcii premennÙch x; y; z : u = u(�; �; �),

kde � = x; � = y � x; � = z � x a pouÚite pravidlo derivovania zloÚenej funkcie podËa x,

podËa y, resp. podËa z.

155 @w
@v

= 0. NÁvod: Z 3. rovnosti mÁme z = ew+x+y, kde w = w(u; v) je zloÚenÁ

funkcia premennÙch x a y s vnÕtornÙmi zloÚkami u a v. DerivovanÉm podËa x (resp. podËa

y) danej rovnosti (s vyuÚitÉm pravidla derivovania zloÚenej funkcie pre w) a dosadenÉm do
zÉskanÙch vzÔahov pre @z

@x
(resp. @lz

@y
) nÁjdenÙch parciÁlnych derivÁciÉ @u

@x
(resp. @v

@x
) a @u

@y

(resp. @v
@y
) podËa prvÙch dvoch rovnostÉ dostanete vyjadrenie parciÁlnych derivÁciÉ @z

@x
a @z
@y

v novÙch premennÙch.

156 @w
@u

= 0.

157
�
u@w
@u

�2
+
�
v @w
@v

�2
= w2 @w

@u
@w
@v

. NÁvod: DerivovanÉm rovnosti z = wew podËa x

(resp. podËa y), kde w = w(u; v) a u; v sÕ funkcie x a y urÃen× implicitne syst×mom rovnÉc

x = uew; y = vew, podËa pravidla derivovania zloÚenej funkcie dostanete

@z

@x
= ew(w + 1)

�
@w

@u
:
@u

@x
+
@w

@v
:
@v

@x

�
;

@z

@y
= ew(w + 1)

�
@w

@u
:
@u

@y
+
@w

@v
:
@v

@y

�
:

DerivÁcie @u
@x

(resp. @u
@y
) a @v

@x
(resp. @v

@y
) nÁjdete podËa vety 3.3. o existencii a derivovanÉ

funkcie u a v danÙch syst×mom uvedenÙch rovnÉc.

158 @w
@�

= ��
�
. NÁvod: Zderivujete rovnosÔ u = wz podËa x (resp. podËa y, resp. podËa

z), berÕc do Õvahy, Úe w je zloÚenÁ funkcia premennÙch x; y a z s vnÕtornÙmi zloÚkami
� = x

z
; � = y

z
a � = z.

159 @2w
@u2

= 0. NÁvod: Z tretej rovnice mÁme z = w+y
x

, priÃom w = w(u; v), kde

u = x
y
; v = x je zloÚenÁ funkcia premennÙch x a y. DvojnÁsobnÙm derivovanÉm tejto

rovnosti podËa y (s pouÚitÉm pravidla derivovania zloÚenej funkcie pre w), vyjadrite par-

ciÁlne derivÁcie @z
@y

a @2z
@y2

pomocou novÙch premennÙch u; v a w.

160 @2w
@u2

= 1
2
.

161 @2w
@u2

+ @2w
@u@v

= 2w.

162 @2w
@u2

+ @2w
@v2

+
�
@w
@u

�2
+
�
@w
@v

�2
= 0. NÁvod: Postup rieÓenia je naznaÃenÙ v odseku

4.3.

163 @2w
@�2

+ @2w
@�2

+ @2w
@�2

= @w
@�

+ @w
@�

+ @w
@�

+ (ew � 1)

��
@w
@�

�2
+
�
@w
@�

�2
+
�
@w
@�

�2�
.
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164 w = @u
@'

. NÁvod: Postupom uvedenÙm v odseku 4.2. dostanete (nezÁvisl× pre-

menn× sÕ r a '):

@u

@r
=
@u

@x
:
@x

@r
+
@u

@y
:
@y

@r
;

@u

@'
=
@u

@x
:
@x

@'
+
@u

@y
:
@y

@'
;

priÃom @x
@r

(resp. @x
@'

), @y
@r

(resp. @y
@'

) dostanete derivovanÉm podËa r (resp. podËa ')

danÙch vzÔahov pre x a y. RozrieÓenÉm zÉskan×ho syst×mu rovnÉc vzhËadom na @u
@x

a @u
@y

dostaneme, Úe

@u

@x
=

1

r

�
r cos'

@u

@r
� sin'

@u

@'

�
;

@u

@y
=

1

r

�
r sin'

@u

@r
+ cos'

@u

@'

�
:

äalej dosaÄte tieto vÙrazy a x = r cos'; y = r sin' do vÙrazu w.

165. w = r @u
@r
.

166 w = @2u
@r2

+ 1
r2

@2u
@'2

+ 1
r
@u
@r
. NÁvod: DerivovanÉm 1. rovnosti podËa r a 2. rovnosti

podËa ', ktor× sÕ uveden× na zaÃiatku nÁvodu k Õlohe 164, podËa pravidla derivovania
zloÚenej funkcie nÁjdeme:

@2u

@r2
=
@2u

@x2
:

�
@x

@r

�2

+ 2
@2u

@x@y
:
@x

@r
:
@y

@r
+
@2u

@y2
:

�
@y

@r

�2

+
@u

@x
:
@2x

@r2
+
@u

@y
:
@2y

@r2
;

@2u

@'2
=
@2u

@x2
:

�
@x

@'

�2

+ 2
@2u

@x@y
:
@x

@'
:
@y

@'
+
@2u

@y2
:

�
@y

@'

�2

+
@u

@x
:
@2x

@'2
+
@u

@y
:
@2y

@'2
:

Do tÙchto rovnostÉ dosadÉme nÁjden× vÙrazy pre @u
@x

(resp. @u
@y
) v novÙch premennÙch v

Õlohe 164 a vÙrazy pre @x
@r

(resp. @x
@'

); @y
@r

(resp. @y
@'

); @2x
@r2

(resp. @2x
@'2

); @2y
@r2

(resp. @2y
@'2

)
nÁjden× na zÁklade rovnosti x = cos'; y = r sin'. SpoÃÉtanÉm prv×ho zÉskan×ho vzÔahu

vynÁsoben×ho r2 s druhÙm vzÔahom dostanete algebraickÕ rovnicu s neznÁmou w.

167 NÁvod: Ak budete postupovaÔ podËa nÁvodu k Õlohe 166, dostanete
@2u
@r2

= @2u
@x2

cos2 ' + 2 @2u
@x@y

sin' cos' + @2u
@y2

sin2 '. VynÁsobenÉm tohto vÙrazu r2 a berÕc

do Õvahy, Úe x = r cos'; y = r sin' nÁjdete, Úe w = r2 @
2u
@r2

.

168 NÁvod: Postupom uvedenÙm v nÁvode k Õlohe 166 vypoÃÉtate
@2

@'2
= r2 sin2 '@

2u
@x2

�2r2 sin' cos' @2u
@x@y

+r2 cos2 '@
2u
@y2

�r @u
@r
. BerÕc do Õvahy tento vzÔah,

vÙsledok z Õlohy 165 a vzÔahy x = r cos'; y = r sin' dostanete w = @2u
@'2

.

169 I = 1
r

�
@u
@r
: @v
@'
� @u

@'
:@v
@r

�
. NÁvod: Postup rieÓenia je takÙ istÙ, ako v Õlohe 164.
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170 NÁvod: ZÁmenu premennÙch urobte ako kompozÉciu dvoch ÃiastoÃnÙch zÁmen:
x = R cos'; y = R sin'; z = Z a R = r sin �; ' = '; z = r cos �. Pritom mÐÚete vyuÚiÔ

vÙsledky, ktor× ste dostali pri rieÓenÉ Õlohy 164 (tu len bude in× oznaÃenie premennÙch).

41u =

�
@u

@r

�2

+
1

r2

�
@u

@�

�2

+
1

r2 sin2 �

�
@u

@'

�2

;

42u =
1

r2

�
@

@r

�
r2
@u

@r

�
+

1

sin �

@

@�

�
sin �

@u

@�

�
+

1

sin2 �

@2u

@'2

�
:

171 NÁvod: a) Pod rieÓenÉm budeme rozumieÔ spojitÕ funkciu u(x; t), ktorÁ mÁ spojit×

parciÁlne derivÁcie aÚ do 2. rÁdu vÃÉtane v nejakej oblasti G � R2, t.j. u 2 C2(G;R), a
ktorÁ vyhovuje danej rovnici.

b) DvojnÁsobnÙm derivovanÉm zloÚenej funkcie u = u(�; �), kde � = x � at; � = x + at,

podËa premennej x (resp. podËa t) dostaneme vyjadrenie parciÁlnej derivÁcie @2u
@x2

(resp.
@2u
@y2

) pomocou derivÁciÉ @2u
@�2

; @2u
@�2

; @2u
@�@�

. DosadenÉm tÙchto vÙrazov do danej rovnice

nÁjdete, Úe @2u
@�@�

= 0. Ak zintegrujete tÕto rovnicu najprv podËa � a potom vÙsledok podËa

�, vypoÃÉtate u = '(�) +  (�) = '(x � at) +  (x + at).

172 f(x; y) = 5 + 2(x � 1)2 � (x � 1)(y + 2) � (y + 2)2.

173 f(x; y; z) = 3
�
(x � 1)2 + (y � 1)2 + (z � 1)2 � (x � 1)(y � 1) � (x � 1)(z � 1)�

�(y � 1)(z � 1)] + (x � 1)3 + (y � 1)3 + (z � 1)3 � 3(x � 1)(y � 1)(z � 1).

174 NÁvod: V Taylorovom vzorci (1) poloÚte x1 = 1 + h; x2 = �1 + k a x01 = 1,
x02 = �1. f(x2; y2)� f(x1; y1) = h� 3k � h2 � 2hk + k2 + h2k + hk2.

175 1 + (x � 1) + 2(x � 1)(y � 1).

176 1� 1
2
(x2 + y2) � 1

8
(x2 + y2)2.

177 a) cosx
cosy

� 1� x2�y2
2

; b) arctg 1+x+y
1�x+y � �

4
+ x� xy.

178 f(x; y) = 1 +mx+ nx+ 1
2

�
m(m+ 1)x2 + 2mnxy + n(n� 1)y2

�
+ : : :.

179 NÁvod: PretoÚe 1 + x + y je lineÁrna funkcia, tvar diferenciÁlu ËubovoËn×ho rÁdu

sa zachovÁva (pozri Õlohu 82). Preto

f(x; y) =

1X
n=1

(�1)n�1 (x + y)n

n
=

1X
n=1

(�1)n
n

nX
m=0

n!xmyn�m

m!(n�m)!
=

=

1X
n=1

nX
m=0

(�1)n(n� 1)!

m!(n�m)!
xmyn�m;

jx + yj < 1:
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180 ex sin y =

1X
n=0

1X
m=0

(�1)nxmy2n+1

m!(2n+ 1)!
(jxj <1; jyj <1). NÁvod: Maclaurinov rad

pre funkciu

f(x; y) = f(0; 0) +

1X
n=1

1

n!

�
x
@

@x
+ y

@

@y

�n
f(0; 0);

moÚno zapÉsaÔ vo tvare:

f(x; y) =

1X
n=0

1

n!

�
x
@

@x
+ y

@

@y

�n
f(0; 0) =

1X
n=0

1

n!

nX
m=0

n!xmyn�m

m!(n�m)!

@nf(0; 0)

@xm@yn�m
=

=

1X
n=0

nX
m=0

xmyn�m

m!(n�m)!

@nf(0; 0)

@xm@yn�m
:

KladÕc n�m = k, dostaneme

f(x; y) =

1X
k=0

1X
m=0

xmyk

m!k!

@m+kf(0; 0)

@xm@yk
: (�)

Pre danÕ funkciu f(x; y) = ex sin y; @m+kf
@xm@yk

(x; y) = ex sin(y + k �
2
). VypoÃÉtajte @m+kf

@xm@yk
v

bode (0; 0) a dosaÄte do vzorca (*).

181 ex cos y =
P1

n=0

P1
m=0

(�1)nxmy2n
m!(2n)!

; (jxj <1; jyj <1).

182 NÁvod: VyuÚiÔ znÁmy rozvoj sinu =
P1

n=1
(�1)n�1u2n�1

(2n�1)! ; juj < 1. Potom

sin(x2 + y2) =
P1
n=1

(�1)n�1(x2+y2)2n�1
(2n�1)! ; x2 + y2 <1.

184 SingulÁrny bod je (0; 0), priÃom mÐÚu nastaÔ tieto tri prÉpady: a) ak a < 0, bod
(0; 0) je izolovanÙ singulÁrny bod; b) ak a > 0, je to uzlovÙ bod; c) ak a = 0, je to bod
vratu (y = �x3=2).
185 a) bod (0; 0) je uzlovÙ singulÁrny bod; b) bod (0; 0) je izolovanÙ singulÁrny bod;

c) bod (0; 0) je uzlovÙ singulÁrny bod.

186 a) bod (0; 0) je bodom samodotyku; b) bod (0; 0) je bod vratu 2. druhu.

187 x + 5y � z � 5 = 0; x�5
1

= y�1
5

= z�5
�1 .

188 x + 4y � 4z � 11
2
= 0; x�2

1
=

y� 1

2

4
=

z+ 3

8

�4 .

189 x + y + z � 3 = 0; x�1
1

= y�1
1

= z�1
1
.

190 2x + y + z = 0; x�1
2

= y+1
1

= z+1
1
.

191 12x � 9y + 2z � 9 = 0; x�3
12

= y�5
�9 = z�9

2
.

192 x � y +
p
2z � �

p
2

4
= 0;

x�
p
2

2

1
=

y�
p
2

2

�1 =
z� �

4p
2
.
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193 (e + 1)x � (e + �)y + (e + 1)z = 0; x�e
e+1

=
y�(e+1)

�(e+�) = z��
e+1

.

194 x � y + 2z �
q

11
2

= 0; x � y + 2z +
q

11
2

= 0. NÁvod: OznaÃte F (x; y; z) =

x2 + y2 + 2z2 � 1. Body dotyku nÁjdete z podmienky rovnobeÚnosti dotykovej roviny a

danej roviny:
F 0x(x0;y0;z0)

1
=

F 0y(x0;y0;z0)

�1 =
F 0z(x0;y0;z0)

2
= k, kde (x0; y0; z0) je hËadanÙ bod

dotyku.

195 NÁvod: PoloÚte F (x; y; z) = (x + z)2 + (y � z)2 � 18. Potom smernice normÁly
v danom bode (x; y; z) plochy budÕ: m = F 0x; n = F 0y; p = F 0z. Ak vezmeme do Õvahy

rovnicu roviny v tvare Ax +By + Cz = 0, tak rovnica roviny xOy je z = 0, t.j. A = B =

D = 0; C = 1. Z podmienky rovnobeÚnosti priamky a roviny Am+Bn+Cp = 0 dostanete

rovnice, ktor× urÃujÕ hËadan× geometrick× miesto bodov.

Geometrick× miesto bodov je urÃen× rovnicami x + z = y � z = �3.

196 A =

0
@ 2 �2 3
�2 �1 0
�1 0 3

1
A ; �1 = 2; �2 = �6; �3 = �21.

197 KvadratickÁ forma Q(x1; x2; x3) je kladne de�nitnÁ.

198 zl:min = z
�
1
6
; 1
6

�
= � 1

108
.

199 zl:min = z (1; 1) = �1.
200 zl:min = z (�1;�1) = z (1; 1) = �2.
201 zl:max = z (0; 0) = 0; zl:min = z

�
1
2
; 1
�
= z

�
1
2
;�1

�
= z

�
�1

2
; 1
�
= z

�
�1

2
;�1

�
=

�9
8
.

202 zl:max = z (2; 3) = 108, v bodoch (0; y), kde �1 < y < +1 alebo 6 <

y < +1 mÁ f maximum; v bodoch (0; y), kde 0 < y < 6 mÁ f minimum; v bodoch
(0; 0); (0; 6); (x; 0), kde �1 < x < +1 nemÁ f extr×my.

203 zl:min = z (5; 2) = 30.

204 zl:max = z
�
ap
3
; bp

3

�
= z

�
� ap

3
;� bp

3

�
= ab

3
p
3
; zl:min = z

�
ap
3
;� bp

3

�
=

z
�
� ap

3
; bp

3

�
= � ab

3
p
3
.

205 StacionÁrne body neexistujÕ; v (0; 0) neexistujÕ parciÁlne derivÁcie, z (x; y) �
z (0; 0) = �

p
x2 + y2 < 0; zmax = z (0; 0) = 1.

206 zl:min = 2r��2�
p
3� �

6
; r = 0;�1;�2; : : : ; zl:max = (2r�1)�+2+

p
3+ �

6
; r =

0;�1;�2; : : : stacionÁrne body dostanete rieÓenÉm rovnÉc z0x = 0; z0y = 0, ktor× upravte

takto:
1� 2 sin(x � y) + 2 sin(x + y) = 0

1 + 2 sin(x � y) + 2 sin(x + y) = 0 odkiaË
x = (�1)k+1 �

12
+ (k +m)�

2

y = (�1)k+1 �
12
+(k�m)�

2
; k;m = 0�1;�2; : : : ; uvaÚujte a) k = 2r; m = 2l�1 a b) k =

2r � 1; m = 2l; r = 0;�1;�2; : : : ; l = 0;�1;�2; : : : :
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207 zl:min = z (0; 0) = 0; zl:max = e�1, kde body (x; y) leÚia na kruÚnici x2 + y2 = 1
(zaveÄte substitÕciu t = x2 + y2 a nÁjdite lokÁlne extr×my funkcie z = te�t).

208 zl:min = z
�

1p
2e
; 1p

2e

�
= z

�
� 1p

2e
;� 1p

2e

�
= � 1

2e
; zl:max = z

�
1p
2e
;� 1p

2e

�
=

z
�
� 1p

2e
; 1p

2e

�
= 1

2e
.

209 f nemÁ lokÁlne extr×my.

210 zl:min = z(x; 0) = 0, kde 0 < x < 4; zl:max = z(x; 0) = 0, kde (x < 0) _ (x >
4); zl:max = z(1; 2) = 4.

211 ul:min = u (0; 0� 1) = 2.

212 ul:min = u (1;�1; 1) = 1.

213 ul:min = u (�1;�2; 3) = �14.
214 ul:min = u

�
1
3
; 2
3
;�1

3

�
= �13

27
.

215 ul:min = u (24;�144;�1) = �6913.
216 umin = u

�
1
2
; 1; 1

�
= 4.

217 ul:min = u
�

1

2
p
3
; 1

2
p
3
;� 1p

3

�
= �

q
3
2
; ul:max =

�
1

2
p
3
; 1

2
p
3
; 1p

3

�
.

218 ul:max = u
�
1
4
; 1
4
; 1
4

�
= 1

8
.

219 ul:max = u
�
1
4
; 1
4
; 1
4

�
= 1

256
.

220 fmax = f
�
�
2

�
= 1

2
a+ 1

2

p
a2 + 4; gmin = g

�
�
2

�
= 1

2
a � 1

2

p
a2 + 4.

221 fl:min = f (�3) = 6; gl:max = g(3) = �6.
222 fl:max = f

�
�6� 1

3
p
3

�
= �6 + 2

3
p
3
; fl:min = f

�
�6 + 1

3
p
3

�
= �6� 2

3
p
3
.

223 fl:max = f
�
0; 16

7

�
= �8

7
; gl:min = f (0;�2) = 1.

224 fl:min = f(0; 0) = �
p
2; fl:max = f(1; 1) = f (�1;�1) =

p
1 +

p
3; gl:min =

g(1; 1) = g (�1;�1) = �
p
1 +

p
3; gl:max = g(0; 0) =

p
2.

225 fl:max = f
�
�6; 6

p
3
�
= 12

p
3; gl:min = f

�
�6;�6

p
3
�
= �12

p
3.

226 zmin = z
�

ab2

a2+b2
; a2b
a2+b2

�
= a2b2

a2+b2
.

227 zmin = z
�p

2a;
p
2a
�
= 2

p
2a; zmax = a

�
�
p
2a;�

p
2a
�
= �2

p
2a.

228 zmin = z
�
� 1p

2
; 1p

2

�
= z

�
1p
2
;� 1p

2

�
= �1

2
; zmax = z

�
1p
2
; 1p

2

�
=

z
�
� 1p

2
;� 1p

2

�
= 1p

2
.

229 zmin = z
�
��

3
;��

6

�
= ��

3
; zmax = z

�
�
3
; �
6

�
= �

3
.

230 umin = u
�
2
5
;�2

5
; 1
5

�
= 2

5
.
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231 NemÁ extr×my.

232 umin = u
�
�1

3
; 2
3
;�2

3

�
= �3; umax = u

�
1
3
;�2

3
; 2
3

�
= 3.

233 umax = u (1; 1; 1) = 1.

234 umin = u (�1; 0; 0) = u (1; 0; 0) = a�2; umax = u (0; 0;�1) = u (0; 0; 1) = c�2.

235 umin = u (�1;�1;�1) = u (�1; 1; 1) = u (1;�1; 1) = u (1; 1;�1) = �01; umax =
u (1; 1; 1) = u (1;�1;�1) = u (�1; 1;�1) = u (�1;�1; 1) = 1.

236 umin = u (�1; 1; 0) = 0.

237 umin = u (2; 2; 1) = u (2; 1; 2) = u (1; 2; 2) = 4; umax = u
�
4
3
; 4
3
; 7
3

�
= u

�
4
3
; 7
3
; 4
3

�
=

u
�
7
3
; 4
3
; 4
3

�
= 4 4

27
.

238 r = 3; h = 6.

239 x = 2ap
3
; y = 2bp

3
; z = 2cp

3
.

240 %min = jax0+by0+cz0+djp
a2+b2+c2

.

241 Zostrojte funkciu � =

nX
i;j=1

aijxixj + �

 
1�

nX
i=1

x2i

!
a zostavte syst×m rovnÉc

1

2

@�

@x1
= (a11 � �) x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = 0

1

2

@�

@x2
= a21x1 + (a22 � �) x2 + : : :+ a2nxn = 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1

2

@�

@xn
= an1x1 + an2x2 + : : :+ (ann � �)xn = 0

(1)

Syst×m (1) mÁ netriviÁlne rieÓenie () ak � je koreÎom rovnice

det (A� �I) = 0; (2)

kde A je matica syst×mu (1) a I je jednotkovÁ matica.
PrepÉÓte syst×m (1) do tvaru

Ax = �x: (3)

DokÁÚte, Úe ÃÉsla � sÕ reÁlne. Nech �1; �2; : : : ; �n sÕ korene rovnice (1). Potom pre kaÚd×

�i; i = 1; 2; : : : ; n zo syst×mu (1) pri podmienke
Pn

i=1 x
2
i = 1 nÁjdite stacionÁrne body�

x
(i)
1 ; x

(i)
2 ; : : : ; x

(i)
n

�
; i = 1; 2; : : : ; n. Ak vynÁsobÉte rovnice zo syst×mu (1) s x1; x2; : : : ; xn

a sÃÉtate ich dostanete
nX

i;j=1

aijxixj � �

nX
i=1

x2i = 0:
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Ak beriete do Õvahy rovnicu vÑzby dostanete rovnosÔ u (x1; x2; : : : ; xn) = �, ktorÁ v sta-

cionÁrnych bodoch mÁ tvar u
�
x
(i)
i ; x

(i)
2 ; : : : ; x

(i)
n

�
= �i; i = 1; 2; : : : ; n. OdtiaË vyplÙva, Úe

umax = max
1�i�u

�i; umin = min
1�i�u

�i:

242 OznaÃte u = xn+yn

2
; x + y = s a utvorte funkciu �: � = 1

2
(xn + yn) +

� (s� x� y). Z rovnÉc @�
@x

= 0@�
@y

= 0; x + y = s dostanete: � = n
2

�
s
2

�n�1
; x =

y = s
2
. PretoÚe d2�

�
s
2
; s
2

�
> 0, tak umin = u

�
s
2
; s
2

�
=
�
s
2

�n � u(x; y); ak x + y =

s; alebo
�
x+y
2

�n � xx
2

+yx
2

2
.

243 Utvorte funkciu �

� =

nX
i=1

xmi + �

 
nX
i=1

xi � na

!
:

Zo syst×mu rovnÉc
@�

@xi
=mxm�1i + � = 0; i = 1; 2; : : : ; n

nX
i=1

xi = na;

(1)

nÁjdete � = �mam�1 a stacionÁrny bod a0 = (a; a; : : : ; a). Zistite, Úe d2�(a0) > 0, teda
zmin = nan.

244 NÁjdite viazanÙ lokÁlny extr×m funkcie

u =

 
nX
i=1

api

!1=p nX
i=1

xqi

!1=q

pri vÑzbe A =

nX
i=1

aixi; A = konÓtanta:

Zostrojte funkciu

� =

 
nX
i=1

a
p
i

!1=p

:

 
nX
i=1

x
q
i

!1=q

+ �

 
A�

nX
i=1

aixi

!

a vypoÃÉtajte
@�

@xj
; j = 1; 2; : : : ; n: (1)

Predpokladajte, Úe xi > 0; ai > 0; i = 1; 2; : : : ; n, vydeËte j-tÕ rovnosÔ s m-tou rovnosÔou

zo syst×mu (1) a dostanete
�
xj
xm

�q�1
=

aj
am

odkiaË pri pevnom m dostanete:

xj = xm

�
aj

am

�1=(q�1)
; j = 1; 2; : : : ; n; j 6=m (2)
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a po dosadenÉ (2) do rovnice vÑzby dostanete:

nX
i=1

inot=m

aixm

�
ai

am

�1=(q�1)
+ amxm = A: (3)

äalej vyuÚite vzÔah q
q�1 = p =) 1

q�1 = p
q
a upravte (3) na tvar

xm

a
1=(q�1)
m

:

nX
i=1

a
q=(q�1)
i = A,

z ktor×ho dostaneme stacionÁrny bod x(0) so sÕradnicami xm =
A:ap=qmP
n

i=1
a
p
i

; m = 1; 2; : : : ; n:

Vyjadrite druhÙ diferenciÁl funkcie � a uvÁÚte, Úe z rovnice vÑzby vyplÙva

nX
i=1

aidxi = 0.

V stacionÁrnom bode dostanete

 
nX
i=1

x
q�1
i dxi

!2

=

�
APn
i=1 a

p
i

�2(g�1) nX
i=1

aidxi = 0:

Nakoniec dostanete, Úe d2�
�
x(0)

�
> 0, teda v stacionÁrnom bode x(0) mÁ funkcia u mini-

mum umin = A t.j. u � A, Ão je H�olderova nerovnosÔ.

245 max
M

z = z(3;�4) = 125; min
M

z = z(�3; 4) = �75.

246 max
M

z = z(0; 0) = �1; min
M

z = z(0; 3) = �19.

247 max
M

z = z(0; 1) = z(1; 0) = z(0;�1) = 1; min
M

z = z(0; 0) = 0.

248 max
M

z = z(2; 0) = z(�2; 0) = 4; min
M

z = z(0;�2) = z(0; 2) = �4.

249 max
M

z = z(1; 0) = z(�1; 0) = 3

2
; min

M
z = z(0; 0) = 0.

250 max
M

z = z

�
1;

4

3

�
=

2

9
; min

M
z = 0 na celej hranici mnoÚiny M .

251 max
M

u = u(0; 0; 10) = 300; min
M

u = u(0; 0; 0) = 0.

252 max
M

u = u

 p
2

2
;

p
2

2
; 1

!
= 1 +

p
2; min

M
u = u

�
�1

2
;�1

2
; 1

�
= �1

2
.

253 max
M

u = u

�
ap
3
;
ap
3
;
ap
3

�
= a2; min

M
u = �a

2

2
na celej krivke

x2 + y2 + z2 = a2

x+ y + z = 0:
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IV. Parametrick× integrÁly

1. Riemannov parametrickÙ integrÁl

De�nÉcia 1.1. Nech E =< a; b > �(c; d) a nech funkcia f : E ! R je pre kaÚd× y 2 (c; d)

riemannovsky integrovateËnÁ na intervale < a; b >. Potom funkciu

F (y) =

Z b

a

f(x; y)dx

nazÙvame RiemannovÙm parametrickÙm integrÁlom.

Veta 1.1. Ak je funkcia f spojitÁ na mnoÚine E, tak funkcia F je spojitÁ na intervale
(c; d).

Veta 1.2. Ak je funkcia f spojitÁ na mnoÚine E a hranice integrovania sÕ spojit× funkcie
' a  , ktor× zobrazujÕ interval (c; d) do intervalu < a; b >, tak funkcia

I(y) =

Z  (y)

'(y)

f(x; y)dx

je spojitÁ na intervale (c; d).

Veta 1.3. Za predpokladov vety 1.1, resp. vety 1.2, platÉ pre y0 2 (c; d):

lim
y!y0

Z b

a

f(x; y)dx =

Z b

a

lim
y!y0

f(x; y)dx;

resp.

lim
y!y0

Z  (y)

'(y)

f(x; y)dx =

Z  (y0)

'(y0)

f(x; y0)dx:

Veta 1.4. Ak spojitÁ funkcia f : E ! R mÁ na mnoÚine E spojitÕ parciÁlnu derivÁciu
@f

@y
, tak funkcia F (y) =

R b
a
f(x; y)dx je diferencovateËnÁ na (c; d) a platÉ

F 0(y) =

Z b

a

@f(x; y)

@y
dx (tzv. Leibnizov vzorec).
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Veta 1.5. Ak spojitÁ funkcia f : E ! R mÁ na mnoÚine E spojitÕ parciÁlnu derivÁciu @f

@y

a funkcie ' a  , ktor× zobrazujÕ interval (c; d) do intervalu < a; b >, sÕ diferencovateËn×

na (c; d), tak funkcia I(y) =
R  (y)
'(y)

f(x; y)dx je diferencovateËnÁ na (c; d) a platÉ

I 0(y) = f ( (y); y)  0(y) � f ('(y); y)'0(y) +

Z  (y)

'(y)

@f(x; y)

@y
dx:

Veta 1.6. Ak je funkcia f spojitÁ na mnoÚine < a; b > � < c; d >, tak

Z d

c

"Z b

a

f(x; y)dx

#
dy =

Z b

a

"Z d

c

f(x; y)dy

#
dx:

1. NÁjdite de�niÃnÙ obor funkcie F (y) =

Z 1

0

dx

x2 + y2
:

2. Zistite, kde sÕ spojit× nasledujÕce funkcie:

a) F (y) =

Z 1

0

dx

x
�

4 (x2 + y2 + 1)
,

b) F (y) =

8<
:
Z �

2

0

y2

(x + jyj)
p

tg y

2

dx; y 6= 0,

0; y = 0,

c) F (y) =

8<
:
Z �

2

��

2

x
1

3

arctg (x2 + y2) sinx
dx; y 6= 0,

0; y = 0.

3. Zistite, pre ktor× hodnoty argumentu y je spojitÁ funkcia

F (y) =

Z 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx;

kde funkcia f je spojitÁ a kladnÁ na intervale < 0; 1 >.

4. DokÁÚte, Úe funkcia

F (y) =

Z �

0

2 cosx + 2y

1 + 2y cosx+ y2
dx

nie je spojitÁ v bodoch y = 1 a y = �1.

5. UkÁÚte, Úe integrÁl F (y) =

Z 1

0

f(x; y)dx z nespojitej funkcie f(x; y) = sgn (x � y) je

spojitou funkciou. Zostrojte graf funkcie F .
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6:� DokÁÚte, Úe funkcia F (y) =

Z b

a

'(x)f(x; y)dx je spojitÁ na < c; d >, ak sÕ splnen×

podmienky:

(i) funkcia f je spojitÁ na < a; b > � < c; d >,

(ii) funkcia ' je absolÕtne integrovateËnÁ na intervale (a; b).

7. NÁjdite:

a) lim
y!0

Z 1

�1

p
x2 + y2dx; jyj <

1

2
, b) lim

y!0

Z �

2

0

sin(x + y)

x2y2 + xy + 1
dx,

c) lim
y!0

Z 2

0

x2 cosxydx, d) lim
y!+1

Z 2

1

y

x+ y
e�x

2ydx,

e) lim
y!0

Z 1+y

y

dx

1 + x2 + y2
; jyj < 1, f) lim

n!1

Z 1

0

dx

1 +
�
1 + x

n

�n ,
g) lim

y!1

Z 2

1

ln(x + jyj)

ln(x2 + y2)
dx.

8. NÁjdite lim
R!1

Z �

2

0

e�R sin �d�.

9. Nech funkcia f je spojitÁ na intervale < A;B >. DokÁÚte, Úe

lim
h!0

1

h

Z x

a

[f(t + h)� f(t)] dt = f(x) � f(a) (A < a < x < B):

10. Je moÚn× uskutoÃniÔ limitnÙ prechod za znakom integrÁlu vo vÙraze

lim
y!0

Z 1

0

x

y2
e
�x

2

y2 dx?

11. DokÁÚete, Úe v nasledujÕcich prÉpadoch je moÚnÙ limitnÙ prechod za znakom integrÁlu:

a)

Z 2

0

e�xy
p
x+ y2

dx pre y !1,

b)

Z 3

�1

arctg

�
xy

1 + y

�
dx pre y ! 0.

12. Nech

(i) funkcia @f

@y
je spojitÁ na < a; b > � < c; d >,

(ii) funkcia ' je absolÕtne integrovateËnÁ na intervale (a; b).

Potom integrÁl

F (y) =

Z b

a

'(x)f(x; y)dx

je spojite diferencovateËnou funkciou premennej y 2 (c; d) a platÉ

F 0(y) =

Z b

a

'(x)
@f(x; y)

@y
dx:
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DokÁÚte!

13. VypoÃÉtajte F 0(y), ak

F (y) =

Z 1

0

arctg
x

y
dx; y > 0:

ão moÚno povedaÔ o derivÁcii v bode y = 0?

14. Je moÚn× vypoÃÉtaÔ pomocou Leibnizovho vzorca derivÁciu funkcie

F (y) =

Z 1

0

ln
p
x2 + y2dx;

v bode y = 0?

15. NÁjdite F 0(y), ak

a) F (y) =

Z y2

y

e�x
2ydx, b) F (y) =

Z 3y2+1

y2

exy

x
dx; y 6= 0,

c) F (y) =

Z cosy

sin y

ey
p
1�x2dx, d) F (y) =

Z b+y

a+y

sinxy

x
dx,

e) F (y) =

Z y

0

ln(1 + xy)

x
dx, f) F (y) =

Z y

0

f(x + y; x � y)dx,

g) F (y) =

Z y2

0

dx

Z x+y

x�y

sin
�
x2 + t2 � y2

�
dt.

16. NÁjdite F 00(y), ak

a) F (y) =

Z y

0

(x + y)f(x)dx, kde f je diferencovateËnÁ funkcia,

b) F (y) =

Z b

a

jx� yjf(x)dx, kde a < b a f je spojitÁ funkcia na < a; b >,

c) F (y) = 1
h2

Z h

0

d�

Z h

0

f (y + � + �) d� (h > 0), kde f je spojitÁ funkcia.

17. NÁjdite F (n)(y), ak

F (y) =

Z y

0

(y � x)n�1f(x)dx

a f je spojitÁ funkcia.

18. DokÁÚte sprÁvnosÔ vzorca

In =
dnf(x)

dxn
=  n(x); n = 1; 2; : : : ;

kde
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f(x) =

(
sinx

x
; ak x 6= 0,

1; ak x = 0,

 n(x) =

8><
>:

1

xn+1

Z x

0

yn cos
�
y +

n�

2

�
dy; ak x 6= 0,

cos n�
2

n+ 1
; ak x = 0; n = 1; 2; : : : :

PouÚijÕc uvedenÙ vzorec urobte odhad

����dnf(x)dxn

���� � 1

n+ 1
pre x 2 (�1;+1):

19. Funkciu f(x) = x2 na intervale < 1; 3 > pribliÚne zameÎte lineÁrnou funkciou a + bx

tak, aby hodnota integrÁlu Z 3

1

�
a + bx � x2

�2
dx

bola minimÁlna.

20. DokÁÚte, Úe Besselova funkcia cel×ho indexu n

In(x) =
1

�

Z �

0

cos (n'� x sin') d'

vyhovuje Besselovej rovnici

x2I 00n(x) + xI 0n(x) +
�
x2 � n2

�
In(x) = 0:

21. VypoÃÉtajte

Z 2

1

xndx pre n 6= �1 a potom pomocou derivovania podËa parametra

vypoÃÉtajte

Z 2

1

xn lnxdx:

22. VyjdÕc z rovnosti Z b

0

dx

1 + ax
=

1

a
ln (1 + ab)

odvoÄte pomocou derivovania podËa parametra vzorec

Z b

0

xdx

(1 + ax)2
=

1

a2
ln (1 + ab) �

b

a(1 + ab)
:

23. VyjdÕc z rovnosti Z b

0

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

b

a
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vypoÃÉtajte Z b

0

dx

(x2 + a2)3
; a 6= 0:

24. Pomocou derivovania podËa parametra vypoÃÉtajte nasledujÕce integrÁly:

a)

Z �

2

0

ln
�
a2 � sin2 x

�
dx; a > 1, b)

Z �
2

0

ln
�
a2 sin2 x + b2 cos2 x

�
dx,

c)

Z �

0

ln
�
1� 2a cosx + a2

�
dx, d)

Z �

2

0

arctg (atg x)

tg x
dx,

e)

Z �
2

0

ln
1 + a cosx

1� a cosx
:
dx

cosx
; jaj < 1.

25. V ktorÙch prÉpadoch je prÉpustnÁ zÁmena poradia integrovania?

a)

Z 1

0

dy

Z 1

0

cosxy

x + y
dx, b)

Z 1

0

dy

Z 1

0

y2 � x2

(x2 + y2)2
dx,

c)

Z �

4

��

4

dy

Z 1

0

tg (xy)p
x2 + y2 + 1

dx, d)

Z 1

0

dy

Z 1

�1

1

y
arctg

x

y
dx.

26. PouÚijÕc vzorec

arctg x

x
=

Z 1

0

dy

1 + x2y2
;

vypoÃÉtajte integrÁl Z 1

0

arctg x

x

dx
p
1� x2

:

27. Pomocou integrovania podËa parametra vypoÃÉtajte integrÁl

Z 1

0

xb � xa

lnx
dx; a > 0; b > 0:

28. VypoÃÉtajte integrÁly:

a)

Z 1

0

sin

�
ln

1

x

�
xb � xa

lnx
dx,

b)

Z 1

0

cos

�
ln

1

x

�
xb � xa

lnx
dx; a > 0; b > 0.

29. DokÁÚte sprÁvnosÔ vzorca

Z x

0

tI0(t)dt = xI1(x);

kde I0(x) a I1(x) sÕ Besselove funkcie indexov 0 a 1 (pozri Õlohu 20).
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2. Nevlastn× parametrick× integrÁly

A. NevlastnÙ parametrickÙ integrÁl prv×ho druhu

De�nÉcia 2.1. Nech f je reÁlna funkcia de�novanÁ na mnoÚine < a;1) � (c; d) a nech

pre kaÚd× y 2 (c; d) existuje integrÁl
R1
a

f(x; y)dx. Potom funkciu

F (y) =

Z 1

a

f(x; y)dx

nazÙvame nevlastnÙm parametrickÙm integrÁlom prv×ho druhu.

De�nÉcia 2.2. IntegrÁl F (y) nazÙvame rovnomerne konvergentnÙm na intervale (c; d), ak

8" > 0 9B(") > a; Úe 8b > B(") a 8y 2 (c; d)

platÉ ����
Z 1

b

f(x; y)dx

���� < ":

Veta 2.1. (Cauchyho krit×rium.) NevlastnÙ parametrickÙ integrÁl F (y) konverguje rovno-

merne na (c; d) vtedy a len vtedy, keÄ pre ËubovoËn× " > 0 existuje tak× B(") > a, Úe pre

kaÚd× b0 > B(") a b00 > B(") platÉ �����
Z b00

b0
f(x; y)dx

����� < "

pre vÓetky y 2 (c; d):

Veta 2.2. (Weierstrassovo krit×rium.) Ak existuje takÁ funkcia g :< a;1)! R, Úe

jf(x; y)j � g(x)

pre vÓetky x 2< a;1) a y 2 (c; d) a nevlastnÙ integrÁlZ 1

a

g(x)dx

konverguje, tak nevlastnÙ parametrickÙ integrÁl F (y) konverguje absolÕtne a rovnomerne

na intervale (c; d).

Veta 2.3. Ak je funkcia f spojitÁ na mnoÚine < a;1)� (c; d) a integrÁl F (y) konverguje

rovnomerne na (c; d), tak funkcia F (y) je spojitÁ na intervale (c; d).

Veta 2.4. Za predpokladov vety 2.3 platÉ

lim
y!y02(c;d)

Z 1

a

f(x; y)dx =

Z 1

a

f(x; y0)dx:
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Veta 2.5. Ak

1. funkcie f a @f

@y
sÕ spojit× na mnoÚine < a;1)� (c; d),

2. integrÁl
R1
a

f(x; y)dx konverguje pre vÓetky y 2 (c; d),

3. integrÁl
R1
a

@f(x;y)

@y
dx konverguje rovnomerne na intervale (c; d),

tak funkcia F je diferencovateËnÁ na (c; d) a platÉ

F 0(y) =
d

dy

Z 1

a

f(x; y)dx =

Z 1

a

@f(x; y)

@y
dx

pre y 2 (c; d).

Veta 2.6. Ak je funkcia f spojitÁ na mnoÚine < a;1)� < c; d > a integrÁl F (y) konver-
guje rovnomerne na < c; d >, tak

Z d

c

�Z 1

a

f(x; y)dx

�
dy =

Z 1

a

"Z d

c

f(x; y)dy

#
dx:

Tento vzorec platÉ aj v prÉpade, Úe d =1, ak funkcia f je nezÁpornÁ a spojitÁ na

< a;1)� < c;1), integrÁly

F (y) =

Z 1

a

f(x; y)dx a G(y) =

Z 1

c

f(x; y)dy

konvergujÕ a sÕ spojitÙmi funkciami na intervaloch < a;1), resp. < c;1), a aspoÎ jeden

z integrÁlov Z 1

c

�Z 1

a

f(x; y)dx

�
dy alebo

Z 1

a

�Z 1

c

f(x; y)dy

�
dx

konverguje.

B. NevlastnÙ parametrickÙ integrÁl druh×ho druhu

De�nÉcia 2.3. Nech f je reÁlna funkcia de�novanÁ na mnoÚine < a; b) � (c; d) a nech

je neohraniÃenÁ na kaÚdom intervale (b� �; b) � (c; d); � > 0. Ak pre kaÚd× y 2 (c; d)
konverguje nevlastnÙ integrÁl Z b

a

f(x; y)dx;

tak funkciu

F (y) =

Z b

a

f(x; y)dx

nazÙvame nevlastnÙm parametrickÙm integrÁlom druh×ho druhu.

PoznÁmka 2.1. Podobne ako v odseku A je moÚn× aj v prÉpade nevlastn×ho parametrick-
×ho integrÁlu druh×ho druhu zaviesÔ pojem rovnomernej konvergencie a dokÁzaÔ podobn×
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tvrdenia ako boli tie, ktor× platili pre nevlastnÙ parametrickÙ integrÁl na neohra-niÃenom

intervale.

30. NÁjdite vÓetky hodnoty parametra, pri ktorÙch konvergujÕ nasledujÕce nevlastn×
parametrick× integrÁly:

a)

Z 1

1

dx

xy
, b)

Z 1

0

e�xy

1 + x2
dx,

c)

Z 1

�

x cos x

xy + ay
dx; a > 0, d)

Z 1

0

sinxq

xp
dx,

e)

Z 2

0

dx

j lnxjy , f)

Z 1

0

sinx

xy + sinx
dx; y > 0.

31. DokÁÚte, Úe integrÁl

F (y) =

Z 1

0

ye�xydx

a) konverguje rovnomerne v ËubovoËnom intervale < a; b >, kde a > 0,
b) konverguje nerovnomerne v intervale < 0; b >.

32. DokÁÚte, Úe Dirichletov integrÁl

D(y) =

Z 1

0

sinxy

x
dx

a) konverguje rovnomerne na ËubovoËnom intervale < a; b > neobsahujÕcom bod y = 0,
b) konverguje nerovnomerne na kaÚdom intervale < a; b > obsahujÕcom bod y = 0.

33. DokÁÚte, Úe integrÁl Z 1

0

sinxy

x
cosxdx

rovnomerne konverguje na ËubovoËnom uzavretom intervale neobsahujÕcom �1.
34. Zistite, Ãi rovnomerne konverguje integrÁlZ 1

1

dx

xy

v nasledujÕcich intervaloch:

a) 1 < y0 � y <1,
b) 1 < y <1.

35. Zistite, Ãi konvergujÕ rovnomerne na danÙch intervaloch nasledujÕce integrÁly:

a)

Z 1

0

e�x sinxydx; �1 < y <1, b)

Z 1

0

sinxy

x
p
x
dx; 0 < y � A,

c)

Z 1

1

xye�xdx; a � y � b, d)

Z 1

�1

cosxy

1 + x2
dx; �1 < y <1,
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e)

Z 1

0

dx

(x � y)2 + 1
; 0 � y <1, f)

Z 1

0

sinx

x
e�xydx; 0 � y <1,

g)

Z 1

0

p
ye�yx

2

dx; 0 � y <1, h)

Z 1

�1

e�(x�y)
2

dx; �) a < y < b; �) �1 < y <1;

i)

Z 1

0

yxy�1dx; 0 < � � y < 1, j)

Z 1

0

e�y
2
(1+x

2
) sin ydx; �1 < y <1,

k)

Z 1

0

xyp
1� x2

dx; 0 � y <1, l)

Z 1

0

1

xy
sin

1

x
dx; 0 < y < 2.

36. DokÁÚte, Úe integrÁl

F (y) =

Z 1

0

e�(x�y)
2

dx

je spojitou funkciou parametra y.

37. Zistite, Ãi sÕ spojit× v danÙch intervaloch nasledujÕce funkcie:

a) F (y) =

Z 1

0

x

2 + xy
dx; (2;1), b) F (y) =

Z 1

1

cosx

xy
dx; (0;1),

c) F (y) =

Z 1

0

sin
�
(1� y2)x

�
x

dx; (�1;1), d) F (y) =

Z �

0

sinx

xy(� � x)y
dx; (0; 2),

e) F (y) =

Z 1

0

e�x

j sinxjy dx; (0; 1), f) F (y) =

Z 1

0

ye�xy
2

dx; (�1;1).

38. Je prÉpustnÙ prechod k limite za znakom integrÁlu vo vÙraze lim
y!+0

Z 1

0

ye�xydx?

39. Nech f je funkcia integrovateËnÁ v intervale (0;1). DokÁÚte, Úe platÉ

lim
y!+0

Z 1

0

e�xyf(x)dx =

Z 1

0

f(x)dx:

40. VypoÃÉtajte integrÁl

Z 1

0

e�x
2

dx =

Z 1

0

lim
n!1

"�
1 +

x2

n

��n#
dx

pouÚijÕc limitnÙ prechod za znakom integrÁlu.

41. NÁjdite

a) lim
n!1

Z 1

0

dx

xn + 1
,

b) lim
n!1

Z 1

0

fn(x)dx, kde fn(x) =

�
n
x3
e
� n

2x2 ; ak x > 0,

0; ak x = 0,

c) lim
y!1

Z 1

0

e�x
2 sin 2xy

x
dx,
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d) lim
y!1

Z 1

0

e�y
2(x2+1)

x2 + 1
dx.

42. PouÚijÕc vzorec

Z 1

0

xn�1dx =
1

n
; n > 0; vypoÃÉtajte integrÁl I =

Z 1

0

xn�1 lnm xdx;

kde m je prirodzen× ÃÉslo.

43. Pomocou rovnostÉ

Z 1

0

e�xydx =
1

y
; y > 0; vypoÃÉtajte

Z 1

0

e�xyxn�1dx; kde n je cel×

ÃÉslo.

44. Pomocou rovnosti

Z 1

0

1

x2 + y2
dx =

�

2y
vypoÃÉtajte

Z 1

0

1

(x2 + y2)n
dx; kde n je cel×

ÃÉslo.

45. DokÁÚte, Úe Dirichletov integrÁl

D(y) =

Z 1

0

sinxy

x
dx

mÁ pre y 6= 0 derivÁciu, avÓak nedÁ sa nÁjsÔ pomocou Leibnizovho vzorca.

46. DokÁÚte sprÁvnosÔ Froullaniho vzorca

Z 1

0

f(ax) � f(bx)

x
dx = f(0) ln

b

a
; a > 0; b > 0;

kde f je spojitÁ funkcia a integrÁl
R1
A

f(x)

x
dx mÁ zmysel pre ËubovoËn× A > 0.

47. Pomocou Froullaniho vzorca vypoÃÉtajte nasledujÕce integrÁly, v ktorÙch a > 0; b > 0:

a)

Z 1

0

e�ax � e�bx

x
dx, b)

Z 1

0

sinax � sin bx

x
dx,

c)

Z 1

0

cos ax � cos bx

x
dx, d)

Z 1

0

arctg ax � arctg bx

x
dx.

48. Pomocou derivovania podËa parametra vypoÃÉtajte nasledujÕce nevlastn× integrÁly:

a)

Z 1

0

e�ax
2 � e�bx

2

x
dx; a > 0; b > 0, b)

Z 1

0

�
e�ax � e�bx

x

�2

dx; a > 0; b > 0,

c)

Z 1

0

e�ax � e�bx

x
sinmxdx; a > 0; b > 0, d)

Z 1

0

e�ax � e�bx

x
cosmxdx; a > 0; b > 0,

e)

Z 1

0

ln(1� a2x2)

x2
p
1� x2

dx; jaj � 1, f)

Z 1

0

ln(1� a2x2)p
1� x2

dx; jaj � 1,

g)

Z �

2

0

ln

�
1 + a sinx

1� a sinx

�
dx

sinx
; jaj < 1, h)

Z 1

0

arctg axarctg bx

x2
dx,

i)

Z 1

0

ln(x2 + a2)

x2 + b2
dx, j)

Z 1

0

ln(1 + a2x2) ln(1 + b2x2)

x4
dx.

145



49. DokÁÚte, Úe funkcia

y(x) =

Z 1

0

e�xt

(1 + t2)n+1
dt

vyhovuje diferenciÁlnej rovnici

xy00 � 2ny0 + xy = 1:

50. VypoÃÉtajte Eulerov-Poissonov integrÁl

I =

Z 1

0

e�x
2

dx

pomocou vzÔahu

I2 =

Z 1

0

e�x
2

dx

Z 1

0

xe�x
2y2dy:

51. Pomocou Eulerovho-Poissonovho integrÁlu vypoÃÉtajte:

a)

Z 1

�1

e�(ax
2+2bx+c)dx; a > 0; ac� b2 > 0,b)

Z 1

�1

e�ax
2

ch bxdx; a > 0,

c)

Z 1

0

e
�
�
x2+a

2

x
2

�
dx; a > 0, d)

Z 1

0

e�ax
2 � e�bx

2

x2
dx; a > 0; b > 0,

e)

Z 1

0

e�ax
2

cos bxdx; a > 0, f)

Z 1

0

xe�ax
2

sin bxdx; a > 0.

52. VyjdÕc z integrÁlu

I(a; b) =

Z 1

0

e�ax
sin bx

x
dx; a � 0; b 2 R;

vypoÃÉtajte Dirichletov integrÁl

D(b) =

Z 1

0

sin bx

x
dx:

53. Pomocou Dirichletovho integrÁlu a Froullaniho vzorca vypoÃÉtajte:

a)

Z 1

0

e�ax
2 � cos bx

x2
dx; a > 0, b)

Z 1

0

sinax cos bx

x
dx; a; b 2 R,

c)

Z 1

0

sin ax sin bx

x
dx; a 6= �b, d)

Z 1

0

sin3 ax

x
dx; a 2 R,

e)

Z 1

0

�
sinax

x

�2

dx; a 2 R, f)

Z 1

0

�
sinax

x

�3

dx; a 2 R,

g)

Z 1

0

sin4 x

x2
dx, h)

Z 1

0

sin4 ax � sin4 bx

x
dx; ab 6= 0,
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i)

Z 1

0

sinx2

x
dx.

54. Pomocou rovnosti
1

1 + x2
=

Z 1

0

e�y(1+x
2)dy

vypoÃÉtajte Laplaceov integrÁl

L(�) =

Z 1

0

cos�x

1 + x2
dx:

55. VypoÃÉtajte integrÁly:

a)

Z 1

0

sin2 x

1 + x2
dx, b)

Z 1

0

cos�x

(1 + x2)2
dx,

c)

Z 1

�1

cos�x

ax2 + 2bx + c
dx; a > 0; ac� b2 > 0.

56. Pomocou rovnostÉ 1p
x
= 2p

�

Z 1

0

e�xy
2

dy; x > 0; vypoÃÉtajte tzv. Fresnelove integrÁly

Z 1

0

sinx2dx =
1

2

Z 1

0

sinxp
x
dx;Z 1

0

cosx2dx =
1

2

Z 1

0

cosxp
x
dx:

57. Pomocou FresnelovÙch integrÁlov vypoÃÉtajte:

a)

Z 1

�1

sin
�
ax2 + 2bx + c

�
dx; a 6= 0,

b)

Z 1

�1

sinx2: cos 2axdx, c)

Z 1

�1

cosx2: cos 2axdx.

58. DokÁÚte, Úe pre Laplaceovu funkciu �(x) = 2p
�

Z x

0

e�t
2

dt platia vzÔahy:

a)

Z x

0

�(at)dt =
e�a

2x2 � 1

a
p
�

+ x�(ax), b)

Z 1

0

[1� �(x)] dx =
1p
�
.

59. DokÁÚte, Úe pre Besselovu funkciu nult×ho rÁdu I0(x) =
1
�

Z �

0

cos (x sin') d' platÉ:

a)

Z 1

0

e�axI0(bx)dx =
1p

a2 + b2
; a > 0,

b)

Z 1

0

sinax

x
I0(x)dx =

8<
:

�
2
; ak a � 1,

arcsina; ak jaj � 1,

��
2
; ak a � �1.
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60. NÁjdite Laplaceovu transformÁciu F (p) =

Z 1

0

e�ptf(t)dt; p > 0; funkcie f , ak:

a) f(t) = tn, n - prirodzen× ÃÉslo, b) f(t) =
p
t,

c) f(t) = cos t, d) f(t) =
1� e�t

t
,

e) f(t) = sin
�
�
p
t
�
.
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3. Eulerove integrÁly

A. Beta-funkcia

De�nÉcia 3.1. Funkciu

B(x; y) =

Z 1

0

t
x�1 (1� t)

y�1
dt;

ktorÁ je de�novanÁ pre x > 0; y > 0, nazÙvame EulerovÙm integrÁlom prv×ho druhu alebo

beta - funkciou.

ZÁkladn× vlastnosti:

(i) B(x; y) = B(y; x).

(ii) B(x; y) =
y � 1

x+ y � 1
B(x; y � 1).

(iii) B(x; n) =
(n� 1)!

x(x + 1)(x + 2) : : : (x + n+ 1)
pre n = 1; 2; : : :.

(iv) B(x; y) =

Z
1

0

t
x�1

(1 + t)x+y
dt.

(v) B(x; 1 � x) =
�

sin�x
; 0 < x < 1.

B. Gama-funkcia

De�nÉcia 3.2. Funkciu

�(x) =

Z
1

0

e
�t
t
x�1

dt;

ktorÁ je de�novanÁ pre x > 0, nazÙvame EulerovÙm integrÁlom druh×ho druhu alebo ga-

ma-funkciou.

ZÁkladn× vlastnosti:

(i) �(x + 1) = x�(x).

(ii) �(n) = (n� 1)! pre prirodzen× n.

(iii) �(x)�(1 � x) =
�

sin�x
; 0 < x < 1.

(iv) �(x)�
�
x + 1

2

�
=

p
�

22x�1
�(2x), ÓpeciÁlne:

�

�
n+

1

2

�
=

(2n� 1)!!

2n
p
� pre prirodzen× n:

(v) B(x; y) =
�(x)�(y)

�(x + y)
.
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(vi) �(x) = lim
n!1

(n� 1)!

x(x + 1)(x + 2) : : : (x + n� 1)
n
x.

61. Pomocou EulerovÙch integrÁlov vypoÃÉtajte nasledujÕce integrÁly:

a)

Z 1

0

p
x � x2dx, b)

Z 1

0

x
3
�
1� x

3
�1
3
dx,

c)

Z 1

0

x
2
p
a2 � x2dx; a > 0, d)

Z
1

0

5
p
x

(1 + x3)2
dx,

e)

Z
1

0

dx

1 + x3
, f)

Z
1

0

x
2

1 + x4
dx,

g)

Z
1

0

x
2n
e
�x

2

dx; n 2 N .

62. UrÃte oblasÔ existencie a vyjadrite pomocou EulerovÙch integrÁlov:

a)

Z
1

0

x
m�1

1 + xn
dx; n > 0, b)

Z
1

0

x
m�1

(1 + x)n
dx,

c)

Z
1

0

x
m

(a + bxn)p
dx; a > 0; b > 0; n > 0, d)

Z 1

0

dx

n

p
1� xm

; m > 0,

e)

Z �

2

0

sinm x cosn xdx, f)

Z �

2

0

tg n
xdx,

g)

Z
1

0

x
m
e
�x

n

dx, h)

Z 1

0

�
ln

1

x

�p

dx,

i)

Z
1

0

x
p
e
�ax lnxdx; a > 0, j)

Z
1

0

x
p�1 lnx

1 + x
dx,

k)

Z
1

0

x
p�1 � x

q�1

(1 + x) ln x
dx, l)

Z
1

0

x
p�1 � x

�p

1� x
dx; 0 < p < 1.

63. VypoÃÉtajte:

a)

Z 1

0

ln �(x)dx (Raabeho integrÁl), b)

Z
a+1

a

ln �(x)dx; a > 0,

c)

Z 1

0

ln�(x) sin �xdx, d)

Z 1

0

ln �(x) cos 2n�xdx; n je prirodzen× ÃÉslo.

64. DokÁÚte, Úe ak I1 =

Z 1

0

dxp
1� x2n

a I2 =

Z 1

0

x
n

p
1� x2n

dx, n je prirodzen× ÃÉslo, tak

I1I2 =
�

2n
:

65. DokÁÚte, Úe lim
n!1

Z
1

0

e
�x

n

dx = 1:
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66. Pomocou rovnosti
1

xm
=

1

�(m)

Z
1

0

t
m�1

e
�xt

dt; x > 0; nÁjdite integrÁly:

a)

Z
1

0

cos ax

xm
dx; 0 < m < 1; a 6= 0, b)

Z
1

0

sinax

xm
dx; 0 < m < 2.

67. NÁjdite dËÚku lemniskÁty r
2 = a

2 cos 2'; a > 0.

68. NÁjdite obsah Ãasti roviny ohraniÃenej krivkou r
4 = sin3 ' cos':

69. NÁjdite obsah Ãasti roviny ohraniÃenej krivkou jxjn + jyjn = a
n
; n > 0; a > 0:
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VÙsledky, nÁvody a poznÁmky

1 (�1; 0) [ (0;1).

2 a) SpojitÁ; b) spojitÁ; c) spojitÁ pre y 6= 0.

3 SpojitÁ pre y 6= 0.

7 a) 1; b) 1; c) 8
3
; d) 0; e) �

4
; f) ln 2e

1+e
; g) 1

2
.

8 0.

10 Nie. (PrejdÕc k limite za znakom integrÁlu dostÁvame nulu. Ak najskÐr vypoÃÉta-

me integrÁl a potom prejdeme k limite, dostÁvame 1
2
. VÓimnite si, Úe v bode (0; 0) inte-

grovanÁ funkcia nie je spojitÁ.)

13 1
2
ln
h

y2

1+y2

i
, pre y > 0. V bode y = 0 derivÁcia neexistuje.

14 Nie. (F 0(0) = �, kÙm derivÁcia podintegrÁlnej funkcie podËa y sa pre y = 0 rovnÁ

nule.)

15 a) 2ye�y
5 � e

�y3 �
R y2
y

x
2
e
�x2y

dx; b) e(3y
2+1)y

h
1
y
+ 6y

(3y2+1)

i
� 3ey

3

y
;

c) eyj cosyj cos y � e
yj sin yj siny +

R cos y

sin y

p
1� x2e

y
p
1�x2

dx; d)
h
1
b
+ 1

(b+y)

i
sin [y(b + y)] �h

1
a
+ 1

(a+y)

i
sin [y(a + y)]; e) ( 2

y
ln(1 + y

2); f) f(y;�y) + 2
R y
0
f
0
u(u; v)dx, kde u = x + y a

v = x � y; g) 2y
R y2+y
y2�y sin

�
t
2 + y

4 � y
2
�
dt+ 2

R y2
0

sin 2x2: cos 2xydx�

2y
R y2
0

dx
R x+y
x�y cos

�
x
2 + t

2 � y
2
�
dt.

16 a) F
00(y) = 3f(y) + 2yf 0(y); b) F

00(y) = 2f(y), ak y 2 (a; b); F 00(y) = 0, ak

y =2 (a; b); c) F 00(y) = 42f(y)

h2
, kde 42

f(y) = f(y + 2h)� 2f(y + h) + f(y).

17 F
(n)(y) = (n� 1)!f(y).

19 4x � 11
3
.

21 (n+1)2n+1 ln 2�2n+1+1

(n+1)2
.

23 b
8a4

h
5a2+3b2

(a2+b2)2
+ 3

ab
arctg b

a

i
.

24 a) � ln a+
p
a2�1
2

; b) � ln
jaj+jbj

2
; c) 0, ak jaj � 1;� ln a2, ak jaj > 1;

d) �
2
sgn a ln (1 + jaj); e) � arcsina.

25 a) áno; b) nie; c) Áno; d) nie.

26 �
2
ln
�
1 +

p
2
�
.

27 ln b+1
a+1

.
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28 a) arctg b�a
1+(a+1)(b+1)

; b) 1
2
ln b2+2b+2

a2+2a+2
.

30 a) y > 1; b) y � 0; c) y > 1; d)
���p�1

q

��� < 1; e) y < 1; f) y > 1
2
.

33 PrepÉÓte danÙ integrÁl ako 1
2

R1
0

sin(y+1)x+sin(y�1)x

x
dx.

34 a) Konverguje rovnomerne; b) konverguje nerovnomerne.

35 a) Rovnomerne; b) rovnomerne; c) rovnomerne; d) rovnomerne; e) nerovnomerne;

f) rovnomerne; g) nerovnomerne; h) �) rovnomerne; �) nerovnomerne; i) rovnomerne; j)

nerovnomerne; k) rovnomerne; l) nerovnomerne.

37 a) SpojitÁ; b) spojitÁ; c) nespojitÁ v �1; d) spojitÁ; e) spojitÁ; f) nespojitÁ v

y = 0.

38 Nie, pretoÚe zÁmena poradia limity a integrÁlu dÁva ako vÙsledok 0, kÙm v

skutoÃnosti je danÁ limita rovnÁ 1.

39 UkÁÚte, Úe pre ËubovoËn× " > 0 existuje dostatoÃne veËk× B a y vyhovujÕce

podmienke 0 � y � 1
B
ln 2MB

2MB�" (0 < " < 2MB), kde M = sup0�x�B jf(x)j 6= 0, tak, Úe

j
R1
0

e
�yx

f(x)dx �
R1
0

f(x)dxj < ":

40 ZameÎte poradie limity a integrÁlu a pouÚite substitÕciu x =
p
n:ctg z. Pri

poÃÉtanÉ limity, ktorÕ dostanete, pouÚite Wallisov vzorec.

41 a) 1; b) 1; c) �
2
; d) 0.

42 (�1)m m!
nm+1 .

43 (n�1)!

yn
.

44 �
2y2n�1

1:3:5:::(2n�3)

2:4:6:::(2n�2)
.

45 NÁvod: PoloÚte xy = t.

47 a) ln b
a
; b) 0; c) ln b

a
; d) �

2
ln a

b
.

48 a) 1
2
ln b

a
; b) ln

(2a)2a(2b)2b

(a+b)2a+2b
; c) arctg

m(b�a)
ab+m2 ; d)

1
2
ln b2+m2

a2+m2 ; e) �
�p

1� a2 � 1
�
;

f) �� ln 1+
p
1�a2
2

; g) � arcsina; h) I = �
2
sgn (ab) ln

(jaj+jbj)jaj+jbj
jajjajjbjjbj , ak ab 6= 0; I = 0, ak

ab = 0; i) �
jbj ln (jaj+ jbj) ; b 6= 0; j) 2�

3

�
ab (a + b) + a

3 ln a+ b
3 ln b�

�
a
3 + b

3
�
ln (a+ b)

�
;

a > 0; b > 0.

50
p
�

2
. NÁvod: V integrÁli I =

R1
0

e
�t2

dt urobte substitÕciu t = xy; x > 0,

potom vynÁsobte e
�x2 a integrujte v hraniciach 0 � x < +1. Dostanete vzÔah I

2 =R1
0

e
�x2

dx
R1
0

xe
�x2y2

dy. V integrÁli na pravej strane vyuÚite substitÕciu � = x
2
�
y
2 + 1

�

a dostanete I2 = 1
2

R+1
0

dy

1+y2
= �

4
.

51 a)
p

�
a
e
� ac�b

2

a ; b)
p

�
a
e
b
2

4a ; c)
p
�

2
e
�2a; d)

p
�

�p
b�

p
a

�
; e) 1

2

p
�
a
e
� b

2

4a ; f)

b
4a

p
�
a
e
� b

2

4a .
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52 �
2
sgn b.

53 a) �
jbj
2
�
p
�a; b) �

4
[sgn (a + b) + sgn (a� b)]; c) 1

2
ln
���a+ba�b

���; d) �
4
sgn a; e) �

2
jaj;

f) 3�
8
ajaj; g) �

4
; h) 3

8
ln
��a
b

��; i) �
4
.

54 �
2
e
�j�j.

55 a) �
4

�
1� e

�2
�
; b)

�(1+j�j)
4

e
�j�j; c) �p

ac�b2 cos
�b
a
e
� j�j

a

p
ac�b2.

56 1
2

p
�
2
; 1
2

p
�
2
.

57 a)
q

�
jaj sin

�
ac�b2
a

+ �
4
sgn a

�
; b)

p
� cos

�
a
2 + �

4

�
; c)

p
� sin

�
a
2 + �

4

�
.

60 a) n!
pn+1

; b)
p
�

2p
p
p
; c) p

p2+1
; d) ln

�
1 + 1

p

�
; e) �

p
�

2p
p
p
e
��

2

4p .

61 a) �
8
; b)

p
3

60�
�3

�
1
3

�
; c) � a4

16
; d) �

(5 sin 2�
5
)
; e) 2�

3
p
3
; f) �

2
p
2
; g)

(2n�1)!!

2n+1

p
�.

62 a) �
n sin m�

n

; 0 < m < n; b) B (n�m;m) ; 0 < m < n;

c) a�p

n

�
a
b

�m+1

n
B
�
m+1
n

; p� m+1
n

�
; 0 <

m+1
n

< p, d) 1
m
B
�
1
m
; 1� 1

n

�
; n < 0 alebo n > 1;

e) 1
2
B
�
m+1
2

;
n+1
2

�
; m > �1; n > �1; f) �

2 cos n�
2

; jnj < 1; g) 1
jnj�

�
m+1
n

�
;

m+1
n

> 0; h)

� (p+ 1) ; p > �1; i) d
dp

h
�(p+1)

ap+1

i
; p > �1; j) ��2 cosp�

sin2 p�
; 0 < p < 1; k) ln

��� tg
p�

2

tg
q�

2

��� ; 0 < p <

1; 0 < q < 1;�cotg �p (NÁvod: IntegrÁl moÚno chÁpaÔ ako lim
"!+0

[B(p; ") �B(1 � p; ")].).

63. a) ln
p
2� (Vyjdite z toho, Úe danÙ integrÁl je moÚn× prepÉsaÔ ako

1
2

R 1

0
ln [�(x)�(1 � x)] dx a potom pouÚite vzorec (iii) pre gama - funkciu.) b) ln

p
2� +

a (ln a� 1) (Derivujte danÙ integrÁl podËa parametra a.) c) 1
�

�
1 + ln �

2

�
(PrepÉÓte danÙ

integrÁl ako 1
2

R 1

0
ln [�(x)�(1 � x)] sin�xdx a vyuÚite vzorec (iii) pre gama - funkciu.) d)

1
4n
.

65 Urobte substitÕciu x = t
1
n a vyuÚite spojitosÔ gama - funkcie pre x > 0.

66 a)
�jajm�1

2�(m) cos m�

2

; a 6= 0; b) I = �a
2jaj2�m�(m) sin m�

2

, ak a 6= 0; I = 0, ak a = 0.

67 aB
�
1
2
;
1
4

�
.

68 �
p
2

3
.

69 2a2

n

�2( 1
n
)

�( 2
n
)
.
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