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I. Nevlastné integraly

1. Definicie a zakladné vlastnosti nevlastnych integralov

Definicia 1.1. Nech funkcia f je definovana na intervale < a,00) a je riemannovsky

integrovatelna na lubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a,00).

Ak existuje vilastna limita funkcie

Fon = [ fands

pre n — 0o, nazyva sa nevlastnym Riemannovym integralom funkcie f na intervale

< a,00) a oznacuje sa faoo flz)dz. Teda

/Oo flz)dz := lim nf(:z;)d:z; = lim F(n).

n—oo [, n—00

a hovorime, Ze f je integrovatelnd na < a, ).

Poznamka 1.1. Symbol faoo f(a)dx tiez nazyvame nevlastnym integralom a hovorime, Ze
nevlastny integral konverguje, ak uvedena limita je vlastnéa a diverguje v opa¢nom pripade.

Priklad 1.1. Zistite, pre aké hodnoty parametru « konverguje nevlastny integral

/Ood—i(a>0,a>0). (1)

x
" de 1 l-a 1 .. ) " dx al=® oL .
Pretoze / — = T—a” a pre a 7 limita lim — = existuje a je
a ¥ Inz|! pre o = 1, 10 S X a—1

vlastna len pre o > 1.

o) d 11—«
Teda / ool 1 ak a > 1 a pre o <1 integrél (1) diverguje.

¢ o —

Poznamka 1.2. Ak na vyjadrenie limity funkcie F(n) z definicie 1.1. pouZijeme "jazyk
postupnosti”, mozeme nevlastny integral na neohranicenom intervale chapat ako sucet
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radu > >~ fn" x)dx, kde postupnost {n,}°2, je taka, ze pre kazdé n n, > a, no = a

a lim n, = oco.
n—oo

Tvrdenie 1.1. Pre konvergenciu nevlastného integralu foo f(z)dx je nutné a staci, aby

pre Tfubovolnt postupnost {n, }°2, ¢isel vacsich ako a s vlastnostou lim 1, = 400 rad
n—oo

Z " fa)de (g0 = a)

Mn—-1

konvergoval.

Tato vlastnost nam poskytuje moznost vyuzit pri zistovani konvergencie alebo diver-
gencie nevlastnych integralov mnohé kritéria konvergencie alebo divergencie radov.

Definicia 1.2. Nech funkcia f je definovand na intervale < a,b) a je riemannovsky inte-
grovatelna na lubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a,b).

Ak existuje vlastnd limita funkcie F(n fn x)dx pre v — b~ , nazyva sa nevlast-
nym integralom funkcie f na intervale < a b) Teda

/ab f(z)de == lim an f(2).

n—b"
a hovorime, Ze f je integrovatelnd na < a, ).

Poznamka 1.3. Podstata tejto definicie spociva v tom, Ze v lubovolnom okoli bodu b funk-
cia f moze byt neohrani¢end. Bod b budeme nazyvat singuldrnym alebo kritickym bodom
funkcie f, ak je funkcia neohrani¢ena na intervale < «a,b), ale je ohranifend na kazdom
uzavretom podintervale < a,n > intervalu < a, b).

Definicia 1.3. Ak funkcia f je definovana na intervale (a,b > a integrovate]hé na [ubovol-
nom uzavretom intervale < n,b >C (a,b >, tak definujeme

/ flz)dz := lim flax)dx

+
n—a n

Podobne definujeme

/_ flz)dr := lim flax)dx

n——oc f,

Definicia 1.4. Nech funkcia f je definovand na (—oo,00) a integrovate]hé na kazdom
uzavretom intervale < n',n'" >. Potom integral f_oooo f(z)dx definujeme ako

1

1
lim f(z)dz pre n' — —o0 a n" — 400
7)/—>—oo '
H n
0 —too



nezavisle na sebe, ak tato limita je vlastna.

Priklad 1.2. Zistite, pre aké hodnoty parametra « konverguje integral

/a (bilixx)a (a > 0). (2)

T dx L(b—x)l_an ak o # 1
Pretoze pre n €< a,b) / =9 '7° @’

o (b—2) In(b— )", ak a =1,

Tod
lim ﬁ existuje pre a < 1. Teda integral (2) je konvergentny, ak a < 1 a je
n—b" Ja — )
divergentny, ak o > 1.
dz

b
Poznamka 1.4. Podobne, ako v priklade 1.2. sa zisti, ze integral / ﬁ
o (T —a)®

(a > 0)
konverguje pre a < 1 a diverguje pre o > 1.

Poznamka 1.5. Pretoze otazka konvergencie nevlastného integralu je rovnaka tak pre
nevlastny integral na neohrani¢enom intervale, ako aj pre nevlatny integral neohranicenej
funkcie v okoli jedného z koncovych bodov intervalu integrovania, v dalsom budeme uvaZo-
vat tieto pripady spolu v zmysle nasledujiicej definicie.

Definicia 1.5. Nech < a,B) je ohranic¢eny alebo neohraniceny interval a funkcia f je
definovana na nom. Nech f je integrovatelna na kazdom uzavretom intervale

< a,n >C< a,B). Potom definujeme

/a Y e = lim / " fa)de, (3)

n—B

ak tato limita je vlastna.

ﬁa]ej, ked nebude vopred povedané, budeme uvazovat nevlastny integral (3), ktory
suvisi len s hornou hranicou. Nevlastny integral suvisiaci s dolnou hranicou sa definuje
podobne.
Veta 1.1. Nech funkcie f a g st definované na intervale < a,B) a integrovate]hé na

fubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a,B). Nech pre ne si definované nevlastné
integraly

[ s @)
[ stera (5)

Potom



a) AkBe€ Raf e R <a,B >, tak sa hodnoty integralu (4), chapaného tak v nevlastnom
zmysle na < a, B), ako aj vo vlastnom zmysle, zhoduja.

b) Pre fubovolné A, Ag € R funkcia Ay f+ Ao g je integrovate]hé na < a, B) a plati rovnost

/aB (Arf(@) + Aag(a)) da = Ay /aB fla)de + Ay /aB g(x)dz.

c) Ak c €< a,B), tak

/aB f(a)de = /acf(:z;)d:z; +/CB f(a)da.

d) Ak ¢ :< a, ) =< a, B) je spojite diferencovatelnd rydzomonoténna funkcia, pricom
ola)=a ap(B) — B pret — ,t €< «, ), tak nevlastny integral funkcie

f(p(t) ' (t) existuje na < «, 3) a plati rovnost
B B
| stwne = [ f ot

Veta 1.2. (Integrovanie per partes.) Nech funkcie f,¢ sa spojite diferencovatelné na
< a,B) a existuje lin}g flz)g(x) = L < oo. Za tychto podmienok z konvergencie jedného
r—

z integralov faB flz)g'(x) a faB g(x)f'(x)dx vyplyva konvergencia druhého a plati
B B
| @i (@pde = L= flarg(@) ~ [ gto)f ()de.

Poznamka 1.6. Z tvrdenia ¢) vety 1.1. vyplyva, ze nevlastné integraly

/aB f(:z;)d:z;,/ch(x)dx

konverguju alebo diverguju sucastne. Teda konvergencia nevlastného integralu nezavisi
od volby zadiatoéného bodu ¢ €< a,B) (podobne, ako konvergencia radu sa nezmeni
vynechanim koneéného poétu ¢lenov radu).

Nevlastné integraly s kone¢nym poctom singularnych bodov

Definicia 1.6. Bod x( nazyvame singularnym (kritickym) bodom funkcie f(x), ak
a) alebo je funkcia f definovana v intervale (vo — 6,2¢) a je v nom neohranicend pre
kazdé dostatocne malé ¢islo 6 > 0;
b) alebo funkcia f je definovand a neohranicena v intervale (xg,x9 + 6), kde 6 > 0 je

/7 /7
Iubovolné dostatocne malé ¢islo.
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Ak je funkcia f definovand v intervale (a,+o0), tak +oo budeme pokladat za sin-
gularny (kriticky) bod a podobne —oo bude singuldrnym bodom funkcia f, ak je f defino-
vana v intervale (—oo,b).

Definicia 1.7. Nech funkcia f je definovana v intervale (a,b) a ma tam konecny pocet
kritickych bodov cy,¢a,...,¢; a (a < e <ca <...<cg<b), pricom a,b tiez mézu byt
kritickymi bodmi funkcie f. Nech v kazdom uzavretom podintervale intervalu (a,b), ktory
neobsahuje ani jeden z kritickych bodov, je riemannovsky integrovatelna. Hovorime, Ze
nevlastny integral fab f(x)dx konverguje (existuje) prave vtedy, ked pre kazdi postupnost
bodov dy,dy,...,dy takt, ze a < dy < ¢; < dy < ¢y < dy < ... < dp—1 < c¢p <dp <b
existuju integraly

d dp
c1

do c1 1 b
f(2)de, / fyde, [ f)de...., [ feyde, [ fle)de.
do dy

a Ck

Stucet tychto integralov budeme nazyvat nevlastnym integralom fab fla)dx.

Tymto sposobom mozeme rozdelit interval (a,b) na koneény pocet podintervalov, v
kazdom z ktorych funkcia f ma len jeden kriticky bod.

Vypoéitajte nevlastné integraly:
> dx < dx
1. —. 2. —_
;a3 o x?2+4

>0 d >0 N
3. / - 4. / ze " dx (a > 0).
o 1+a? 0

22 4ax—2

-3

—
aH
= |8

oo
»—\

8
—
+5
BIE

[e) d oo 2 1
e 10./ e
0

8

t o)
11. %d:p. 12. / e ** cosbadx (a > 0).
0

(1+a22)3

13. e “sinbrdr (a > 0). 14.

8
i
g 8
—+ | =
&N&

15. 16.

17. 18.

2 dx
zlnzdz. 20. / ST
0 T

H
e |
=
A~
= ||+
I
(&
\_6&
N
2
QA
=

[aiy

19.

S— S 5 e
SIE
=
<] &
|| =
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21 /11 d 22 /1 du
0 0 (2—$)\/1—$

03 ! dz 04 /Oo zlnz J
1 V1 — 22 o 2)?

T ! T
25. /1 x\/m 26. /0 (1-|_;1;2)\/W'
27. fol (In2)? dz (p je prirodzené éislo).
28.a) I = f0§ Insinadx; b) I = f0§ In cos xdz.
29. Nech 99(:1;) > 0, lim c,o(:]c) = 0,¢'(2) < 0,¢'(2) je spojitd funkcia na < a,+o0).
Dokazte, ze fo d:z; konverguje absoltitne, t.j. Ze konverguje integral fo |o'(x)|dx.

e_5|sin:1; — cos x|

/E v Sin T

pre ktoré integrand ma zmysel.

30. Najdite dx, kde E je mnoZina tych hodnét  z intervalu (0, +00),

Pouzitim rekurentnych vzorcov vypocéitajte integraly:

31. I, = 0+Oo e ¥dzx.

:/1 x"dx
RV T

33. Strednou hodnotou funkcie f(x) na intervale (0, +o00) sa nazyva ¢éislo

M[f] = 1
/] xirfwx/f

Néjdite stredné hodnoty nasledujicich funkeii:
a) f(x) = sin® & + cos? <$\/§>,
b) f(x) = arctg x;
¢) f(z) = xsina.
34. Dokazte, ze
a) ak fooo zp(2?)dx konverguje, tak f_oooo zp(z?)dx = 0;
b) ak konverguje [ ¢(a?)dx, tak [T o(a?)dz =2 [ ¢(a?)da.

12



2. Podmienky konvergencie nevlastného integralu.
Absolatna a neabsolitna konvergencia nevlastného integralu

Podla definicie 1.3 konvergencia nevlastného integralu (3) je ekvivalentna s existenciou
vlastnej limity funkecie

Finy = [ flasds ©

pren — B, n €< a,B).
Preto plati

Veta 2.1. (Cauchyova - Bolzanova podmienka.) Nech funkcia f je definovana na intervale
< a,B) a integrovate]hé na lubovolnom uzavretom intervale < a,n >C< a,B). Potom
integral faB f(z)dx konverguje prave vtedy, ked pre fubovolné = > 0 existuje ny €< a, B)
tak, ze pre kazdé ny,ny €< a, B) také, Ze m1 > no, n2 > no, plati vztah

/n n f(a)de

Definicia 2.1. Hovorime, Ze faB f(x)dx konverguje absolitne, ak konverguje integral

JP 1 f(@)|de.

< €.

Definicia 2.2. Nevlastny integral faB f(x)dx konverguje neabsoliitne, ak konverguje, ale
faB |f(x)|dx diverguje.
Poznamka 2.1. Z absolutnej konvergencie vyplyva konvergencia v oby¢ajnom zmysle.

Sktumanie absoltutnej konvergencie nevlastného integralu sa redukuje na sktumanie kon-
vergencie integralu nezapornej funkcie.

Veta 2.2. Ak funkcia f sp]/ﬁa podmienky definicie 1.3 a f(x) > 0 na < a, B), tak nevlastny
integral (3) existuje prave vtedy, ked funkcia (6) je ohranicena na < a, B).

Désledok 2.1. Nech funkcia f je nezdporna, nerastica na intervale < 1,4+00) a nech je
integrovatelna na kazdom uzavretom intervale < 1,n >C< 1,4+00). Potom rad

Y fn) = F)+ F2) + -
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a integral f1+oo f(a)dx konvergujii alebo diverguji sticasne.

Veta 2.3. (Porovnavaae kritérium.) Nech funkcie f a g si definované na intervale < a, B)
a su mtegrovate]ne na [ubovolnom uzavretom intervale < a ,n >C< a,B). Ak na intervale
< a, B) plat{

0 < f(z) < g(2),

tak z konvergencie integralu (5) vyplyva konvergencia integralu (4) a plati nerovnost

/aB fla)de < /aB g(z)dz

a z divergencie integrélu (4) vyplyva divergencia integralu (5).

Z poznamky 2.1, vety 2.3 a prikladu 1.1 vyplyva

Veta 2.4. (Specialne porovnavacie kritérium pre nevlastny integral na neohranicenom

intervale.) Nech na intervale < a,+oc) funkcia f sp]/ﬁa vztah |f(x)] < %, kde ¢ a « st
T

konstanty, o« > 1. Potom fa+oo f(a)dx konverguje. Ak existuje taka konstanta ¢ > 0, Ze na
c
intervale < a,+o0) plati vztah f(x) > il ktorom o < 1, tak fa+oo f(a)dx diverguje.

Dosledok 2.2. (gpecié]ne porovnavacie kritérium v limitnom tvare). Ak pre a > 1
existuje vlastna limita lim |f(x)]xz* = ¢ > 0, tak integral f;oo f(x)dx konverguje. Ak
prea <1, lim f(z)z® =¢, kde 0 < ¢ < 400, tak integral fa+oo f(a)dx diverguje.

r—-+oco

Poznamka 2.2. Speciélne porovnavacie kritérium pre nevlastny integral f;oo flax)dx
mozno zapisat pomocou O - symboliky.

Nech f(z) = O*(J%) pre ¥ — 4o0o. Potom integral f;oo f(z)dz konverguje, ak
a > 1, a diverguje, ak o < 1.
Zapis f(z) = O~ (J%) pre © — 400 je ekvivalentny s tym, Ze existuje vlastnd
lim f(x)x® =c¢#0.

r—-+oco

Podobne moézeme sformulovat porovnavacie kritérium konvergencie nevlastného inte-
gralu z definicie 1.2. S vyuzitim poznamky 2.1, vety 2.3 a prikladu 1.2 uvedieme pre tento
pripad len $pecialne porovnavacie kritérium v limitnom tvare a jeho zapis pomocou O -
symboliky.

Veta 2.5. Nech pre a < 1 existuje vlastna limita lim [f(x W(b—2) = ¢ >0, tak

1}%

fa f(x)dz konverguje. Ak pre a > 1, lim f(z)(b—2)" = ¢, kde 0 < ¢ < +o0, tak

r—b~ o

fab f(a)dx diverguje.

14



Poznamka 2.3. Nech f(x ( a) pre + — b~. Potom integrél fab flax)dx

( —
konverguje, ak o < 1, a dlverguje ak a >1
Aj tu zapis f(x) = ( ) pre v — b~ znamena, ze existuje vlastna limita
lim f(x)(b—x)* =c#0.
r—b"

Poznamka 2.4. Uvedieme $pecidlne porovnavacie kritérium konvergencie nevlastného

1
lintegralu z definicie 1.3, zapisanom pomocou O - symboliky. Nech f(x) = O* (W)
r—a
pre z — a*. Potom integral fab f(a)dx konverguje, ak o < 1, a diverguje, ak a > 1.

Veta 2.6. Ak konverguje integral faB |f(x)|dx a funkecia g(x) je ohrani¢end na < a,B),

tak ich sucin f(x)g(x) je tiez absolitne integrovate]hé funkcia na < a, B).

Uvedieme este niektoré dalsie (jemnejsie) kritéria konvergencie nevlastného integralu
pouzitelné aj v pripade neabsolitnej konvergencie integralu (v zmysle definicie 1.5).

Veta 2.7. (Dlrlch]etovo krlterlum) Nech funkcie f a g st definované na intervale < a, B)
a su mtegrovate]ne na lubovolnom uzavretom intervale < a ,n >C< a,B). Ak plati:
1. funkcia F(n fn x)dx je ohranifend na < a B)

2. funkcia g(x )Je monotonna a hH}B g(x) =0, tak fa f(x)g(x)dx konverguje.

Veta 2.8. (Abelovo kritérium.) Nech funkcia f a ¢ st definované na intervale < a,B) a
st integrovatelné na kazdom uzavretom intervale < a,n >C< a,B). Ak plati:
. ., B .
1. integral fa f(a)dx konverguje,

2. funkcia g(x) je monoténna a ohranicend na < a,B), tak f f(x)g(x)dx konverguje.

Zistite konvergenciu integralov:

> dx * dx
35, — 36. [ =
1 x 1 I3
> x < 22dx
37. ——dx. 38. _
/0 R e . /0 B 4+z+1
39 /Oo vdx 10. [ cosed
) ) ) cos xdz.
1 2at—a3 420 -1

e Tdx.
wﬁcosxd
T+ 2
2 dx
V=12 -1z)

417. / z cos xdx. 42.
0

43.

1
45. / Vads 46.
0

44.

h\
8

=

&wg

|| &

_|_

=

15



b
d
47./ ’ . 48./ S
« (b—2)Yr—a « V12 —a?
49 /b d s0. |
S S, vt —a? " Jo Inx
> dz T In(sin )
51./ _—. 52./ ——dx.
0 \/m 0 \/5
oo .2 1
53./ i ) 54./ e .

dx

(stnx)®

55. Dokazte, Ze integral / konverguje, ak s < 1 a diverguje, ak s > 1.
0

dx konverguje, ak p < 2.

1
sin x
56. Dokazte, ze integrél/
o P

57. Dokazte, Ze, ak integral f t)dt je ohranifend funkcia pre @ — oo, tak /Oo
konverguje pre a > 0. ’
58. Nech p(x) > 0, wll}r_i{loocp(x) =0, ¢'(z) <0, c,o'(:z;) je spojita funkcia pre a < x < oo.
Dokazte, ze integraly fooo () costedr a f )sin tedx, kde ¢ > 0, konvergujt.

Pre aké hodnoty parametra « konverguju nasledujice integraly:

59, /°° &%z 50. /“xa vtsine
0

2 +1 T —sinz
T o |
61. . .
9 x%nax
>0 >0 t
63. /0 2@ e % dy, 64. / B8 W da (a #0).

65. / n(l+2),. 66.
0

xoz

ﬂl—cosx

[e’e)
COS Cll'

(a > 0).
x%dzx
67. / widr
0o Vv 1-— 1}4
N4jdite hodnoty parametrov m a n (resp. p a ¢), pre ktoré nasledujiice integraly konver-
guju:

1 o]
1 m
68. / 2P In? —dz. 69. / R (n >0).
0 x g l+4+am
> pMarct % d
70, / LR 0 (n > 0). 71, / . —
0 2+ an o sinf xcos? x
< dx < dx
72. : 73. —.
/0 xP + 24 /1 P In? z

16



o0 1
74. / "o — 1|"dz. 75. / P71 — ) da
0 0

76. Pre aké hodnoty parametrov p, ¢ a r konverguje integral

/Oo dx .
¢ P(lnz)i(lnlna)"’

77. Urcte hodnoty parametrov p1,psa, ..., ps, pre ktoré konverguje integral:

> dx
oo | = ar P —aglPr .| — ay, P
* sintx
78. Dokazte, ze integral / —dx konverguje, ak 0 < s < 2, a absolttne konverguje,
0 x
ak 1 <s < 2.
>0
vl . ) 1 —costx ) ,
79. Dokazte, Ze integral ————dx konverguje absolttne, ak 1 < s < 3.
0 x
, . , * sina(l — cosx) . ,
80. Dokazte, Ze integrél . dz konverguje, ak 0 < s < 4 a absolatne
0 x

konverguje, ak 1 < s < 4.

81. Dokazte, Ze nasledujtuce integraly konverguji neabsolutne:

* cos x > sing >
a dx; b / dx; ¢ / sin z?dz.
V[ [T e |

Zistite absolutnu a neabsolutnu konvergenciu nasledujucich integralov:

&!/ yacosz, &1AwﬁaMﬂmx@¢o)

:1;—|—100

84/ sin (sec x) dx. 85./ xzcos(ex)dx.
0

0

* 2P sing
86. d > 0).
A T3 a0 @ (€20)

87. Nech P a ) st dva polynémy a polyném () nemé redlne korene v intervale < a, 00).
Dokazte, ze, ak st P < st ) — 2, integraly

< P(t) . = P(t)
/a % sin tdt,/a o) cos tdt

88. Nech na uzavretom intervale < a,b > pre kazdé b > a je funkcia f(x) > 0 a funkcia

konverguju absolttne.

(x) je rastica, pricom () > x, ¢'(x) a f(x) st integrovateiné funkcie. Ak za tychto
podmienok pre dostatoéne velké x

fle(2)] ' (2)
f(z)

17
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tak integral faoo f(a)dx konverguje, ak pre dostatoéne velké z

tak integral faoo f(a)dx diverguje.

Sformulujte uvedené kritérium konvergencie resp. divergencie integralu faoo flz)dx v
pripadoch: ¢(z) =2 +1; p(z) = 22; o(x) = 2?; p(z) = €.
89. Pouzitim tvrdenia tlohy 88 pre pripad ¢(z) = x + 1 ukéite, ze

[e7e] 2 [e7e] 1
a) integraly / ;—Id:p a / 2° sin Q_de konverguju;
1 1

b) integraly / —dz a / 2% sin —dx diverguju.
1 T 1 x
90. Na zaklade tvrdenia tlohy 88 pre pripad p(a) = 2x ukaite, Ze
o0 i 1
sin =

a) integral / £ dx konverguje;
1 T

< d
b) integral /2 ﬁ diverguje.
91. Pouzitim tvrdenia Glohy 88 pre pripad ¢(x) = e* ukazte, Ze integral

> dz
/10 Va+1lnz(lnlna)e

, kde o > 1,

konverguje a integral

& dx
/10 Vel 4+1llnz. lnlne

diverguje.
92. Ak faoo f(z)dx konverguje, musi f(x) — 0 pre  — oo?
UvaZzujte priklady: a) faoo sinz?dz; b) faoo(—l)[f]d:z;.
93. Nech f(z) € CM < z9,00) t.j. funkcia f a jej derivicia su spojité v < wg,00),
|f'(2)] < Cpre zg <z <0 a f;oo | f(x)|dx konverguje. Dokazte, Ze f(x) — 0 pre x — oo.

94. Mo6zZeme konvergentny nevlastny integral

/a b f(a)de

neohranicenej funkcie f(x), definovanej na < a,b >, definovat ako limitu zodpovedajtceho

integralneho suctu
n—1

Zf(ﬂ‘) A xy,

=1

18



kde x; <7 < aiq1 a Ay = 2440 — 237
95. Nech

| fayie &

konverguje a funkcia ¢(x) je ohranicena. Musi potom konvergovat aj integral
| farptanisr g
Ak nie, uvedte zodpovedajtci priklad. Co mdzete povedaf o konvergencii integralu (2), ak

integral (1) konverguje absolitne?

96. Nech funkcia f(x) je monoténna v intervale 0 < & <1 a je neohraniéena v okoli bodu

/0 ' fe)de,

n 1
nleréo%Zf<§> :/ Fa)da.
k=1 0

x = 0. Dokazte, ze ak existuje

tak
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3. Hlavna hodnota nevlastného integralu

Definicia 3.1. Nech funkcia f je definovana na celej mnozine realnych ¢isel (—oo,00) a
nech je integrovatelna na kazdom uzavretom intervale. Budeme hovorit, ze funkcia | je
integrovatelna v zmysle Cauchyho, ak existuje limita

"

lim fla)dx.

nN—0oo —7

Tato limitu budeme nazyvat hlavnou hodnotou nevlastného integralu funkcie f v zmysle
Cauchyho a oznacovat symbolom

oo n
v.p. /_ flz)dr = lim flax)dx

n—oo J_,
(v.p. st zaciatocné pismend francizskych slov valuer principal - hlavna hodnota.)

Veta 3.1. Ak je funkcia f neparna a integrovate]hé na kazdom uzavretom intervale, tak
je integrovatelna v zmysle Cauchyho a hlavna hodnota jej integralu sa rovna 0.

Ak je funkcia f parna, tak je integrovate]hé v zmysle Cauchyho na intervale (—oo, o)
prave vtedy, ked konverguje nevlastny integral

/0 " fo)da,

Definicia 3.2. Nech funkcia f je definovana v uzavretom intervale < a,b > s vynimkou
jediného bodu ¢, a < ¢ < b a nech je integrovate]hé v kazdom uzavretom podintervale
intervalov < a,¢), (¢, b >. Budeme hovorit, ze funkcia f je integrovate]hé pod]/a Cauchyho,
ak existuje limita

c—e b b
gligl_l_ (/a fla)dx + N f(:z;)d:z;) = v.p. /a fla)dz,

ktora sa nazyva hlavnou hodnotou integralu v zmysle Cauchyho.

97. Ukazte, ze

1 o] o]
d d
a) v.p. / o 0; b) v.p. / 1 ’ > =0; ¢) v.p. / sinxdx = 0.
0 —x

1 X

98. Najdite:
i dx 2 da
.p- —_— b) v.p. ;
a) v.p /0 22 —3x 42’ ) vp /%:Jclnx’
(. @) 1 (. @)
¢) v.p. /_Oo %dw; d) v.p. /_Oo arctg xdz.
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= 8

Vysledky, navody a poznamky

b [ =

L
S

(3]
®|’_‘

(7 + 2). Navod: urobit substiticiu \/z =t a pouZit vetu 1.2.

In2.

Wiy = N [y

o
—
|
5
[NV

, . , L g? I+ o
Z-. Navod: vezmite do tuvahy, Ze £4ii = £2_|_““’f (x # 0) a urobte substiticiu
22

&:l

8|~
|

t; dostanete f_oooo %, na vypocet ktorého pouzite definiciu 1.4 alebo definiciu

=

r _

2
2 a

1. Navod: urobte substiticiu arctg = = ¢.

[y

13 b

14 -
15 9.
2

[y
o

. Navod: urobte substittciu /x — 1 = £.

[y
0

[y
©

[\
o

Diverguje.

o
p—t

—1.

[\
[\

i [l I
~ -
= ot
. = Wl

&
>
o

w3

[\
w
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1
€T

[25 ] 6
V)

substitiiciu ;—5 =t

1
T T = a urobte

In <1 + %) Néavod: vezmite do ivahy, Ze

O =

IE‘ % Névod: urobte substitiiciu najprv 22 = t a potom v ziskanom integrali polozte
t = cos p; na vypocet pouzite definiciu 1.3.

(—=1)” pl. Névod: urobte substiticiu Ina = t.

@‘ I = I, = —%1In2. Navod: substiticiou 7 — x = t sa integral I, redukuje
na integral Iy; potom 2I; = I + I, = f0§ In (%) de = —T1In2 + f0§ In(sin2x)de =

—5In2 4+ %foﬂln(sint)dt = —5In2+ %fog In (sint)dt + %f;ln(sint)dt = —37ln2+ 1

(to sa dostane pomocou substitticie 7 — ¢ = 2 v integrali [, In(sint)dt).
2

@‘ Névod: pouzite definiciu 1.1 a skutoénost, Ze ak p'(x) € R < a,n >, n > a, tak
aj I¢'(2) € R < a1 >

2VEE pe 5
———. Navod: Pretoze sinx > 0 pre 2kr < x < 7+ 2kw, k£ = 0,1,2,...

_ 6_77
z z t
e” 2 |sin z—cos £|d 00 m+2km ¢~ 2 |sin z—cos x| 00 —km [T e2|sint—cost|
T = dr = e — "t
fE Vsin ¢ Ek:o ka” Vsin ¢ Ek:o fO Vsin t

Lo
o substittcii  — 2k7 = ¢). Integral [ <Si=cosl gt de konvergentny, ¢o sa dokdze na
P & 0 Vsint J L) o

zéklade definicie 1.2 resp. definicie 1.3, ak vezmeme do uvahy, Ze sint — cost < 0 pre

0<t< Tasint—cost>0pre T <t<ma zapiseme ho ako sucet dvoch integralov.

n!

I, = (n;&)!!§7 ak n je parne; I, = (n;&)”, ak n je neparne. Navod: urobte
substiticiu = sint.

33 a) 1;b) 75 ¢) 0.
34

=

Navod: pouzite definiciu 1.7, v ktorej polozte dy=0 a zohladnite skutoénost, ze v

a) je funkcia za znakom integralu neparna a v b) je parna.
5 Diverguje.
36 Konverguje.
37 Diverguje.
38 Diverguje.
Konverguje.

N
o

Diverguje. Navod: dokazte na zaklade definicie 1.1.

S
[y

Diverguje. Navod: pre dokaz pouzite definiciu 1.2 a poznamku 1.1.

N
o

Konverguje (pozri tlohu 31).

N
[94]

W w
<)

Konverguje.
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N
N

Konverguje. Navod: pouzite vetu 2.7.

N
o

Konverguje.

N
2]

Konverguje. Navod: pouzite definiciu 1.7 a potom definiciu 1.2 resp. 1.3.
Diverguje. (Pozri néavod k tlohe 46).

N
[0 2]

Konverguje.

N
[Nl

S
-3

[
o

Diverguje.

Diverguje. Navod: Napiste dany integral ako stcet dvoch integralov

1 dx
0 Inz

vyuzite poznamku 2.4 a definiciu 1.7.

1 | Konverguje. Névod: Na zéklade definicie 1.7 zapiste integral ako stet dvoch
integralov a na prvy z nich pouZite poznamku 2.4 a na druhy dosledok 2.2 (alebo poznamku

2.2).
52 Konverguje. Néavod: Dany integral ma singularny bod x = 0, t.j. integral je
typu integrala z definicie 1.3. Vyuzitim poznamky 1.4 sformulujte specialne porovnavacie

kritérium v limitnom tvare pre uvedeny typ nevlastného integralu, podobne ako je toto
kritérium sformulované vo vete 2.5 pre integral z definicie 1.2. Na zaklade toho hladajte

. 2P|lnsinz| o »

Diverguje. Navod: Integral zapiste v tvare

/""Oo sinzxdx:/a sinzxdx_l_/"i'oo sinzxdx (a>0).
0 0 a

T T T

+ fz dwx, pricom v druhom integrali funkcia ﬁ :O*<$i1> pre x — 17: dale]

H

=

—

Prvy integral existuje, druhy integal na pravej strane rovnosti pouZitim vzorca sin®z =
% (1 — cos2x) napiste ako rozdiel dvoch integralov pouZite na jeden z nich definiciu 1.1 a
na druhy vetu 2.7.

In z

Konverguje. Poznamka: bod x = 1 nie je singularnym bodom funkcie {25, lebo
Inx

existuje lim o ¢om sa presvedéte sami.

r—1- 1 — 22’
Névod: Uvazujte dva pripady: a) s < 0; b) s > 0.
a) Ak s <0, integral existuje ako vlastny (preco?).
b) Ak s > 0, funkcia ma singulérne body # = 0 a « = w. Podla definicie
1.7 zapiste integral vo tvare fo W = fo (Sm w) + fc dz (0 < ¢ < 7). Na dokaz

(sinz)*
konvergencie 1. integralu pouZite poznamku 2.4 (tu a = 0); 2. integral substiticiou
m — x = t prevediete na integral so singularnym bodom = = 0. Z a), b) dostanete dokaz
tvrdenia ulohy.

Névod: Uvazujte dva pripady: a) p < 0, b) p > 0. Pripad a) pozrite v navode
k tdlohe 55. V pripade b) funkcia *5* ma singularny bod z = 0. Na dokaz konvergencie

p

(sm z)*

. . 1 g .. , . . . . si i
integralu fo =5 dr pouzite poznamku 2.4, pritom vezmite do Gvahy, Ze =55 = =5, L

zP z zP
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Navod: Pouzite vetu 2.7.

Pozrite navod k ulohe 57.

- Konverguje ak |a| < 1 a diverguje, ak |a| > 1. Navod: Zapiste dany integral
v tvare fo - a(x2—|—1) + f — a(x2—|—1) (¢ > 0). PouZitim poznamky 2.4 na 1. integral
dostanete mnozinu A; hodnot parametra o, pre ktoré konverguje tento integral, a mnozinu
Al hodndt parametra «, pre ktoré integral diverguje. Podobne pouZitim poznamky 2.2
dostanete mnoZiny A, a A, pre 2. integral. Potom je mnoZina A = A; N Ay hodnot
parametra «, pre ktoré dany integral konverguje, a mnozina A' = A} U A} je mnozinou
hodnot parametra «, pre ktoré dany integral diverguje.

Konverguje, ak o < —1 a diverguje, ak o > —1. Néavod: Zapiste funkciu, ktort
1 14 ==

x

—a sin &
x 1 "

integrujete vo tvare a pouzite poznamku 2.2.

IE‘ Konverguje pre o > 1 a diverguje pre a < 1. Navod: Urobte substittciu lnz = ¢
a na ziskany integral pouzite dosledok 2.2.

- Pre o < 1 konverguje, pre a > 1 diverguje. Navod: Zapiste integral v tvare:

ro

foﬂ “wdr — f02 2L dx f;r “%tdw; prvé dva integraly majt singularny bod x = 0, pouZite
2

na nich poznamku 2.4.

@‘ Konverguje pre o > 0. Navod: Integral zapiste vo tvare stc¢tu dvoch integralov:

0 == ~dr+ foo A (¢ > 0); na prvy z nich pouZite poznamku 2.4 a na druhy dosledok
2.2.

@‘ Konverguje pre 1 < a < 2. Néavod: Zapiste dany integral vo tvare suétu dvoch
integralov: foc arc;#dx + fooo arc;#dx (¢ > 0); na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a
na druhy poznamku 2.2.

Konverguje pre 1 < a < 2. Navod: Urobte substitticiu In(1 + z) = t a dalej
postupujte podla navodu k tlohe 63.

Konverguje pre a > 0 (a # 0). Navod: Pouzite vetu 2.7.
Konverguje pre « > —1. Navod: Podla definicie 1.7 zapiste dany integral ako

stucet dvoch integrélov na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a na druhy poznamku 2.3.
@‘ Konverguje, ak p > —1 a ¢ > —1. Navod: Po substittcii ln% = u v danom
integrali dostaneme integral fooo e(f_‘%)udu. f)alej postupujete podla navodu k tlohe 63.

@‘ Konverguje, ak m > —1, n —m > 1. Navod: Podla definicie 1.7 zapiste dany
integral ako stcet dvoch integralov na prvy z nich pouzite poznamku 2.4 a na druhy
poznamku 2.2.

IE‘ Konverguje, ak m > —2, n — m > 1. Poznamka: Pri hladani hodn6t parametrov
m a n, pre ktoré dany integral konverguje, postupujte podla navodu k tlohe 69.

- Konverguje, ak p < 1,q < 1. Névod Podia deﬁnicie 1.7 zapiste dany inte-

gral v tvare st¢tu dvoch integralov: fo TP g cosi s Mosq -~ + f (O <c< g), funkciu

sin? ¢ cos? ¢ cosq z
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~—L v 1. integréli rozfirte 2P a pouzite poznamku 2.4; v 2. integrali tito funkeciu
sin? z cos? z ’

v/ ’ q v /
rozsirte vyrazom (% — :1;) a pouzite poznamku 2.3.

@‘ Konverguje, ak min{p, ¢} < 1, max{p,¢} > 1. Névod Na zéklade definicie 1.7

zapiste dany integral v tvare suctu dvoch integralov: fo

xpﬂq + f Mﬂq; na zistenie
konvergencie prvého z nich pouZite poznamku 2.4 v dvoch pripadoch a) p > ¢, b) p < ¢; na

zistenie konvergencie druhého pouzite poznamku 2.2 tiez v uvedenych dvoch pripadoch.

- Konverguje, ak p > 1,¢ < 1. Navod: Pouzitim substiticie Inz = t v danom
integrali dostanete integral fo DaleJ postupujte podla navodu k tulohe 63.

e(p— 1)ttq

- Konverguje pre m > —1,n > —1,m +n < —1. Navod: Singularne body funkcie,
ktort integrujeme na intervale (0, oo) su 0,1, +o00. Podla definicie 1.7 zapiste dany 1ntegral
vo tvare suétu styroch 1ntegra10v
fo flx d:z;—l—fd d:z;—l—f dl‘—I—fdolof(l')dl’(0<d0<1<d1<00,
flz) = a%x — 1|ﬁ), z ktorych kazdy obsahuje len jeden singularny bod. Na vySetrenie
konvergencie 1. a 3. integralu pouzite poznamku 2.4, konvergencie 2. integralu poznamku
2.3 a konvergenciu 4. integralu poznamku 2.2.

Konverguje, ak p > 0 a ¢ > 0. Navod: Podla definicie 1.7 dany integral zapiste v

c(1—2)17 !

tvare: fo —T=—dz + fcl % (0 < ¢ < 1); na prvy z nich pouZite poznamku 2.4 a na

druhy pouzite poznamku 2.3.

Konverguje pre p > 1, lubovolné gr < laprep=1,¢>1, r <1l Navod:
Substittciou Inlnz = v v danom integrali dostanete integral

> du
0 e(p—l)e“e(q—l)uur

f)alej postupujte podia navodu k dlohe 63, pricom pri vysetreni konvergencie 2. integralu
(ktory ma singularny bod oo) rozliste dva pripady: a) p—1>0,b) p—1=0.

IE‘ Konverguje, ak p; < 1 (i = 1,2,...,n), >.i_ pi > 1. Navod: Funkcia, ktord
integrujeme na intervale (—oo,00) ma tieto singularne body: —oo,ay,...,a,, o0. f)alej
postupujeme podobne ako v navode k tlohe 74.

Navod: Podla definicie 1.7 zapiste dany integral ako stcet dvoch integralov
foc S”;%dx + fcoo S”;%dx (¢>0,t#0).
Poznamka 1.: Pre t = 0 dostanete nulova funkciu, ktorej integral absolatne konverguje na
(0, 00).
Pri vysetrovani konvergencie daného integralu postupujeme takto:
1. Pouzitim poznamky 2.4 dostanete |51;1th| = ‘Sm txt‘ L — (’)*( ) pre z — 07, z

¢ |sin tz|

¢oho vyplyva, ze fo dz konverguje, ak s — 1 < 1, t.J. s < 2; pouzite poznamku 2.1.
2. Na ziskanie konvergencie 2. integralu pouzite vetu 2.7.

Z 1. a 2. dostanete mnozinu hodnot parametra s, pre ktoré dany integral konverguje.

Poznamka 2.: Z 1. vyplyva, ze 1. integral absolitne konverguje pre s < 2.
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Absolatnu konvergenciu 2. integralu zistite na zaklade prvej ¢asti vety 2.4.
Z poznamky 2. a absolutnej konvergencie 2. integralu dostanete mnozinu hodnot parame-

tra s, pre ktoré dany integral konverguje absolatne.

m Néavod: Pouzitim vzorca 1 —costr = 2sin’ L v danom integrali dostanete integral

tx 02 tx
2 foo Smm 2 dz. Funkcia Smﬁ—"’ je na (0, 00) nezaporna, preto konvergencia tohoto integralu
je stcasne aj absolutnou konvergenciou. Pri skimani konvergencie integralu postupujete
podla navodu k tlohe 78., pricom v prvom z integralov, ktoré dostanete po vyjadreni

uvedeného integralu ako st¢tu dvoch integralov, vezmite do uvahy, ze

) ) 2
sin? %x t2 /sin %x 1
—==— - s t £ 0.
z 4 5 z

@‘ Navod: Po pouziti vzorcov pre goniometrické funkecie poloviéného argumenta v
3
O s1n

27505%0&1;. Dokaz tvrdenia tilohy prevedte podia navodu

danom integrali dostanete 2 f 2

k dlohe T8.
IE‘ Névod: a) Na zistenie konvergencie integralu pouzite vetu 2.7. Pri dokaze diver-

. . ’ (. @) v
gencie integralu [ |C\O/S;|d:1; vyuzite nerovnost |cosz| > cos? z.

b) Dékaz robte podia navodu v a), pritom vyuZite nerovnost |sinz| > sin? x.
¢) Substiticiou #? = t v danom integrali dostanete integrél typu, ktory sa uvazuje v tlohe

b).
Postup riesenia tlohy je ten isty, ako tlohy 81. a).

Konverguje absolutne, ak —1 < % < 0; konverguje neabsoltatne, ak

0< % < 1. Navod: A. Po pouziti substittcie 29 =t v danom integrali dostanete integral

ﬁ? fooo 1Sll;4t.1 dt, ktory na zaklade difinicie 1.7 zapiste ako stcet dvoch integralov

t
/ sin f / sint
lq] 1—& T ”“ '

Pouzitim poznamky 2.4 na 1. integrédl a vety 2.7 na 2. integral dostanete podmienku pre
parametre p a ¢ taka, aby dany integral konvergoval.

B. 1. Pri sktumani absolatnej konvergencie daného integralu vezmite do tvahy, ze 1.
integral konverguje aj absolutne pre tie isté hodnoty parametrov p a ¢, pre ktoré konverguje
v oby¢ajnom zmysle.

2. Na zistenie absolutnej konvergencie 2. integralu pouzite 1. cast vety 2.4. Z 1. a 2.
dostanete podmienku pre p a ¢, aby dany integral absolitne konvergoval.

Porovnanim vysledkov v A a B dostanete podmienku, za ktorej dany integral konver-
guje neabsolttne.

@‘ Konverguje absolitne. Navod: PouZitim substiticie secx = —— =t v danom

] cos x
sin ¢

integrali dostanete floo tmdt. Postup riesenia tejto tllohy je podobny postupu riesenia

ulohy 83., len tu je o to iahéie, 7e nemame nijaké parametre.
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@‘ Konverguje neabsolutne. Navod: Urobte substitticiu e” = ¢ a na ziskany integral
pouZite vetu 2.7. Pri skiiman{ divergencie tohto integralu vyuZite nerovnost | cos t| > cos® t.

Konverguje absoltutne, ak p > —2, ¢ > p 4 1; konverguje neabsoltatne, ak
p>—2, p<qg<p+1 Poznamka: Pri rieSeni tlohy postupujte podla navodu k tlohe 83.

Navod: Ukazte, ze fooo ggt; dt konverguje absolttne a potom pouzite vetu 2.6.

Riesenie: Bez ujmy na vseobecnosti mézeme povazovat, Ze nerovnost
Fle(@)]e'(x) < qf(x) (¢ < 1) je splnend pre vietky © €< a,00). Nech b > ¢, @ = ¢(t),
c=(a), b=p(B), potom

/cbf(x)dx — /aﬁf [p(t)] " (t)dt < q/j f()dt =g (/ Fla)de + /Cﬁ f(x)d;I;) 7

, b B c
odkial vyplyva, Ze / fla)de — q/ fla)dz < q/ flax)dx

alebo /cﬁ Fla)da + /ﬂb Fla)da — q/cﬁ Fla)da < q/acf(x)dx

Pretoze f < b, f(x) > 0, 1ntegral fﬁ z)dr > 0 a teda, (1 — q) fﬁ z)dr < qf flx
alebo ff fla)dz < ﬂfa flx
Akb—>oo,takajﬂ—>ooafoof(x)d:1}:hm/f d:z;<—/f )dx.

Pretoze integraly faoo flz)dx a fcoo f(a)dx konverguji alebo diverguju stiéasne (pozri poz-
namku 1.6), prva ¢ast tvrdenia je dokdzana.
Nech teraz f[p(x)] ¢'(2) > f(x). Pre zavedené oznacenia mame:

b 3 c Jé]
/ F(x)de = / Fle()] ¢ (t)dt = / Fle(t)] ' (t)dt + / £ Lot @' (1)t
C 6
> / Fle(t)] ' (t)dt + / F(t)dt

Ak b — oo, tak aj f — o0, a fcoo fla)dz > fac Fle®] ' (t)dt + fcoo f(t)dt, ¢o je moiné len
vtedy, ked fcoo flz)dr = oc.

Nemusi. Navod: a) Z tymto integralom ste sa stretli uz v dlohe 81., kde sa zistilo

na zéklade vety 2.7, Ze konverguje. Aviak lim sinz? neexistuje. (Preco?)
r—0o0

b) Konvergenciu daného integralu zistite na zaklade tvrdenia z odseku 1. Podla neho
a po pouziti substiticie 2 =t dostanete, ze

/0 d:z;—Z/ at = Z /k+1_ "
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Ked vypocditate integral za znakom sumécie, dostanete ¢iselny rad, ktorého konvergenciu
zistite pomocou Leibnizovho kritéria. Potom ukazte, Ze tento vysledok nezavisi od volby
postupnosti {n;}72, < (0,00), klim Nk = oo (pozri [3]).

—00

2
Zaverom dostanete, ze lim (—1)[35 ] neexistuje.
r—0o0

@‘ Néavod: Uvazujte integral f;oo flz)f'(x)dx, ktory konverguje na zaklade pred-
pokladov z tejto tlohy. Vyuzite tuto skutoénost, definiciu 1.1 a dokaz tvrdenia urobte
sporom.

Nie. (Odo6vodnite to.)

Ak integrél faoo f(a)dx konverguje neabsolutne a funkcia () je ohraniéena, tak
faoo f(z)p(x)dx moze divergovat (pozri lohu 53., v ktorej za f(x) vezmite funkeciu % a
o(x) =sinz). Na druhi otdzku dava odpoved veta 2.6.

1
@‘ Navod: Podla predpokladu existuje vlastna limita 1im+ f(a)dz (pozri defini-
n—0 N
ciu 1.3). Polozte n = %, n € N a predpokladajte, Ze f(x) je monoténne klesajica na
< %, 1 > (podobné tvahy potom moZete previest pre rgonoténne rastice funkcie). Urobte
delenie intervalu na n rovnakych ¢asti a napiste horny S a dolny S integralny suicet funkcie
f(z) zodpovedajice danému deleniu takto:

() ()
ORI ORS

f)alej vyuzite z tedrie uréitého integralu znamu nerovnost
1 p—
s< [ fae <3
1

1

= 1
a to, ze lim M = 0 (odovodnite to!) a lim & = 0. Limitnym prechodom v tejto
n—oo 1N n—oo 1

nerovnosti dostanete platnost tvrdenia.

a) ln % Poznamka: Vezmite do tvahy, Ze integral ma singularne body 1,2, c0; b)
0; ¢) m; d) 0.
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II. Metricky priestor

1. Definicia a zakladné vlastnosti metrickych priestorov

Medzi najzakladnejsie pojmy v matematickej analyze patria pojmy metriky a met-
rického priestoru.

Definicia 1.1. Nech X # () je mnozina, d je realna funkcia definovana na kartezianskom
sucine X x X nasledujtcimi vlastnostami:

1. Pre vsetky x,y € X jed(x,y) > 0 a d(x,y) = 0 préve vtedy, ked x = y.

2. Pre vsetky v,y € X jed(x,y) = d(y,x).

3. Pre vsetky x,y,z € X jed(x,z) <d(z,y) + d(y, z).

Funkciu d nazyvame metrika na mnozine X a dvojicu (X, d) nazyvame metrickym priesto-
rom.

V dalsom texte obyc¢ajne namiesto (X,d) je metricky priestor (ak je jasné o ak
metriku ide), budeme kratko pisat X je metricky priestor.

Poznamka 1.1. Vlastnost 2. funkcie d sa nazyva symetri¢nost a vlastnost 3. troj-
uholnikova nerovnost.

Poznamka 1.2. Nech (X, d) je metricky priestor a § 2Y;Y C X. Na ¥ x Y definujeme
funkciu d' nasledovne:

Pre kazdt dvojicu (z,y) € Y x Y plati d'(x,y) = d(x,y). Potom d' je metrika na
mnozine Y a dvojicu (Y, d") nazyvame metrickym podpriestorom priestoru (X, d).

Definicia 1.2.
1. Nech (X,d) je metricky priestor. Nech A C X. Potom ¢islo (moéze byt aj +00)

diam A = sup{d(z,y); =,y € A}
nazyvame priemerom (diametrom) mnoziny A. MnoZina A sa nazyva ohranicena

(neohranicena), ak diam < +oo (diam = +00).
2. Pre lubovolny bod p € X a ¢ > 0 oznacime:

O(p,e) ={x € X;d(p,z) < e}.
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Tito mnozinu budeme nazyvat ¢ - ovym okolim bodu p (vzhladom na metriku d).

Definicia 1.3. Nech {z,}5%, je postupnost bodov metrického priestoru (X, d). Hovorime,
Ze tato postupnost konverguje k bodu x € X, ak postupnost {d(x,,x)}72; konverguje k
nule. Postupnost, ktora nekonverguje k ziadnemu bodu priestoru (X, d), nazyvame diver-

gentnou. Ak postupnost {x,}72, konverguje k bodu x € X hovorime tieZ, Zze lim x, = x.
n—oo

Veta 1.1. Kazda postupnost bodov metrického priestoru ma najviac jednu limitu.

Veta 1.2. Ak postupnost bodov metrického priestoru (X, d){x,}22, konverguje k bodu
x € X, tak kazda z nej vybrana postupnost konverguje ku tomu istému bodu = € X.

(. @)

o, nazveme ohranicenou, ak mnozina jej ¢lenov je

Poznamka 1.3. Postupnost {z,}
ohrani¢ena.

Veta 1.3. Kazda konvergentna postupnost bodov metrického priestoru je ohranicena.

Poznamka 1.4. Na kaZdej mnoZine mozno definovat viacero metrik.

Nech d,d st dve metriky na mnozine X. Budeme hovorit, Ze metriky d a d' st
ekvivalentné ak plati: Postupnost {x,}32, konverguje k x v priestore (X, d) prave vtedy,
ked konverguje ku a v priestore (X, d').

Na kartezianskom stcine metrickych priestorov obvykle definujeme metriku nasle-
dovne:

Definicia 1.4. Nech (Xy,d;),(X2,d2),....,(Xpm, dy) st metrické priestory. Oznacime X =
X1 xXox.o.ox Xy Ak vy € Xoo = (a1, 02, ..., am),y = (51, B2, vy B ). Polozme:

d(z,y) = Zd?(ai,m

Doporucujeme Gitatelovi overit si, ze funkcia d je metrikou na priestore X. (Vlastnosti
1. a 2. st zrejmé. Trojuholnikovu vlastnost mozno overit pomocou nasledujicej lemy.)

Lema 1.1. Nech a;,b;(: = 1,,2,...,m) st realne ¢isla. Potom plati:

m

m m
Zai.big Za?. be
=1 =1

=1
Veta 1.4. Nech (X1,dy),(X2,d2),....(Xm,dn) st metrické priestory. Postupnost
{X7}o0 prvkovz X = X1 x Xo X ... x Xy, £
X" =(al,ay,..,a,) X
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konverguje k prvku X = (aq, a3, ..., ) € X, v zmysle metriky zavedenej v definicii 1.4,
vtedy a len vtedy, ked pre kazdé i;1 <1 < m plati: lim o) = ay, t.j. postupnost {al'}72

n=1>
n—00

konverguje v priestore (X;,d;) ku bodu «; € X;.

Poznamka 1.5. Konvergencia spominand vo vete 1.4 sa nazyva konvergenciou po sturadni-
ciach.

1. Nech < a,b >C R. Oznaéime M(a,b) mnoZinu vsetkych redlnych funkecii definovanych
a ohranifenych na intervale < a,b >. Nech f,¢g € M(a,b). Dokaite, ze funkcia

d(f,g)= sup | f(x)—g(2) |,

reE<a,b>

je metrika na priestore M(a,b).
2. Ozna¢me M— mnozinu vsetkych ohranicenych realnych postupnosti. Nech z,y €

M;x = {x;}52,. Dokéite, ze funkcia

d(z,y) = sup | i — i |,
1=1,2,...

je metrika na priestore M.

3. Oznaéme znakom [(?) mnoZinu vietkych tych redlnych &sel, pre ktoré plati:
Ak z € 1P 2 = {2;}22,, tak D00, 2% konverguje. Nech = = {z;}2,,y = {1}, st
dva body z I?). Dokézte, Ze funkeia

d(l‘,y) = Z _yz

=1

je metrikou na (¥,

4. Nech X = {1; %; %} Polozme d(x,x) = 0, pre kazdé » € X. Dalej

1 1 11 11 1 1 1

d(1, 5) = d(§, 1) = 1;d(§7 §) = d(ga 5) = %;d(lv §) = d(ga 1) = 3

Je funkcia d metrikou na X7

5. Dokazte, Ze vlastnosti 1.,2.,3. metriky, z definicie 1.1 st nezavislé. (Nezavislost
vlastnosti chapeme v tom zmysle, Ze ziadna z nich nevyplyva z ostatnych vlastnosti. Pozri
navod.)

6. Nech X # ) ad: X x X — R ma nasledujice vlastnosti:
a) d(z,z) = 0 pre vetky @ € X a d(x,y,) # 0 pre kazdé dva rozne prvky z X.
b) Pre kazdé tri prvky z,y,z € X plati:

d(z,z) < d(x,y) + d(y, z).

Dokazte, ze d je metrika!
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7. Nech dy, dy st dve metriky na X. St funkcie dy +ds, max{dy, ds }, min{d;, ds } metrikami
na X7

8. Oznatme E, = {(a1,a2,....,an);a; € Ryo = 1,2,...,n}. Ak o = (21,22,...,2n),y =
(Y1,Y2, ..., yn) s dva body z E,, tak kladieme

d(w,y) = | > (2 — i)

=1

a) Ukazte, Ze funkcia d je metrikou na priestore E,. (Funkcia d sa nazyva euklidovska
metrika na E,.)

b) Ak
Ay =(ay,ay,...,al)

A, :(af,ag,...,ai)

Ay =(a¥,d, ... d")

r'n

je postupnost bodov priestoru (E,, d), potom tato postupnost {A;}:2, konverguje v pries-
tore (E,,d) k bodu Ag = (a?,a,...,a%) vtedy a len vtedy, ak {al}$2, konverguje ku
al, k=1,2,....n. DokdZte. V zmysle poznamky 1.5 moZno posledné tvrdenie preformulo-
vat: V euklidovskych priestoroch postupnost bodov konverguje prave vtedy, ked konverguje
po suradniciach.

9. Oznaéme znakom ! mnoZinu vsetkych takych postupnosti {z;}32,, pre ktoré rad
Yooy | @i | konverguje. Ak v = {z;}32,,y = {y;:}52; st dva body z [, polozme

di(z,y) =Y |zi—yil
=1

a) Dokazte, ze d; je metrika na priestore /.

b) Dokéite, ze I C I?) (pozri priklad 3.)

¢) Takto na priestore [ mame definované dve rézne metriky d; a metriku d z prikladu 3.
Je na mieste otazka, kolko metrik mo?no definovat na danej mnozine?

10. Oznaé¢me C(a,b) mnozinu vSetkych spojitych funkeii, definovanych na intervale
< a,b > . Presvedéte sa, Ze ak f,¢ € C, tak funkcia

b
if) = [ fe) = gl de
je metrika na C(a,b).
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11. Nech S oznaéuje mnozinu vSetkych postupnosti redlnych éisel. Pre o = {x;}52,
polozme:
1 wi—yi]
d(z,y) = —_

Dokazte, ze d je metrika na S.

12. Nech R = (—o0, +0). Pre kazdd dvojicu x,y € R definujeme
d(z,y) = sin® (z — y).
Je d metrika na R 7
13. Pre kazdé z,y € R definujeme
d(x,y) = arctg |z —y |.

a) Ukazte, Ze d je metrika na R.
b) Ukazte, Ze tato metrika je ekvivalentnd euklidovskej metrike na priamke.

14. Pre kazdé z,y € R definujeme:

dlz,y) =z —y|.

Je funkcia d metrika na R ?

15. X = {(a,b);a,b € R}. Pre kazdé dva body = = (a1,b1),y = (az,by) z priestoru X

definujeme:

di(z,y) = max{| a1 —as |;[ b1 — b2 [}
dy(z,y) =] ar —az | + [ b1 — by |
ds(z,y) = \/(al —az)? + (b — b2)? (euklidovska metrika)

Ukazte:
a) Funkcie d; a dy st tieZ metriky.
b) Metriky dy,ds a d3 st ekvivalentné.

16. Nech X je mnozina bodov kruznice k. Pre kazda dvojicu z,y € X definujeme:
d(x,y) = dlzka kratsieho oblika kruZnice k, spajajuceho body = a y. Je d metrika na
X7

17. Nech (X, d) je metricky priestor. Pre kazdé A, B C X, A, B # ) polozme:
di(A,B) =inf{d(a,b),a € A,b € B}.
Je d; metrika na systéme vsetkych podmnozin priestoru X ?
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18. Oznacéujeme C(a,b) mnozinu vSetkych spojitych funkeii, definovanych na < a,b > .
Ak f,¢g € C(a,b), polozme

d(f.q) = \// (f(z) —g(x))?dz.

Je d metrika na C(a,b) ?

19. Ukazte, ze k ekvivatentnosti metrik dy a dz, definovanych na priestore X staci, aby
existovali kladné konstanty a, b tak, ze pre vSetky =,y € X plati:

Cl.dl(l',y) S dZ(xvy) S bdl(l’,y)

Ukézte, Ze tato podmienka nie je nutna k ekvivalentnosti metrik dy a dy !

20. Pseudometrikou nazveme taki funkciu d, ktora sa od metriky lisi iba v tom, #e d(z,y)
sa moze rovnaf nule aj pre @ # y.

Nech (X, d) je pseudometricky priestor.

Oznacme Y nasledujuci rozklad priestoru X:
Do jednej a tej istej triedy A € Y, A C X patria tie a len tie body z,y, pre ktoré d(x,y) = 0.
Pre A, B €Y definujeme:

d(A,B) =d(a,b);a € A,b € B.

Dokazte, Ze d je metrika na priestore Y.
21. Nech (X, d) je metricky priestor. ) # A; C A;. Potom diam 4; < diam As. Dokazte!
22. Nech (X, d) je metricky priestor. Nech A C X. Oznadme

D(A) = {d(z,y);x,y € A}.

Existuje takd trojprvkova mnozina A C E2, aby D(A) = {0,1} ? Plati nieo podobné v
E,=R7

23. Oznaéme () - mnozinu vsetkych racionalnych ¢isel z intervalu < 0,1 > a I - mnozinu
vsetkych iracionalnych ¢isel z intervalu < 0,1 > . Vypocitajte diam @) a diam I.

24. Nech j; < 72 < ...; k1 < ky < ... st dve rasttce postupnosti prirodzenych ¢isel. Nech
{z;}$2, je postupnost bodov metrického priestoru (X, d) takd, ze {x;;}72, ak {x, }32,
konverguju k tomu istému bodu . Nech zjednotenie mnozin {ji,j2,...} a {k1, ko, ...} je
mnozina vietkych prirodzenych ¢isel. Potom aj postupnost {x;}32, konverguje k bodu .
Dokazte!

25. Dokazte, Ze postupnost {1 — %, 312i4}?21 bodov euklidovského priestoru (Es,d) kon-
verguje k bodu (1, 2) € Ey!

26. Veta 1.4 nam hovori, Ze napr. v euklidovskych priestoroch (E,,d) je konvergencia
bodov ekvivalentna tzv. konvergencia po stradniciach. Maji podobnt vlastnost 1 konver-
gencia v priestoroch M, 1?1 z prikladov 2.,3. a 9.7
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27. Na priestore E,, vietkych usporiadanych n-tic zavedme okrem euklidovskej metriky
doy int funkeiu A:

Ak« = (21,22,...,20),y = (Y1,Y2, ..., yn) st dva body z E,, tak h(z,y) = %, kde s je
prva sturadnica, v ktorej sa body z a y lisia. Dokéazte, Ze h je metrika na E),!

28. Nech N je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel. Pre kazdé celé ¢islo a > 0 definujeme
na N x N nasledujtce funkcie:

dy(n,n) =0, pre kazdé n € N,

do(m,n) =a+

,ak m,n € N, m # n.
m-+n

Ukazte:

a) dy nie je metrikou na N.

b) du, pre a > 1 je metrikou na N.

c¢) Pre vsetky a,b > 1 st d,, dj ekvivalentné metriky.

29. V stvislosti s vetou 1.2 dokazte: Ak postupnost {z, }52, metrického priestoru (X, d)
nekonverguje k prvku @ € X, tak existuje taka ¢iastoénd postupnost {a, 172, postupnosti
{x,}52, Ze Zadna jej ¢iastoénd postupnost nekonverguje k bodu z.
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2. Podmnoziny a body metrického priestoru

Definicia 2.1. Nech (X,d) je metricky priestor. A C X. Bod © € X nazveme bodom
uzaveru mnoziny A, ak existuje postupnost {x, }52,x, € A,n = 1,2,..., ktord konverguje
k bodu x. Mnozinu vsetkych bodov uzaveru mnoziny A nazyvame uzaverom mnoziny A a
oznacujeme A.

Definicia 2.2. MnoZina A, A C X sa nazyva uzavreta, ak A = A. Mnozina A,A C X
nazveme otvorenou, ak X \ A je uzavreta.

K problematike uzavretych a otvorenych mnozin sa moézeme dostat aj cez otvorené
mnoziny.
Definicia 2.3. Nech (X,d) je metricky priestor. A C X. Bod p € A nazveme vattornym

bodom mnoziny A, ak existuje také 6 > 0, ze O(p,é) C A. Mnozinu vsetkych vnitornych
bodov nazyvame vnutrom mnoziny A a oznacujeme intA.

Veta 2.1. Mnozina A, A C X sa nazyva otvorena, ak A = intA. Mnozina A, A C X sa
nazyva uzavreta, ak X \ A je otvorena.

Veta 2.2. Nech R = (—o0,+00) s obvyklou metrikou. Potom G C R je otvorena préve
vtedy, ak sa da vyjadrit ako zjednotenie disjunktného spocitatelného systému otvorenych
intervalov.

Vlastnosti otvorenych mnozin, spominané v priklade 33. tejto kapitoly inspirovali k
zavedeniu pojmu topologického priestoru.

Definicia 2.4. Nech X je mnozina a T je systém jej podmnoZin s tymito vlastnostami:
1. 0,X eT.
2. Zjednotenie fubovolného systému mnozin z T patri do T a prienik konecéného poctu
mnozin z T patri do T .

Systém 7T, sp]/ﬁajﬁci podmienky 1. a 2. sa nazyva topolégiou na X a mnozinu X nazyvame
topologickym priestorom s topolégiou T a zapisujeme v tvare (X, T ).

Poznamka 2.1. Prvky systému 7 nazyvame otvorenymi mnozinami, ak p € X, potom
okolim bodu p v topologickom priestore (X,7 ) nazveme kazdi mnoZinu G € T, ktord
obsahuje bod p.

Definicia 2.5. Nech X je metricky priestor. A C X. Bod p € X sa nazyva hromadnym
(kondenzacnym) bodom mnoziny A, ak pre kazdé ¢ > 0 je ANO(p, ) nekonecna (nespoci-
tatelna). Bod p € A sa nazyva izolovanym, ak existuje ¢ > 0 tak, ze AN O(p,e) = {p}.

Oznaéme v poradi znakmi A, A°, A° mnoZinu vSetkych hromadnych, kondenzaénych,
izolovanych bodov mnozZiny A.

36



Veta 2.3. X - metricky priestor. A C X,p € X,p € A? vtedy a len vtedy, ak existuje
postupnost {p, }52 ., pn € A,n = 1,2, ..., ktora konverguje k bodu p.

Veta 2.4.
a) A= AU A4,
b) Al = Ad,

c) (AuB)! = A?u B
d) Ak oznacime A = (A1), tak Add C A4,

(éitatei silahko na priklade ukéze, Ze vo vSeobecnosti nemusi v bode d) platit rovnost.)

Definicia 2.6.
a) Mnozina A C X sa nazyva hustd v X, ak A = X.
b) Mnozina A C X sa nazyva brehova (riedka) v X, ak mnozina X — A (X — A) je husta

v X.
¢) Mnozina A C X nazyvame mnozinou prvej (Baireovej) kategérie v X, ak A = US2 | A,
kde A,,n = 1,2,... st riedke v X. Mnozina A C X sa nazyva mnozinou druhej

(Baireovej) kategorie, ak nie je mnozinou prvej kategorie.

d) Mnozina A C X sa nazyva husto rozlozena, ak A C A? (teda ak kazdy jej bod je
hromadnym bodom). Mnozina sa nazyva perfektna (dokonala), ak je uzavreta a husto
rozlozena. Mnozina A C X sa nazyva rozprasena, ak neobsahuje ziadnu neprazdnu
husto rozlozent podmnozinu.

Veta 2.5.
a) Mnozina A C X je hustd v X vtedy a len vtedy, ak pre kazdé okolie O(p,6),p € X,
6> 0 plati AN O(p, o) #£ 0.
b) Mnozina A C X je riedka v X vtedy a len vtedy, ak ku kazdému okoliu O(p,6) C X
existuje také okolie O(p',é") C O(p,6), ze ANO(p',8") = 0.

¢) Mnozina A je husto rozlozend prave vtedy, ak A je husto rozlozena.

/7 /7
d) Zjednotenie lubovolného systému husto rozlozenych mnozin je husto rozloZena mnozi-
na.

Veta 2.6. (Cantorova - Bendixonova). Kazdy metricky priestor je zjednotenim dvoch
disjunktnych mnozin, z ktorych jedna je perfektna a druha rozprasena.

Na zaver tejto kapitoly jeden zaujimavy priklad.

Priklad 2.1. Oznaéme Cy =< 0,1 >, C; =< 0, % > U < %, 1 >, t.j. z povodného
intervalu < 0,1 > vynechdme vnttorni tretinu (otvoreny interval (%, %)).Cz =< 0,% >
U< %, % > U< %, % > U< %, 1 >, t.3. z oboch povodnych intervalov vynechame vnatorné
tretiny, teda z intervalu < 0, % > vynechame otvoreny interval (%, %) a z intervalu < %, 1>
otvoreny interval (%, %). Takto postupujiic mozno po n - tom kroku oznac¢it mnozinu:

1 2 3 3" —1
Ch=<0,—>U< —, —>U.U< ——1
<0, >U< o0 o0 > <= >
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Ihned vidno, Z%e kazda z mnozin C;,7 = 1,2, ... je uzavreta. UvazZujme mnoZinu

C = ﬁ Ci.
=0

Mnozina C je zrejme uzavreta a nazyvame ju Cantorovou mnozinou. Je to znamy a
dolezity priklad uzavretej, riedkej, nespoéitatelnej a perfektnej mnoziny na realnej priamke.

Poznamka 2.2.
Mnozinu A = USZ, Fy,, kde F,,, n = 1,2, ... st uzavreté, nazyvame mnozinou typu Fj.
Mnozinu B = N2, Gy, kde Gy, n = 1,2,... st otvorené, nazyvame mnozinou typu

Gs.

30. Nech (X, d) - metricky priestor. UkdZte, 7e pre kazdt mnozinu A, A C X plati, A C A.

31. A,B C X. Potom plati:

a) Ak A C B, tak A C B.

b) AUB = AUB.

c) Ak A; C X,i=1,2,... tak U, A; D U?ZIA_Z‘.

d) (A) = A.

e) Bod p € X patri do A vtedy a len vtedy, ak pre kazdé ¢ > 0 je AN O(p,e) # 0.

32. DokaZte vetu 2.1.

33. Ukazte, ze v kazdom metrickom priestore plati:

a) Zjednotenie (prienik) lubovolného systému otvorenych (uzavretych) mnozin je otvore-
né (uzavretd) mnozina.

b) Zjednotenie (prienik) koneéného poétu uzavretych (otvorenych) mnoZin je uzavretd
(otvorend) mnozina.

c¢) Ndjdite nasledujice priklady (napr. na priamke):

Aby zjednotenie nekoneéného systému uzavretych mnozin nebola uzavretd mnozina.

Aby prienik nekone¢ného systému otvorenych mnozin nebola otvorend mnozina.

34. Ukazte, Ze v kazdom metrickom prestore (X, d) st mnoziny (), X obojaké, t.j. sicasne
otvorené aj uzavreté.

35. Dokézte, Ze v kazdom metrickom priestore (X, d) plati: Ak p € X,6 > 0,¢ € O(p, o),
tak existuje 61 > 0 tak, Ze O(q,61) D O(p, o).

36. Nech d oznacuje trivialnu metriku na priestore X. (d(x,x) = 0 pre kazdé « € X a
d(x,y) = 1 pre kazdé =,y € X,z # y.) Ukaite, ze kazdéd mnoZzina A C X je obojaka v
(X, d).

37. Dokazte, ze mnoZina @ (Q') vSetkych racionalnych (iracionélnych) ¢isel nie je ani
uzavreta ani otvorena v R.

38. Nech A C E,,A = {o = (21,...,xn);] xi |< 1;0 = 1,2,...,n}. Dokdite, Ze A je
uzavreta v (Ey, dy).
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39. Nech d a d' st dve ekvivalentné metriky na priestore X. Dokazte, ze A C X je
otvorena (resp. uzavreta) v priestore (X, d) prave vtedy, ked je otvorend (resp. uzavretd)
v priestore (X, d").

40. Nech M oznauje mnozinu vsetkych ohrani¢enych postupnosti redlnych éisel (pozri
priklad 2.). Nech A C M : A ={x ={a;}2, € M;| 2, |< 1,0 =1,2,...}. Dokaite, ze A je

uzavreta v M!
41. Ak (X, d) je metricky priestor, A C X, potom diam A = diam A. Dokazte!

42. Nech (X, d) je metricky priestor a p € X. Potom {p} je uzavreta a tym X — {p} je
otvorena. Dokazte!

43. Nech (X, d) je metricky priestor a A C X. Potom mnozina A je uzavreta (otvorend)
v (X, d) prave vtedy, ked mnozina X \ A je otvorena (uzavreta) v (X, d). Dokazte!

44. Nech (X, d) je metricky priestor, postupnost {z;}72, je postupnostou jeho bodov. Bod
€ X nazveme hromadnou hodnotou postupnosti {z;}72,, ak pre kazdé ¢ > 0 existuje
nekoneéne vela n € N takych, Ze d(x,,x) < e. Oznaéme L(x1,x2,...) mnozinu vSetkych
hromadnych hodnoét postupnosti {x;}22;.

a) Dokézte, ze pre kazda postupnost je L(xy,x2,...) uzavreta v X.

b) Zostrojte taky priestor (X, d) a postupnost {z;}2, v fiom, aby L(zy,z2,...) = 0.

45. Nech (X,d) je metricky priestor, A C X. Potom mnozinu H(A) = AN (X — A)
nazyvame hranicou mnoziny A. Dokazte, Ze:

a) Hranica iubovoinej mnoziny je uzavretd mnozina.

b) Bod p € X patri do H(A) prave vtedy, ked pre kazdé § > 0 plati: aj AN O(p, ) # 0,
aj (X — 4) 0 0(p, ) £ 0.

¢) Mnozina A je obojakd prave vtedy, ked H(A) = 0.

46. V priklade 17. bol zavedeny pojem vzdialenosti dvoch mnozin metrického priestoru

(X,d), t.j. ak A, B C X : dist (4, B) = di(4, B) = inf {d(a,b),a € A,b € B}.
a) Ak p € X, B C X, tak dist ({p}, B) = 0 prave vtedy, ked p € B. Dokéazte!
b) Zostrojte napr. v (Esy, dy) také disjunktné uzavreté mnoziny A, B, aby dist (A4, B) = 0.

47. Nech (X, d) je metricky priestor p € X,0 < 61 < 3. Dokazte, ze O(p,61) C O(p, d2).

48. Nech @ (Q') oznacuje mnozinu vsetkych racionalnych (iracionalnych) éisel. Potom

intQ = intQ' = 0,Q = Q' = R,H(Q) = H(Q") = R. Dokéite!

49,

a) Ak (X, d) je metricky priestor, A C X, potom vidy intA N H(A) = 0. Dokazte!

b) Ak (X,d) je trividlny metricky priestor, A C X, tak intA = A /H(A) = 0,4 = A.
Dokazte!

50. Nech (X,d) je metricky priestor. Dokazte, ze pre kazdi mnozinu A C X plati:
HA)=HX-A).

51. Dokazte, %e v priestore (R, dy) neexistuji okrem ) a R Ziadne iné obojaké mnoZiny.

52. Nech X = {a,b,c}. Zvolme S = {0, X, {a, b}, {b,c}}. Je S topologiou na X?
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53. Nech X je nekoneéna mnozina. Oznacme S systém podmnozin A priestoru X, kde A
je bud prazdna, alebo X — A je konecna.

a) Ukazte, ze S je topoldgiou na X.

b) Dokazte, Ze neexistuje takd metrika d na X, aby systém otvorenych mnozin v metrickom
priestore (X, d) splyval s topologiou S.

54. Dokazte, ze kazdy bod podmnoziny A metrického priestoru (X, d) je bud izolovanym
alebo hromadnym bodom mnoziny A (t.j. plati A = A°U (4N A%).

55. Zostrojte takti mnozinu A C E, aby vsetky body mnoziny A boli izolované, ale aby
AT L.

56. Oznacme C' - mnozinu vsetkych celych ¢isel, @) - mnozinu vsetkych raciondlnych ¢isel.
Potom C° = C, ale Q° = . Dokézte! (A° znaél mnoZinu izolovanych bodov.)

57. Riedka podmnozina metrického priestoru je brehova. Obratené tvrdenie nemusi platit.
Dokazte!

58. Kazda riedka mnozina je mnozina prvej kategorie. Obratené tvrdenie nemusi platit.
Dokazte!

59.

a) Dokéazte, Ze podmnozina A trividlneho metrického priestoru X je husta v X prave vtedy,
ked A = X.

b) DokéZte, ze mnoZina @ x @ je hustd v EZ.

c¢) Dokézte, ze mnozina vSetkych ohraniéenych postupnosti raciondlnych ¢éisel je husta v
M (pozri priklad 2.).

d) Dokazte, ze mnozina vsetkych konvergentnych postupnosti redlnych ¢éisel je uzavretd a

riedka v M.

60. Nech A je uzavreta alebo otvorena podmnozina metrického priestoru X. Dokézte, Ze

potom H(A) je riedka v X.

61. Dokézte, Ze mnozina A je perfektnd vtedy a len vtedy, ak A = A?,

62. Dokazte, Ze mnoZina A je brehova (riedka) prave vtedy, ked intA = 0 (intA = 0).
(x

63. Nech f(x) je spojita realna funkcia. Dokézte, Ze mnozina F, = {x € R; f(x) > a} je

uzavretid v R.

64. Nech a,b € R,a < b st dané. Oznaéme E mnozinu vsetkych spojitych funkeii,
definovanych na < 0,1 >, pre ktoré plati: a < f(x) < b, v kazdom bode = €< 0,1 >.
Dokazte, ze mnoZina E je otvorena v priestore C(0,1) (pozri priklad 10.). A mnoZina

F={f(z) e C(O,1);a < f(x) <bjx €<0,1 >} je uzavreta v C(0,1).

65. Nech ¢ € C(0,1). Dokazte, ze mnoZina vsetkych tych funkeii z C(0,1), pre ktoré
flz) > g(x), (pre kazdé x €< 0,1 >) je otvorend v C(0,1). A mnoZina vSetkych tych
flz) € C(0,1), f(x) > g(x) (pre x €< 0,1 >) je uzavreta v C(0,1).

66. Nech (X, dy) a (Y, ds) st metrické priestory. Nech 47 C A C X, Ay husta v A. Potom
f(A1) je husta v f(A). Dokazte!
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67. Dokazte, ze v kazdom metrickom priestore (X, d) plati
X —intE=X—E;X - E = int(X — E),

pre kazdi mnozinu £ C X.

68. Dokazte: Ak (X,d) je metricky priestor, A, B C X, tak int(ANB) = intANintB. Pre

nekonecény pocet Ginitelov viak plati: NierintA; D int(NierAe), T - nekoneéné. Dokazte!
69. Ak (X, d) je metricky priestor, A, B C X. Zistite, ¢i plati analogickéd rovnost:
int(AU B) = intAUintB?

70. Mnozinu vietkych hromadnych bodov mnoZiny A4, (oznacujeme A? a nazyvame de-
riviciou mnoziny A). Najdite mnozinu A C X tak, aby A9 # (), ale (A4)? = .

71. V euklidovskej rovine E? udajte nasledujice priklady:
a) A C E* H(A) = 0 (pozri priklad 45.).

b) ACE* H(A)#0a ANH(A) = 0.

c) AC E? A - nekoneénd, A = H(A).

72.

a) Dokéazte: H(LAUB) C H(A) U H(B).

b) Pre nekoneéne vela mnozin analégia neplati!

73. Uvazujeme v rovine E? systém ststrednych uzavretych kruhov o polomeroch r <
ro < .. <r, <... Jezjednotenie tychto kruhov uzavreta mnozina?

74. Dokazte ekvivalentnost nasledujicich definicii:
a) Mnozina A C X je uzavretd v X, ak A C A.

b) Mnozina A C X je uzavretd v X, ak A¢ C A.
¢) Mnozina A C X je uzavretda v X, ak H(A) C A.

75. Dokazate, Ze uzaver mnoziny A sa rovna prieniku vsetkych uzavretych mnozin, ob-
sahujiicich mnozinu A.

76. Dokézte, Ze intA sa rovna zjednoteniu vsetkych otvorenych podmnozin, obsiahnutych

v A.

77. Plati nasledujice tvrdenie: Ak A je uzavreta, tak A = intA? Resp. plati namiesto
rovnosti aspon niektora inkltazia?

78. Dokazte, ze kazda mnozina A, ktora obsahuje len izolované body, je typu F,.

79. Nech (X,d) je metricky priestor, A C X,p € X. Overte platnost nasledujtcich
tvrdeni:

a) dist (p, A) = dist (p, A)

b) dist (p, A) = dist (p,intA).

80. Nech Fy a Fy st dve disjunktné uzavreté podmnoZiny metrického priestoru (X, d).
Ukazte, Ze existuji otvorené mnoZiny Gy a Go,Gy D Fi, Gy D Fy,Gi NGy = 0.
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81. Dokazte:

a) Komplement mnoZiny F, (Gs) je mnoZina typu Gs (Fy).

b) Kazda uzavreta mnozina je typu Gs a kazda otvorend mnoZina je typu Fj.

82. Dokazte, ze:

a) MnoZina ) vsetkych racionalnych ¢isel na priamke je mnozinou typu F,, ale nie typu
Gs.

b) Mnozina I vSetkych iracionalnych ¢isel na priamke je mnoZinou typu Gy, ale nie typu

;.
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3. Priestory so spocditatelnou bazou, separabilné priestory.
Uplné metrické priestory
Nech (X,7) je topologicky priestor. Systém mnozin 7y C 7 nazyvame bazou topo-

logického priestoru (X, 7 ), ak kazda neprazdna mnozZina z topoldgie 7 sa da vyjadrif ako
zjednotenie mnozin z 7.

Definicia 3.1. Topologicky priestor (X, 7T ) sa nazyva priestor so spocvitate]/nou bazou, ak

existuje spocitatelna baza topologie T .

Poznamka 3.1. MnozZinu M nazveme spocitatelnou, ak je koneéna, alebo je ekvivalentna
s mnozinou N vsetkych prirodzenych ¢isel, (t.j. ak existuje prosté zobrazenie mnoziny M
na mnozinu N ).

Definicia 3.2. Topologicky priestor (X, 7T ) sa nazyva separabilny, ak existuje spoéftate]/né
mnozina M C X, ktora je husta v X.

Veta 3.1. Ak (X,7T) je topologicky priestor so spocvitate]/nou bézou, tak (X,T) je sepa-
rabilny.
Poznamka 3.2. Posledn( vetu nemoZno vo vseobecnosti obratit.

Veta 3.2. Nech (X,d) je metricky priestor. Oznacme T; systém vsetkych otvorenych
mnozin v priestore (X,d). (74 sa nazyva topolégia, odvodend od metriky d.) Potom
priestor (X, 7q) mé spocitatelnii bazu vtedy a len vtedy, ked (X, d) je separabilny.

Definicia 3.3. Postupnost {z,}72, bodov metrického priestoru (X, d) sa nazyva funda-
mentélna, ak ku kazdému ¢ > 0 existuje ng tak,7e pre kazdé m,n > ng je d(xp,x,) < €.

Veta 3.3. Kazda konvergentna postupnost bodov metrického priestoru je fundamentalna.

Obratené tvrdenie vSak nemusi platit. Ak plati, tak:
Definicia 3.4. Metricky priestor (X, d) budeme nazyvat tplny,ak kazda fundamentalna

postupnost prvkov tohoto priestoru konverguje v X.

Veta 3.4. (Cantorova). Nech (X,d) je uplny metricky priestor, nech F, # 0,n = 1,2, ...
st uzavreté mnoziny v X. Nech Fi D F, D ... D F,, D Fyp41 D ... a diam F,, — 0, pre
n — oo. Potom N7, F, # 0.

Veta 3.5. (Baireova). Nech X je neprazdny uplny metricky priestor s metrikou d. Potom
X je mnozina druhej kategérie v (X, d).
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Veta 3.6. Metricky priestor (R,dy) - realna priamka s obvyklou metrikou - je uplny
priestor.

83. Ukazate, ze vo vete 3.4 je N7, F, jednobodova nozina. Mozno predpokladaf
diam F, — 0 vynechat?

84. Na realnej priamke R uvazujeme metriku d:
d(x,y) = arctg |z —y| (porovnaj priklad 13.).

Je (R, d) Gplny priestor ?

85. Pre m = 1,2, ... oznaéme E,, = {(a1,as,...,a,),a; - redlne}. Nech dy oznacuje eukli-
dovskd metriku na priestore E,,. UkdZte, Ze (E,,,dy), m > 2 je Gplny priestor. (Porovnaj

priklad 8.)
86. Ukdazte tplnost priestorov (X, dy),(X,dz) a (X, d3) z prikladu 15.

87. Nech d; a ds st ekvivalentné metriky na priestore X. Plynie z Uplnosti priestoru
1) uplnost priestoru 2)1
X, dy) aplnost priest X,ds)?

88. Nech (X,d) je iubovoiny metricky priestor. Dokéazte, Ze systém vsetkych sfér
O(p,6),p € X,6 > 0,0 € Q,Q - racionalne ¢&sla je baza topologie 7y priestoru (X, 7y),
indukovaného metrickym prierstorom (X, d).

89. Dokazte, 7e metrické priestory 121 a s (pozri priklady 3.,9. a 11.) s separabilné
metrické priestory.

90. Nech (Xi,d1),(X2,d2),...,(Xn,dy) st metrické priestory. Dokazte, Ze ak priestory
X1,Xs, ..., X, st separabilné, tak aj metricky priestor X7 x X3 x ... x X, (pozri definiciu
1.4) je separabilny. Plati aj obratené tvrdenie?

91. Nech (X,d) je separabilny metricky priestor a nech F© C X je uzavretd mnoZina v
X. Zostrojte tak postupnost {x;}5°, prvkov priestoru X, aby platilo L(xq,22,...) = F.
(Pozri priklad 44.)

92. Dokazte, ze priestor M vsetkych realnych ohrani¢enych postupnosti (pozri prik-
lad 2) nie je separabilny, ale jeho podpriestor C' vietkych konvergentnych postupnosti je
separabilny.

93. Nech C(0,4+o0) oznatuje mnozinu vsetkych spojitych ohrani¢enych funkeii, defino-
vanych na intervale < 0,400). Polozme pre

F,9€C(0,400):d(f,g) = sup | f(x) —g(z)|e C(0,400).
zE€<0,4+00)

a) Overte, Ze d je metrika na C(0,+o0) (porovnaj priklad 1).
b) Dokézte, ze priestor (C(0,+00),d) nie je separabilny.

94. Uvazujme priestor C(a,b) vsetkych spojitych funkeii definovanych na intervale
< a,b > (a teda i ohrani¢enych) s obvyklou suprémovou metrikou. Dokézte, Ze C(a,b) je
separabilny metricky priestor. (Porovnaj s prikladom 93.)
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95. Priestor C(a,b) moZno vybavif aj inou metrikou:
ak f,g € C(a,b), polozme

olf.9) = / | F2) — gle) | de.

(Porovnaj s prikladom 10.) (C(a,b),p) je metricky priestor. Dokazte, ze (C(a,b), o) je
separabilny.

96. Nech (X, d) je metricky priestor, 0 # M C X, nech ¢ > 0, Hovorime, Ze mnozina M
je € - siefou priestoru X, ak pre kazdé » € X plati dist (z, M) < e.

a) Dokazte, Ze mnozZina M je ¢ - siefou priestoru X vtedy a len vtedy, ak X C U,enmO(p, ¢).
b) Metricky priestor X je separabilny vtedy a len vtedy, ked pre kazdé ¢ > 0 existuje taka
spoéitateiné mnozina M, ktora je e - siefou. (Pozri este raz priklad 92 a 93.)

97. Metricky priestor (X, d) je separabilny vtedy a len vtedy, ked kaZzdy systém otvore-
nych po dvoch disjunktnych mnozZin je spoéitatelny. Dokazte!

98.

a) Dokazte, Ze podpriestor separabilného metrického priestoru je separabilny metricky
priestor.

b) Na priklade ukézte, Ze pre topologické priestory uz nemusi platit analogia,t.j. pod-
priestor separabilného topologického priestoru nemusi byt separabilny topologicky priesto-
rom.

99. Ukazte, Ze topologicky priestor (R, T ), spominany v navode 98. b), hoci je separabilny,
nema spocitatelnii bazu.

100. Je podpriestor uplného metrického priestoru uplny?

101. Nech (X, p) je Uplny metricky priestor, nech ¥ C X,Y - uzavreta. Potom aj (Y, 0)
je uplny metricky priestor. Plati aj obratené tvrdenie?

102. Dokazte tplnost nasledujtcich priestorov: M(a,b) (priklad 1.), M (priklad 2.), [
(priklad 9.), I® (priklad 3.) a S (priklad 11.).

103. Dokazte, Ze metricky priestor C'(a,b) z prikladu 10. (s integralnou metrikou) nie je
uplny.

104. Nech (X, d) je Gplny metricky priestor, nech xg € X. Je priestor (X —{x¢ },d) iplny?
105. Je trivialny metricky priestor uplny? (Pozri priklad 9.).

106. Ako vieme, vo vSeobecnosti z fundamentalnosti postupnosti este nevyplyva jej kon-
vergencia. Co treba este dodat? Plati: Ak {x:}32, je fundamentalna postupnost prvkov
metrického pristoru (X, d) a existuje takd vybrané postupnost {zg, }72,, ktora konverguje
k bodu € X, tak aj povodna postupnost {x;}:2, konverguje ku x. Dokazte to!

107. Sa priestory (Q,dy),(Q',d,) uplné? (@ - racionalne, Q' - iracionélne ¢&isla, dy -
euklidovska metrika.)
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108. Nech Z oznacuje mnozinu vsetkych komplexnych ¢isel. Zvolme d(z,z") =] z = 2" |,
pre z,z' € Z. Dokazte, ze (Z,d) je Gplny metricky priestor.

109. Kazda konvergentna postupnost bodov metrického priestoru je ohranic¢ena. Plati
analogia 1 pre fundamentalne postupnosti?

110. Nech A a B st 4plné podpriestory metrického priestoru (X, d).
a) Dokazte, ze AU B i AN B st Uplné podpriestory priestoru X.
b) Ukazte na priklade, Ze A — B uz nemusi byt Uplny podpriestor.

111. Nech (X,dx) a (Y,dy) st Gplné priestory. Dokaite, Ze priestor X x Y, opatreny
nasledujiicimi metrikami, je aplny:

a) d((z1,y1), (22,52)) = /(dx (w1, 22))? + (dy (y1,92))%,

b) d((z1,y1),(22,y2)) = dx(z1,22) + dy(y1,y2)-

V pripade a) porovnaj s euklidovskym priestorom (Ez,dy) - priklad 85.).

112. Dokazte, Ze prienik spoéitateiného systému otvorenych mnozin hustych v aplnom
metrickom priestore X je mnozina husta v X.

113. Ukazte na priklade, Ze tvrdenie prikladu 112. nemusi platit, ak priestor X nie je
uplny.
114. Nech M oznacuje spoéitateiny systém mnozin typu Gs, pricom kazda z mnozin

systému M je husta v iplnom priestore X. Potom prienik mnozin systému M je mnozina
typu Gs a husta v X. (Porovnaj s prikladom 112.)

115. Ukazte, ze aplny metricky priestor X nemozno vyjadrit ako spoéitateiné zjednotenie
riedkych mnozin (t.j., Ze Gplny metricky priestor je mnozina druhej kategorie - Baireova
veta).

116. Najdite priklad neaplného metrického priestoru, ktory je prvej kategorie.

117. Uvazujeme Cantorovu mnozinu C' z prikladu 30. textu. Je to uzavretd podmnozina
realnej priamky - teda uplny podpriestor. Ale C' je prvej kategorie v R. Nie je to v spore
s prikladom 115.7

118. Nech EF C R,FE je spoéitateiné a husta v R. Potom mnozina E nie je typu Gs.
Dokazte!
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4. Kompaktné priestory

Definicia 4.1. Nech (X,d) je metricky priestor. Mnozina A C X sa nazyva kompaktna,
ak z kazdej postupnosti bodov mnoziny A mozno vybrat ¢iastoéna postupnost, ktora kon-
verguje v mnozine A (t.j. konverguje a jej limita patri do A). Budeme hovorit, 7e metricky
priestor (X, d) je kompaktny, ak mnozina X je kompaktna.

Uvedme aj topologickt variantu predchadzajicej definicie:

Veta 4.1. Mnozina A C X sa nazyva kompaktna, ak z kazdeho pokrytia tejto mnoziny
otvorenymi mnozinami mozno vybrat konecné podpokrytie.

Veta 4.2.
a) Kazdy kompaktny metricky priestor je separabilny a tplny.
b) Kazda kompaktna podmnozina metrického priestoru je uzavreta.
¢) Kazdé uzavreta podmnozina kompaktnej mnoziny je kompaktnd mnozina.

Definicia 4.2. Topologicky priestor (X,7T) sa nazyva suvisly, ak sa mnozina X neda
rozlozit na dve neprazdné otvorené disjunktné podmnoziny.

Veta 4.3. Topologicky priestor (X, T ) nie je stuvisly vtedy a len vtedy, ked v nnom existuje
neprazdna obojaké (sticasne otvorena aj uzavretd) mnozina, rozna od X.

Veta 4.4. Podmnozina realnej priamky s obvyklou topolégiou, obsahujica aspon dva
rozne body, je stvisld prave vtedy, ked je intervalom.

119. Ak (X,d) je kompaktny metricky priestor, tak pre kazdé ¢ > 0 existuje koneéna
e - sief priestoru X. (Pozri priklad 96.) Plati i obratené tvrdenie?

120. Dokazte vetu 4.2.

121. Kazda kompaktna mnozina je ohranicena, t.j. ak A C X, A - kompakt, tak
diam A < 4+00. Dokazte!

122. Predchadzajice priklady 120. a 121. nam hovoria, ze kazda kompaktna mnozina je
uzavreta a ohrani¢ena. Na vhodnych prikladoch ukazte, Ze existuji uzavreté a ohranicené
mnoziny, ktoré nie s kompaktné!

123. Dokézte, Ze v kazdom euklidovskom priestore (E,,dy),n = 1,2, ... je mnozina A C E,
kompaktna vtedy a len vtedy, ked A je uzavreta a ohranic¢ena.

124. Dokazte, ze mnozina A je kompaktna prave vtedy, ak kazda jej nekoneénd podmnozi-
na ma hromadny bod, patriaci do A.

125. Dokézte, Ze kazdy euklidovsky priestor E, je separabilny a Gplny (pozri priklad 85.),
ale nie je kompaktny! Porovnajte s vetou 4.2 a).
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126. Nech X7, X3, ..., X, st kompaktné metrické priestory. Je i priestor X7 x Xo x...xX,,
kompaktny?

127. Nech Ay, As, ..., A, st kompaktné podmnoziny metrického priestoru X.
a) Dokazte, ze A1 U As U...U A, je kompakt v X.
b) Mozno toto tvrdenie rozsirif na nekoneéne vela mnozin?

128. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a nech Fi, k = 1,2,... st neprazdne
uzavreté podmnoziny X. Nech Fy D Fy, D ... D F; D .... Potom N Fy # 0. (Cantorova
veta. Porovnaj s vetou 3.4.)

129. Vo vete 3.4 bol N5, F,, jednobodova mnozZina (pozri priklad 83.). Ukazte, Ze za
predpokladov prikladu 128. moze byt N2, Fy viac ako jednobodova mnozina.

130. Dokazte, ze metricky priestor (X,d) je kompaktny vtedy a len vtedy, ak kazdé
spocitatelné otvorené pokrytie priestoru X obsahuje koneéné podpokrytie tohoto priestoru.
(Porovnajte definiciu 4.1 a vetu 4.1.)

131. Nech (X,d) je metricky priestor. Ukézte, Ze metrickd i topologicka charakterizacia
kompaktnej mnoziny st ekvivalentné! (Pozri definiciu 4.1 a vetu 4.1.)

132. Nech (X,d) je uplny metricky priestor. Potom A C X je kompaktna vtedy a len
vtedy, ak A je uzavretd a pre kazdé ¢ > 0 obsahuje koneén ¢ - sief. (Pozri priklad 119.)

133. Dokézte, Ze topologicky priestor (X, 7 ) je stvisly vtedy a len vtedy, ked ku kazdym
dvom bodom x,y € X existuje taka suvisla mnozina G C X, ze z,y € G.

134.

a) Zostrojte metricky priestor, ktory:

1. je uplny, ale nie je stuvisly;

2. je suvisly, ale nie je uplny;

3. je kompaktny, ale nie je suvisly;

4. je suvisly, ale nie je kompaktny.

b) Zostrojte topologicky priestor, ktory:
5. je separabilny, ale nie je stuvisly

6. je suvisly, ale nie je separabilny.

135. Nech FE je stvisla mnozina, obsahujica aspon dva rozne body. Dokazte, ze E
neobsahuje izolované body.

136. Dokazte, Zze priestor X je nesuvisly vtedy a len vtedy, ak existuji také neprazdne

podmnoziny A, B C X, %e plati: (AN B)U (AN B) # 0.

137. Dokazte, Ze priestor X je nestuvisly vtedy a len vtedy, ak existuji neprazdne podm-
noziny A, B C X, AN B = (), pri¢om obe st uzavreté, alebo obe otvorené.
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138.

a) Nech E je nestuvisla uzavretd mnoZina. Potom mozno rozlozit mnozinu E na : E =
AUB:; A B -uzavreté, A,B#0,ANB = 0.

b) Ak E je nestvisla otvorena mnozina. Potom existuje rozklad mnoZiny E: E = AU

B; A, B - otvorené, A,B #(0AN B = .

139. Nech E. F' - uzavreté mnoziny. Dokazte, ze ak EU F aj E N F st stvislé mnoziny,
potom aj E a F si suvislé.

140. Na priklade ukazte, ze ak by v predchadzajicom priklade aspon jedna z mnozin A, B
nebola uzavreta, potom tvrdenie nemusi platit.

141. Dokazte:
a) Ak A C X, A - stvisla, potom aj A je stvisla.
b) Obrétené tvrdenie nemusi platit.

142. Nech A je stvisla. Potom kazd4 mnoZina M : A C M C A je tiez suvisld. Dokazte!

143. Nech A C X a pre kazdé dva body =,y € A existuje suvisla mnozina (), C A,
x,y € @, potom A je suvisla v X. Dokazte!

144. Dokazte, Zze mnozina vsetkych tych bodov euklidovskej roviny E5, ktorych obe strad-
nice st iracionalne, je nestuvisla!

145. Nech A oznauje uzavrety kruh v rovine E,. DokaZte, Ze A je siivisla mnozinal!

146. Nech Fy a Es st stvislé mnoziny, E1NEy # (), potom EyUE, je tiez stivislda mnoZina.
Dokazte!

147. Nech Ey C E; C ... je rastica postupnost stvislych mnozin. Potom E = U2, E; je
suvisla. Dokéazte!

148. Nech {E;}2, je postupnost stvislych mnozin. Nech pre kazdé ¢ = 1,2,... plati
E;NE;+1 # 0. Potom aj mnozina E = U2, E; je suvisla. Dokazte!

149. Nech {E;}2, je postupnost neprazdnych stvislych mnozin a takd, ze pre kazdé
1 =1,2,... je E; U E;4; suvisla mnozina. Potom aj U2, E; je suvisla. Dokazte!

150. Dokazte, Ze mnozina vsetkych tych bodov roviny Fs, ktorych aspon jedna stradnica
je racionalna, je suvisla.

151. Dokézte, 7e E C R (realna priamka) je suvisld vtedy a len vtedy, ak E je interval.

152. Nech (X, d) je stvisly metricky priestor. Potom X obsahuje len dve obojaké mnoZiny
ato ) a X. Dokazte!

153. Nech X a Y st metrické priestory. V zmysle definicie 1.4 uvazujeme metricky priestor
X xY. Nech EC X,F CY, E. F neprazdne. Dokazte, ze E X F je suvisla v X xY vtedy

a len vtedy, ak E a F st suvislé v prislusnych priestoroch X a Y.

154. Nech Ay,t € T je systém suvislych mnozin s neprazdnym prienikom. Potom mnozina
E = User Ay je stvisla. Dokazte!
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155. Neprazdnu podmnozinu A mnoziny F nazyvame komponentou mnoziny E ak: A je
suvisla a kazda stvisla mnozina B, pre ktort plati A C B C E je uz totoZna s A.
Dokazte, ze ku kazdému bodu = € E existuje prave jedna komponenta mnoziny F,

obsahujuca bod .

156. Nech F C E,F # 0 a F - suvisla. Dokazte, Ze existuje prave jedna komponenta
mnoziny E, obsahujica mnozinu F.

157. Dokazte, ze kazda komponenta uzavrete] mnoziny je uzavretd mnozina.

158. Dokazte, ze kazdi neprazdnu mnozinu EF moZno jednoznac¢ne rozlozit na jej kompo-

nenty.
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5. Zobrazenia metrickych (topologickych) priestorov

Predpokladame, Ze pojem zobrazenia je Gitatelovi znamy. Nech f: X — Y a A C
X, tak mnozinu {f(z);z € A} C Y nazyvame obrazom mnoziny A pri zobrazeni f a
oznacujeme f(A). Podobne, ak B C Y, tak mnozinu {z; f(z) € B} C X nazyvame
vzorom mnoziny B pri zobrazeni f a oznaéujeme F~!(B). Délezitym pojmom matema-
tickej analyzy je pojem spojitého zobrazenia.
Definicia 5.1. Nech (X,7), (Y,V) st dva topologické priestory. Nech f : X — Y.
Hovorime, %e zobrazenie f je spojité, ak pre kazdi mnozinuV €V je f~1(V) € T. Nech
(X,d),(Y,d") st metrické priestory. Potom f : X — Y je spojité zobrazenie, ak vzor kazdej
mnoziny, otvorenej v priestore (Y,d'), je mnozina otvorena v priestore (X, d).

Niekedy je vhodné pouzit ”postupnostnt” charakterizaciu spojitosti:

Veta 5.1. Nech (X,d),(Y,d") st metrické priestory. Funkcia f : X — Y je spojita v
bode xy € X vtedy a len vtedy, ak pre kazdi postupnost {x;}32, prvkov priestoru X,
konvergujicu k ¢, prislusna postupnost {f(x;)}52, konverguje k f(xy).

Poznamka 5.1. Pripominame, Ze funkcia je spojita na mnozZine, ak je spojita v kazdom
bode tejto mnoziny.

Definicia 5.2. Nech X,Y st topologické (metrické) priestory. Potom f: X — Y budeme
nazyvat homeomorfuym zobrazenim (kratko homeomorfizmom), ak f je spojité a prosté
zobrazenie a k nemu inverzné zobrazenie f~! je tiez spojité.

Definicia 5.3. Nech (X,d),(Y,d") st metrické priestory. Nech f : X — Y. Zobraze-
nie f nazveme izometrickym, ak pre kazdé dva body wxq,x5 € X plati: d(xq,25) =

d/(f(l’l)a f(fl?z))-

Definicia 5.4. Zobrazenie f metrického priestoru (X,d) do metrického priestoru (Y,d')

sa nazyva rovnomerne spojité, ak k fubovolnému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pre kazdé
dva body 1,15 € X, pre ktoré d(x1,x2) < 6 plati d'(f(x1), f(x2)) < e.

Vyznam a dolezitost spojitych zobrazeni vidno i1 na nasledujtcich tvrdeniach:

Veta 5.2.
a) Spojity obraz separabilného (metrického) priestoru je separabilny (metricky) priestor.
b) Spojity obraz kompaktného (metrického) priestoru je kompaktny priestor.
¢) Spojity obraz suvislého (topologického, metrického) priestoru je suvisly priestor.

Veta 5.3. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a f je spojita realna funkcia,
definovana na X. Potom f je ohranicena na X a dosahuje na X svoje infimum a supremuimn
(t.j. ma na X maximum a minimum).

o1



Veta 5.4. Nech (X,d) je kompaktny metricky priestor a (Y,d') je metricky priestor. Po-
tom kazda spojita funkcia f : X — Y je rovnomerne spojita na X.

Definicia 5.5. Nech (X,d) je metricky priestor. Zobrazenie f : X — X nazyvame kon-
traktivnym zobrazenim, ak existuje také c¢islo o : 0 < « < 1, Ze pre kazdé dva body
z,2' € X plati

A(fe), Fa') < aud(e, 2.

Veta 5.5. (Banachova veta.) Nech ) # X je tplny metricky priestor a nech f : X — X
je kontraktivne zobrazenie. Potom existuje prave jeden bod vy € X taky, ze f(xg) = xo.

Poznamka 5.2.
a) Bod xg, pre ktory plati f(z¢) = ¢ nazyvame pevnym bodom kontraktivneho zo-
brazenia f v Gplnom metrickom priestore (X, d).
b) Vsimnime si, Ze kazdé kontraktivne zobrazenie je rovnomerne spojité.

Definicia 5.6. Nech (X,7) je topologicky priestor, (Y,d') je metricky priestor. Nech
f:X =Y az e X. Definujeme
we(e) = i?f) diam f(O(x)).
O(z

Funkciu w¢(x) nazyvame oscilaciou funkcie f v bode x. (Infimum vpravo berieme cez
vsetky okolia O(x) bodu x v priestore X.)

Definicia 5.7. Hovorime, ze funkcia f : R — R ma Darbouxovu vlastnost ak pre
fubovolné a,b € R a fubovolné + € R také, Ze f(a) < @ < f(b), existuje ¢ : a < ¢ < b
tak, ze f(¢) = x. Nech funkcia f(x) je definovana na intervale < a,b >. Konecny pocet
bodov a = xy < 1 < ... < x, = b nazveme delenim intervalu < a,b >. Oznacme

o= i | flwi) = flzia |-

Definicia 5.8. Oznacme
b n
\ F=sup ) | fwi) = flzia) |,
a =1

kde supremum vpravo berieme cez vsetky mozné delenia intervalu < a,b >. "Cislo” \/Z f
nazyvame variaciou funkcie f na intervale < a,b >.
Ak \/Z f je konecné ¢islo, hovorime, ze funkcia f méa ohranicent variaciu na intervale
< a,b>.
Ak \/Z f = 400, hovorime, Ze funkcia f ma neohranicent variaciu na intervale

< a,b>.

Veta 5.6.
a) Kazdua funkeciu s ohrani¢enou varidciou mozno vyjadrit v tvare rozdielu dvoch rasticich
funkecii.
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b) Kazdu spojiti funkciu s ohranicenou variaciou mozno vyjadrit v tvare rozdielu dvoch
spojitych rasticich funkecii.

159. Nech (X, 7), (Y,V) st dva topologické priestory. Nech f: X — Y, xy € X. Funkcia
f je spojita v bode xg vtedy a len vtedy, ak ku kazdej mnozine B € V, f(x¢) € B existuje
takd mnozina A € T, x¢ € A, ze f(A) C B. Dokazte!

160. Nech f: X — Y. Potom f je spojita v kazdom izolovanom bode svojho defini¢ného
oboru. Dokazte!

161. UkaZte, ze ak f je spojité a prosté zobrazenie priestoru X na priestor Y, tak f~1
(inverzné zobrazenie) nemusi byt spojité.

162. Nech f je izometrické zobrazenie metrického priestoru (X, d) na metricky priestor
(Y,d"). Potom f je homeomorfné zobrazenie. Dokazte!

163. Kazdé izometrické zobrazenie je rovnomerne spojité. Obratene vSak nemusi platit.
Dokazte!

164. Dokéazte, Ze zobrazenie f topologického priestoru (X,7) do topologického priestoru
(Y, V) je spojité na X prave vtedy, ak vzor f~1(F) lubovolnej uzavretej mnoziny F C Y
je uzavreta mnozina v X.

165. Nech A(B) je lubovolna podmnozina defini¢ného oboru (oboru hodnot) funkcie f.

Overte platnost nasledujicich rovnosti:

a) F(f(A)) = A.

b) f(f71(B)) = B.

166. Nech (X, 7T) je topologicky priestora f, g : X — R = (—o0,+00). Ak f, ¢ st spojité v

bode x¢ € X, tak aj sucet (f +¢g), suéin (f.¢), nasobok (a.f)(a € R) a absolutna hodnota

| f | s spojitymi funkeciami v bode xy. Dokazte! Ako je to s podielom 5?

167. Topologicky priestor (X, 7 ) sa nazyva diskrétny, ak kazdy jeho bod je izolovany (teda

T = 2%). Dokaizte: Topologicky priestor je diskrétny vtedy a len vtedy, ked kazda redlna

funkcia f : X — R je spojita na X.

168. Ak f, ¢ st rovnomerne spojité redlne funkcie, definované na priestore X a «, 3 € R,

potom aj «.f + (3.¢ je rovnomerne spojita funkcia. Dokéazte! Plati podobné tvrdenie aj o

suc¢ine f.¢g?

169. Nech X, Y st metrické priestory, f : X — Y. Nech 2y € X¢ (hromadny bod mnoziny

X). Dokazte, Ze funkcia f je spojitéa v xg prave vtedy, ked lim f(z) = f(xg). Co vieme
T—To

povedat o spojitosti funkcie f v bode z¢, keby ¢ bol izolovanym bodom priestoru X?

170. Nech f je spojita realna funkeia, definovana na (topologickom, metrickom) priestore
X. Dokézte, Ze pre kazdé a,b € R plati:

a) Kazda z mnozin {x € X; f(z) < a},{z € X;f(z) > a},{x € X;a < f(x) < b} je
uzavreta v X.

b) Kazda z mnozin {¢ € X;F(2) < a},{x € X;f(2) > a},{x € X;a < f(x) < b} je

otvorena v X.
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171. Nech (X,7) je topologicky priestor, (Y,d") je metricky priestor. Potom funkcia
f:X =Y jespojitd v bode x € X vtedy a len vtedy, ak w¢(z) = 0. Dokazte!

172. Nech funkcia f je definovand na priestore X. Oznaéime: Cy = {z € X; f - spojita
va}laDy={reX;f-nespojita v a}. UkdzZte, ze pre kazdt funkciu f plati:

a) Dy je mnoZina typu Fj.

b) Cy je mnoZina typu G,-.

173. Dokazte, ze funkeia definovana na celej realnej priamke nemoze mat za body spojitosti
spocitatelnt husttt podmnozinu E C R a body nespojitosti Dy = R\ E.

174. Zostrojte nasledujice funkcie definované na R:
a) F(x) -ktora je spojitd v bodoch @ = +1 a vSade inde nespojita.
b) f(x): spojita pre x = 0,41, 42, ... a vSade inde nespojita.

175. Urcte body spojitosti, resp. nespojitosti, nasledujicej funkcie definovanej na
< 0,1 >:

f(z) =0 v bodoch Cantorovej mnozZiny (pozri priklad 30. z textu).

f(z) = 1 v stredoch styénych intervalov (ktoré vynechavame pri konstrukeii Can-
torovej mnoziny) a vSade inde linearna.

176. Zostrojte funkciu definovant na intervale < 0,1 >, ktora je spojita v kazdom ira-
cionalnom bode tohoto intervalu a nespojita v kazdom raciondlnom bode. (Doporuc¢ujeme
si uvedomit, ze taka funkcia, ktora by mala vymenené body spojitosti a nespojitosti, ne-
existuje. Pozri priklad 173.)

177. Na prikladoch ukazte, Ze spojity obraz:

a) uzavretej mnoziny nemusi byt uzavretd mnozina,

b) otvorenej mnoziny nemusi byt otvorend mnozina.

178. Ak f - spojita, tak vzor otvorenej mnozZiny je otvorena (definicia 5.1) a vzor uzavretej
mnoziny je uzavretd (priklad 164.). Plati: Ak f je spojita funkecia, f: X =Y aM CY, M
- kompaktné, tak f~1(M) je kompaktnd podmnoZina X?

179. Nech f: R — R, potom f je spojita prave vtedy, ak:

a) f~1((a,b)) je otvorend v R, pre kazdé a,b € R.

alebo

b) f71 ((—o0,a >) a tiez f~1 (< a,+o0)) st uzavreté pre kazdé a € R.

180. Nech (X, d) je metricky priestor. Dokazte, ze funkciu f(x) = d(x,yo),
(yo - lubovolny pevny bod z X)) je rovnomerne spojitd a teda i spojita na X.
181. Nech f: R — R, f - je spojita. Potom f ma Darbouxovu vlastnost.

182. Je vzdy funkcia, ktora ma Darbouxovu vlastnost spojita?

183. Nech f: X — Y, f - spojita. Nech E C X, E - husta v X. Potom f(E) je husta v
f(z). Dokazte!

184. Nech f : X — Y. Dokazte, Ze k spojitosti funkcie f staci, aby vzory vsetkych
otvorenych sfér priestoru Y boli otvorené mnoziny v priestore X. (Porovnaj s definiciou
5.1, resp. prikladom 159.)
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185. Na priklade ukazte, Ze v podmienke kontraktivnosti (definicia 5.5) nemozno pripustit
a =1, totiz pre takéto zobrazenie by uZ nasledujtica veta 5.5 nemusela platit!

186. Nech f je zobrazenie neprazdneho uplného metrického priestoru X do X. Oznacime:
fof =f2 f2of = f3,... atd. Nech pre nejaké prirodzené &islo k je zobrazenie f* : X — X
kontraktivne. Potom zobrazenie f ma jediny pevny bod. Dokazte!

187. Vyznam predoslého cviéenia, okrem iného, spoc¢iva v tom, Ze od f sme neziadali
spojitost. Majme napr. f :< 0,2 >— R nasledovne: f(z) = 0, pre ¢+ €< 0,1 > a
flz) =1, pre x € (0,2 >. Citatel lahko nahliadne, Ze f nie je na < 0,2 > spojité, no ma
jediny pevny bod. Dokazte!

188. Nech funkcia f(x) méa na intervale < a,b > varidciu rovai A. Akd varidciu na
< a,b > ma funkcia (k.f(z)+m) ?

r—1, x<1
189. Vypoditajte varidciu funkcie f(x) = { 10, x =1 na intervale < 0,2 >.
z?, x>1

190. Nech funkcia f(2) méa v kazdom bode intervalu < a, b > derivaciu, ktora je ohrani¢ena
na < a,b >. Potom funkcia f(x) je funkciou s ohrani¢enou varidciou na intervale < a,b >.
Dokazte!

191. 7Z matematickej analyzy je znama skutoc¢nost, ze rovnomerne konvergentny funkcio-
nalny rad zachovava spojitost, derivaciu a integral. Preto je na mieste otazka:

Nech Y77 | fu(z) je rovnomerne konvergentny funkciondlny rad spojitych funkeii s
ohranicenou variaciou. Je i sticet tohoto radu funkcia s ohrani¢enou variaciou?

192. Nech f(x) a ¢g(2) st funkcie s ohraniéenou variaciou na < a, b >. Dokazte, Ze ich sticet

o . . .y s . b b b
a stcin su funkcie s ohranicenou varidciou na < a,b > a naviac \/, (f +¢) < V,+V,;

b b b
VaF-9 < suppecqps [F(@)] Vo g(2) +5up,eco 55 l9(2)] -V, f2).
193. Nech f(x) je definovana na < a,b > a a < ¢ < b. Potom \/Z f=V.r+ \/lc) b.

194. Nech f(x) mé ohranicent variaciu na intervale < a,b >. Potom aj funkcia | f(x) |
ma ohrani¢ent varidciu na < a,b >. Dokéazte! Plati i obratené tvrdenie?
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Vysledky, navody a poznamky

E‘ Najskor overime korektnost, t.j. Ze pre vietky z,y € [? je d(x,y) redlne &slo.
(PouZite lemu 1.1).

Nie. Nie je splnena trojuholnikova nerovnost.
Zvolte si mnozinu X a funkeiu d : X x X — R* tak, aby d mala niektoré dve

vlastnosti metriky a nemala tretiu. (Napr. funkcia d v priklade 4. ma vlastnosti 1. a 2.
ale nema 3.)

@ Nezéapornost a symetri¢nost funkcie d ziskame vhodnou $pecialnou volbou trojice
bodov x,y, z.

Ano, éno, nie.

II‘ ¢) Ak ma mnozina X aspon dva rozne prvky, tak mozno na X definovat nekoneéne
0, T =y

vela metrik. Napr. tzv. trividlnych t.j. d(z,y) = a>0, a-redlne; kedz #y
’ - ) .

Vyuzite: Ak 0 < a < b, tak &

b
Tra < 145

Nie.

a) K dokazu trojuholnikovej nerovnosti si vSimnite, ze arctg o + arctg § >
arctg (a4 ), resp. Ze pre funkciu f(«) = arctg a+arctg §—arctg (a+ ) plati: f(0) =0
a pre « > 0 je f(a) > 0. b) Nasa metrika d je ekvivalentna euklidovskej metrike na
priamke, lebo arctg | x, — x¢ |— 0 prave vtedy, ked | x,, — 29 |— 0.

Ano.

E‘ b) Vsimnite si, Ze pre kazdé redlne éisla aq, az, by, by plati: | ag —ag | + | by — b2 |<
2.max,{| ar —ay ;| by — by |} < 2/(a1 —a2)? 4 (b1 —b2)?2 <2.(J a1 —az | + | by — by |).
Odkial uz plynie ekvivalentnost danych metrik.

Ano.

Nie.

IE‘ Ano. K dékazu trojuholnikovej nerovnosti pouzite tzv. Cauchy - Bunjakovského
nerovnost: fab fla).g(z)dr < \/fab fz(:zj)dx.fab g?(x)dx.

E‘ Prva cast zrejma. K druhej casti: Ak by ta podmienka bola nutna, tak by z
uplnosti jedného metrického priestoru vyplyvala Gplnost metrického priestoru s ekviva-
lentnou metrikou. Ale to nie je pravda - pozri priklad 87. a definiciu 3.4.

V E? 4no, ale v E! nie.
V oboch pripadoch 1.
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Staci pouzit vetu 1.4.

M - z konvergencie bodov plynie konvergencia po stradniciach, ale obratene
nemusi. [, [% - ako v pripade priestoru M.

[\
-3

Nie si1 ekvivalentné.

Existuje také ¢ > 0, Ze pre nekoneéne vela n : d(ay,x) < e.

W
[

[\
Nej

Staéi volif 61 < 6 — d(p, q).

w
=)

Staél najst postupnost racionalnych (iracionalnych) éisel, ktorda konverguje k ira-
cionalnemu (racionalnemu) éislu. A tiez, Ze v kazdom okoli kaZdého realneho ¢isla je

nekonecne vela racionalnych aj iracionalnych ¢isel.

w
Qo

Pozit vetu 1.4, resp. priklad 8.
40 | Pozri priklad 2. a 26.
43 | Stad vyjst z definicie 2.2 a vety 2.1.

N
N

1, z#vy )

b) Napr. trividlny metricky priestor. (Trividlna metrika: d(x,y) = {0 r=y
7 =

N
2]

Napr.: A ={(2,0);z € R} a B = {(z,%);x > 0}.

Ak xg € O(p, 61), tak existuje {z;}72, € O(p, 61) konvergujiucak bodu z¢. Vhodne

pouzijic trojuholnikovii nerovnost ukazat, ze d(p, xg) < 62.

Nie.
Napr. 4 = {1, %, - %, e}
57
Q v R.

g

Ak (X — 4) je hustd v X, tak tym skor je husta (X — A4). Staéi zobrat mnozinu

58 | Stad uvazoval mnozinu Q v R.
Pouzit vetu 2.5 b).

6 Pozri vetu 2.4.

62 Stadi uvazit definiciu 2.6 a vetu 2.5.

Prva ¢ast zrejma. K dokazu druhej sta¢i napr. 4; = (—%, 1+ %)

[Jo] -

Nie! Vidy je vsak intA UintB C int(A U B). Neplati rovnost, volime napr.
A=<0,1>B=<12>.

Napr. 4 = {1, 2,1 ,%,}

1929 3

71 a) 0, celd rovina; b) Lubovolna neprazdna otvorend mnozina, rozna od celej roviny
- napr. vnutro jednotkového kruhu; ¢) Napr. body lubovolnej priamky (z = 0).

72| a) HHAUB) C (AUB) — (intAUintB) C (A—intA) U(B —intB) = H(A) U

H(B). b) Sta¢i napr. uvazovat nasledujiice mnoziny: 4, =< %, 1— % >.
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Ak lim r, = +oco, tak dno (zjednotenim je E?). Ak lim r, = a, tak nie

n— 00 n—0o0
(zjednotenim je otvoreny kruh o polomere a).

Ukézeme, 7ze b) <= a) <= c). Kedze Al Cc Aa H(A) C_Z, tak a) = b)aa) =
¢). Na druhej strane, pretoze A C AU A? z b) = a) a rovnost: A = intA U H(A) a tiez
intAU A déva: ¢) = a).

IE‘ Podla prikladu 33. je tento prienik uzavretda mnozina. Na druhej strane, ak
A C F, F - uzavretéa, tak A C F = F, teda A je najmensia uzavretd mnoZina, obsahujuca
mnozinu A.

Rovnost nemusi platif. Sta¢i zobrat napr. na priamke jednobodovii mnozinu. Ale
vidy plati intA C A. (Samozrejme iba pre A - uzavreté!)

Pre takuto mnoZinu A plati: ANA? = 0. Ak AY =0, tak A je uzavretd, teda F,.
Ak A? £ (), tak opiseme okolo kazdého bodu mnoziny A? okolie o polomere % a zjednotenie
vietkych tychto okoli (pre prevné n) oznaé¢me O,,. Polozme B,, = A — O,. B, je uzavreta
(obsahuje len izolované body) a U2, B,, = A, z ¢oho plynie, ze A je typu F,.

a) Plati; b) Neplati.
@‘ Staél si uvedomit, Ze pre takéto Fy a Fy plati dist (£, Fy) = inf{d(z,y),z €

Fi,y € F5} > 0. A teraz vhodne "obalif ” tieto uzavreté mnoZiny otvorenymi.

a) Zrejmé b) Nech napr. F je uzavreta. Pre kazdé n prirodzené definujeme
G = UgerO(x, ) Zrejme pre kazdé n je F' C G, teda F' C N;2,G,,. Na druheJ strane,
ak bod p € N7, Gn, tak pre kazdé n najdeme bod z,, € F taky, ze d(:z;n,p) < n, teda p je
bod uzéveru mnoziny (uzavretej) F, ¢o implikuje p € F. Dokaz pre otvorentt mnozinu je
analogicky, alebo priamo plynie z ¢asti a) tohoto prikladu.

a) MnozZina @ je spoéitateiné, teda ju mozno napisat ako spoéitateiné zjednotenie
jednobodovych - uzavretych - mnoZin. Na druhej strane, keby @ bola Gs (@ vSade husta
v R), bola by viade hustd G5 mnoZina aj mnozina @ = {z +v/2;z € Q}. Ale na zaklade
platnosti vety: Prienik G a hustych mnozin v Gplnom metrickom priestore je zase Gy,
hustd mnoZina.(Pozri priklad 114.) by bola aj @ N ()1 mnoZina G a vsade husta v R. Ale
QN Q= 0. b) Pozri priklad 81.

@‘ Keby N2, F,, obsahoval dva rézne body x # y, potom d(x,y) = a > 0 a pre

dostatoéne velké n je diam F, < «, teda mnozina F,, (a vSetky dalsie) nemdZe obsahovaft
oba body x,y. Predpoklad: diam F,, — 0 nemozno vynechat. PoloZzme na realnej priamke

F,=<n,+).

- Ano. Ak {2:}72, je fundamentalna postupnost (vzhladom na metriku d), tak k
Iubovolnému ¢ > 0 najdeme § > 0 tak, aby | z |< § = tg |2 | < e. K tomuto § > 0
existuje ng tak, Ze m,n > ng = arctg | ¥, — vy |< 6. (Plynie z fundamentalnosti.)
Odtial a z predchadzajiceho: tg [arctg | 2n — Tm || =| 20 — 2m |< €, pre Ym,n > ng. Z
posledného mame, ze {x;}52, je fundamentalna i v euklidovskej metrike, teda konverguje
k bodu zy. Ale nasa metrika d a euklidovskd metrika st ekvivalentné. (Porovnaj priklad

13.)
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Vyuzite plnost priestoru (Eq,dy) - veta 3.6.

IE‘ Vyuzite Gplnost priestoru (Es, d3) - ¢o je euklidovsky priestor a systém nerovnosti
v navode k prikladu 15.

Nie. Napr.: Polozme X = (=%, 7).di(z,y) =| z —y |, da(2,y) =| tg = —tg y |.
Metriky dy, dz st ekvivalentné, pricom (X, dy) je iplny, ale (X, dz) nie je.

Stac¢i pozriet definiciu bazy.

89 | Vgimnite si podpriestory vietkych takych postupnosti racionalnych ¢sel, ktorych
vsetky ¢leny od istého indexu sa rovnaja nule.

@‘ Stéinovy priestor je separabilny vtedy a len vtedy, ked s jednotlivé zloZky sepa-
rabilné priestory.

IE‘ Ak F =0 - pozri priklad 44. b). Ak F = {ay, as,...,an} - koneéna, stacéi poloZit
{zi}2y ={a1,..c,am,a1,...,am,...}. Ak F - nekoneéné, tak existuje E C F,E - spodi-

tatelnd a £ = F. Teraz mozno pisat E = {ay,as,...,ay,...}. Staéi ukizat, ze postupnost
{x:i}2, ={a1,a1,a2,a1,a2,as,a1,az,as,as,ay, ...} vyhovuje nasim poziadavkam.

K dokazu prvej casti si staci viimnut mnoziny M’ vsetkych postupnosti nil a
jednidiek. M' C M, M' je nespoéitateiné a pre kazdé v,y € M' x # y' je d(x,y) > 1. K
druhej ¢asti staci brat také postupnosti racionalnych ¢isel, ktoré od istého indexu obsahuja
samé nuly.

b) Staéi uvazovat nasledujici systém funkeii: Ku kazdej postupnosti nil a jednidiek
t.. {yn}o2, je postupnost, kde Vn je bud y, = 0, alebo y, = 1, definujme funkeciu f
nasledovne: f(n) = y,;n = 0,1,2,... a f je viade inde linedrna. (Pozri predchadzajici

priklad).

@‘ Pouzite Weierstrassovu vetu: Ku kazdej funkeii f € C(a,b) a ku kazdému ¢ > 0
existuje taky polyném P, ze pre kazdé v €< a,b > je | f(z) — P(x) |< e.

Mozno pouzit navod k prikladu 94.

b) Ak je X separabilny, tak za M staéi braf spoéitateinﬁ hustd podmnozinu.
Obratene: Pre kazdé ¢, = % > 0 existuje M, ktord je ¢, - sietou. Potom M = U2, M,
bude spoéitateiné husta.

@‘ Ak (X, d) je separabilny - tvrdenie zrejmé. Obréatene. Ak (X, d) nie je separabilny,
tak existuje g9 > 0 také, pre ktoré neexistuje spocitatelna ¢q - siet. Na zdklade tohoto
mozno zostrojit nespocitatelnt mnozinu otvorenych po dvoch disjunktnych mnozin.

@‘ a) Ak (X,d) je separabilny metricky priestor, tak z neho odvodeny topologicky
priestor mé spoditatelni bazu (veta 3.2), kazdy jeho podpriestor mé tieZ spocitatelni
bazu a teda (podla vety 3.1) je separabilny. b) Realnu priamku R opatrime nasledujicou
topologiou 7: Oznaéme znakom B systém mnoZin tvaru: {z} U (Q N (x —e,x 4 ¢));a €

R.e > 0,Q racionalne ¢isla. Potom topologiu 7 buda tvorit vsetky mozné zjednotenia
mnozin z B. Overte, Ze je to topoldgia a (R, 7 ) je separabilny. Ale podpriestor vSetkych
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iracionalnych ¢&isel ), ktorého topologia 7' pozostava zo vietkych mnoZin tvaru ANQ', kde
A € T, nie je separabilny.(Kazdé iracionélne ¢éislo, ako jednobodova mnozina, je otvorend. )

@‘ Keby topologicky priestor (R, 7 ) z navodu 98. mal spoéitateinﬁ béazu, musel by
aj jeho podpriestor (@', 7') mat spoditatelnt bazu.

- Nemusi byt. Polozme X =< 0,1 >, X' = (0,1 >,dy - euklidovskd metrika.

Postupnost {1}°2, je fundamentalna, ale v priestore (X', dy) nekonverguje.
m Plati aj obratené tvrdenie.
Napr. pre M: Ak {X(}o  x(n) — (agn),agn) oz(A),...) je fundamentélna,

tak zo supremovej metriky plynie, ze kazdé z ¢iselnych postupnosti {ozgcn)},il’ozl; kE=1,2,...
je tieZ fundamentalna v R, teda konvergentna (t.j. konverguje po stradniciach),

n— 00

{ozgcn)} — ag. Ebte overte, e teraz { XMW1 konverguje ku bodu X = {ax}32,.

m Ak x¢ je izolovany bod - tak ano. V opacnom pripade nie.

Ano.

Pre kazdé ¢ > 0 existuje ng také, Ze pre kazdé n,m > ng je d(xn,2m) < 5. A
tiez existuje také p, ze pre kazdé ¢ > p je d(zf,,x) < 5. (Mozno vybrat ¢ > ng.) Teraz

d(xnvx) < d(l’nal'i) + d(xi,x) < % + % = ¢.
Nie.

Porovnaj s dvojrozmernym euklidovskym priestorom (E2,dy). Pozri priklad 85.

Ano, kazdé fundamentalna je tieZ ohrani¢ena. Lebo ak {x;}22; je fundamentalna,
tak k ¢ = 1 existuje p € N také, Ze pre vietky n > p:d(x,,x,) < 1, t.j. 2, € O(xp,1).

@‘ [,Jplnost’ AU B je zrejma. Ak {x;}32, je fundamentalna postupnost z A U B, tak
aspon v jednom podpriestore (napr. A) lezi nekoneéne vela &lenov postupnosti {z;}32;,
t.j. celd vybrand postupnost {xx, }2,, ktora je tiez fundamentalna, teda konvergentna.
A potom (porzi priklad 106.) i povodna postupnost konverguje.b) Napr. A =< —=5,5 >

,B=<-1,1>.

m Ak je {(xn,yn)}o2, fundamentalna v X x Y, tak zo vzfahu a) resp. b) ihned
plynie, Ze {x,}22,, {yn}nzl st fundamentalne v prlslusnych uplnych priestoroch X alebo

X Y X XY
Y. Teda ak {2y} = o, {yn} - yo tak {(xn,ys)} — (x0,0)-

@‘ Nech G1,Gz, ..., Gy, ... je postupnost otvorenych hustych mnozin v X. Nech Sy
je lubovoln4 gula v prlestore X Ukazme, ze So NG, kde G = U2, G, je neprazdna, t.j. G
- husta KedZze G4 je otvorena, husté, existuje okolie Sy také, Ze S; C Sy N Gy, prlcom S
volme tak, aby diam 57 < 1. Pretoze aJ G je otvorena a husta mozno najst gulu Sy taku,
aby 52 C 51 NGy, pricom diam S5 < = DaleJ najdeme gulu S5 tak aby S3 C SgﬂGg,dlam
S3 < 3,
a diam 5, < % Podla vety 3.4, resp. prikladu 83. existuje bod p € S,;n = 1,2, ... a teda
a] p € Sg. Ale z konstrukcie stér 5,, vyplyva, ze p € G, pre vsetky n. Zaver: p € Sy N G.

atd. Mame postupnost sfér Sn takych, Ze pre vietky n plati: S, C So,Sny1 C Sy
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Nech (R, dy) je priamka s obvyklou euklidovskou metrikou. @ = {ry,re,...,rp, ...}
je mnozina vsetkych racionalnych ¢isel lubovolne usporiadanych do postupnosti. Vieme,
ze (Q,dy) nie je uplny priestor (pozri priklad 107.). Mnoziny F,, = {r1,...,rn};n =1,2, ...
st uzavreté v (@, dy), teda G,, = Q — F,, st otvorené a husté v Q. Ale G = U G, = 0.

Nech By, By, ...By, ... st (prvky) mnoziny systému M, t.j. kazdé B; je G5, husta
mnozina v X. Teda B; = N72,G;,,G;, - otvorené a tiez husté v X. Mozme pisat:
ﬂ B, = ﬂGin a na zaklade prikladu 112. je tento prienik hustd mnozina v X a
BieEM i\n
zrejme typu Gs. Doporucujeme Gitatelovi v stvislosti s tymto prikladom porozmyéiat’ nad
analogiou prikladu 113.

Nech X = U2, E;, E; - riedke v X. Oznaé¢me O(x1,1) stéru, disjunktni s Ej.
Zostrojme O(xg,¢2) nasledovne: O(x2,22) N Ey = 0,0(x2,82) C O(xy,e1) a g2 < %
Podobne O(z3,e3) C O(xz,e3) C O(wg,82),0(x3,e3) N Ey = 0 a3 < %, atd. Podla
konstrukcie je {x;}2, fundamentalna, teda konverguje k bodu zy € X. Ale pretoZe

xo € O(xg,6;);0=1,2,..,a0 ¢ E;;i=1,2,... atym x¢ ¢ U, E; = X. Spor.
Napr. (Q,dp).
Nie je.

Oznaéme E = {ay,as,...}. Nech by E bola typu Gs. Vyberme a > 0 také, aby
sa nerovnala Ziadnemu z rozdielov | a; — a; |, pre ¢,5 = 1,2,.... Oznaéme E; = E+a =
{a; + a;1 =1,2,...}. Teraz E; je tieZ spoéitateiné, husta, Gs podmnozina R. Na zéklade
prikladu 114. je aj E N Ey - spoéitateiné, husta, Gs v R. Ale EN E; = 0.

Nech pre nejaké 9 > 0 neexistuje konecna ¢y - siet. Vezmime lubovolné z; € X.
K nemu existuje zo € X také, Ze d(cq,22) > eo(ak by totiz také xs neexistovalo, bola
by mnoZina {z1} ¢¢ - siefou). Podobne moino néajst bod X3 € X taky, Ze d(z;,x3) >
€057 = 1,2. (Lebo v opaénom pripade by zase mnozina {1, x2} bola g¢ - siefou.) Takto
zostrojime postupnost {x;}52, taka, Ze pre vietky m # n je d(xpn,xm) > 9. A z tejto
postupnosti nemozno vybrat fundamentalnu, teda ani konvergentnu ¢iastoént postupnost.
Obratene neplati: Napr. X = (0,1) s obvyklou metrikou.

a) Porovnaj s prikladom 96. b) Priamo z definicie 4.1 a jednoznacénosti limity. ¢)
Staci si uvedomit definiciu uzavrete] a kompaktnej mnoziny.

Ked A je kompakt, podia prikladu 119. pre ¢ = 1 existuje kone¢na jednotkova siet
{p1,p2,-, Pm}. Oznaéme d = _max {d(pi,p;)}. Teraz pre lubovolné z,y € A existuje

i=1,2,...,m

s < m tak, e d(z,pr) < 1,d(y,pe) < 1. Poitajme: d(e,y) < d(e,pr) + d(prps) +
d(ps,y) <1+d+1=d+2. Teda diam A < d+ 2.

Uvazujeme priestor [? z prikladu 3. a jeho podmnozinu A C %,
A= {:1; ={a;}2, e P Y2 i < 1}. Overte, ze A je uzavreta a ohranicena, ale nie je
kompaktom. Z postupnosti bodov tejto mnoziny: {X"}2°, X" = (0,0,...,0,1,0,...) (na
n - tom mieste je jednotka, ostatné stiradnice st nulové) nemo’no vybrat konvergentni.
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Iny priklad: UvaZzujme priestor M(0,1) z prikladu 1. so supremovou metrikou. Oznaéme
A =A{f1,f2,...} € M(0,1), kde fr(x) definujeme: fr(0) = O s fe(x) = O pre % <z <
1; fk(#) =1 a fr(z) je linedrna na kazdom z intervalov < 0, 5 55 > < ﬁ, E > (nakreslite).
MnozZina A je uzavreta a ohrani¢ena (overte to), ale nie je kompaktna, lebo uz z mnoziny
A nemozno vybrat fundamentalnu a teda ani konvergentnt podpostupnost.

@‘ Nutnost vyjadruju priklady 120. a 121. Postaéujﬁcost" Pretoze A je ohranicena,
existuje n - rozmerny interval I =< ay,bi > X <ag, by > X..x < an, b, > tak, ze A C I.
UvaZzujeme lubovolnt postupnost {z'}5°, bodov mnoziny A, tJ et = (28,2, ...,2t) € A
Potom pre postupnosti prvych suradnic {:1;1} <, plati: a3 <af <b;;1=1,2,.... Podobne
pre druhé stradnice: as < 24 < bg;e = 1,2, ... a konecne pre n - té suradnlce an < :1;’ <
bn;t=1,2,.... Je zname, ze z kazde;j ohraniéenej postupnosti realnych ¢isel mozno vybrat
konvergentnit. Teda z postupnosti {x!}52, prvych stradnic vyberme {xf’}fil — 2y, Z
postupnosti {25712, zase vyberme konvergentnti k &slu 29 (ay < 2 < by) atd. aZ pre n
- té stradnice, t.j. opakujic tento vyber n - krat, dostaneme rastiicu postupnost {s;}22,

prirodzengch &sel takt, ze: {25112, — a0 {23i}2, — a9, ... {z5}2, — 2. Co je
ekvivalentné s tym (pozri priklad 8.), Ze postupnost {2}, bodov mnozmy A konverguje
k bodu 2% = (29,29,....,2%) € A, lebo A je uzavreta.

Ano. Pozri definiciu 1.4 a vetu 1.4. Konvergencia v priestore X je ekvivalentna
postradnicovej konvergencii.

127 a) Staéi si uvedomif, Ze ak vezmeme lubovolnt postupnost bodov zo zjednotenia
AU A U ... U Ay, tak aspon v jednej z tych mnozin je nekonecéne vela ¢lenov tejto

postupnosti. b) Nie! Volme napr. Ay = {1}, 4, = { b Ay = { 1, .

@‘ Pre kazdé k = 1,2, ... vyberme x € Fy. Z monoténnosti postupnosti {F,}52; sa
ukaze, ze v € N0, Fiy.

@‘ Nech X =< 0,2 > s euklidovskou metrikou dy. Polozme Fy, =< 0,1 + % >k =
1,2,.... Potom N2, F}, =< 0,1 >.

@‘ Ak (X, d) nie je kompakt, tak existuje postupnost {z; }Zool, ktora nema ¢iastoénti
konvergentnt postupnost. Mozno predpokladat, Ze postupnost {x;}72; je prostd. Potom
mnozina K = {xy,29,..., 25, ...} je uzavreta v X a teda X — K je otvorena v X. Pretoze
rr; K = 1,2, ... nie je hromadny bod mnozZiny I, existuje také 6 > 0, 7e KNO(x g, 05 ) =
{zx}. Potom spoéitateiny systém mnozin { X — K, O(x1,61),0(x2,63),...,0(xx,0K),...}
je otvorenym pokrytim priestoru X, z ktorého nemozno vybrat koneéné podpokrytie.

Topologickd = metrick: Nech A C X, A vyhovuje vete 4.1. Nech {z;}2,
je postupnost bodov mnoziny A, z ktorej nemozno vybrat konvergentni podpostupnost.
Teda kazdy bod a € A ma okolie O(a, ¢), obsahujtice len koneéne vela ¢lenov postupnosti
{x:}32,. Tieto okolia typu O(a,é) tvoria otvorené podpokrytie mnoziny A. Teda z neho
mozno vybrat koneéné podpokrytie, t.j. A C O(a1,61)U O(az,62) U ...UO(ay,6,). Ale
to je spor, lebo zjednotenie vpravo obsahuje len koneéne vela élenov postupnosti {z;}.
Obratene: metrickd = topologickii: Sporom: Nech A je kompaktna v zmysle definicie
4.1 ale existuju také otvorené mnoZiny {G,}, ktoré pokryvaji mnoZinu A, ale z nich
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nemozno vybrat kone¢éné podpokrytie. Pre n = 1,2,... polozme ¢ = % a kedze A je
kompakt, tak pre kazdé e, existuje koneéna e, - sief v A (pozri priklad 119.). Teda
pre ¢ = 1 existuje konec¢na e; siet v A. Okolo kazdého bodu tejto siete opiSme ey -
okolie. Uzavery tychto okoli maji s mnozinou A neprazdny prienik, ktory je kompaktnou
podmnozinou mnoziny A (overte preco). Teda mnozinu A moZno pisat ako zjednotenie
koneéného pocétu kompaktov Fi,..., F},, ktorych priemery neprevysia 2.e;. KedZe celt
mnozinu A nebolo moZné pokryt koneénym podsystémom systému {G, }, tak aspon jeden
z kompaktov Fi,..., F, ma tato vlastnost. Ozna¢me ho A;. Pre e; = % urobime podobnu
uvahu, ale pre kompakt A;. Tak dostaneme kompakt A, C Ay C A, ktory nemoZno
pokryt ziadnym koneénym podsystémom systému {G}. Indukciou mozno takto zostrojit
postupnost kompaktnych mnozin 4 D A1 D A3 D ... D A, D ..., pre ktoré diam A4, — 0.
Teda ich prienik (pozri priklad 83.) je jednobodova mnozina {ag}. PretoZe ag € A, existuje
otvorend mnozina G,, € {Go} tak, Ze ap € Go,. Z otvorenosti G, plynie, Ze existuje
6>0:0(ap,d) C Goy. A zrejme pre dostatoéne velké ng je 2ep, < 6. Z posledného ale
plynie, Ze pre vietky n > ng je A, C Gy, ¢o je v spore s vyberom mnozin A;;2 = 1,2, ....

@‘ V lubovolnom metrickom priestore je kompaktnd mnoZina uzavretd (veta 4.2)
a obsahuje koneént ¢ - siet (priklad 119.). Teraz obréatene: nech (X,d) je Gplny, A je
uzavreta a pre katdé ¢ > 0 obsahuje koneénu ¢ - siet. Ukazeme, ze A je kompakt. Nech
{Xi} je lubovolna postupnost bodov mnoziny A. Pre ¢ = 1 existuje konecna &1 - siet.
Okolo kazdého bodu tejto siete zostrojme guiu o polomere 1. Aspon v jednej z tychto
gﬁi - oznac¢me ju G - je nekonecne vela ¢lenov postupnosti {X;}. Jeden z nich vyberme
a oznacme T,,. Podobne pre g3 = % tiez existuje koneéna e9 - siet. Okolo jej bodov
vytvorme gule o polomere % Aspon v jednej z nich - oznaéme ju G5 - existuje nekonecne
vela tych bodov postupnosti {x; }, ktoré patria aj do G;. Vyberme z nich jeden - z,, - tak,
aby ny > ny. Teda obecne pre ¢; = % existuje kone¢na ¢; - siet, okolo jej bodov zostrojime
gule o polomere diéky % Aspon v jednej z tychto gﬁi - oznaéme G; - existuje nekoncne
vela &lenov postupnosti {x;}, ktoré zaroven patria do gule G;—;. Vyberme jeden z nich
- xp, - tak, aby n; > n;—1. Takto postupujic zostrojime postupnost {,,;}32, vybrant z
postupnosti {X;}. A tato vybrand postupnost je zrejme fundamentélna (X je tplny) a
tym 1 konvergentna.

@‘ Ak (2,7) je stvisly, tak staél za G volit cely priestor X. Ak X nie je suvisly,
existuji dve napr. otvorené a navzajom disjunktné podmnoziny A, B. Teraz sta¢i vybrat
r € AyeB.

kontinua. Definujme topolégiu 7 C 2% nasledovne: Do T patri ) a kazda takd mnoZina
A C X, pre ktort je X — A spoéitatelna. (overte, ze 7 je topoldgia.)

@‘ Ak by 2y € E bol izolovany bod mnoZiny E, tak mnoziny {z¢} a E — {x¢} by boli

dve neprazdne otvorené disjunktné podmnoziny mnoziny F.

@‘ Rovnost (ANB)U(ANDB) = je ekvivalentnd vztahom: ANB =0 a ANB = { ¢o
je ekvivalentné s tvrdenim, Ze mnoZina B (A) neobsahuje Ziadny hromadny bod mnoziny

A (B).
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Ak A, B - uzavreté, tak (ANB)U(ANB) = (ANB) = () a staéi pouzif predchadza-
juci priklad. Ak A, B - otvorené, tak kazdy bod mnoziny B je vnitorny, teda AN B = ().
Podobne AU B = {.

@‘ a) KedZe E je nestuvisla, existuje také A/B C E, ze E = AU B, kde A, B
st oddelené, t.j. (AN B)U(ANB) = (. Pretoze E je uzavreta, je A C E a tiez
A CE— B = A, z ¢oho uz plynie, 7e A je uzavretd. Podobne pre mnozinu B. b) Zase
mozno pisat: E = AU B, A B - oddelené. Nech a € A (E je otvorend), teda existuje
O(a,e) C E. Ale a nie je hromadny bod mnoziny B (lebo (A N B) = (), teda existuje
O(a,8) C O(xg,¢),0(a,é) N B = . Posledné moZno prepisat: O(a,é§) C E— B = A, ¢o

dokazuje, ze a je vnutorny bod mnoziny A. Podobne pre B.

Nepriamo. Nech napr. E nie je stvisla mnozina. Potom mozno pisat £ = AU B,
kde A, B st neprazdne, disjunktné uzavreté mnoziny. Potom aspon jedna z mnozin A N F
alebo BNF je prazdna. (V opaénom pripade by sme mohli pisat ENEF = (ANF)J(BNF), ¢o
by znamenalo, ze ENF je nesuvisla.) Nech napr. ANF = (. Potom EUF = (AUB)UF =
AU(BUF), pricom A i (BU F) st uzavreté, neprazdne a disjunktné. A to je v spore so
suvislostou mnoziny E U F.

Napr. na realnej priamke polozme: E =< 0,1 >U < 2,3 >, F =<0,2).

141 a) Nech A - stvisla a A - nestvisla. Potom A = EU F, kde E, F st neprazdne
disjunktné uzavreté mnoziny (pozri 138 a)). Potom AN E a AN F st neprazdne. (Ak
by totiz napr. ANE =0, tak A C F C A, pricom F je uzavretd mnoZina a rozna od A.
Co nie je mozné. (Pozri priklad 75.) Teda mnoziny AN E 1 AN F st neprazdne oddelené
podmnoziny mnoziny A, ¢o je v spore so suvislostou mnoziny A. b) Staél napr. za A
zobraf vietky racionalne ¢isla redlnej priamky R. A - je nestvisla, ale A = R je stvisla.

Mozno postupovat podobne nepriamo ako v predchadzajicom priklade. Alebo si

sta¢i uvedomit, ze mnozina M je uzaverom mnoziny A v priestore M a pouzit predchadza-
juce tvrdenie prikladu 141.

@‘ Ak by A bola nesuvisla, mozno pisat: A = FUF, kde E, F' st oddelené. Vyberme
teraz v € B,y € F. Podla predpokladu existuje stuvisla mnozina ) obsahujtca body = a
y. Potom ale @ N E a Q N F st oddelené podmnoziny (overte!l) mnoziny @, ¢o je v spore
s vyberom tejto mnoziny.

Nech A je nasa mnozina. Oznaéme E C A, E - st body s kladnymi (iraciondlnymi)
suradnicami, ' C A, F' - body so zapornymi suradnicami. Zrejme A = FEU F a E, F su
oddelené.

Staél si uvedomit, ze spojnica dvoch bodov (tiseéka obsahujica aj tieto koncové
body) je suvislda mnozina. A teraz pouzit tvrdenie prikladu 143.

Oznacme E = E; U E; a predpokladajme nepriamo, ze E nie je suvisla. Potom
E = AU B, kde A, B - oddelené mnoziny. Aspon jedna z mnozin F;, Fy; ma neprazdny
prienik aj s mnoZinou 4 aj s B. (Ak by totiz napr. BN A =), potom Ey C B a Fy D A.
Teraz EyNB D E\NEy # 0 atiez EyNA # 0). Nech teda napr. EyNA # B aj EyNB # 0.
Potom Ey = (E1 N A)U(Eqy N B), z ¢oho plynie nesuvislost mnoZiny Ey, ¢o je spor.
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[147] Nech z,y € E. Potom x € E,, ay € E,,. Ozna¢me n = max{ny,n2}. Potom
z,y € E,. Ale E,, je sivisla. Teda (pozri priklad 143.) aj E je stvisla.

Indukciou (a pouZitim prikladu 146.) moZno nahliadnut, Ze pre kazdé n prirodzené
je mnozina F, = U | E; stvisla. Takto sme vytvorili rastiicu postupnost {F,} stuvislych
mnozin a podla predchadzajuceho prikladu je US2 | F), suvisla. Ale mnozina USZ F,, =
U E,.

n=1

@‘ Pre: =1,2,... ozna¢me H; = E; U E;y1. H; je zrejme suvisla. Pocitajme H; N
Hit1 =(E;UE41)N(Ei41 UEi42) D Eiyy # 0. Dalej stadi pouzit predchadzajici priklad.

@‘ Kazdé dva body takejto mnoziny mozno spojit lomenou ¢iarou, pozostavajicou
najviac s troch na seba navazujucicjh useciek rovnobeznych so stradnicovymi osami. Ale
takato lomenda ¢lara (pozri priklad 146.) je stvisla mnozina a teda podia prikladu 143. je
nasa mnozina suvisla.

Nech E je suvisla podmnoZina R a x1, 22 € E, 21 # 5. Keby existoval bod ¢ € R
taky, Ze ¥1 < ¢ < x2, ale ¢ ¢ E, oznaéme A = (—o0,¢)N E a B = (¢,+00) N E. Zrejme
E =AU B a A, B st oddelené, tak E by nebola stvisld. Teda s kazdymi dvoma bodmi
r1,x9 € E, mnozina E obsahuje cely interval < z1,22 >. A to je mozné iba vtedy, ak
sama mnozina F je intervalom (akymkoivek, pripadne aj nekoneénym). Obrétene, ak F
je akykoivek interval, je zrejme E suvisla.

Nech existuje mnozina A C X, A # ), A # X, A obojakd. Potom aj (X — A) je

neprazdna obojaka mnozZina. Co by znamenalo (pozri priklad 137.), Ze X je nestvisly.

Nech E x F' - stvisla a nech napr. mnozina E je nesuvisla. Potom £ = AUB, A, B
- oddelené. A tym aj A x F' a B x F st oddelené (overte to!). Ale EXF =AXxFUBXF,
¢o je v spore so suvislostou mnoziny E X F. Obratene: Nech E a F st suvislé v X a Y.
Vyberme dva lubovolné body (:z:l,yl) (r2,y2) € E x F. Vsimnime si mnoziny {z} x F
a E x {y}. Prienik tychto mnozin je bod (x1,y2) a tieto mnoZiny {x1} x F a E x {y3}
st stvislé (plynie zo suvislosti mnoZzin E a F'). Teda zjednotenie {1} x FUE x {y2} je
stvisla (pozri priklad 146.), ale toto zjednotenie obsahuje oba body (x1,y2), (22,y2). Teda
v zmysle prikladu 143. je E x F suvisla.

Podla prikladu 143. staci ukazat, ze kazdé dva body x,y € E mozno "zabalit”
do stuvislej mnoziny leZiacej v E. Teda ak x,y € E, tak existuji mnoziny A(x) a A(y)
zo systému Ayt € T tak, Ze v € A(z),y € A(y). Ale A(x) N A(y) # 0, preto podia
prikladu 146. je i A(x)U A(y) stvisla a to je nasa hladana stvisla nadmnozina bodov x,y.

Poznamka: Z prevedeného dokazu vidiet, Ze tvrdenie nasho prikladu zostane v platnosti,
ak budeme ziadat iba tolko, aby kazdé dve mnoziny systému A; mali neprazdny prienik.

Touto komponentou je zjednotenie vsetkych stvislych podmnozin mnoziny E ob-
sahujtcich bod z. Podla predchadzajiceho prikladu je to stivisla mnozina. Jednoznacnost
je zrejma.

m Mozno pouzit myslienku z predchadzajiceho prikladu.

m Nech E je uzavreta a A je jej komponenta. Potom zrejme A C A C E. Z prikladu
141. plynie, ze i A je stuvisla. A vzhladom na definiciu komponenty: A = A.
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Stac¢i pouzit priklad 155.
Stac¢i s1 vSimnut vety 5.1.

PoloZme napr. X = {1,2,3,...},Y je mnoZina vSetkych raciondlnych ¢isel. Na
oboch priestoroch uvazujme euklidovska metriku. X aj Y st spoéitateiné mnoziny, teda
existuje prosté zobrazenie f : X — Y. f je spojité, lebo definiény obor pozostava len z
izolovanych bodov. Ale f~! nie je spojité v Ziadnom bode.

Z definicie izometrického zobrazenia ihned plynie, Zze f je prosté. Este spojitost
f: Nech xg € X, {2}, — w0, t.j. d(xi,x9) — 0. Ale pre kazdé ¢ = 1,2, ... je d(x;,29) =
d'(f(x;), f(xo)), teda aj {f(x;)}2; — f(xo). (Pozri vetu 5.1.) Spojitost funkcie f_y
analogicky.

[zometrické zobrazenie je rovnomerne spojité - zrejmé. Neplati obratene: Volme

napr. f:< 0,1 >—< 0,1 > definovant predpisom: f(x) = 22.

Stac¢i vyjst priamo z definicie 5.1.

@‘ a) Neplati. Napr. polozme A =< 0,2 >, f(x) = 2?. Vidy plati: A C f~1(f(A)).
b) Vzdy plati.

I@‘ Staci napr. pouzit vetu 5.1 a priklad 159. Podiel bude tiez spojity, ale iba v tych
bodoch, kde g(x) # 0.

Ak X je diskrétny - zreymé. Ak X nie je diskrétny, tak existuje p € X taky, ze
kazdé jeho okolie O(p, 6) obsahuje nejaky bod z X rézny od p. Definujme teraz f: f(p) =1
a f(x) =0, pre « # p. Ukdite, ze f nie je spojita.

@‘ Prvi ¢ast moZno ukazat priamo z definicie 5.4. Odpoved na otazku je negativna.
Staéi brat napr. X =< 0, +00) s euklidovskou metrikou f(z) = g(z) = =.

@‘ Staci si uvedomit definicie limity a spojitosti. Doporucujeme Gitatelovi odpovedat
si na otazku, preco definujeme limitu funkcie len v hromadnom bode definiéného oboru?
O spojitosti funkcie v izolovanom bode hovori priklad 160.

@‘ Hociktoré z tvrdeni a), resp. b) moZno ukazatf priamo z definicie uzavretej, resp.
otvorenej mnoziny a spojitosti funkecie f. Zvysné tvrdenia mozno ukazat cez komplementy
mnozin.

Ak f je spojita v bode x, tak z definicie spojitosti v bode plynie, ze k lubovolnému
e > 0 existuje také okolie O(x) bodu z, ktorého diameter je mensi ako ¢. Teda wy(z) < e.
Ale ¢ - bolo lubovolné. Obratene, ak wy(z) = 0 = info(,) diam f(O(x)), tak prakticky
spatnym postupom ako vyssie ukazeme, Ze f je spojita.

172 a) Uvedomme si, Ze na zéklade predchadzajiceho prikladu mozno pisat Dy =
UX_{r € X;wye(x) > %} Ak mnozZiny, vystupujice v zjednoteni na pravej strane uve-
denej rovnosti, su podia prikladu 170. uzavreté. b) Staéi si uvedomit, ze Cy = X \ Dy a
tu skutocnost, ze komplement mnoziny typu F, je mnozina typu Gs.

Podla predchadzajiceho prikladu body spojitosti iubovoinej funkeie tvoria mnozi-
nu typu Gs. Ale nasa mnozina E (pozri priklad 118.) nemdze byt typu Gs.
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1, « raciondlne ¢islo
0, « iracionalne ¢islo

@‘ a) Napr.: f(z) = (2% —1).d(z); kde d(z) = { (d(x) je tzv.

Dirichletova funkcia.) b) Napr.: f(x) = d(z).sinwz.

Uvedena funkcia je nespojita v kazdom bode Cantorovej mnoziny a spojita mimo
nej.
Takato je napr. tzv. Riemannova funkcia, definovana:
%; ak © = ]q’,p,q nesadelitelné
f(z) =4 0; ak x je iracionalne
1

pre x = 0.
a) f(x) = e® - je vSade spojita, ale f((—o0,0 >) = (0,1 >. b) f(x) = sinz - je
viade spojita, ale f((0,27)) =< —1,1 >.

@‘ Neplati! Napr. f(x) = ¢, potom f~!({c}) = X. Alebo f(z) = sinz. Teraz
(< -1,1>)=R.

Ak f je spojita, ze plati aj a) aj b) - plynie z definicie 5.1 a prikladu 164. Obréatene,
t.j. Ze kazda z podmienok a) i b) sta¢i k spojitosti f: Podmienka a): Nech z¢p € R lubovolny.
Oznacéme y, = f(z9). Potom pre kazdé ¢ > 0 je f1 (Eyo —&,9 + €)) otvorena v R a

obsahujuca bod z¢ i s nejakym svojim ¢ - okolim, a teda f((xo—06,x0+,0)) C (yo—&,yo+¢),
¢o je vlastne spojitost funkcie f. Podmienka b) Mozno napr. pouzit predchadzajici

vysledok: Nech (a,b) je iubovoiny otvoreny interval. Mozno ho vyjadrit ako doplnok
uzavretej mnoziny (—oo,a > U < b, +00), ktorej vzor - podla b) - je uzavretd mnoZina,
teda vzor f~'((a,b)) je otvoren4.

Pre kazdé ' 2" € X plati: d(a',y0) — d(z",yo) < d(a',2") a tiez d(z",yo) —
d(a',yo) < d(a',2"), odkial plynie: | d(z',yo) — d(z",y0) |< d(2',2"), ¢o dokazuje rovno-
mernt spojitost funkcie f(x) = d(x,yo).

Staél si uvedomit, Ze spojity obraz intervalu je interval (v pripade konstantne;j
funkcie bod) pozri vetu 5.2 ¢).

Nemusi byt spojita. Napr. f(x) = sin%;x # 0,f(0) = 0 ma na < —1,1 >

Darbouxovu vlastnost, ale v bode x = 0 nie je spojita.

@‘ Poznamka: Veta 5.2 nam udava niektoré vlastnosti, ktoré sa spojitym zobrazenim
prenasaju Tento priklad nam poukazuje na dal$iu takito vlastnost - zachovavanie hustoty
mnoziny. Nech y € f(X), t.j. y = f(z),z € X. Ale E je husta v X, teda existuje
{xi}2y = x,2; € E,pret=1,2,.... Ale f je spojita, z ¢oho plynie: {f(x;)}2, — f(z) =

yaf()Gf()

Ukazeme, ze f je spojita v kazdom bode zg € X. Uvazujeme lubovolné okolie
O(f(x0),e) bodu f(xg). Vzor tohoto okolia, t.j. f~1(O(f(z0),¢)) je otvorend mnoZina

v X a obsahuje bod zy. Teda existuje take okolie (O(z¢,8) C f~HO(f(x¢),¢)) a tak
F(O(x,6)) CO(f(x0),¢)), ¢o dokazuje spojitost funkcie f v bode x.

Definujme f : R — R; f(x) = x + J — arctg x. Potom pre kazdé dva body x, 2’
plati: | f(x)—f(2") |=] (x—2")—(arctg x—arctg a') |. Podla (Lagrangeovej) vety o strednej
hodnote mozno pisaf: arctg @ — arctg 2’ = (x — 2'). 1—|}t2’t lezi medzi bodmi z,z'. Po
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dosadeni do predchadzajicej rovnosti dostavame | f(z)— f(z') |=|z—2' | . 1—|—t2 <jax—2a"|

pre x # z'. A pre x,z" dost velké je 1t dost veiké, lebo t lezi medzi x,2'. Inymi slovami
neexistuje a < 1 také, aby | f(z) — f(2') |[< a. | @ — 2" |. Teda f(x) nie je kontraktivne
zobrazenie v zmysle definicie 5.5. A skutoéne veta 5.5 neplati, lebo f(x) mé nekoneéne

vela bodov, v ktorych f(x) = z. (Staci, aby arctg x = 3.)

I@‘ Podla vety 5.5 existuje jediny pevny bod zy zobrazenie f*. Cize zg = f¥(zo). Po-
tom: f(xo)=f (fk(:zjo)> = M (20) = ¥ (f(20)). Teda aj f(xo) je pevny bod zobrazenia

f¥. Teraz si véimnime: Ak z; je pevny bod zobrazenia f, tak x; = f(x;),

flar) = f(f( 1)) = fA(x1)... atd., teda x; je pevny bod zobrazenia f¥, ale toto mé iba
jediny pevny bod

m Stadi si uvedomit, Ze uz f o f = f? sa identicky rovné nule, teda je kontraktivne.
\/’;(k.f(x) +m) = k| A
[189] \/? f(a) = 23,

- Nech|f )|<Aprevsetky:1;€<ab> Nech a = 29 < 21 < ... < 2y = b

je lubovolné delenie intervalu < a,b >. Podla Lagrangeovej vety mozno pre vsetky ¢« =
1,2,...,n pisat: | f(x;)— f(ai-1) |— ai) (s —aimy) < Az, e 1), kde a; € (-1, 2 )
Teda Y, | Flwd) — Flaima) |S Y00, A | 20— 2icy |= A (v — 2ima) = A(b— a).

m Vo vseobecnosti nie. Napr.:
1 .
Poloime: fi(x) = { rsinkn(x(k+1)—1), preze< m, T >

0, pre x mimo tohoto intervalu
Potom Y-, fx(¢) je rovnomerne konvergentny funkcionalny rad na intervale < 0,1 >
(overte to!), kazda z funkeii fir(x) mé na < 0,1 > ohranifent variaciu a predsa stcet

tohoto radu je funkcia s neohrani¢enou variaciou na intervale < 0,1 >. (Cltatel si tato
skutoénost naértnutim situacie lahko overi.)

Nech a =29 < 21 <292 < ... < xpp =bje lubovolné delenie intervalu < a,b >.
Pogitajimes 71y | (F(wi)  g(e)) — (F(rimt) + zimt) [= Sy | (Flae) — Flrio) +
(9(xa) —g(rimn)) [< 200 | Fi) = flrimn | + 320 Lo(es) = g(wia) 1S Vo £+ Vo g Pre
sicin: Y30 | fwi)-g(xi) — flwica)-g(ziza) [= 200 | flai)-(g(xi) — g(xim1)) + (f(zi) —
flaic))gleiz) IS 20 1 F(@i) |- ] ale) = g(@ima) | + 220, |f( i) = flaioa) |

b
| g(@im1) | SUPre<a,b> | f(z) | -\/ag T SUP ccab> | g() | ‘\/a .

Uvazujme lubovolné delenie intervalu < a,b > také, aby bod ¢ patril medzi
deliace body, t.j. a =g < 21 < ... < ¥p =c=Tp < Tpp1 < ... < T/, = b. Pocitajme

Yiimn | f@i) = flaic) [+ 222,14 |f( )= Feic) |= Sy | Fe) = flaie) €V,
”Supremujic” tto nerovnicu dostaneme: \/| f + \/cf < \/Z f. Este opa¢nt nerovnost.

Nech a = 29 < 21 < ... < &, = b je lubovolné delenie intervalu < a,b >. Bod ¢ € (a,b)
patri do niektorého ¢iastkového intervalu, nech napr. ¢ €< x4_1, x5 >. Potom:

Sy | i) = Fleima) 1 (S02) | o) = flaio) |+ ] o) = Flear) |) +
<| flas) = fle) | + 220 o1 | flzi) = fl@ia |> < \/af—l—\/c f. A opat »supremujic” tito

nerovnost cez vietky delenia intervalu < a,b > dostaneme \/Z F<V.,+ \/lc) f.
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Ze 7 ohrani¢enosti varidcie funkcie f(2) plynie ohranic¢enost variacie funkecie
| f(x) | ihned plynie zo vztahu || a | — | b || <| @ — b |. Odtial naviac plynie, Ze \/Z | f 1<

\/Z f. Na dokaz toho, ze obratené tvrdenie nemusi platit, stac¢i zobrat Dirichletovu funkeciu.
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II1I. Diferencialny pocet funkcii
viacerych premennych

1. Limita a spojitost
1.1. Definicia realnej funkcie

Definicia 1.1.1. Nech M C R",M = (). Reélnu funkciu definovanii na mnozine M
nazyvame realnou funkciou n premennych. Budeme ju oznacovat f : M — R', alebo f(x),
alebo f(x1,x2,...,25).

Mnozinu M budeme nazyvat definiénym oborom funkcie f. Pod symbolom f(x)
budeme tiez rozumiet hodnotu funkcie f v bode x. Ak funkcia je uréena vzorcom a nie je
udany jej obor definicie, rozumieme jej oborom definicie mnozinu vsetkych tych bodov x,
pre ktoré je hodnota f(x) realne éislo.

Poznamka 1.1.1. Pojmy ako st ohranicenost funkcie, maximum, minimum, supremum,
infimum funkeii, parcialna funkcia, st tie isté ako v pripade funkcie jednej premennej. Tak
isto 1 operacie s funkciami viac premennych sa definuja tak, ako to bolo v pripade funkecii
jednej premennej.

Poznamka 1.1.2. Funkciu dvoch premennych budeme ¢asto oznacovat z = f(a,y) a
funkeciu troch premennych budeme oznacovat v = f(x,y, ).

1.2. Graf realnej funkcie n premennych

Definicia 1.2.1. Grafom funkcie f(z), definovanej na mnozine M C R",M # (), rozu-
mieme mnozinu G vietkych takych bodov (x1,x9,...,%n, ¥ny1) € R"1, pre ktoré plati:
(1,22, .0y ®y) € M,xy41 = f(a1,29,...,2,). Pri zostrojovani grafu funkcie dvoch pre-
mennych je vvhodné zostrojit priesecnice grafu funkcie rovinami rovnobeznymi so suradni-
covymi rovinami, alebo rovinami prechadzajucimi niektorou zo suradnicovych osi. Nazyva-
me ich rezmi. Rezy rovnobezné s rovinou R, nazyvame vrstevnicami.
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1.3. Definicia vektorovej funkcie n premennych

Definicia 1.3.1. Nech M C R",M # . Vektorovou funkciou n premennych budeme
rozumiet taku funkciu, ktora kazdému bodu x = (21,23, ...,y ) € M priradi nejaky vektor
¥y = (y1,Y2, ., Ym) € R"™. Vektorovi funkciu n premennych budeme oznacovat

f: M — R™, aleboy = f(x), alebo

1. Dana je funkcia z = f(x,y). Vypoditajte f(1, %),f(—l,?), ak:
a) fle,y) = Vaty+y+1

b) f(x,y) = arcsin(x + y).

2. Néjdite definiéné obory danych funkcii z = f(x,y) resp. v = f(x,y,z) a znazornite ich
v R? resp. R?, ak:

2

a) f(z,y) = ooy, 7 > 0 b) fla,y) =4/l -5 — %, a>b>0
c) f(x,y) =1In(y* — 4z +8) d) f(z,y) = Vx.siny

e) flw,y) = /(1 —a?)(1—y?) f) f(z,y) =Inz —Insiny

g) fla,y) = arcsin Y7+ h) f(z,y) = Inwy + 7y’ /a2 — y?

1) f(a,y) =In(9 — 2% — y?) + ﬁ + arcsin £

D) f@y,2) = G k) f(z,y,2) =Inayz

D) fle,y,2z) = \/4—:1;2 —y2 — 22,

3. Aké druhy kriviek st rezy grafov danych funkcii z = f(x,y) rovinami rovnobeZznymi so
suradnicovymi rovinami R,., Ry.7

a) f(xvy) :xZ_yZ

b) f(l',y) = xyz-
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4. Najdite vrstevnice na grafoch funkeif z = f(x,y):
a) flr,y) = v1—2?—y?
b) f(z,y) = 32% 4 2y?

c) flz,y) = xy.
5. Nacrtnite grafy funkeii:
a)z=ax—y b)z=—-2—-y+1

) z = 4a? 4 9y? d) z =a% —y?
e)z=4—a%—y? f)Z:m
&= VTP by :=1-y
1.4. Limita funkcie n premennych
Definicia 1.4.1. Funkcia f ma v hromadnom bode a svojho definicného oboru M limitu

¢islo b, ak Ve > 0 3 6 > 0 tak, Ze Vo € M, pre ktoré 0 < p(x,a) < 6 je | f(x) —b|< e.
Limitu funkcii f v bode a budeme oznacovat takto:

lim f(x), alebo lim f(x1,22,...,25),
r—a r1—aq
Tp—adn
kde ay,as, ..., a, su sturadnice bodu a.

Definicia limity vektorovej funkcie f v bode «

Definicia 1.4.2. Funkcia f ma v hromadnom bode a svojho definicného oboru M limitu
B = (b1,bg,...,by), ak Ye > 0 36 > 0 tak, ze Vo € M, pre ktoré 0 < p(x,a) < 6 je

f(z) € O(B).

Limitu vektorovej funkcie f v bode a budeme oznacovat takto:

lim f(x), alebo lim  fi(ar, 22, ..., @)
v i

Tp—an

Jim o fo(21, 22, 20)

Veta 1.4.1. Nech a je hromadny bod oboru definicie M funkcie f. Funkcia { ma v
bode a limitu ¢islo b prave vtedy, ak pre kazda postupnost bodov {x(k)}iozl z mnoziny M
e ®) £ a, k= 1,2, ..., ktord konverguje k bodu a je klim f(:z;(k)) =b.
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Poznamka 1.4.1. Pre funkciu n premennych platia analogické vety ako pre limitu funkcie
jednej premennej.

Definicia 1.4.3. Funkcia f sa nazyva nekonecne mald v bode a, ak lim f(x) = 0.

r—a

. . . o . . &€
Definicia 1.4.4. Ak f a ¢ st funkcie nekonecéne malé v bode a a lim fE i
z—a ¢(x

hovorime, ze f je v bode a nekonecne mala vyssieho radu ako g a piseme f = o(g) pre

= 0, potom

r — a.

Poznamka 1.4.2. Pod symbolom ¢ — oo, kde @ = (21, 22,...,2,) budeme rozumiet
r; — 00,0 =1,2,...,n.

Definicia 1.4.5. Nech funkcia f je definovana na mnozine M, ktora obsahuje body
Iubovolne vzdialené od bodu 0 = (0,0,...,0). Cislo b sa nazyva limitou funkcie f pre
x — oo prave vtedy, ak Ve > 0 3 K > 0 tak, 7ze Vo € M, pre ktoré o(x,0) > K plati
| flz)—bl<e.

Dvojnasobné limity funkcie dvoch premennych

Definicia 1.4.6. Nech funkcia f(x,y) je definovans na mnozine M C R* a nech [z, yo]
je hromadnym bodom mnoziny M. Nech pre kazdé x # wxy také, Ze [z,y] € M exis-

tuje lim f(x,y) = ¢g(x) a nech této funkcia ma v bode xy limitu, potom lim g(x) =
— Yo T—o

lim [lim f(:z;,y)} sa nazyva dvojnasobnd limita funkcie f v bode [z, yo] pod]/a Yy ax.
T—To |Y—Yo

Analogicky sa definuje dvojnasobné limita funkcie f(x,y) v bode [z, yo] pod]/a T avy.

Oznaéme: | = lim f(x,y),l12 = lim [lim f(:z;,y)] ,lp1 = lim [lim f(:z;,y)]
y

T—Io r—o | Y—Yo —Yo |T—2o
Y—Yo

Veta 1.4.2. Nech existuje limita funkcie f(x,y) v bode [z, yo] a nech existuje fubovolna
z dvojnasobnych limit, potom sa tieto limity rovnaju.

Dé6sledok 1.4.1. Ak existuje [, 112,131, potom [ = l15 = lay.

Désledok 1.4.2. Ak [12 # l31, potom limita funkcie f(x,y) v danom bode [xg,yo] ne-
existuje.

Poznamka 1.4.3. Pojem dvojnasobnej limity mozno definovat aj v pripade, Ze xo alebo
Yo, alebo x¢ 1 yo st rovné oo alebo —oo.

Poznamka 1.4.4. 7 existencie dvojnasobnych limit funkcie f v danom bode a z ich
rovnosti nevyplyva existencia limity v tomto bode. Pozri priklady 21. a), 23. b).

Poznamka 1.4.5. 7 existencie limity funkcie f v danom bode nevyplyva existencia dvo-
jnasobnych limit funkcie f v tomto bode. Pozri priklady 22.,26.

6. Definujte limitu funkecie f: M C R"™ — R™ pomocou normy v R" resp. R™.
7. Definujte nevlastni limitu funkcie f : M C R — R™.
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V nasledujucich prikladoch vypocitajte limity:

2 — /4 —
8. lim (:1;2 +y+2). 9. lim —:I:y
r—1 r—0 Ty
y—2 y—0
2 2 .
10. lim vty . 11. lim 2%

Ve tyt+ 11 —a v

1— 2 4 y? t

12. lim QCOS(“; tyz). 13. lim 27,

i N PR T
14. lim fﬁ 15. lim (:1;2—|—y2)e_(x+y).

r—0oo g _|_y2 T—co

y—oo y—oo

Z2
2.2

16, lm (7y) . 17, Tim (o +42)" "

s=oe \a? +y 1=0

3 3

18. lim = ey

=Y

_ 1
19. &) lim (1 + oy)=+ b) fim <
. =y
a) lim (1+2y)> )Ilg%ery
y—2 y—0

20. Zistite, ¢1 existuje:
a) lim Y b) lim MLty

z—0 12 z—0 2 2
29 +y? =0Vt ty

21. Dokazte, ze nasledujiice limity neexistuju:

o) lim & VY b fim S ey
b=t — oy 4y VAT
. In(z +y) 2ty

¢) lm ——— O R
y—0 y—0

22. Dokazte, ze funkcia f(x,y) = (v + y)sin % sin l je nekoneéne mala v bode (0,0).
23. Vypoditajte dvojnasobné limity ( lim lim f(:z; y)a lim lim f(x,y)):

r—To Y—Yo Yy—Yo T—ITg
r—y 22 4 zy +y?
= =0,y = 0. b _ LTy — 0.40 = 0.
a) f(:z:,y) x_l_yvxo > Yo )f(xvy) :1;2—:1iy—|-y2 v Zo > Yo
) Fe) = ST g~ 0 = 0. d) flaay) = 5L vz = 0 =
¢ x7y - x2+y2 V:Eo_ 7y0_ . x7y _$2+y4 VJ/'O—OOvyO—OO-

24. Ukazte, Ze pre funkciu f(z,y) = plati:

I2y2
2y’ +(z—y)?
lim hm flz,y) = hn% hm flz,y) =0,

y—

z—0 y—

ale lin% f(z,y) neexistuje.
r—

y—0
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2 2 2 2 2 2
25. Ukazte, ze lim lim _rry lim lim &, ale lim Ty
e R e R P R - R P

neexistuje.
26. Zistite, & existuji dvojnasobné limity funkeii f(,y) = (¢ +y)sin L sin % v bode (0, 0).

1.5. Spojitost funkcie n premennych

Definicia 1.5.1. Nech f: M — RY, M C R". Hovorime, #e funkcie f je spojita v bode
a € M, ak pre lubovolné okolie O(f(a)) bodu f(a) existuje také okolie O(a) bodu a, ze
FlO(a) N M] C O(f(a)).

Poznamka 1.5.1. Ak v definicii 1.5.1. budeme predpokladaf, Ze a je hromadnym bodom
mnoziny M, tak dostaneme nasledujtce tvrdenie.

Veta 1.5.1. Nech f: M — R',M C R", nech a je hromadnym bodom mnoZiny M,
a € M potom f je spojita funkcia v bode a vtedy a len vtedy, ak lim f(x) existuje a plati

lim f(x) = f(a).

Definicia 1.5.2. Body, v ktorych nie je funkcia f spojita sa nazyvaji body nespojitosti
tejto funkcie.

Definicia 1.5.3. Prirastkom funkcie f v bode a nazyvame funkciu Af = f(x) — f(a),
x € M. Nech a =(ay,az,...,a,) ax = (x1,22,...,2y), ak oznacime Ax; = x; — a;,

1 =1,2,...,n, tak A f moZeme napisat v tvare

Af = flar + Axy,a2 + Dag,coyan + Axy) — flar, az, ..., ay).

Veta 1.5.2. lim f(z) = f(a) <= lim Af =0.

r—a r—a

Spojitost funkcie vzhiadom na jednotlivé premenné

Nech vSetky premenné funkcie f(x1,x2,...,23) okrem jednej st pevné, napr.
r; =a;,1={1,2,...k—1,k+1,...,n} a x; je premennd. Premennej x}, prislicha prirastok
Axy. Prirastok funkcie f v bode a prislachajici prirastku Axy oznacime takto:

Ng f = flar,ag, . ap_1,ap + Dxg, a1y .y an) — flar, az, ..., an).

Definicia 1.5.4. Funkcia f(x1,23,...,2,) sa nazyva spojita v hromadnom bode a =
(a1,as, ...,a,) svojho definicného oboru f vzhladom k premennej vy, ak Alim Ny f=0.
zr—0

Veta 1.5.3. Ak je funkcia f(x1,x2,...,x,) definovand v nejakom okoli bodu
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a = (ay,as,...,a,) a je spojita v bode a, potom je spojita vzhladom ku kazdej premennej
zvIast.

Poznamka 1.5.2. Vety o spojitosti si¢tu, rozdielu, siiéinu a podielu dvoch funkeii platia
analogicky ako pre funkciu jednej premenne;.

Definicia 1.5.5. Nech funkcia y = f(x1,23,...,2,) je definovand na mnozine M C R".
Nech ©; = pi(t1,ta, ..., tg),t = 1,2,...,n je n funkcii k premennych, ktoré si definované
na mnoZine My C R¥. Nech pre tieto funkcie plati, e pre bod [@1(T),2(T),...,on(T)] €
M, ak T = [ty,t2,....tx] € M. Potom mozeme na mnozine M definovat funkciu F k
premennych tak, Ze pre kazdy bod T = [ty,t2,....tx] € My je

F(T) = flei(T),p2(T), ..., on(T)). Tato funkcia sa nazyva zlozena funkcia.

Veta 1.5.4. Nech funkcie x; = pi(t1,t2,....t5) pre i = 1,2, ....n st spojité v bode
a = (ay,az,...,ax) a funkcia f(x1,x2,...,2,) je spojita v bode b = (b1, bz, ..., b,), kde
by = i(ar,as,...;ax),t = 1,2,....n. Potom zlozena funkcia

flor(ti ta, ooy ti), oy onl(ts, ta, ...y tr)] je spojita v bode a.

Definicia 1.5.6. Funkcia f(x1,22,...,%y) sa nazyva spojita na mnozine M, ak je spojita
v kazdom bode mnoziny M.

Definicia 1.5.7. Funkcia f(x1,22,...,2,) sa nazyva roviuomerne spojita na mnozine M
prave vtedy, ak Ve > 0 36 = 6(¢) > 0 tak, Ze VoM, 22 € M, ktoré vyhovuji nerovnosti
o(e),2)) < 5 plati | f(z)) — F(z®) |< <.

Veta 1.5.5. Funkcia spojita na uzavretej ohrani¢enej mnozine M C R" ma tieto vlast-
nosti:

1. f je ohranic¢ena na mnozine M.

2. f ma na mnozine M maximum a minimum.

3. f je na mnozine M rovnomerne spojita.

Néjdite body nespojitosti funkeii:

27. f(z,y) = ;== 28. f(z,y) = aﬂj——y?
29. f(z,y) = In(4 — 2% — y?). 30. f(x,y) = sin %
31. f(xvy) = W 32. f(xvyvz) = 3524_;72_22

— 2y
33. f(2,y,2) = oonrg-n GO
g 40
0, 22 +yt =0
na kazdu premennu zvlast, ale nie je spojita vzhladom k obidvom premennym.

34. Dokazte, ze funkcia f(x,y) = { je spojita v bode (0,0) vzhladom
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L. o . cos(z—y)—cos(z+y) " #0
35. Zistite, & je funkcia f(a,y) = ) 2xy Y 0 v bode (0,0) a v bode
) Y =

1.0) spoiita vzhladom na kazdd premennt zvlast a spojita v t¥chto bodoch vzhladom k
) boj b boj y
obidvom premennym.

36. Pre aka hodnotu ¢ je funkcia

| 3x4+4y—2245, 2#0,y#£1l,z#2
Hayy,2) = ¢, r=0y=1,2=2

v bode (0,1,2) spojita 7

37. Dokazte, Ze ak je na mnozine M funkcia f(x,y) spojita vzhladom na kazdd premennui

zvl4st a monoténna vzhladom na jednu z premennych, potom je funkcia f(x,y) spojita na
mnozine M.

38. Dokazte, ze ak na mnozine M ] Je funkcia f(x,y) spojita vzhladom na premennu x a
splna Lipschitzovu podmienku vzhladom na ytj | fle,yn) — fla,y2) IS Loy — 2 |,
pricom (x,y1),(x,y2) € M a L je konsStanta, potom je funkcia f(x,y) spojitd na mnozine

M.

Dokazte, ze nasledujiice funkcie st ohranicené na danych mnozinach a najdite ich maximum
a minimum, ak existuju:

40. f(z,y) = aye Y. M = {(a,y) € R* : 2 > 0,y >)}.

41. Dokézte, Ze funkcia f(x,y) = x + 2y + 3 je rovnomerne spojité v celej rovine RZ.

42. Ako treba zmenif definiciu funkcie f(z,y) = izizz, aby bola rovnomerne spojita na
mnoZine M = {(z,y) € R*: 0 < 2 +y* < 1}7?

43. Zistite, ¢ funkecia f(x,y) = arcsin £ Je rovnomerne spojita na svojom obore definicie.
Zistite, ¢ nasledujtice funkcie st rovnomerne spojité na uvedenych mnozinach:
44. f(x,y) = sin ;55— M = {(2,y) € R*, 2> +y* <1},
45. f(x,y) = 2* +y*, M = {(x,y) € R*,2? + y* < 1}.
46 fla,y) = o — ' M = {(ry) e R 10 <2,0<y <1},
(z,y)

47. f(z,y) = /22 +y2, M = R%.
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2. Parcialne derivacie. Diferencial funkcie
2.1. Parcidlne derivacie

Definicia 2.1.1. Nech redlna funkcia f : G — R je definovand na mnozine G C R" a
a = (ay,...,ay) je voutornym bod tejto mnoziny. Ak existuje

lm flag, o, p—1, Tk, Qkg1y ooy @) — flar, ..., an)

Tp—Ck T — ag

hovorime, ze funkcia f ma v bode a parcialnu derivaciu pod]/a premennej ry a oznacujeme
ju jednym zo symbolov z:-(a), f; (a), fu,(a), fr(a).
- odnt boloy 2 )

Ak oznadime Az = x — ag, potom

af ) flay,..,ak—1,ar + Dp, apg1,.cosan) — flar, ..., an)
——(a) = lim \ 2,0,
Oz, Azrp—0 Az,

Parcidlnou derivéiciou funkcie f(x) podia premennej 1y rozumieme takt funkeiu F(z),
ktorej definiénym oborom bude mnoZina vsetkych bodov, v ktorych mé funkeia f(x) par-

cialnu derivaciu podia x) a ktorej hodnota sa v kazdom bode jej definiéného oboru rovna
parcidlnej derivacii funkcie f(x) podia 2 v tomto bode. Pre parcialnu derivaciu funkcie
flx) podia premennej x; nepouZzivame F(z), ale zauZivané je oznacovatf ju symbolom
%(:p), alebo f, (z), alebo len f,, ().

Geometricky vyznam parcialnych derivacii funkcie dvoch premennych. Nech je dana
funkcia z = f(x,y),(z,y) € G C R?. Jej grafom je plocha v R®. UvaZujme bod
(20, Y0, 20),20 = f(x0,y0), na tejto ploche. Podla definicie

flz,y0) — f(zo,90)

%(wo, Yo) = lim , ak tato existuje. Grafom funkcie g(x) = f(x,y0) je

T—zo r—x
krivka, ktord prechadza bOdOI?l (20,Y0,20) & je rezom plochy z = f(x,y) rovinou y = yo.
Potom %(wo,yo) je smernica dotyénice ku krivke ¢(z) = f(x,y0) v bode (20,0, 20).
Podobne %(wo, Yo ) je smernica dotyénice ku krivke h(x) = f(x¢,y), ktord je rezom danej
plochy rovinou # = ¢ v bode (xg, yo, 20)-

Pri poéitani parcidlnych derivacii danej funkcie f(a) n premennych postupujeme tak
ako v pripade funkcie jednej premennej. TotiZz pri pocitani parcialnej derivacie funkcie
flar, ... an) podia premennej napr. rj povazujeme tuto funkciu len za funkciu z;. Os-
tatné premenné povazujeme za konstanty.

48. Najdite parcialne derivacie podia xay:
T+ Yy

a) z = e” cos(xy) b) z = o
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¢) z=1n+/222 4 y? d)Z:L
/1'2 _I_y2

e) z = ez )’ f) z = sin(a + y) cos(x — y)
4
g) == (2"y +y) h) z = ytg (2y)
: T . Ty
— arcty — S P
i) z arcgy j) = 1r1:]€2_|_y2
h) z = aye™ l)Z:x—l_y
r—y
m)Z:ln(:I;2+y2) n) z=lIntg z
)

0)z=u p) =z <x2+y2> )

49. Najdite parcialne derivacie podia x,y a z

a)u = a’yz? b) u = (az? + by? + )"
¢) u = arcsin % d) u= et Tyt +2?

e) u = cos(xy).arctg (x2) f)u= Zln%

g) u=e"Y sinxcosy h) u = (5)2

i)u:xy/z.

50. Napiste rovnicu dotyénice ku krivke, ktora je rezom eliptického paraboloidu z =
2 2
T+ 2y°:

a) rovinou y = 2 v bode A =(3,2,17)
b) rovinou = 3 v bode A = (3,2,17).

51. Napiste rovnicu dotyénice ku krivke, ktord je rezom plochy z = (:1;2 — 3y2>2:

a) rovinou @ = 2 v bode A = (2,1,1)
b) rovinou y =1 v bode A =(2,1,1).

2.2. A. Diferencovatelnost funkcie n premennych

Definicia 2.2.1. Funkcia f : G — R definovana na mnozine G C R" sa nazyva diferenco-

vatelna v bode a = (ay,...,a2) € G, ktory je hromadnym bodom mnoziny G, ak existuji

také ¢isla Ay, ..., A, a funkcia w(z), limw(z) = w(a) = 0 tak, Ze pre kazdy bod x =
r—a
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(21, ...,y ) 7 istého okolia bodu a plati

flz) — f(a) = ZAi(xi — a;) 4 w(x)o(x, a), (1)

. 1/2
kde o(x,a) = (Z(l‘l — ai)2> .

=1

Podmienku diferencovatelnosti (1) v bode a mozno este zapisat v nasledujtcich
tvaroch:

o(0)

kde o(p) je takéd funkcia, Ze lim = lim =1 =0.
r—a Q(x7a) r—a Q(x7a)
b) ) = fla) =Y Al —ai) + Y wile)(zi —ay), (1)
=1 =1

kde funkcie w;(x), ¢ = 1,2, ...,n st také, Ze lim w;(z) = w;(a) = 0.

Ak vektor I = (h1,...,h2) ma zlozky h; = x; —a;, @ = 1,2,...,n, tak podmienku
diferencovatelnosti (1') mozno zapisaf v tvare

| o(h) |
1m =0, kde ||h||gr =
Ihilan —0 ||hgn]] 7]l

Definicia 2.2.2. Linearna funkcia, ktora vektoru h= (h1, ..., hy) priradi hodnotu Z Al
=1
sa nazyva totalny diferencial funkcie f v bode a. Oznacujeme ho df(a) alebo df (a,x).

Poznamka 2.2.1. Casto sa tieZ vraciame k povodnym premennym, teda miesto h; piseme
x;—a;, 1 =1,2, ..., n.

Veta 2.2.1. (Nutné podmienky diferencovate]/nosti.) Ak je funkcia f(x) diferencovatelnd
v bode a, potom
1. je funkcia f(x) spojita v bode a;
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2. funkcia f(x) mé parcidlne derivacie %(a) a plati A; =

gwf' (a), e =1,2,...,n.

7

Veta 2.2.2. (Postacujica podmienka diferencovate]/nosti.) Ak ma funkcia f(x) n pre-
mennych v nejakom okoli bodu a parcialne derivacie podla vsetkych premennych, ktoré st
spojité v bode a, potom je funkcia f(x) diferencovatelna v bode a.

Poznamka 2.2.2. Ak funkcia f(x) je diferencovatelna v bode a, potom jej totalny dife-

rencial v bode a
Zaxl a)h; = Zaxl a)dx;, (2)

kde dx; je diferencidl funkcie ¢;(x1,...,2,) = x;, ¢ = 1,2,...,n v bode a. Vyrazy

ggi (a)dx;, 1 =1,2,... n sanazyvajl parcialne diferencialy.

"0
Poznamka 2.2.3. Zapis Z 8f
T

=1

(x)dz; je tiez bezny na oznacéenie diferencidlu v lubovol-

nom bode z.
B. Diferencovatelnost vektorovej funkcie n premennych

Nech funkcia f : G — R™ je definovana v oblasti G C R". Ak si zvolime bazy v R"
a R™, tak vektorovt funkciu y = f(a) moézeme vyjadrit pomocou m skalarnych funkeii n
premennych:

Definicia 2.2.3. Funkcia f: G — R™ definovand v oblasti G C R", sa nazyva diferenco-
vatelna v bode a € G, ak

fla+h) = f(a) = f'(a)h + o(h),
kde f'(a): R™ — R™ je linedrne zobrazenie a

[lo(h)]| rm

=0
Ikl —0 ||R]|gn ’

m

pricom ||o(h)||rm =

=1

Vyraz f'(a)h sa nazyva diferencial vektorovej funkcie f v bode a a oznacujeme ho
df(a); f'(a) sa nazyva derivacia funkcie f v bode a.
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Linedrne zobrazenie f'(a) v kanonickej baze ma maticu

P P P

(a) Yifa) ... 2(a
A= : : : ,

8 O fm ot

aj;l (a) a);2 (a) ... Bin (a)

ktora sa nazyva Jacobiho matica.
Ak n = m, determinant tejto matice sa nazyva jakobian zobrazenia f : R™ — R™ a
D(fla"'afm)

oznacujeme ho symbolom D¢ (1, ..., 2y ) alebo D ICTRTINE

81



2.3. Parcialne derivacie vyssich radov. Diferencialy vyssich radov

Definicia 2.3.1. Ak parcialna derivacia g—gi funkcie f(x) n premennych je definovana
v okoli bodu a = (ay,...,a,) a ma parcialnu derivaciu podla premennej x; v bode a,

hovorime, ze funkcia f(x) maé 2. parcialnu derivaciu podla premennych x; a x; v bode a.

Oznacujeme ju jednym zo symbolov aféafm (a), ;’.Ij(a),fmwj(a). Teda
% J ?

o (of\] o
[37]‘ (51’)] - 02i0z; (@)

Pritom, ak ¢« # j, tato parcidlna deriviacia sa nazyva zmiesana. V pripade, ze 1 = j, 2.

2
parcialnu derivaciu oznacujeme jednym zo symbolov %(a), fli(a), fp2(a).

VSeobecne: parcialne derivacie parcialnych derivacii radu k& — 1 nazyvame derivaciami

k - teho radu. Oznacujeme ich 5 "

W, Zk:]_,Q,...,n.

Definicia 2.3.2. Hovorime, Ze funkcia f(x) je k-krat diferencovatelnd v bode a, ak v bode
a st diferencovatelné vSetky parcidlne derivicie funkcie f(x) radu (k — 1)-ého a ak vsetky
parcialne derivacie tejto funkcie, ktoré siu radu nizsieho ako k — 1, st diferencovatelné v
istom okoli bodu a.

Ak funkcia f(x) je k-krat diferencovatelna v bode a, potom vyraz

0 0
dk(a,x) = d:z;la—xl—l—...—l—dxnaT fla) (3)

nazyvame k-tym diferencialom alebo diferencidlom radu k funkcie f(x) v bode a.

Pritom tento symbolicky vzorec rozumieme tak, Ze pouzijeme vzorec pre k -tu mocninu
vyrazu v zatvorke a potom namiesto mocnin znakov B%i
f(z) v bode a takého radu, akd je mocnina, a mocniny dz; zostdvaji mocninami.

Nech G C R" je oblast. Budeme hovorit, ze funkcia f patri do triedy C'(k)(G; R), alebo
C(k)(G), ak st vsetky jej parcialne derivacie az do radu k véitane definované a spojité v

oblasti G.
Veta 2.3.1. Ak f € C'")(G; R), potom parcidlna derivacia akif(:z;) raduk v bodex €

Bxil...axik

berieme parcialne derivacie funkcie

/7 /7
G nezavisi od poradia iy, ..., derivovania, t.j. zostava ta ista pre lubovolnt permutaciu
indexov i1,...,0 (tg =1,...,n).

2.4. Parcialne derivacie zlozenych funkcii

Veta 2.4.1. Nech funkciet; = o(x1,...,2,), t =1,...,m st diferencovatelné v bode a =
(a1,...,an). Nech pi(a) =b;, 1 =1,...,m. Nech funkcia f(t1,...,t,) je diferencovatelna
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v bode b = (by,...,by). Potom je v bode a deferencovatelns aj funkcia u(xy,..., o) =

flor(ar, . oovxn)y ooy om(@1, ..., 2y)) a pre jej diferenciél a derivicie v bode a plati:
du(av l’) = kz_:l(xk - Clk) p— atl (b) axl (a)7

ou, . Of - 9f O _
@(CL) - @(S‘Ql(a% s 799m(a)) - - atl (b) al'k (a)7 k= 17 sy T

1=

Z posledného vzorca za predpokladu diferencovatelnosti funkcie ft), t=(t1,...,tm)
a funkeil p;(x), ¢ =1,...,m, ¥ = (x1,...,2,), dostaneme vzorec pre parcidlne derivacie
zlozenej funkcie u(x) = f(p1(x),. .., om(x)) :

Ou o of 0p;

Nyt Ck=1,....n,

al'k p— atl( 15 ) )al'k (l‘) n
kam treba do derivacii g_t{(tl’ costm), 0 =1,...,m, dosadit ¢,;(x) za t;.

Definicia 2.4.1. Funkcia f(x) definované v oblasti G C R™ sa nazyva homogénna funkcia
stupiia p v oblasti G, ak pre kazdy bod x = (x1,...,2,) € G a pre kazdé ¢islo t, pre ktoré
bod (tx1,...,txy) € G, plati rovnost f(txy, ..., tey) =t fla1,...,2,).

Eulerova veta. Ak je f(x) v nejakej oblasti G C R" diferencovatelnd a homogénna
funkcia stupna p, potom v kazdom bode x € G plati

Poznamka 2.4.1. Vyhoda zépisu totalneho diferencialu vo tvare (2) spoéiva v tom, Ze
vzhladom na vetu 2.4.1. o derivovani zloZenej funkcie sa tento tvar zachovava aj vtedy, ked
T1,...,T, su funkcie inych nezavislych premennych yq,...,ym. V tomto pripade symbol
dx; uZ neznamena prirastok Ax; = x; — «a;, ale diferencial funkcie z;. Tato vlastnost 1.
diferencialu obycajne nazyvaji vlastnostou invariantnosti jeho tvaru.

Veta 2.4.2. Nech u a v st diferencovatelné funkcie viacerych premennych. Potom plati

d(cu) = cdu, ¢ = konstanta
du +v)=du+dv
d(u.v) = udv + vdu
u vdu — udv
d(;) =—2 0V # 0,

pricom tieto vzorce platia aj v pripade, ked u a v st diferencovatelné funkeie nejakych
premennych.
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2.5. Derivacia v smere. Gradient funkcie

Nech G C R? jeoblasta f : G — R. Nech My = (20, yo,20) € G anech fje jednotkovy
vektor so za¢iatkom v bode M,. Stradnice vektora [ st cos ar, cos 3, cosv (a, 3, 7 st uhly,

ktoré zviera vektor [ so stradnicovymi osami). Nech ¢t > 0 je skalar a t] € G. Prirastok

funkcie f v bode My v smere vektora fje (Mo + tf) — f(My).

—

Definicia 2.5.1. Ak existuje lim f(Mo +1) — f(Mo)

t—ot t

, hovorime, ze funkcia f ma de-

rivaciu v bode My v smere [ a oznacujeme ju %(Mo) (alebo Dyf(My)).

Veta 2.5.1. Ak je funkcia f(x,y,z2) diferencovatelnd v bode My = (z0,Y0,20), potom

of of of of
o7 —=(My) = a:][;(.7\40)cosoz—|—a—y(]\fo)cosﬂ—l——(.7\40)cos7

Definicia 2.5.2. Vektor <%, %, %) sa nazyva gradient funkcie f v bode My. Ozna-
M

¢ujeme ho grad f(My) (alebo fiMy)).
Zo vztahu uvedenom vo vete 2.5.1. vyplyva, Ze

‘Z (Mo) = (grad f(M). D). (4)

Gradient funkcie f v bode M, charakterizuje smer a velkost maximalneho rastu tejto

funkcie v bode M. Teda:

o] =[ow] +[Lon] +[2]"

Poznamka 2.5.1. Vektor grad f(Mj) je ortogonalny na vrstevnicu grafu funkcie f(x, vy, 2),
ktora prechadza bodom Mj.

Poznamka 2.5.2. Ak funkcia f(x),x = (21,...,2,),n premennych je diferencovatelna v

bode My = (2Y,...,2%) a jednotkovy vektor [ = (cos ay,...,cos ay), potom
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52. Predpokladajic, Ze x,y st v absolitne] hodnote malé, odvodte priblizné vzorce pre
vyrazy:

T +vy
1—|—:1;y'

53. Najdite hodnoty 1. diferencialu funkcie u v bode M, v danom vektore ﬁ, ak
a) u = arcsinzy, Mo = (1,1), h=(0,50,1)b) u = 2>y —2y?, My = (1,2), h = (—0,5;0,8);

¢) u=a* My=(4,1), 22(0,1;0,2); = 4x? +y2, My = ﬁ (—0,2;0,3);
e)u=ua\/14+y3 My=(2 h—(O,l,O)

54. Zamente prirastok funkcie jej diferencialom a priblizne vypoéitajte:

a) 1,002.2,003%.3, 004> b) /1,023 +1,973

a) (L4+2)™(1+y)™; b) arctg

¢) sin 29°tg 46° d) 0,971

55. Najdite f,(0,0), f,(0,0), ak f(z,y) = Hzy. Je tato funkcia diferencovatelna v bode
(0,0)?

56. Zistite, ¢ je diferencovatelna v bode (0,0) funkecia f(z,y) = /a3 + y3.
57. Ukazte, ze funkcia

. 1
fla,y) = (o« +y2)smfy2, ak 22 +y2 £ 0 a £(0,0) =0,

X

mé v okoli bodu (0,0) parcidlne derivécie f,(z,y), f,(z,y), ktoré nie st spojité v bode (0,0)
a st neohrani¢ené v lubovolnom okoli tohto bodu; avsak tato funkcia je diferencovatelna

v bode (0,0).

58. Dokazte, ze funkeia f(z,y), ktord ma ohranicené parcidlne derivacie f,(z,y), f,(z,y)
na nejakej konvexnej oblasti E, je rovnomerne spojita.

59. Dokazte, ze ak funkcia f(z,y) definovand na oblasti G C R? je spojité vzhladom na
premennu x pre kazdi hotnotu y a mé ohrani¢ent derivaciu f?;(:zj, y), potom tato funkcia

je spojita vzhladom na obidve premenné v oblasti G.
60. Uréte derivaciu zobrazenia ¢ (t.j. Jacobiho maticu), ak

a) ¢ (1,0) = (2,9, )5 @ = v, y = u? + %, 2 = u? — o

b) ¢ (u,v) — (2,y); © =wucosv, y = usinv;
u

¢) ¢ (u,v) = x; v =—;
v

d)p:iu—(2,y); *=utg u, y=usinu;
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f) o (u,v,w) — (2,y); v =u?+ 02 +w? y=u+ov+w.
61. Najdite jakobian zobrazenia f : R — R™:

a) frax=rcosp, y=rsing; f:(r,p) = (z,y);

b) fru=

z

Yy
7:1;2—|—y27 v=ay, w= ;; fi(x,y,z) = (u,v,w);

c) frx=rcospcostp, y=rsinpcosyy, z=rsine; f:(r,p, ) — (z,y,2);
d) f:u=wy, vzg; fo(ay) — (u,v);

e) frax=rcosp, y=rsing, z=u? f:(re,u)— (z,y,2).

62. Najdite parcialne derivacie 1. a 2. radu nasledujtucich funkeii:

2

a)u: T : b)u:cosx;
vaz+y? y
t 2
C)u: gl'; d)u:xy,
Y
:1;—|—y‘ T

e) u = arctg f) u = arcsin

/2 _|_y2’
1 z
) u— ; wu=(2);
Va?+y? + 22 Y

i)u:xy/z.

1—zy’

63. Overte rovnost
d%u B d*u
0x0y  Oydx’

x
¢) u = arccos , [ —.
Yy

Néjdite parcidlne derivacie uvedeného radu:

3
64. aiTgy’ ak v = xln(zy).
m+n
65. U ku="TY
Qx™Qy" T—y
OP Ty

66. R ak u = (v — x0)P(y — yo)?.
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ap-l-q—l—ru

67. —————— ak u = xyze

z+y+z
© QxPQy10z’ '

68. fInt(0,0), ak f(x,y) = e*siny.

69. Nech Au = :L'a—u + ya—u. Najdite Au a A%u = A(Au), ak
ox Jy
T

1’2 _I_ y2 ;
70. Nech

a) u =

A_a_u2—|_a_u2—|_a_u2
=\ oe Jy 0z

?u  0*u  O%u

Nou = :
20 = 9e2 + Oy? + 0z?
Najdite Aqu a Agu, ak:
1
a) u = ; b)u=a®+y* + 2* — 3ayz.
/1'2 _I_y2 —|—22
22 — y?
71. Nech f(z,y) = 2y —; wE ak 22 +y*> #0a £(0,0) = 0. Ukdzte, ze funkcia f(z,y) je
Z )

spojita v bode (0,0) a f;/,(0,0) # f;,(0,0).

72. Najdite diferencialy 1. a 2. radu funkeii:

a) u=ax"y"; b) u = /2% +y?

c) u=In~/2% + y?; d) u=uay+yz + zx;

. z
e)u-m

1/z
73. Najdite df(1,1,1) a d?f(1,1,1), ak f(z.y,z) = (E) |
Y

74. Ukazte, ze pre funkciu u = /22 + y2 + 22 plati: d*u > 0.

75. Ukdite, 7ze funkcia v = In+/(z — a)? + (y — b)? (a,b st konstanty) vyhovuje Lapla-
ceovej rovnici:

&u . Pu 0
dz2  Oyr
76. Nech v = f(r) je dvakrét diferencovatelna funkcia a r = /22 + y? + z%2. Najdite
funkciu F(r), pre ktora plati:
Avu = F(r),

?u  0*u  O%u

kde Au = Ox? + Oy? + 0z2

je Laplaceov operator.
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77. Zjednoduste vyraz

0z N 0z
secx— + secy—
ox Y oy’

§ 1
ak z = siny + f(sinax — siny), kde f je diferencovatelna funkcia <secu = )

COS U
_.on Y
2=a"f(33)

kde f je diferencovatelna funkcia, spiﬁa rovnicu

78. Ukazte, ze funkcia

79. Ukazte, ze funkcia

80. Predpokladajtic, ze funkcie ¢, 1) atd. st diferencovatelné toikokrét, kolko potrebujeme,
overte nasledujice rovnosti:
0%u , 0%u

a)a?— ak u = p(x — at) + Y(x + at);

¢ ox?’

0%u 0%u 0%u

d*u d*u d*u Y _ Y
2> 7 2> 7 — o — N J 1—n 73\,
c) @ Ox? 2 yaxay+y dy? n(n—1u, aku =z c,o<2>—|—:1; ¢<:1;>’

) ou O*u _ Ou du
Ox 0z0y Oy 0z’
81. Najdite diferencialy 1. a 2. radu nasledujtcijch zloZenych funkecii u, ak f je dvakrat

ak u = o[z +(y)].

diferencovatelna funkcia:

a) u= f(&n) kde £ = ay, n= " D) u= f(x,y,2), kde w = t,y =12,z = 13;
Yy

c)u= f(&n,C), kde { =2 +y*, n =2 —y*, ¢ =2y

d)u= flz +y+z2%+y* + 2%); e) u= f(2x,3y,4z);

f)u= fley,x —y,x +y).
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82. Najdite d"u, ak f je n - krat diferencovatelna:
a) u = flav + by + c2); b) u = f(az, by, c2);

c)u= f(t,v,w), kde £ = a1 + by + c12, n = azx + bay + 2z, ( = asx + b3y + c3z.

83. Nech u = f(x,y,z) je homogénna funkcia stupia n. Overte Eulerovu vetu pre tieto
homogénne funkcie:

. +\Y/*
a) u=(x —2y+32)% b)u:\/m; c)uz(;) :

84. Dokazte, ze ak diferencovatelna funkcia u = flz,y,2) spiﬁa rovnicu

ou ou ou
— =nu

Tox TVay T

Y

potom u je homogénna funkcia stupna n.

85. Dokazte, ze ak f(x,y,z) je diferencovatelna homogénna funkcia stupna n, tak jej
derivacie f,(x,y,z), f,(z,y,2) a f.(x,y,z) st homogénne funkcie stupiia n — 1.

86. Najdite derivaciu funkeie

v bode M = (1,1) v smere Z_; ktory zviera uhol a = 60° s kladnym smerom osi = - ovej.

87. Najdite derivaciu funkeie
7=z — Yy + y2

v bode M = (1,1) v smere Z_; ktory zviera uhol « s kladnym smerom osi = - ovej. V akom
smere ma tato derivacia: a) najvaésiu hodnotu; b) najmensiu hodnotu; ¢) rovnt 0.

88. Najdite derivaciu funkeie
7 = 1n(:1;2 + y2)

v bode M = (x¢,yo) v smere kolmom na vrstevnicu prechadzajicu tymto bodom.

1}2 y2
Zzl—Qﬁ+ﬁ>

89. Najdite derivaciu funkeie

a b
v bode M = | —=, —= | v smere vnutornej normaly v tomto bode ku krivke
<\/§ V2 ) : '
2 2
[
PR F
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90. Najdite derivaciu funkeie
u =Yz

v bode M = (1,1,1) v smere [ = {cos a, cos 3, cos v}. Comu sa rovna velkost gradienta
funkeie v danom bode?

91. Vypocitajte velkost a smer gradienta funkcie

kde r = \/m, v bode My = (%0, yo, 20)-

92. Urc¢te uhol medzi gradientami funkcie

w= 2% 4 y? — 2

v bodoch A = (¢,0,0) a B = (0,¢,0).
93. O kolko sa lizi v bode M = (1,2,2) velkost gradienta funkcie
u=x+y-+=z

od velkosti gradienta funkcie

v::z;—l—y+z—|—0,001sin<1067r :1;2—|—y2—|—22>?

94. Ukdazte, Ze v bode My = (2, yo, z0) uhol medzi gradientami funkeii

u = azr® + by2 + czz,
v = ax’® + by2 +e? 4+ o9ma + 2ny + 2pz

(a,b,c,m,n, p st konstanty a a® + b* + ¢? # 0) konverguje k 0, ak bod M sa vzdiaiuje do
nekonecna.

. . L o 0w 9 [Ou
95. Nech funkcia v = f(x,y,z) je dvakrat diferencovatelna. Najdite 8? = a—l_, E) , ak

.
cos a, cos 3, cosy su smerové kosinusy smeru [ derivovania.

) / . 0%u P*u )
96. Nech funkcia v = u(x,y) spliia rovnicu Erelaiewi 0 a okrem toho, nasledujtce
Z Y
podmienky: u(xz,2z) =, u' (z,2z) = 2?. Nijdite u”_(x,2x), wy,(z,22), uy,(x,27).
- . 0"z . :
97. Rieste rovnicu: = 0 s neznamou funkciou z = z(z, y).
oy™

Poznamka. Pod rieSenim danej rovnice budeme rozumiet funkciu z(x,y) z triedy

90



CU(G;R) (t.j. z(z,y) je spojité spolu so svojimi parcialnymi deriviciami az do radu
n véitane v oblasti G C R?), ktord vyhovuje danej rovnici (a pripadne aj danym pod-
mienkam).

z )
98. N4jdite riesenie z = z(x,y) rovnice —— = x? + 2y, ktoré spliia podmienku z(z, %) = 1.

dy
2
99. Najdite rieSenie z = z(«,y) rovnice — = 2, ktoré vyhovuje podmienkam:

Oy?
2(z,0) =1, z,(z,0) = =.
0%z
0y

100. N&jdite rieSenie z = z(x,y) rovnice = x + y, vyhovujice podmienkam:

2(2,0) =z, 2(0,y) = y*.
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3. Funkcie urcené implicitne

Veta 3.1. Ak je funkcia F : U — R definovand v okoli U bodu (x¢,yo) € R* a je taka, e
1. Fe C(U;R), kde k > 1,
2. F(xg,y0) =0,
3. ng(wo,yo) # 0,

potom existuje dvojrozmerny interval I = I, x I, (kde I, = {x € R :| v — x¢ |< 6},

Iy = {y € R:|y—yo [<n}) ktory patri do okolia U bodu wo,yo, a jedind funkcia
f € CW(I,;1,) taks, e pre kazdy bod (w,y) € I

Flz,y) =0 <=y = f(z)
a pre derivaciu f'(x) funkcie f(x) plati:

/ Fule,y)
f (x) = - ! °
IS

V tomto pripade hovorime, Ze funkcia f() je implicitne uréena rovnicou F(x,y) =0
a podmienkou y = f(x9).

Poznamka 3.1. Ak {(z,y) € R* : F(z,y) = 0} je grafom funkcie f(x), potom hovorime,
ze f(x) je uréend implicitne rovnicou F(x,y) = 0.

Veta 3.2. Ak je funkcia F : U — R definovand v okoli U bodu (29,...,2°% y°) € R*"*1 a
je taka, ze

1. FeCM(U;R), k>1,

2. F(aY,...,2%,4%) =0,

3. Fé(w?, cos 2 ye) £ 0,
potom existuje (n + 1) - rozmerny interval [ = I, x ... x I, x I, (kde I, = {z; € R :
lv; — 2 < &}, i =1,2,....n, I, ={y € R: |y —y°| < n}), ktory patri do okolia U
bodu (29,...,2%,¢y°) a jedind funkeia f € C0 (I, x ... x I, ;I,) taka, e pre kazdy bod
(1,...,29,y) z intervalu I

Flzy,...,00,y) =0y = f(x1,...,2,),

pri¢om parcialne derivéacie funkcie y = f(x1,...,2,) v bodoch x n - rozmerného intervalu
I, x...x I, mozno vypocitat podla vzorca

Of(x) _F;i(:zﬁl,...,xn,y)

ox; Fé(:z;l,..

1 =1,2

Y b

s T, y) y=f(z1,....,¢5)
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Ak pre funkciu F(xq,...,2,,y) platia podmienky vety 3.2., potom hovorime, Ze funk-
cia y = f(x1,...,2,) je uréend implicitne rovnicou F(xy,...,2,,y) = 0 a podmienkou

v = f(2%,...,2%) alebo bodom (29,...,2% ¢°).

Funkcie uréené imlicitne systémom rovnic

Veta 3.3. Nech funkcie F; : U — R, 1 = 1,...,m su definované v okoli U bodu
(29,...,2% ¢ ... y%) € R*™ a také, Ze

1. ;e CW(U;R), k>1,i=1,...,m,

20 Fy(al, o2y ) =0, i=1,...,m,

3. funkcionalny determinant, tzv. jakobian

8F1 8F1 aFl
dy1 9y2 T Oym
D(yy,- - ym) OFy  9Fy OF
dy1 9y2 U Oym
0 0 .0 0
v bode (9, ...,20 Y]y o Yp)-

Potom existuje (n + m) - rozmerny interval I = I, % ... X
I, ={ax € R ap —2) |< &}, k=1,2,....n, I, = {y; €
i =1,2,...,m) a jediny systém funkcii y; = fi(x1,...,2n), ¢ =1
kazdy bod (x1,...,%n, Y1, Yn) € 1

Fi(z1,. . 2n, 1, Ym) =0<=yi = fi(21, .., Tn Y1,y yn), ¢ = 1,2,...,m,
pricom parcidlne derivacie funkcii y; = fi(x1,...,2,), ¢ = 1,2,...,m, pod]/a premennej

rx, k = 1,2,...,n, v bodoch n - rozmerného intervalu I,, x ... x I, ~mozno najst zo
systému linearnych algebraickych rovnic

kde Fi(z1,...,Tn,y1,---,ym), 1 =1,2,...omay; = fjlz1,...,2p), j=1,2,...,m.

101. Ukazte, ze dané rovnice uréuju jedint funkeiu y(x) v okoli bodu (zg, yo ):

a) o +yr +y? =3, xo=yo =1 b) zy +In(zy) =1, x9 =2, yo = 3;

)ertVfy—x =0, 9=

b [ =

y Yo — —

b [ =

102. Ukazte, ze dané rovnice uréuji jedint funkeiu z(x,y) v okoli bodu (z¢, yo, 20 ):

a):z;—l—y—l—z::sinxyz, xo =yo = 29 = 0;

b) 2%y® + y32? +2%2% =8, 2o =1, yo = —1, 20 = 2;
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103. Ukazte, ze v bode (1,1,1,1,1) vztahy

ei a3 +yity; +yi —5=0
Tt —xa+yr —ys +y3 —1=0
a} 4223 4 yays —4=0

nevyhovuju predpokladom vety o existencii zobrazenia ¢ : (ys,y2) — (21, 22,y1), avSak

vyhovuju predpokladom existencie zobrazenia p: (x1,22) — (y1,Y2,Y3)-

104. Ukazte, ze dané vztahy urcuju jediné zobrazenie ¢ : X — Y v okoli bodu M, ak

(g — 21 )(y2 —y1) —yiyays —1 =0
(2 +23)(y5 — i) +viy2 = 0,
X = {(1’171'2)}, Y = {(y17y27y3)}7 MO = (172717071)

T1y1 + x2y2 —ysy2 — 1 =0
a)

s s

cos (21 —ya2) + cos §(xy —y1) +cos Tz —y1) — 2 =0,
X ={(z1,22,23)}, Y ={(y1,92)}, Mo =(0,1,0,1,0)

) { sin(mzy1 ) + sin(rrays ) + sin(wagys) =1

1 1Y
—arctg —x122Yy1y2 =0
™ T2Y2
<) 2 2 2 9 1
Ty — TIYL T+ - =0,

T1Y1 T2Y2
1

X = {(x17x2)}7 Y = {(y1y2)}7 Moy = (1737 %7 6)

105. Nech je dana rovnica

y=ylr) —oo<a < +o0

je funkcia, spiﬁajﬁca rovnicu (1).
1. Kolko funkeii (2) spiﬁa rovnicu (1)?
2. Kolko spojitych funkeii (2) spiﬁa rovnicu (1)?
3. Kolko diferencovateinych funkeii (2) spiﬁa rovnicu (1)?
4. Kolko spojitych funkeii (2) spiﬁa rovnicu (1), ak: a) y(1) =1; b) y(0) = 07

5. Kolko spojitych funkeii y = y(z) (1 -6 <z <149) spiﬁa rovnicu (1), ak y(1) =1

a ¢ je dostatoéne malé?

106. Predpokladajtc, %e v nejakom jeho okoli bodu My = (x¢, o, z0) je jednoznaéne im-

plicitne uréena spojita dvakrat diferencovatelna funkcia z(x,y), ndjdite hodnoty uvedenych

derivacii v tomto bode:

0z 0z 0°z

gz 92 UF a4 2= R
a)ax78y’axay7a vy e =R
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0z 0z 0%z
) 9z’ Oy 0z
0z 0z 0%z 0%z
0z 0z 0%z
) %7@7%7

107. Dokézte, Ze pre funkciu y = f(x) uréent implicitne rovnicou

akarctgi:z:—l—x—l—y;
T

ak © 4+ y + z = cos(ayz).

kde k je konstanta, plati rovnost

dx dy

1422 14+y2

108. Dokazte, Ze pre funkciu y = f(x) uréent implicitne rovnicou
2yt 4?4y —1=0

pre zy > 0 plati rovnost
dx dy

+ =0
Vi—at /1yt

109. Nech

:1;2—|—y2—|—22—3:1;y220

a

flx,y, z) = ay®2°.

Najdite:

a) f1(1,1,1), ak z = z(x,y) je funkcia uréena implicitne rovnicou (1);

b) f1(1,1,1), ak y = y(x, z) je funkcia uréend implicitne rovnicou (1).

Vysvetlite, preco su tieto derivacie rozne.

110. Nech z = z(x,y) je ta diferencovatelna funkcia, uréena rovnicou z

ak x +ty+z=Inzyz, £ >0, y >0, z > 0;

3

—zz4+y =0,

ktord pre = 3,y = —2 nadobtida hodnotu z = 2. Najdite dz(3,—2) a d*z(3, —2).

0 du 00 00
Ox’ Oy’ Oz’ Oy’

112. V akej oblasti roviny O, systém rovnic

111. Najdite ak zu —yv =0, yu + v = 1.

x:u—l—v,y:u2+v2,z::u3+v3,
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kde parametre u a v nadobtidaji vSetky moZné redlne hodnoty, je uréend funkeia z(z,y)?

... ... 0z Oz
Néjdite derivacie — a —.
x Oy
o . Y ,
113. Najdite .2 ak funkcia z = z(2,y) je uréena systémom rovnic:
T = coscosth,y = cospsiny, z = sin p.
Pz 2 0%z

114. Najdite

ak funkecia z = z(x,y) je uréena systémom rovnic:

0x2’ dxdy’ Oy?’

T =uUcosv,y = usinv,z = v.

dz d?*z
115. Najdite — a —
ajdite T a FIEL a

k
c=at 4yt

kde y = y(x) je funkcia uréend implicitne rovnicou

2? —ay 4+ y? = 1.

116. Nech u = f(z), kde z je implicitne uréena funkcia premennych = a y rovnicou

z=1x+ xp(z).
a" ot 0
Dokazte Lagrangeov vzorec. v c,o(z)]"—u , predpokladajic, ze vsetky uva-
oyn  Qxn1 ox

zované funkcie st diferencovatelné tolkokrat, kolkokrat potrebujeme.
117. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréena rovnicou

O(x —az,y —bz) =0, (1)
kde ®(u,v) je lubovolna diferencovatelné funkeia premennych u a v (a,b st konstanty),

vyhovuje rovnici

0z 0= _

118. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréena systémom rovnic
rcosa+ysina+1nz = fla),
—xsina +ycosa = f'(a),

kde o = a(x,y) je premenny parameter a f(«) je lubovoln4 diferencovatelna funkcia, spiﬁa

rovnicu
0:\*, (0=’
ox oy )
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119. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréena systémom rovnic

kde a = «(x,y) je premenny parameter a f(«) je lubovolna diferencovatelna funkcia,
vyhovuje rovnici

0z 0z

—.— =uxy.

Ox Oy Y

120. Ukazte, ze funkcia z = z(x,y), uréenda systémom rovnic

z=ax +yp(a) +P(a).
0 =2 +yp'(a) +¢'(a),

kde o = a(x,y) je premenny parameter a ¢(a ), ¥(a) st lubovolné dvakrat diferencovatelné

funkcie, vyhovuje rovnici
&z 0%z 9z \’ _0
Ox? Qy? ozdy )
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4. Pravidlo retazenia.

Casto sa stretdvame so skupinami premennych, ktoré zlozitym sposobom zavisia od
inych skupin premennych. Pravidlo refazenia pre funkcie viacerych premennych je uni-
verzalna metoda, ktord nam umoznuje prechadzat od jednej skupiny premennych k druhe;.
Zakladom tejto metody je derivovanie zlozenych a implicitne danych funkeii. Pritom pred-
pokladame, Ze funkcie, ktoré vyjadruji vztahy medzi dvomi skupinami premennych, vy-
hovujii podmienkam dostatoénej hladkosti (t.j. maji spojité parcidlne resp. obydajné
derivacie vSetkych potrebnych radov) a vietky transformécie sa robia v takych oblastiach
zmeny tychto premennych, zZe existuju inverzné funkcie k danym.

4.1. Transformacia vyrazov, ktoré obsahuji obyc¢ajné derivacie

V diferencialnom vyraze

2
Az@(x,y,dydy )

%7 w7 e
treba prejst k novym premennym ¢, u(t), (kde ¢ je nezévisla premenna a u je funkcia t),
pricom

r= f(t,u),y = g(t,u). (1)

Derivovanim rovnic (1) podia t, bertic do uvahy, Ze y je funkcia x a x je funkcia t,
dostaneme:

00 , 09 v
dy ot Ou dt
W of | of du
ot Ou dt
2
Analogicky postupne sa vyjadruju derivacie vyssich radov d—yé, ... . Vysledok je
x

du d*u
A—@(t,u,a,w,...>.

4.2. Transformacie vyrazov, ktoré obsahuju parcialne derivacie

Ak v diferencidlnom vyraze

BoF a_z a_z 9%z 0%z 0%z
N AR Ox’ Oy’ 022’ Oy?’ Oxzdy’
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poloZzime

v = f(u,v), y=g(u,v), (2)
0z 0z
o0 oy

kde u a v s nové nezaviské premenné, potom postupne parcialne derivacie

hladame z nasledujtcich rovnic

0: _0: 05 0: %y
Ou  Oxr Ou Oy Ou’
0z 0z 8_f 0z 0Og

o0 0x 00 "oy v

ktoré dostaneme derivovanim funkcie z = z(x,y) = z (f(u,v), g(u,v)) ako zloZenej funkcie
novych premennych v a v atd.

4.3. Transformacia nezaviskych premennych a funkcie vo vyraze, ktory

obsahuje parcialne derivacie
V obecnejsom pripade, ak st dané rovnice
r = f(u7v7w)7 y :g(u7v7w)7 £ = h(u7v7w)7 (3)

kde u, v st nové nezaviské premenné a w = w(u, v) je nova funkcia, pre parcialne derivacie

0z 0z

... dostaneme nasledujiice rovnice

a_xva_yv
0: (0F OF w0 (90 0y ow\_oh ok ov
Or \Ou Ow Ou Oy \Ou Ow Ou/) Ou Ow Ou’
0: (0f | 0F Ow\  0: (g 0y ow\ _0h 0h ow
dr \ Ov  Ow v Oy \ov  Ow dv /) Ov Ow v
atd.

Tieto rovnice ziskame derivovanim tretej rovnice v (3) podia u (resp. podia v), pricom
berieme do tvahy, Ze funkcia z(x,y) je zloZena funkecia novych premennych u a v, t.j. jedna
jej vnutorna zlozka je v = f(u,v,w), druhd je y = g(u,v,w), a ze funkcie f, ¢ a h st tiez
zloZzené funkcie u a v, lebo w je funkcia premennych u a v.

V niektorych pripadoch je uzitoéné pouzivat totalny diferencial.

Pomocou zavedenia novych premennych transformujte nasledujtice obycajné diferencialne
rovnice:

121. 2%y" + 2y’ +y =0, ak z = e’

122. ¢ = i—g, akt=1In| x|

123. (1 —2?)y" — 2y’ + n?y =0, ak « = cost.
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2
t
m yzO,aklentg§.

124. 4" 4+ y'tgh = +
cosh” z
) ef _I_ e_f . . , , ef _ e_f .
Poznamka. Tu coshx = — e hyperbolicky kosinus a tgh = = pranp— je hyper-
et + e "
bolicky tangens.

125. y" + p(z)y’ + g(a)y =0, ak y = ue 2 fmo P(T)dr

126. 2ty + 2yy’ —2y* =0, ak @ = e’ a y = ue?’, kde u = u(t).
127. " + (2 +y)(1+y' )P =0,ak e =u+t,y =u—t, kde u = u(t).

A
128. Transformujte Stokesovu rovnicu y'' = i , kladic u = L,
(r —a)?(x—b)? r—1b
P E
=1In :
x—>b

3 2
129. Dokézte, ze Schwartzova derivacia S[x(t)] = ~3 ] nemeni svoju hod-

notu pri linearnej lomenej transformacii y = (( ) (ad — be # 0).

t)+d

Transformujte pomocou polarnych stradnic r a @, pricom = = r cos, y = rsin , nasle-
dujtce rovnice (uvazujte, ze r je funkcia p):

dy x4y
dx oz —vy

131. (ay' —y)? = 22y(1 + y'?).
132. (2 +y*)’y" = (z +yy')’.

130.

!

; T+ Yy oo , , .
133. Vyraz . vyjadrite v polarnych sturadniciach.

Zavedenim novych nezavislych premennych £ a n rozrieste nasledujice rovnice:

134. g;—g,akﬁ—x—l—y,n—x—y

135. g—;—xgy—()ak.f—xan—x +y2
136.a§—;+bg—2 1(a#£0),aké=aan=y— bz
137. §;+ gz—z,akgzxan:%

d> d*z
138. Transformujte vyraz w = xﬁzy oy zavedenim novych funkcii r = /2?2 + y2,

Y
© = arctg —.
x
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Bertc u a v za nové nezavislé premenné, transformujte nasledujiice rovnice:

0 0
139. :zj—Z—I— 1—|—y28—Z::1;y, ak v =Inz, v=1In(y + /14 y?).
)

Ox
0z 0z Y
140. (:zj—l—y)a——(:zj—y)a =0, ak u =In /2?2 + y? a v = arctg =.
Yy x
0z 0z « ) Y
141. x@—l—ya—y—§,aku—2x—z , V=
0z 0z &z 0z 0=
142. anz—I—axay—ayz—I—a—x—l—a—y:0,aku:x—|—2y—|—2, v=x—y—1.
82 0?z 5 0
143. a o3 —I—Qb:cha 3y + cy? 3y i =0 (a,b,c st konstanty), ak v = Inz, v =1Iny.
Pz 0z x Yy
144. 2217 " — 0 aku= — v =— .
8$2+8y2 ax :1:2—|-y27v x? 4 y?
2 2
145.22 gi—l—az—O ak © = e" cosv, y = e"sinw.
x
0%z 0%z 0%z 1 1
2072 9 2 29 % _ _ — 4=
146.:}58362 (x —I—y)axay—l—y 3y 0,aku=a+4y, v x—l—y.
0%z 9 . 0%z &z 0z 0z 1 9 )
147. :cha?—(x +y )axay —I—:Jz;ya—y2—|—ya +x a—y:O, ak u = 5(2° +y*) a v =xy.
0%z 0%z 0%z Y
2—— 1 in? —_— = = — =
148. =z 902 2z smyaxay + sin yay2 0, ak u = arctg > av =z
149. Transformujte rovnice:
_ 0*u Q*u

b) A(Au) = 0, kladic u = f(r), kde r = /22 4+ y2.

2 2 2 2
150. V rovnici 2 <§7§ + g—yj) = <§_j;> + (g—;) zavedte novi funkciu w, kladic

w:ZZ.

2 2

1

151. Transformujte vyraz w = 9z + 0= , kladtic z = uv, y = =(u? —v?).
ox Jy 2

_Z_|_( + )a_Z
ox Y Zay

152. Transformujte rovnicu (y — z) = 0, kladtc x za funkciu a u =y — z,

v=9yY+z.

, 0:\° (02 . .
153. Transformujte vyraz A = <8—2> + (8_Z> , povazujuc x za funkciuau = xz, v = yz
Z [

za nezaviské premenné.
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0 0 0
154. V rovnici —u—l——u—l——u:0poloéte§:x, n=y—x, (=z—z.
Jdx Oy 0z
Prejdite k novym premennym u, v, w, kde w = w(u,v), v nasledujtcich rovniciach:
0 0 1 1
155. u—Z—x—Z—(y—Z)Z, aku=z2 4y v="+" w=Inz—(z +y).
Ox y r oy
0 0 1 1 1 1
156. :1;2—Z—I—y2—2222,aku::1;, v=——— w=—— —.
Ox y y z
157 92\’ N 0z 82 0z , w w
= — 22 Zak = ue?, y=ve?, z = we®.
ox yay iy oy’ Y ’

0 0 0
158. V rovnici :Jc—u—l—y—u—l—z—u—u—l—ﬁ polozte fzz, n:g, ( =z, w:E7 kde
Yy z z z z z

ox
w = w(&,n, ().

159. y— 4+ 2— = —, aku =

Q
[+

R
Q

R
V]

| 8

, V=2, w=2az—Y.

160. axz—l—anay—l—ayZ:O,aku:w—Fya V=2 -y, W=7y — Z.
0%z 0%z 0z r+y T—y

161, 224 92 L 9% k= _ _ v
8x2+8x8y+8:1; soaxd 5 " 5 T

0?z 0%z 82 0z ) )
162. (1 — :1;2)8? +(1-— yz)a—y2 T + ya ,ak * = sinu, y =sinv, z = e®.

2 2 2 2 2 2
163. V rovnici z° a— + y a + z a Y (xa—u> + (y@_u) + (Zg—u> polozte
z

Oz? Oy? 922 Oz Jy

x:e€7 y:en7 ZZeC? u==e 7kdew:w(§7n7C)'
Transformujte do polarnych stradnic r a ¢, kde * = rcosy, y = rsiny, nasledujice
vyrazy:
164. w = :L'a—u — ya—u.

y ox
165. w = :L'a—u + ya—u.

ox Jy
166. w = 82_u + 82_u

Jz?  Oy?
2 2 2
167. w = :1;2271; —|—2:1;yaigy —I—yzgyz.
168. w = yzaz—u — 2xy O + 22 O u — (xa—u + ya—u>
Ox? 0xdy Oy? ox Jy
169. Vo vyraze [ = 8_u 8_1) — 8_u 8_1) polozte © = rcosp, y = rsinp.
Oxr 9y Oy Ox ’

101



170. Transformujte vyrazy:

ou\’ ou\’ ou\’ Pu Pu Qu
AMu=|—] +|5 ) + a Ngu= + +
Ox y 0z

9z Jz?  Oy? 072

pomocou sférickych stradnic, pokladajic + = rsinfcosp, y = rsinfsinp, z = rcosé.
. . 0*u L, 0% , , o ,
171. Rieste rovnicu 7 =% 92 zavedenim novych nezavislych premennych £ = & — at,
x
n=ux+4 at.
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5. Taylorov vzorec. Niektoré geometrické aplikacie
diferencialneho poétu

5.1. Taylorov vzorec

Veta 5.1.1. Nech je funkcia f definovana v okoli U bodu 2° = (2,25,...,2%) € R" a
patri do triedy C")(U; R). Potom pre kazdy bod x = (x1,...,x,) plati Taylorov vzorec:

Fo) = SN+ Y 5 [0 = Dbt oy e | ) R (@)

kde zvyskovy ¢len Ry(x) Taylorovho vzorca v Lagrangeovom tvare je

a]’“‘

0
- [(xl —x(l))——l—...—l—(xn —x%)axn

8:1;1
S (@ +0(xy —al),an + 0(xn —2l)),

0<8<l1.

5.2. Taylorov rad

Ak je funkcia f(x) nekoneéne diferencovatelna v bode 2° € R", tak mocninny rad

f(xo)-l-ZH [(xl—x?)@+“‘+(x"_$%)ax f)
k=1 '

sa nazyva Taylorov rad funkcie f(x) v bode z°.

Veta 5.2.1. Nech funkcia f(x) je definovana v oblasti G C R"™ a nech je nekonecne

diferencovatelnd v bode 2° € G. Potom v nejakom okoli bodu 2° = (29,...,2%) funkciu f

mozno rozvinut do Taylorovho radu

Fo) = @)+ Y g o =gt el e @

prave vtedy, ked zvysok Ry(x) v Taylorovom vzorci (1) konverguje k 0 pre k — oo.

Speciélne pripady vzorcov (1), (2) pre 2y =0, ..., 22 = 0 maji ndzov Maclaurinov
vzorec a Maclaurinov rad.
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5.3. Klasifikacia singularnych bodov rovinnych kriviek
Singularne body (x,y) krivky F(x,y) = 0 st tie, v ktorych plati

F(z,y) =0, Fy(z,y) =0, F;(x,y):(). (3)

Nech bod (¢, y0) vyhovuje podmienkam (3) a nech funkcia F(x,y) je dvakrat diferenco-

vatelna. Zavedieme oznacenie: A = F (%o,y0), B = F,/,(z0,y0), C = F, (x0,y0). Pre
klasifikaciu singularnych bodov uvazujeme rovnicu

Fl' +2F) f'(z0) + ), " (29) = 0, (4)

ktortt dostaneme dvojndsobnym derivovanim rovnice F(z, f(z)) = 0 a vyuzitim (3), kde
f(x) je spojitéa funkeia.

1.

2.

Ak AC — B? > 0, bod (zg,yo) je izolovany singuldrny bod. V tomto pripade m4
rovnica (4) komplexné korene.

Ak AC — B? < 0, existujt dve krivky, ktoré sa pretinaji v bode (g, yo). Je to uzlovy
singularny bod.

Ak AC — B? = 0, obidve krivky majt v bode (zq,yo) spoloént dotyénicu. Mozu
nastat tieto pripady:

bod vratu 1. druhu, ked obidve vetvy krivky sa nachadzaji na tej istej strane spolo¢-
nej normaly a na roznych stranach spolo¢nej dotyénice;

bod vratu 2. druhu, ked obidve vetvy krivky sa nachadzaji na tej istej strane spolo¢-
nej normaly a na tej istej strane spolo¢nej dotyénice;

bod samodotyku, ked obidve vetvy krivky sa nachadzaji na roznych stranach spolo¢-
nej dotyénice a na roznych stranach spolo¢nej normaly;

izolovany singularny bod.

V pripade A = B = C = 0 m6zu byt singularne body zlozitejsieho typu.

5.4. Dotykova rovina a normala

Nech je plocha uréend rovnicou F(z,y,2z) = 0, (x,y,z) € D C R?, kde F je spojitd

funkeia spolu so svojimi parcialnymi derivaciami F,, Fy, F, v bode My = (z0,%0,20) € D,
pricom

[FL (20,90, 20)) + [F(20,y0,20)]” + [FL(0, 90, 20)]° > 0.

Potom v bode (x¢, Yo, z0) rovnica dotykovej roviny je

(x = 20)Fy(Mo) + (y — yo ) Fy(Mo) + (2 — 29) FL(Mg) = 0

ax=wxo+ F(My)t, y=1yo+F,(Mo)t, 2= 20+ F.(My)t, t € R st parametrické rovnice
normaly v bode Mj alebo

L—Tp  Y—Yo = £ — X0

Fy(Mo) — Fy(Mo) — Fl(My)
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je jej rovnica v kanonickom tvare.
Speciélne, ak plocha je grafom funkcie z = f(x,y), kde f je diferencovatelné funkcia
v bode (w9,y0) a 20 = f(70,y0), tak

(2 —x0) fy(2o,y0) + (y — yo)fg:,(ilfoayo) =zZ— %0

je rovnica dotykovej roviny k tejto ploche v bode (xq,y0,20) a & = xo + fi(0,yo)t,

Yy = yo + f?;(xo,yo)t, z =z9— 1, t € R, je rovnica normaly dand v parametrickom tvare
alebo
L—To _ Y~ Y 2~ %

falc(xovyo) B fg;(x()?yO) -1

je jej rovnica v kanonickom tvare.

Ak plocha je dana rovnicami « = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), kde funkcie x,y, z
s spojité diferencovatelné v niektorej oblasti D C R%, v bode (ug,vy) € D funkcie z,y, z
nadobtdaji zodpovedajice hodnoty ¢, yo, 20, potom

(x —20)A+(y—yo)B+(z2—2)C =0

je rovnica dotykovej roviny a ¢ = xg + At, y = yo + Bt, z = zp + Ct, t € R, je rovnica
normaly dana v parametrickom tvare alebo

T—Top Y—Yo 2 — %0

A B  C

je jej rovnica v kanonickom tvare, kde

_|Ou 0@ _|ou 0@ _|Ou Q0
A-\% B|o-|% B|oe-|E )
ov  Jv dv  Ov ov  Jv

pricom sa parcialne derivacie pocitaji v bode dotyku.

172. Napiste Taylorov vzorec pre funkciu f(z,y) = 22% — 2y — y* — 62 — 3y + 5 v okoli
bodu M = (1, -2).

173. Napiste Taylorov vzorec pre funkciu f(z,y,z) = 2® + y® + 2 — 32yz v okoli bodu
M=(1,1,1).

174. Najdite prirastok funkcie f(z,y) = 2%y + ay®> — 22y v bode (a1,y1) = (1,-1)
vzhladom na bod (x3,y2) = (1 + h,—1 + k).

175. Vypiste ¢leny az do 2. radu véitane v Taylorovom vzorei pre funkeiu f(x,y) = «¥

v okoli bodu M(1,1).

176. Napiste Maclaurinov vzorec az do ¢lenov 4. radu véitane pre funkeiu

f(xvy): vl_xZ_yZ‘
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Ccos T 1+2x+4+y

177. Odvodte priblizné vzorce pre vyrazy: a) ——; b) arctg pouzitim prvych
cos y

1l—x+4+y
dvoch ¢lenov Maclaurinovho vzorca.
Rozvinte do Maclaurinovho radu nasledujtce funkcie:
178. f(z,y) =(1+2)™(1+y)". 179. f(z,y) =In(l+ 2z + y).
180. f(x,y) = e*siny. 181. f(x,y) = e® cosy.

182. f(z,y) = sin(2? + y?).

183. Funkciu e* 1Y rozviiite do mocninového radu, ktorého ¢leny st kladné celé mocniny
binémov x —1 a y — 1.

Prestudujte typy singularnych bodov nasledujtacich kriviek:

184. y? = ax? — 3.

185. a) 2® +y* — 32y = 0; b) 22 + y* = 2* + y*; ¢) (2% + y*)? = &® (2% — y?), a #0.
186. VysSetrite singularne body kriviek: a) y* — 1 + e~ = 0; b) (y —a3)* —a® = 0.

Napiste rovnice dotykovych rovin a normal k nasledujticim plocham v danom bode

MO = (x07y0720):

187. z = zy, My =(5,1,5).

188. 22y® — xy® = 2 + %, My = (2, %, —%).

189. a2y +az +yz =2 +¢y° + 23, My =(1,1,1).

190. 2°® + ¢ + 2* = —ayz, My =(1,-1,-1).

191. 2 =u+v, y=u?+0v% z=u>+0° My = (z(ug,vo),y(uo,vo),2(to,v0)),

Uy = 1, Vo = 2.

192. ¥ = ucosv, y = usinv, z = v, My = (2(uo,vo), y(uo,v0), 2(uo,v0)), uo = 1, vo = T.
193. & = e + usinv, y = €* —ucosv, z = uv, My = (x(ug,vo),y(wuo,vo), z(ug,v0)),
ug =1, vg = 7.

194. K ploche 22 + y? + 22? = 1 néajdite dotykovii rovinu, ktora je rovnobeZné s rovinou

r—y+22z=0.

195. N§jdite geometrické miesto bodov na valei (z + 2) + (y — 2)? = 18, v ktorych je
normala rovnobezna so suradnicovou rovinou xQy.
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6. Extrémy funkcie » premennych
6.1. Lokalne extrémy

Definicia 6.1.1. Nech funkcia y = f(x1,22,...,2y) je definovana v nejakom okoli bodu
al®) = (a§0)7 ago), e ,a%o)). Budeme hovorit, e funkcia f m4 v bode a'®) lokdlne maximum
(minimum), ak existuje také okolie O(a'®)) bodu a'®), v ktorom pre kazdé x plati f(z) <
F(a®) (F(x) > f(a™)). Ak funkcia f ma v bode a®) lokilne maximum, alebo lokélne
minimum, hovorime, e mé v bode a'®) lokdlny extrém. Ak v definicii 6.1.1. platia ostré
nerovnosti t.j. pre kazdé x # a9 je f(x) < f(a'®) resp. f(z) > f(a'?), hovorime o
ostrych lokalnych extrémoch.

Veta 6.1.1. (Nutna podmienka existencie lokédlneho extrému). Ak funkcia
f(x1,,...,2,) ma v bode a® = (ago),ago), .,a%o)) lokélny extrém a je v tomto bode

diferencovate]/né, potom df(a(o)) = %(a(o))dl‘l + %(a(o))dxz + ...+ %(a(o))d:ﬁn =0.

Definicia 6.1.2. Body, v ktorych sa prvy diferencial rovna nule nazyvame stacionarnymi
bodmi tejto funkcie.

Poznamka 6.1.1. Stacionarne body funkcie f(xq1,22,...,2,) ndjdeme tak, ze riesime
systém rovnic s n neznamymi Ty, Xo,..., Ty

0
—f(xl,xg,...,xn):(), 1=1,2,...,n.

Ox;

Poznamky o kvadratickych formach

7

Funkcia tvaru Q(z) = g a;jr;xj, kde a;; sa cisla, pricom a;; = aj; sa nazyva
i,7=1
kvadratickd forma premennych 1, 22,...,2,. Cisla a;; st koeficienty kvadratickej formy.

Symetricka matica zostavena z tychto koeficientov

aiy a9 e a1n
A=
ap1 [277%) e Upn
sa nazyva matica kvadratickej formy.
aiy a9 e a1n
Determinanty 6; = ,1=1,1,...,n
ap1 [277%) e Upn
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st hlavné minory matice A.
Kvadraticka forma Q(x) sa nazyva kladne definitna (zdporne definitnd), ak pre lubo-

volné x #0je Q(x) >0 (Q(x) <0). Je zrejmé, ze Q(0,0,...,0) =0.
Kvadraticka forma Q(z) sa nazyva semidefinitna, ak Q(x) > 0 (Q(x) <0).
Kvadraticka forma je indefinitna, ak existuja =) = (:1;51), l’gl), . ,:1;511)),

+(?) = (:1;52),:1;22), . ,:1;512)) také, ze Q(zM)) > 0,Q(z?) < 0.

Sylvestrova veta.
1. Kvadraticka forma Q(x) je kladne definitné prave vtedy, ak 6; > 0 pret=1,2,...,n.
2. Kvadraticka forma Q(x) je zaporne definitna prave vtedy, ak 61 <0, 63 > 0,

03 <0, ..., (=1)"6, > 0.

Druhy diferencial funkcie f(x1,22,...,2,) v bode a'®) mozno zapisaf v tvare

2 (0)y _ (0) A
d“f(a"”) = 1521 Bei0r, (a"”)dx;dz;.

Tento vyraz je kvadratickd forma premennych dxy, dxs, ..., dr, a parcialne derivacie
f

dz;dx;

(al®)) st koeficienty tejto kvadratickej formy.

Veta 6.1.2. (Postacujica podmienka existencie lokdlneho extrému.) Nech bod
al®) = (ago),ago), . ,a%o)) € M je stacionarny bod funkcie f(xq,x2,...,xy,) a funkcie f je
v bode a'®) dvakrét diferencovatelns. Potom plati:

Ak d?f(z,a) je kladne definitné (zdporne definitna) kvadraticka forma pre kazdé
x € M, potom mé funkcia f v bode a'®) ostré lokélne minimum (ostré lokalne maximum).

Ak d* f(x, a(o)) je indefinitnd kvadratickd forma, potom funkcia f nemé v bode a'®)
extrém.

Nech bod (xg,y0) je stacionarny bod funkcie z = f(x,y) nech f je diferencovatelna v

nejakom okoli bodu (¢, yo) a dvakrat diferencovatelna v bode (20,y0). Oznaéme
2

3 a? a?
ar; = %(woayo)a a1 = Wgy(xo,yo), 29 = a—g,{(il/‘o,yo)-
Z vety 6.1.2. a zo Sylvestrovej vety pre kvadratické formy vyplyva nasledujice tvrde-
nie.

Veta 6.1.3.
1. Ak D = ajjazs — a3y > 0, potom v bode (zg,yo) mé funkcia z = f(x,y) lokdlny
extrém a to: a) lokdlne minimum, ak a;; > 0; b) lokédlne maximum, ak a;; < 0.
2. Ak D < 0, potom v bode (¢, yo) nema funkcia z = f(x,y) lokdlny extrém.

196. Napiste maticu kvadratickej formy
Q(r1,22,23) = 227 — dxyxg + 61123 — 25 — 22103 + 323
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a vypocitajte jej hlavné minory.

197. Zistite, ¢éi kvadraticka forma
Q(x1,x9,73) = 2 — 2xyxy + 222 + droxs — Sai

je kladne definitnéa, alebo zaporne definitna.

V nasledujucich prikladoch najdite lokalne extrémy danych funkeii:

198. z = 22 — 22y + 493, 199. z = 2% + 3% — 3ay.
200. z = 2t +y* — 2? — 20y — 9%, 201. z = 22 + yt — 2% — 2.
50 20
202. z = 2%y*(6 — 2 — y). 203.22:1:y—|—?—|—?,:1:>0,y>0.
22 P
204. z = 2y l—a—z—b—z,a>0,b>0. 205. z =1 —/a? + y2.
206. z: = v+ y + 4sinxsiny. 207. 2z = (:1;2 + yz)e_(x2+y2).
208. z = xy 1n(:1;2 + yz). 209. 2%y + 2zy + y? + 22 + 2y + 1.

210. z = zy*(4 — = — y).
211. u:6:1;2—|—2:1;y—|—y2—|—222—2yz—|—2:1;2—|—2:1;—2y—|—42—|—4.

212. u:x2+y2+z3—|—xy—:1;+y—3z+4.

213. u = 2% +y? + 2% + 22 + 4y — 62. 214. v =222 — oy 4+ 20z —y + y* + 22
y? 222
215. u = 2% +y? + 22 + 122y + 22. 216, u =0+ 2+ 1+ 2,
4x Y z
2, 2, .2 72 y2
217. u:(:zj—l—y—l—Qz)e_(x EARE 218. u=2"+ 2 4y 4+ 22,
Yy z

219. u=ayz(l —x —y — 2).
N4jdite lokalne extrémy funkcie y = f(x) danej implicitne:
220. y? —ay —sinz =0, 0 < x < 27. 221. 2% + 2y +y? = 27.

222.(y — :1;)3 +x+6=0.
N4jdite lokalne extrémy funkcie z = f(x,y) danej implicitne:

223. 222 + 2y + 22+ 8yz —2+8=0. 224, 2t oyt 4 2t = 2(:1;2 +y? + 22).
225. 22 4 zyz —ay? — 2% = 0.
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6.2. Viazané lokalne extrémy

Nech f je funkcia definovana na mnozine M rovnicou

z= f(x1,22,...,2Tn). (1)

Oznaéme N mnoZinu vsetkych bodov = (x1,23,...,2,), ktorych stradnice spiﬁajﬁ
rovnice

gi(x1, 29, . x,) =0, 1 =1,2,...,m, (2)
kde ¢1,92,...,¢m st funkcie n premennych.

Definicia 6.2.1. Lokalne extrémy funkcie f na mnozine N sa nazyvaju viazané lokalne
extrémy funkcie f. Rovnice (2), ktoré urcuji mnozinu N nazyvame vizbami.

Predpokladajme, Ze funkcia f a funkcie g1, g2, ..., ¢, maja spojité parcialne derivacie
druhého radu v uvazovanych bodoch. Moze sa stat, ze z rovnic (2), ktoré uréuji mnozinu N
sa daj niektoré premenné vyjadrit v zavislosti od ostatnych. Nech napriklad k premennych
(nezalezi na poradi) sa da vyjadrit z rovnic (2) pomocou ostatnych

1 = 991(51?k+1,51?k+2, - ,Slfn)
vy = P2 Tht1, Tht2, -5 Tn) (3)
T = S«Qk(wk—|—17$k—|—2, ,l’n)
Ak do vzfahu (1) dosadime za x1, 23, ..., 2 vztahy (3) dostaneme rovnicu
z = f[g@l ($k+1,$k+2,. .. ,l’n) , P2 ($k+1,$k+2,. .. ,l’n),. ..
-5 Pk ($k+1,$k+2,...,$n),$k+1,l’k+2,...,l’n]
= F($k+1,$k+2, e ,l’n),

ktora je vyjadrenim parcidlnej funkcie z funkeie f na mnozinu N. Tato funkcia F' je funkcia
n — k premennych. Jej lokdlne extrémy su zaroven viazané lokalne extrémy funkcie f pri
vazbach (2). Lokalne extrémy nédjdeme metédou uvedenou v odseku 6.1.

Ak 7z rovnic (2) sa nedaji jednoznaéne vyjadrit niektoré premenné pomocou ostatnych,
pouzijeme Lagrangeovu metodu na hiadanie viazanych lokélnych extrémov funkecie (1) pri
vazbach (2). Lagrangeova metoéda spoéiva v tom, Ze najdeme lokalne extrémy funkcie

D(xy,29,...,0n) =f(x1,22,...,2n) + A1g1(x1,22,.. ., x0)+
Aoga(T1, @2, oy n) + oo+ Amgm(T1, 22, 20),
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kde Ai, Ao, ..., A st éisla uréené tak, aby rieSenim systému rovnic

(4)

bola takéd n - tica &sel (z1,2,...,2,), ktord je aj rieSenim systému (2). Bod a(®) =
(ago),ago), . ,a%o)) je potom stacionarnym bodom funkcie @ (pri vhodnych éislach A;).
Na urcenie ¢isel A\i, Aa, ..., A\, a suradnic xy,x2,...,2, stacionarneho bodu mame teda

systém n + m rovnic, ktory sa sklada z rovnic systému (4) a systému (2).

Veta 6.2.1. Ak Lagrangeova funkcia ® ma lokalny extrém (maximum, minimum) v bode
al® a a® € N, potom funkcia f mé v a'®) viazany lokélny extrém (maximum,minimum)
pri vazbach (2).

Néjdite viazané lokalne extrémy funkeii:

226. z(x,y) = 2% + y?, z—|—g =1.
a b
1 1 1
227. z(x,y) == + vy, :1;_2+y_2: R

228. z(x,y) = 2y, 2* +y* = 1.

™ ™

229. z(z,y) =r+vy, tgx —3tgy =0, |z| < 5 ly| < 5

230. u(z,y,z) = —2y+z2, 2> +y* -2 =1
231. u(z,y,2) =2 +y* =22 +5, v +y—2=0.
232. u(x,y,2) =a -2y +2z, 22 +y* +22 =1
233. u(z,y,2)

234. u

( )

235. u(x,y,z) = ayz, 2* +y* + 2% = 3.

236. u(z,y,2)

237. u(x,y,z) =ayz, t+y+z=05, vy +yz+ zx =8.

238. Ako treba zvolit polomer podstavy r a vysku h kruhového valca, ktorého objem je
V = 54x, aby mal najmensi povrch?

239. Najdite rozmery pravouhlého rovnobeznostena najvacésicho objemu, ktory je vpisany
do elipsoidu



240. N4jdite najmensiu vzdialenost bodu (xg, yo, 29) od roviny 7 : ax + by + ¢z + d = 0.
n
241. Najdite extrém kvadratickej formy u = Z a;;x;x; (kde a;; = aj; st realne ¢isla)

,j=1
n

pri vazbe Zx? =1.
=1
242. DokéZte nerovnost:

5 5 ) ,akn>1, >0, y>0.

243. Najdite viazané extrémy funkcie z = 27" + =" + ... + x)', ak rovnica vazby je
r1+ae+...+x, =n.a, a>0, m>1.

244. Dokézte Holderovu nerovnost

n n 1/p n 1/¢q
1 1

E aixi§<§ af) (E xf) ,a; 20, 2,20,i=1,2,....n, p>1, =+ —-=1.
p

=1 =1 =1 q

6.3. Globalne extrémy

Z vlastnosti spojitej funkcie f(x1, v, ..., 2, ) na uzavretej ohranic¢enej oblasti M C R"
vyplyva, Ze funkcia ma maximum a minimum na tejto oblasti. Pri hiadani extrémov funkcie
f na tejto oblasti postupujeme takto:

1. najdeme lokalne extrémy funkcie f vo vnutri oblasti M

2. najdeme viazané lokalne extrémy na hranici oblasti M

3. najvacsia hodnota extrémov vypocitanych v bodoch 1. a 2. je maximum f na M,
najmensia hodnota extrémov vypocéitanych v bodoch 1. a 2. je minimum f na M.

Extrémy funkcie na uzavretej ohrani¢enej oblasti nazyvame globalne (absolitne) extré-
my funkcie f na oblasti M.

Najdite globédlne extrémy funkeii na uzavretej ohranicenej oblasti M:

245. z(x,y) = 2% + y? — 122 + 16y, M = {(x,y) € R? : 2® + y* < 25}.

246. z(x, y)—:L' +2y? +4ay — 6z —1, M ={(z,y) e R*:2>0, y >0, y < —a+ 3}.
247. 2(x,y) = 2* —wy +y, M ={(x,y) € R*: [« + |y| < 1}.
248. 2(z,y) = 2* —y*, M ={(z,y) € R*: 2® +y? <4}
249. z(z,y) = TV (30 +2%), M = {(z,y) € R : 2% +y* <4}
2 2
vy 2ty ay 2. T Y

250. =2 _J_ 7 M= R2:-4+2<1, 23>0, y>0).

Ax,y) = 5 G = {(z,y) € gty sLe20y20)

252. u(x,y,z)=a+y+z, M={(2,y,2) € R?:2” +y* <z <1},

(
251. u(x,y,z) = 2% + 2y* + 322, M = {(z,y,2) € R* : 2® + y* + z? < 100}.
(
253. u(z,y,z) = vy +yz + 2z, M{(z,y,2) € R® : 2% + y* + 2% < a*}.
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Vysledky, navody a poznamky

a) v2,v/5; b) Nie je definovana, T

a) M = {(x,y) € R? : 2® + y* #£r*};

b) M ={(x,y) € R*: £ + ¥ < 1};

c) M ={(z,y) € R* : y* > 4a — 8};

) M={(r,y) eR*: (2 > 0N2kr <y <(2k+1)m, ke Z)V(z <OAN2k+ 1) <y <

2k +2)m, ke Z)};

&) M= {(r,y) € B (| x| 1Ay |< 1)V (|2 > 1A |y [ D);

)M ={(z,y) e R? 12 >0N2krn <y < (2k+1)m, k€ Z};

g M={(z,y) eR?: (2 >0N1—-2<y<14+2)V(@e<0Ay<O0Ay>2)}

h)y M={(z,y) ER*: (2 >0Ay>0Ay<a)V(z<0Ay<O0Ay>a)};

DM={(z,y) eR?: (1 <2’ 4+ <HA[(z>0N—a<y<z)V(zr<0Az <y <—2)]};

DM ={(z,y,2) € B :|y | + |2 [# 0}

)M:{(:z;y, HNER (2 >0Ay>0A2>0)V(e>0Ay<0Az<0)V(z<0Ay<
z2>0)V(e<0Ay>0A2<0)};

)M:{(:L'y, z) € R® 1 a? +y* 4 22 <4}

a) Paraboly o rovniciach y = k, z = 2*> —k* 2=k, z =k* —y* kde k € R.
b) Paraboly x = k, z = k.y?; priamky y = k, z = k.z, kde k € R.

IZ‘ a) Pre 0 < k < 1 je vrstevnicou kruZnica o rovnici 2% + y* = 1 — k?, z = k; pre
k =1 je vrstevnicou bod [0,0,1]; pre & > 1 graf funkcie a rovina z = k nemaja spolocne
body.

b) Pre k > 0 je vrstevnica elipsa o rovnici 322 + 2y* = k, z = k; pre k = 0 je vrstevnicou
bod [0,0,0]; pre & < 0 graf funkcie a rovina z = k nemaja spolocne body
Pre k # 0 je vstevnicou hyperbola o rovnici a2y = k, z = k; pre k = 0 je vrstevnicou os

\_/

T ao0sy.

5 a)Rovina, b) rovina, ¢) elipticky paraboloid, d) hyperbolicky paraboloid, e) ro-
taény paraboloid, f) éast gulovej plochy 2% + y? + 2% =1, 2 > 0, g) &ast kuZelovej plochy
z=2a? +y%, z >0, h) parabolicki valcové plocha.

Ve>036>0, Ve e M:0<||x—al||lrn<é, || f(x)=0b|lrm<e.

lim f(x) =00 <= VK >036 >0, Ve € Os(a) N M, x #a:|f(z)|rm > K.

r—a

S.

W=

0
L] a

o

i8] [l [ L
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00, pouzite vzorec lin% L
n— n
4

0, najprv urobte odhad uvedenej funkcie zhora i zdola pomocou vhodnych funkeit,

ktorych limity viete vypoéitat (0 < xﬁiz2 <14+ %, Y(x,y) # (0,0)).

0, urobte odhad 0 < (2 + yz)e_(“'y) < :—j + Z_j prexz >0, y > 0.

I2
0, urobte odhad 0 < <%> < (%)952
r2y? (g2 4232
[17] 1, 22y? < a2 +y?)?, 1> (22 +y?) v (2 _I_y2>4( +37) pre 0 < 2% +y? <

1 2 252
. 2 2\ 1(z"+y%)
L Jim (= +47)
y—0

— lim # =1, kde t = 22 + y2.
t—0t

IE‘ 0, najprv upravte funkciu takto: izizz ==z <1 — %) +y <1 — ﬁ) a potom

pouzite vetu o limite stiéinu dvoch funkeii, z ktorych jedna konverguje k nule a druha
funkcia je ohranicena.

2y
a) e?, upravte funkeciu na tvar {(1 —I—:I;y)fl_y} A polozte t = zy, t — 0 pre

a polozte t = x? + y2.

2 252
x — 0, y — 2. b) 0, vyuZite nerovnost z* + y* > %

@‘ a) Neexistuje, vyuzite vetu 1.4.1. a zvolte postupnost {(z,l.xk)}re,, kde z) —
0, xg 7é 0, l€R.
b) 0, vyuzite nerovnost | sinzy |<| zy [< (2% + y?).

Pouzite definiciu 1.4.1. a polozte 6 = £, potom urobte odhad funkcie
| (:zj—l-y)sin%sin% | zhora, Ve > 0 36 = § ak 2 : o(2,0) < /22 +y?, tak [z |< o, |y |< o
a | fey) — 0 |=| (o +y)sin Leind |< o | 4 | y|< 20 =<

23 | a)1,-1.b)1,1. ¢) =3, 1. d)0,1.

b=

Zvolte si dve postupnosti {(%, %)}1?;1 a {(%, —%)}zo:l a vyuzite vetu 1.4.1.

25 Obidve dvojnasobné limity sa rovnaja 0, k dokazu toho, Ze limita neexistuje
vyuzite vetu 1.4.1. a zvolte postupnost {(z,2x)}52,, Tx — 0.

Lgin 1 a uvazte
T y

IE Neexistuji, upravte funkciu na tvar f(a,y) = @ sin % sin % + y sin
existenciu limity obidvoch séitancov pri pevnom y # 0, y # kl—ﬂ, k€ Zax — 0. Analogicky
uvazujte existenciu limity obidvoch séitancov pre y — 0 pri pevnom = # 0, = # ﬁ, ke Z.
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31 | {(z,y) € R?*: 2y =0}.
32 {(z,y,2) € R® : 2% + y? — 2% = 0}.
33 | (1,2,-1).

vazujte prirastok funkcie v bode (0,0) prislichajici prirastku Az premenne]
[34] Uvasjte prirastok funkcie v bode (0,0) prislichajtici prirastku A i
z, t.j. OA.f = f(Ax,0) — f(0,0) = 0, AlimOAgEf =0, t.j. f(x,y) je spojitd v bode

(0,0) vzhladom k premennej x. Analogicky mozno dokézat spojitost f(x,y) v bode (0,0)
vzhladom k obidvom premennym (pozri vysledok prikladu 20. a)).

Funkciu upravte takto:

sinz siny

f

~

y—0

(0,0) a spojita podia jednotlivych premennych zvlast. Uvazujte funkciu f(x,0). Podla
definicie f(x,0) = 1 pre vSetky x. Tato funkcia je spojitd v bode # = 1 a f(z,y) je
spojita v bode (1,0) vzhladom na premennt x. Uvazujte dalej funkciu f(1,y). Pretoze
?}iir(l) # f(1,0), tak f(1,y) nie je spojita v bode y = 0. Funkcia f(x,y) nie je spojita v bode

(1,0) vzhladom na premennt y. Funkcia f(x,y) nie je spojita v (1,0).

36 | Br 44y —22+45, x#0, y#1l, z#£2
f(x7y72)_{5, x:o,y:l,ZZQ

Uvazujte iubovoiny bod (x¢,y0), pre Iubovolné £ > 0 zvolite §; > 0 tak, aby pre
|y —yo |< 61 platilo | f(zo,y0) — f(xo,y) |< 5. Zo spojitosti funkcie f(x,y) vzhladom
k x vyplyva, ze da sa zvolit 63 > 0 tak, aby pre | # — xg |< 63 platilo | f(x,yo £ 61) —

f(zo,yo £61) |< 5. Predpokladajte, ze f(x,y) monotonne rastie vzhladom k y. Potom

pre | — 2o |< 82, | y—yo |< & dostanete f(z,yo — &) < f(z,y) < f(z,yo + &), pricom
| f(l',,yoiél)_f(l'o,yo) |§| f(l',yoﬂ:(sl)—f(l'o,yoﬂ:(sl) | + | f(l'o,yoiél)_f(l'o,yo) |< g,
odkial dostanete, Ze | f(x,y) — f(x0,y0) |< €, teda f(x,y) je spojita v bode (xq,yo).

Upravte | f(x,y) — f(x0,y0) | takto:

| (2, y) = Fwo, yo) [<| f(wo,y) = fl,yo) | + | (2, 90) — flwo,y0) |- VyuZite Lipschitzovu
podmienku vzhladom na y pre funkeciu f a spojitost f(x,y) vzhladom na = (t.j. f(x,yo)
je spojita v bode xq).

sup f = max f = 81, napriklad v bode (0, 3); inf f = 0, min f neexistuje.
Y M M M

1
sup f = mﬁxf = —, napriklad v bode (1,1); i]I\l4ff = mj\}nf = 0, napriklad v bode
M e
(0,0).

Vyuzite definiciu rovnomernej spojitosti funkcie a pre lubovolné ¢ > 0 zvolte
6 ==,
3

Funkcia f(x,y) je spojitd na mnoZine M, lin% f(z,y) = 0, polozte f(0,0) = 0,
z—
y—0
potom f(z,y) bude rovnomerne spojita na M.
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Funkcia f(x,y) nie je rovnomerne spojitd na svojom obore definicie t.j. na
M = {(z,y) € R* ;] 2 |[<| y |, y # 0}. Zvolte dve postupnosti bodov {aM}%e =
{(%v%)}k » {b(k)}k | = {(— __)}k | a zistite, Ze g(a(k) b(k)) E — 0 pre k — oo a
| f(at®) = F(BR) |= .

Funkcia f(x,y) nie je rovnomerne spojita na M; uvazujte dve postupnosti bodov:

{a<k>}z;:{(pmﬁsm)} |
{p)e = { (, /1— - cosa, s1na> } . 0<a <2,

ktoré patria do oboru definicie funkcie f(x,y). Zistite, ze g(a(k), b(k)) — 0 pre k — o0 a
| f(a®) — F(B®) |= 1 pre vetky k.

Funkcia f(x,y) je rovhomerne spojita na M.

Funkcia f(x,y) je rovhomerne spojita na M.

Funkcia f(x,y) je rovnomerne spojitd na M. Upravte rozdiel | f(x1,y1) —
fx2,y2) | takto:

|(51?1 —51?2)(51?1 -I-:L‘z)—l-(yl —yz)(y1 -I-y2)|
a? +yi V@ s
|$1|+|l‘2| |y1|+|y2|

\/» \/> \/7+\/7 =lar —x2 [+ |y —y2 |

NET RIS

a zvolte 6 = £

:.

9z _ _x : . 9z __ . .
a) 5= = ¢” [cos(zy) — ysin(xy)]; 5y = —7e sin(xy);
b) 8z __ y2—2xy—x2—|—1_ 8z __ x2—2xy—y2+1‘ ) Oz __ 2x . 90z _ y .
dx (x2—|?:y2—|—1)2 v 9y T (z24y?+1)% 0 dzr — 2x2+y? 9y — 2x2+y??
3 2 2
dy 8- ¥ .09z _ o . e) 22 — 9(¢ elzty)™. 9z _ 9(. elz+y)”.
) ox (x2+y2)%’ 9y (x2+y2)2’ ) Oz ( —I_y) ? Oy ( —I_y) ’
f) g—; = cos 2x; % = cos 2y; g) % = Say*(2? +1)%; % = 4y3(2? + 1)
2 Y Y
9z _ . 9z Ty . 5y 8z — L9z« .
h) Oz ~ cos?(zy)’ Oy te (l’y) + cos?(zy)’ 1) o 2—|—y2’ oy — x4y
N 8z yi-x® . 8r . 2i—y® | oz x 9z __ x .
D or = weger oy = W k) o =ye (Lt ay); 5, = we™(1+ay);
1)%__ 2y . 9z 2z . m)%_ 2¢ . 9z 2y .
9z — (z—y)?' dy = (z—y)?’ dr ~— x2+4+y2’ Oy ~ x24y2»
n) % = %sin%'coiﬁ = %cosec % sec 5’ g—; = —y% sec %cosec %;
Y Y
9z __ -1, 9z _ .
0) 3= =yx¥ e = z¥Inx;

2 2
0 _ ey eP=a)] ey \T L 0e 2@y (ay )T
P) o9r — 2z In 221y2 + 221 y2 22 1y2 '’ By = y(z2ty?) \z2+y2 .
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49 ou __ 2,,.,2. u _ 3.2, Ou __ 3,,.2.
| 49 | a)%—?)xyz,a—y—xz,g—nyz,

b) ¢ = 2anx (ax® +by® + $22>n_1 ; g_z = 2bny (az? + by* + c22>n_1 ;

% = 2xnz (a:z;2 + by? + czz>n_1 ;
¢) g_;t _ =]y : g_u _ |z|z A zy :
Z\/m Y Z\/m 9z |z|\/ 22 —x2y?
d) 9% = Qwe? TUIHE, g—;‘ = yer T gu — Dzt TUIHE,
e) g—;‘ = {370 — ysin(zy)arctg (z2); g—;‘ = —zsin(xy)arctg (1z); % = ﬂfzgiz);
Ho=-%5G=57=hk
g) g—;‘ = e"%* cos y(yz sin x+cos x); g—;‘ = e"* sina(xz cosy—siny); % = aye®Y* sinx cos y;
4 4 4
b gr=2(5) s s=—5(3) 5= (3) my
i) g—;‘ = Iixy/z; g—;‘ = :L'y/Zthx; % = —Z%:L'y/z Inz.

z=6x—1;b)z=8y+ L
z=13—12y; b) z = 8x — 15.

Névod: Vypodéitajte diferencidl funkeii v bode O = (0,0).
l+ma+ny; b)x+y.

a) %.0,55; b) —=7,8;¢) 0,8(1 +2In4); d) —%; e) 2;f) —¥%.

54 | a)108,972; b) 2,95; ¢) 0,502; d) 0, 97.

Nie je. Navod: 1. Zistite, ¢ st splnené nutné podmienky diferencovatelnosti
funkcie v bode (0,0) (veta 2.2.1.); 2. ak ano, potom vyuZite podmienku diferencovatelnosti
(1), z ktorej néjdete funkciu w(x,y); 3. zistite, ¢éi funkcia w(x,y) vyhovuje podmienkam
definicie 2.2.1. Derivacie f,(0,0), f,(0,0) pocitajte podia definicie 2.1.1.

Nie je.

Névod: a) overit platnost nutnych podmienok diferencovatelnosti (veta 2.2.1.);
b) pri dékaze nespojitosti f,.f, staci ukdzatf na zéklade Heineho definicie limity, ze f,, f,
nemaji limitu v bode (0,0); c¢) neohranicenost f;, f, v okoli bodu (0,0) mozno ukazat
tak, Ze ak si zvolime postupnost {(z,,y,)}52; C R?, ktord konverguje k (0,0) prislugné
postupnosti {fL(xn, yn)}oe {f;(xn,yn)}zozl maju nevlastna limitu; d) pre dokaz dife-

a)
a)

[ IR A
N (= O

&2
S

[
w

rencovatelnosti funkeie v (0,0) stac¢i vyuzit podmienku (1).

Névod: Nech (z1,y1), (22,y2) st lubovolné body z E. Uvazujte pomocnt funkeiu
o(t) = fxa +t(x1 —x2),y2 + t(y1 — y2)) na intervale < 0,1 >. pretoze E je konvexna
oblast, bod (x3 + (11 — x2),y2 + t{y1 —y2)),t €< 0,1 >, patri do E. Podla Lagrangeove]
vety a ohranicenosti derivacii f;, f, odhadnite | ¢(1) — (0) |=| f(z1,y1) — f(z2,92) | &
pouzite definiciu spojitosti funkcie f v oblasti E.

Névod: Nech (20,y0) € G je iubovoiny bod. K dokazu spojitosti funkcie f v bode

(20,90) vzhladom na obidve premenné vyuzite definiciu spojitosti, pricom v nerovnosti
| f(xvy) - f(l'o,yo) |§| f(xvy) - f(xvyo) | + | f(xvyo) - f(xovyo) |
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pre prvy séitanec pouzite Lagrangeovu vetu. Potom zohladnite tieto skutoénosti: a) e-
xistuje ¢islo M > 0 také, ze | f,(z,y) |[< M pre vietky (z,y) € G; b) spojitost funkcie f
podia premennej r pre y = o, ¢o znamena, ze ak $ > 0 je nejaké lubovolné ¢islo, tak k
nemu existuje 61 = 61(e,yo) také, Ze

6 E
| f(z,90) — flxo,y0) |< §7k€d | 2 — 20 |< 61.

. N —u sl 1 U te u +
2u 2v |;b) <c9sv usmv); c) (—,——); d) ( & e );

oy 9 SIn v U COS v v v2 sinu + uw cosu
n< u _u
vw ”w K f 2u 2v 2w
oy S Oy 0 )
w _w u
u v In v
61 . 2 . 2y.
] b) W’ ) = COoS ¢, d) = e) 2ur.
u y . du ry . U ry . U e =2y ).
62 a)a_ N VR R P R Pt Vi)
(2995 2— (224y2)3727 By — ~ (@2+y2)372) a2~ (22+y2)5727 9y T (z24y2)5/ D)
8w _ y(2z7—y")
dxdy — (z2+4y2)5/27
b)a_u __2zsinz®. du _ __cosz®. 8%u _ _ 2sine’44z’cosz?®. 8%u _ 2axsing®. 8%u _ 2cosz?.
o y ' dy y2 7 9x? T y ? dxdy y? v 9y T y®
du 2z 2 z2. du z? 2 22, 9% 2 2 2 e o2 3 2 8%u
c)— gec” L. S = L gecrE s ZY = Zgecr L 4 22 _gin Lsec® L
oz 19 2 ? dx? 2 ? 9zd
2z 2 ?;2 4£g : yx2 3yx2, 823 222 ?; z? y2x4 -y z? 3 z2 ! z? i 1
—grsec” T — Tosin f-sec” o5 o = S5 sec” £- + i sin £-sec” (sec7—cosm );
]
du _ -1. du _ Pu _ 2. %u _ 9%u 1
d) 9% = ya¥= = 2¥Inz; 55 = yly — 1)a? aF = ¥ 1n” ; 9e0y = TV (1+
ylnx); x> 0;
e) Su 1 . du 1 . 3w 2x 8%u —0: 2w _ 2y
Oz ~ 14z?? Oy ~ 14y??! 0z% (1—|—x2)2’ dzdy ~ T dy? T (14+y%)*»
£) 2u — lyl . du _ _xSgUy 9% _ _ _2xly| . 9%w _ (P=y?)Sgn y 9% _ _ 2ey|
;I Z2—|—y2’ ay Z2+y2’ 8Z2 (I2+y2)2’ axay (I2—|—y2)2 9 ay (I2+y2)2’
y 70
) u — . Bu _ . ou L 0%u 22—y -2?
g) oy — (z2+y? —1—22)3/2’ dy —  (a24y? —1—22)3/2’ 9z (x2—|—y2—|—z2)3/2’ 9z (x2—|—y2—|—z2)5/2’
u 3xy . 8%u 2y2 222 . 8%u 3zz . 8%u 3yz .
drdy — (2+4y2+22)5/27 By — (z24y2422)5/27 Jxdz  (a24y2+22)5/27 Jydz  (zl24y2+z2)5/2)
92u 9,2 _g2_,2

8522 — (x2—|—y2—|—z2)5/2;
4
Ou _ zf=z) . Ou _ _z |z
h)ﬁ_ﬂc<y>’8y— y<y
4

8w _ 2041 (= &%u I &%u 1 {2 (1—|—21Il _) O°u _ 1 f=x Z(]_—|—
oy? y2 y Y dxdy y \y ? fzdz z \y y/' Oydz ¥y \y
z
z Bu _ =z 2z, x
Zlng), o —<y> In ok y>0,
Y 0w _ yu. Qu _ Inz. du _ _ yu -&_M-&_m.&_yulnf
1) dx ~ zz' dy U= 8. = 72 1Ill', dz? — x?z? 0 9yr Tz 0 8z T (QZ—I_
&u _ Ctylno)u, 8%u _  yulztylnz), 8%y _  ulnz(zdylnz),
yln:z;), Oz dy zz2 ' dxdz zz3 ' Qydz 23 ) X2 7£ 0.

2]
Y
o

(—1)m2(m—|—n—1)!(nw—|—my)‘

(e T
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plgl.
67 1 (x4 p)y + )z + r)estvts,

o NT
SlIl2.

a) Au = —u, A2u=u;b) Au=1, A*u =0.
70 a) Alu::—zl,kder:\/xz—l—yz—l—zz, Nou =10
Nqu =9 [(:1;2 —y2)? + (y? —x2)? + (2% — :L'y)z] , Dou =6(x +y+ 2).

Névod: Pri dokaze spojitosti vyuZijeme definiciu spojitosti funkcie f v bode (0,0);
parcialne derivacie f,(0,0), f,(0,0), f7,(0,0), f,.(0,0) vypocitajte podla definicie.

b

S—

Névod: Pouzite vzorec (3) pre k = 2, n = 2 (resp. n = 3) a potom vezmite do
uvahy poznamku 2.2.3. pre pripad deferencialu k - tého radu.
a) du = ma™ y"dx + na™y"dy, d*u=m(m—1)z™ 2y"(dx)? + 2mna™ 1y tdady +
n—1)zmy"" 2(dy)2 = gmTIyn—2 (m(m — 1)y*(dz)? 4 2mnaydady + n(n — 1):1;2(dy)2>;
rdr+ydy 2 (yde— xdy)
du - /—2+y27 d u = (x2—|—y2)2 ;

) du — rdr+ydy

n

b

~— — N

2+y[2 ) ]
s (g2 =) [(de) 24 (dy)?] —deydedy
du = (z2+y2)2 ;
d) du = (y + z)dx + (@ + 2)dy + (« + y)dz, d*u = 2dxdy + 2dxdz + 2dydz;
—2¢zde—2yzdy+(z2+y?)dz

) du = (x2—|—y2)2 s

A2 — [(3I —y°)(dz)’+8rydedy+(3y°—22)(dy)” ] 4(x +y )(xdw—l—ydy)dz
u = (z2+y2)° (z2+y2)°

- df(1,1,1) = (= 1) = (y — 1) = dx — dy,
d?f(1,1,1) = [( D+ GE=Dl=(z-1)+(y—1)] = 2(dy + dz)(dy — dx).
- F(r f” (r)+ 2f'(r). Navod: Z vety o derivovani zloZenej funkcie je napr.
% = f'(r )é, = f"(r )(g;) + f'(r ) g. Podobne najdite vyrazy pre parcialne

Z

derivacie zloZenej funkecie podla ostatnych premennych.

- Néavod: Z vety 2.4.1. o derivacii zlozenej funkcie mame: g_u = (v)g—; +
w u w u v 2

¢<w>%7;%—t:wwng)(w)g;37:99()(2—95);@()%2 W (w) (G5)" +

;/)’(w)%;;; %%:99”(1})(%) +¢'(v )at2 + " (w )(%—f) + ' (w )%tg”,kdev w su vaatorné

zlozky zloZenych funkecii, napr. v tlohe a) je v =2 — at, w =« + at.

- Navod Podia poznamky 2.4.1. a vety 2.4.2. v pripade ¢) mame:
du = af d.f —|— dn —|— dC kde d¢, dn, d( su totalne diferencialy funkeii €, n, ¢ dvoch pre-
mennych z, y: P — d(du) - <—d§ + 2y + 8 dC) ( ) de+ 2 a2 1 (—) dn+

ﬂd277—|-al< > d¢ + afd2C pricom diferencialy d <a€> d <%> , d <8C> funkeii %, gﬁ;,
gg pocitame podla uvedeného vzorca pre du a d*¢, d*n, d*¢ poéitame podla vzorca (3),

v ktorom xy =z, x2 = y.

119



a) du = fl(yde + xdy) + f L2500

y
Pu = i (yde + vdy)? + Qfgny (dz) y—;ﬁ (dy) —I_frl)gw + Qfédxdy _ Qf;)(?ﬂigﬁzig‘IyW;
b) du = (£} + 20F] + 312 1)
d*u = <f;’2 FAtfy, H AL 6 L 1267 f 4 Ot Y+ 2f) + Gt fL > (dt)? ;
¢) du = 2fi(xdx + ydy) + 2f,(vdv — ydy) + 2fc(yd:1; + ady),
d*u = 4fé’(:1;d:1;—|—ydy)2 —|—4f7’)’2(:1;d:1; —ydy)? +4 1% (ydx +ady)? +8f¢, (:zjz(d:zj)z — yz(dy)2> +
8 fee(wdetydy)(yde+ady)+8 . (vde—ydy)(yde+ady)+2f ((dx)* + (dy)*)+2f; ((dz)*~
(dy)?) + 4fidedy;
d) du = f{(d:z; + dy + dz) 4+ 2f5(xdx + ydy + zdz),
d*u = 11 (de 4+ dy+ dz)2 +4fh(de+dy+dz)(xde +ydy + zdz) + 4 £ (vde + ydy + ZdZ)2 +
214 (( ) + (dy)?* + (dz)2>. Tu 1 a 2 znamena zodpovedajice 1. a 2. zlozka zloZene]
funkeie.
e) du = 2f{dx + 3fydy + 4fidz,
d*u = 4f{1(dx)? +9f35(dy)* + 16 f35(d=)? + 12f1hdedy + 16 fisdwdy + 24 f33dydz;
f) du=(fiy+ fo + f)de + (fiz — f3 + f3) dy,
fu—(fy +2fioy + 2oy + f + 2l + fih) (o) + (flrey — fiby + flhy + flyet

3t = fyp + fi + fi5) dedy + (fiye? + 2fise — 2ffhe + fi5 — 235 + f35) (dy)*.

- Navod: Ak postupujete podla navodu k tulohe 81 a vezmete do uvahy, ze dzf =
0, d*n = 0, d*¢ = 0 pre linearne funkcie £, n, ¢, dostanete d?u = <a5 dé + dn + ach) f.

Metodou matemetickej indukcie sa lahko presvedcéite o tom, Ze

8 0
d"u= | =—d —d d

t.J. ze tvar diferencialu lubovolného radu sa zachovava pri zamene argumentov linearnymi
funkeciami.

a) d"u = f(") (ax 4 by + cz) (adx + bdy + cdz)n
b) d"u = <ad9€§5 + bdy% + cdz(%) f(&,n,¢), kde £ =ax,n =by,( = cz

o) d'u = [de (o oy +as ) 4y (g bag o) +
tdz (a1 + g+ ed)| fEn 0.

Névod: Uvazujte pomocnt funkeiu F(t) = W kde (20,90, 20) je lubovol-
ny bod z definiéného oboru funkcie f. UkaZte, Ze pri splneni podmienky tlohy je F'(t) = 0,
z ¢oho vyplyva F(t) = konst. = C. Konstantu C vypoéitate, ak polozite t = 1. Ak dosadite
tito hodnotu C namiesto F(t) do uvazovanej rovnosti, po vynasobeni t" dostanete to, ¢o

bolo treba dokazat.

1-3

Névod: Vyjdite zo vztahu — | grad z(M) |< %(M) <| grad z(M) |, ktory je

dosledkom vzorca (4) a vlastnosti gradienta funkcie z v bode M.
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—

) =cosa +sina; a) a = T;

Q3|QJ
]I
TN

88 | Néavod: VyuZite poznidmku 2.4.1.

Lb 2(a? + b?).
(1 1,1) = cosa + cos 3 + cosv, | grad u |—\/_

=1

QJ|Q3

91 | | grad u |= %, cosa = —7 cosff = Lo =—2 kderg = :L’%—I-yg—l-zg.l
92 T
5
93 | ~ 3142
@‘ ‘Z?;‘ = gl}; cos? oz—l—a coszﬂ—l— Y cos ’y—I—ZBBM” cosacosﬂ—l—Q ik ” —cosacosy+
9 2u cos [3 cos 7.

dydz

- Navod: Polozte y = 2z. Potom 1. podmienku derivujte dvakrat podia x a 2. pod-
mienku raz podla = ako zlozenu funkciu. Tym dostanete systém linedrnych algebraickych
rovnic vzhladom na hladané druhé parciadlne derivacie.
uly(2,22) = uy, (z,22) = —%,uxy(x,Qx) = g:zj
Navod: Integrujte rovnicu postupne n - krat podia y, pricom namiesto konstanty

integrovania budeme mat vzdy funkciu premennej x.

z=go(x) +yer(x) + ... +y"onaln).
Z:x2y+y2 — 2% + 1.
z=14+2y + y2.

10 z=x+y*+0,5zy(z +y).

- =
IR

0 Overte platnost predpokladov vety 3.1.
0 Overte platnost predpokladov vety 3.2.
103 | Qverte platnost predpokladov vety 3.3.
104| Overte platnost predpokladov vety 3.3.
- 1. Nekoneéne vela. Napriklad, ak =, = —1 —|— , k=0,1,. n=273...

tak pre kazdé n = 2,3, ... definujte funkciu

—|z|, ak x < -1
y(x) = ¢ |z, ak rp < @ < Tpyq
—lz|. ak @ > xp41,

kde £ =0,1,2,...,n. Tato funkcia je definovana pre vsetky = a spiﬁa rovnicu (1).
2. styri funkcie: y =, y = —x, y = |z|, y = —|z|;

3. dve funkcie: y = —z, y = z;

4. a) dve funkcie; b) styri funkeie;
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5. jedna funkcia, pretoZe funkcie y = 2 a y = |2|, ktoré prechadzaji bodom (1,1) st
identické v intervale (1 —6,1+6), 0 <6 < 1.
106 a) g_;(MO) __ %o aZ(MO):_y_o 8%z (MO): %

zo? Oy zo? Ozdy zy ?

b) &(MO) _ x§+z§+20 &(MO) _ x%—l;zg ,,

oz To— x%—zé’ dy To—xi—2]

Z=(My) je horeuvedeny vyraz.

82Z(MO) . xo—zo—|—2xozo ZO+(ZO_I0_IOZO_IO)6m(MO) kde 82

(zo—zi—2z2)2

—1 —1 2 2
B PR _ oz ¥ 0% _ zof(eo=DH(1-20)?] 2, _
) (MO) T oz 1l—2z2? ay(MO) T oyo l—zg? 8x2(M0) - xg(l—zo)B ’ Bway(MO) -
zo  (2o—1)(yo—1),
Zoyo' (1—20)3 ’
z 1+yozosin(zoyozo) Iz 1+zoz0sin(xoyo20)
d) (MO) T 14zoyosin(zoyozo)’ ay(MO) T 14zoyosin(zoyozo)’

M) — cos(xoyozo)[wozo—l—woyo Bm(MO)] [zo—l—xoaz(Mo)—l—yogz(Mo)] sin(zoyo20)
axay( 0) - 14z oyo sin(zoyozo)

g; (My) st predtym najdené vyrazy.

, kde 22(My)

Néavod: Druhé parcialne derivacie hiadajte derivovanim prvych parcialnych derivacii
funkcie z podia vhodnej premenne;].

Vychéadzajte z toho, Ze diferencial dy = f'(x)dx pre funkciu y = f(x) uréent
implicitne rovnicou 1 + xy = k(@ — y) (pojem funkcie uréenej implicitne je uvedeny po
vete 3.1.). Néjdite derivaciu f'(x) podia vety 3.1., vyjadrite konstantu k z danej rovnice,
potom dosadte to do vyrazu pre dy.

Postup dokazu je podobny ako v lohe 107. Len tu treba rozriesit rovnicu (1)
vzhladom na x (resp. na y) a to dosadit do vyrazu pre dy za predpokladu, ze zy > 0.

109] ) 2.1, —

[110] 4.(3,-2) = L(2dx — dy), d?2(3,-2) = —5 [2(dx)? — 5dady + 2(dy)?], kde
de =z —3,dy =y + 2.

Pouzit techniku derivovania funkecii u(x,y) a v(x,y) danych implicitne systémom
rovnic z vety 3.3.

du _ _ rutyv Jdu _ zTU—YU v . yu—zv Qv __ zutyv 2 2
dr w2+y2 ay — 24y2> o w24y ay - w2+y2 X —I_ Yy > 0
112 2 9r 5 3
- Funkia z(z,y) je definovana v oblasti y > %, 3= = —3uv, oy = s(utv), u #v.

Névod: Oblast existencie funkcie z(x, y) najdete z podmienky (na zaklade vety 3.3.), ktora
stanovuje, kedy systém prvych dvoch rovnic uréuje jediné funkcie u a v premennych x a

y. Vyjadrite t1 podmienku pomocou vyrazov pre x a y. Derivacie %, g—; hiadajte tak, ze

zderivujete tretiu rovnicu podia x (resp. podia y), bertic do uvahy, %e u a v st funkcie x
a vy, uréené prvymi dvomi rovnicami. Do ziskaného vysledku dosadte (nédjdené podla vety

33) Fa g_z (resp. giy g;)

8%z sm L,0—|—COS @ cos? zp
5 =

z2 sin®
8%z __ sin2v 8%z _ cos2v 8%z __sin 2w u 7£ 0
dx2 — w2 ° dzdy u2 0 9y? T u2 )



m Névod: Derivujte rovnost z = 2% 4 y? podla x, bertc do uvahy, ze y = y(x) je

2

funkecia uréend implicitne rovnicou 2% — zy + y? = 1; derlvacm 4 hladajte na zaklade

dz dz __
vety 3.3. a dosadte ju do vyrazu pre —x Ten 1sty postup zopakujte pre funkciu §2.92 =
2(£—y) £_4£2y_|_

r—2y ' dz? T -2y (I_Z?J)S'

Néavod: Pouzite metédu matematickej indukeie. Pri dokaze pre n = 1 postupujte
nasledovne: a) derivujte podla y funkciu v = f(z) ako zloéenﬁ funkciu; b) ndjdite na
zéklade vety 3.2. parcialne derivacie g—;, g—;, vyJadrlte pomocou g—; a dosadte to do
ziskaného vyrazu v a). Predpokladajte, Ze Lagrangeov vzorec plati pre n = k : gk?

ak—l
Oxk—1

{[c,o(z)]k g—;‘} a dokazte jeho platnost pre n = k+1 a to tym sposobom, Ze derivujete
posledna rovnost podia y a upravite gl;kLﬁ, pouzijuc vyraz pre g—; (resp. g—;‘), ktoré ste

nasli v pripade n = 1.

Néavod: Parcialne derivacie g—; a g—; hladéte podia vety 3.2., pricom F(z,y,z) =

®(x —az,y — bz) je zlozena funkcia. Preto parcialne derivacie F\, F?:,, F! treba hiadat ako
derivacie zloZenej funkcie (odsek 2.4. z 2.).

Néavod: Derivujte 1. rovnicu podia x (resp. podia y), bertic do Gvahy, ze z a «
st funkcie  a y. Tak dostanete algebraicku rovnicu vzhladom na g—; (resp. g—;), ktort po

uprave a vyuziti 2. rovnice lahko rozriesite.

Néavod: Derivujte 1. rovnicu podia x (resp. podia y), bertc do uvahy, ze z je
funkecia ¢ a y a f je zlozena funkcia premennych = a y. Tak dostanete algebraickt rovnicu
vzhladom na g—; (resp. g—;), v ktorej koeficient pri g—i (resp. 2—3) sa rovna 0 na zéklade 2.

rovnice.

7 7 7 . 7 7. 2 2 .
@‘ Néavod: Bertic do tivahy 1. rovnicu systému, najdete g—;, g—;, gl,g, g—yg, pritom

sa vyuzije 2. rovnica systému.

Navod: Uvazujte zlozent funkciu premennej t: u(t) = y(z), kde z = e'. Po-
stupnym derivovanim funkeie u(t) vyjadrite derivacie y'(x), y"(x) pomocou derivacii u'(t),
u'(t) funkcie u(t). Najdené vyrazy pre y'(z), y"(z) a * = e’ dosadite do danej rovnice.

Tak dostanete transformovantt rovnicu: ‘fiT;‘ +u=0.

122 dtg 3d 5 + Qd” — 6u(t) = 0. Navod: Pretoze t = In|z|, |z| = €. Dalej
postupujeme, ako v tlohe 121.
123

dt2—|—n 2u=0.

124 dt2 + m?u = 0. Névod: Ulohy riesime podobnym sposobom, ako tlohu 121.

@‘ Néavod: Dvojnasobnym derivovanim vyrazu pre y, v ktorom u je funkcia premenne;j
x, dostanete vyrazy pre y' a y'', ktoré dosadite do danej rovnice. Tak dostanete rovnicu:

u' [g(x) — 1p*(x) — 5p'(2)] u = 0.

126 u"(t)+u'(t) (3 4+ u(t))+2u(t) = 0. Navod: Pre vyjadrenie Zy v novych premennych

vyuzijeme vzorec, uvedeny v odseku 1, pricom x = f(t), y = ¢(t), kde ¢(t) je stéin funkeii
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premennej t. Tak dostaneme Z—z = ?18 f)alej derivujeme ziskanti rovnost pre Z—z podia

t, pricom lavi stranu derivujeme ako zloZent funkciu premennej t (vnatorna zlozka je

2
x = e'). Vyrazy pre z, v, Z—z, % v novych premennych dosadime do danej rovnice.

127 u"(t) 4+ 8u (u’(t))3 = 0. Névod: Postupujeme tak isto ako v tlohe 126.
128 y'(t) —u!(t) = (af;byu(t). Néavod: Z druhej rovnosti vyjadrite z ako funkciu ¢ a
potom podia toho y ako funkciu t. f)alej postupujte tak, ako v tlohe 126.

@‘ Néavod: Pre vyjadrenie Z—z pomocou novych premennych r a ¢ pouzite vzorec z
odseku 4.1. a vezmite do Gvahy, Ze f a ¢ s stuéiny funkcil premenne;j
©: fle) =r(p)cosp,g(e) = r(e)sine. Preto sa derivacia Z—z vyjadri v novych premen-

nych vzorcom, uvedenym v navode k tlohe 126. Po dosadeni néjdeného vyrazu pre Z—z a

vyrazov pre x a y do danej rovnice dostanete algebraicka rovnicu vzhladom na derivaciu
dr ’ Lodr
15" Vysledok: iz =

2 .
131 dr )\ _ l-sin2e, 2
de T sin2¢p :

2 3
132 |y2 42 <j—:;> — r(‘ii;’;] = <j—:;> . Navod: Postup riesenia je podobny, ako v

ulohe 126, s tym rozdielom, Ze nova nezavisla premenna je tu .

133 4dr 1
de 1’

@‘ Névod: Funkcia z je zloZend funkcia premennych = a y, t.j. z = z(&,n), kde
E=x+4+vy, n =x—y. Podla pravidla derivovania zloZenej funkcie vyjadrite parcialne
derivacie g—; (resp. %) pomocou parcialnych derivacii % a 22, Dosadenim do danej

Y 3 an

rovnice dostanete parcialnu diferencialnu rovnicu 1. radu g—f} = 0. Jej integrovanim podla

n dostanete z = ¢(&) = ¢(x +y), kde ¢ je lubovolna diferencovatelna funkeia.
Pozri ndvod na riesenie Glohy 134. z(z,y) = @(2? + y?), kde ¢ je lubovoln4

diferencovatelna funkcia.

Névod: Tu pri derivovani zloZenej funkcie z = z(£,n), kde £ = x, n = y — bz,
podia x (resp. podia y) treba brat do uvahy, Ze v druhej zlozke n = y — bz je z funkciou
z a y. RieSenie rovnice je: z(z,y) = £ + ¢(y — bz), kde ¢ je lubovolna diferencovatelna
funkeia.

@‘ Navod: Podobnym sposobom, ako v tlohe 134 vyjadrime derivéicie 2

9z 9z
oz
z

By
alebo

a

omocou derivacii 2 a 2=. Dosadenim do danej rovnice dostaneme: e
p E] E) J E]
3 n 3

oz ; p
L = %, odkial integrovanim podla & méame In [2(£,n)| = In|¢| 4 In|eo(n)|. Teda:

z={E{o(n) =xp(2), kde ¢ je lubovolna diferencovateln4 funkeia.
Navod: Podla pravidla derivovania zlozenej funkcie ¢ = arctg £ (tu st z a y
funkcie ) a vyuzitim rovnosti r = y/a? + y? najdete vyraz pre rz‘fi—f. Derivovanim tohto

vyrazu ako zloZenej funkcie ¢ dostanete vyjadrenie w v premennych r a ¢: w = % <r2 i—f).
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Névod: Polozte z = z(u,v), kde u a v s uvedené v tlohe funkcie premennych

xay. Podla pravidla derivovania zlozenej funkcie najdete vyrazy pre g—; a g—;. Bertc
do dvahy, Ze x = €", y = sinhov (hyperbolicky sinus -v), vyjadrite g—; a g—; v novych
premennych. g—z + a—f} = ¢" sinhv.

140] 0= _ 0 _ ¢

ou v

@‘ Navod: Postupujte podia navodu na rieSenie ulohy 139 s tym rozdielom, ze

vyraz pre u a v obsahuje funkciu z premennych x a y. Najdete vyjadrenie g—; a g—;

pomocou parcialnych derivacii g—z a %. Pri dosadeni do danej rovnice vyuzite este to, ze

_ 2y, & _ ukz® 0z _ z ut:? (2
2e =u+2%, L =wv, T =" 3 =255 (20 Fu).

3881;22) + % = 0. Navod: Uvazujte zloZent funkciu premennych = a y: z = z(u, v),
kde u = x4+ 2y+2, v = x —y — 1. Dvojnasobnym derivovanim tejto funkcie podia pravidla
derivovania zlozenej funkcie vyjadrite vSetky v rovnici uvedené parcidlne derivacie z podla

premennych x a y cez parcialne derivacie funkcie z podla premennych u a v.

2 2 2

2

2
145 gig + gi; + a%e?"z = 0. Névod: Pri rieseni tilohy postupujete, ako je uvedené v
odseku 4.2.
146] o°- _ 2 o:
Oudv ~ u(4—uv) Ov"”
a? 3
14 (u? —v?) g = v
14 8%z _ _2u _ 9z

Sv2 _u2+v2-au.
14 a)Au:d2”_|_ld_u b)A(Au):d4§‘_|_2d3u_Ld2u_|_Ld_u‘

dr? r dro dr rdrd r2 dr? r2 dr
2 2 2 2
8z\2 4 (22)\?
w = (6“2215)2‘3”) , u? +v?% #£ 0. Navod: Postup riefenia je uvedeny v odseku 4.2.

152 g—z + g—f) = -, v # 0. Navod: Polozte v rovniciach (3) z odseku 4.3. w =z, u =

y—z, v =y + z. Potom totalny diferencial funkcie = dx = g—zdu + g—f)dv, pri¢om

du = —%d:p + (1 — %> dy,

dv = %d:p + (1 + a—Z> dy.
x dy

Po dosadeni tychto vyrazov do vztahu pre dr a po porovnani koeficientov pri dr a dy

dostanete algebraické rovnice s neznamymi g—; a g—;. Ich rozriesenim dostanete vyjadrenie

s L toh et Oz Oz s L th a0 oz
parcidlnych derivacii 5=, &5, bomocou parcidlnych derivacii 5. a 5.
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2
) >, at (ug—z + v%—f)) # 0. Navod: Pozri navod na
riesenie ulohy 152.

g—g = 0. Navod: UvaZzujte v zloZenej funkeii premennych x,y,z : u = u(&,n, (),
kde ¢ =z, n =y — 2, ( = z — x a pouzite pravidlo derivovania zlozenej funkcie podla .,
podla y, resp. podla z.

155 %—7“; = 0. Navod: Z 3. rovnosti mame z = e“T**Y kde w = w(u,v) je zloZend
funkcia premennych = a y s vnatornymi zlozkami u a v. Derivovanim podia x (resp. podia

y) danej rovnosti (s vyuZzitim pravidla derivovania zloZenej funkcie pre w) a dosadenim do

. : ’ 9z olz I : e tod arl Ou dv du
ziskanych vztahov pre §= (resp. a—y) najdenych parcialnych derivéacii % (resp. 52) a 5y
9z 9z

resp. 22) podla prvych dvoch rovnosti dostanete vyijadrenie parcidlnych derivacii 22 a 22
p. 5y ) podla prvy v p y 5 a g
v novych premennych.

156| ow _
5. = 0.

2 2 , : , : :
157 (u%—i‘j) + (v%—f) = wzg—l:%—l;. Néavod: Derivovanim rovnosti z = we™ podla x
(resp. podla y), kde w = w(u,v) a u,v st funkcie x a y uréené implicitne systémom rovnic

x =ue", y =ve", podla pravidla derivovania zloZenej funkcie dostanete

0z w Oow Ou  Ow Ov
3 = © (w—l—l)(a—u.a—x—l-%.a—w)a
0z w Oow Ou OJw Ov
8_y:e (w—l_l)(a—ua_y—l_%a_y)

Derivacie g—;‘ (resp. g—;‘) a g—z (resp. g—;) najdete podla vety 3.3. o existencii a derivovani

funkcie v a v danych systémom uvedenych rovnic.

158 %—lg = %’ Néavod: Zderivujete rovnost u = wz podia x (resp. podia Yy, resp. podia
, bertic do tvahy, Zze w je zloZend funkcia premennych x,y a z s valutornymi zlozkami

~—

z
T

(= n=tal==

159 wty

= 0. Navod: Z tretej rovnice mame z = =, pricom w = w(u,v), kde
v = x je zlozena funkcia premennych x a y. Dvojnasobnym derivovanim tejto

82w
Au?

||& D

u =z
Y b
rovnosti podla y (s pouZitim pravidla derivovania zloZenej funkcie pre w), vyjadrite par-

14 fd i 02 8%z ‘ ‘
cialne derivacie 5, @& gzz pomocou novych premennych u,v a w.
Oy _ 1
2 T 9
161 9% w + 9% w — 2w
Ou? dudv
162 &% w 8w dw 2 w2 _ ; . C v e v
guz T gp2 T+ (au> + (av> = 0. Navod: Postup riesenia je naznaceny v odseku

4.3.

163 82w 82w 82w dw dw dw dw 2 dw 2 dw 2
852 ‘I’ 87)2 ‘|‘ 8C2 :a—£‘|—%‘|‘a_c‘|‘(€w—1) |:<8_£> ‘|‘<%> +<8_C> :|
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@‘ w = g—:;. Névod: Postupom uvedenym v odseku 4.2. dostanete (nezavislé pre-
menné sir a ¢):
Ou  Ou Or  Qu 8y
o "o oy or
Ou  Ou Odr  Ou 8y
9, = 0207 " 0y'0y"

3 oz Az dy dy . , : s
pricom 5= (resp. %), =2 (resp. %) dostanete derivovanim podla r (resp. podla )
danych vztahov pre x a y. Rozriesenim ziskaného systému rovnic vzhladom na g—;‘ a g—;‘

dostaneme, ze

Ou 1 Ou Ou
8_;1; = ; (T COSgOa— — Sln@a¢>
Ou 1 Ou Ou
a_y = - (r smc,oa— —|—COS§98¢>

f)alej dosadte tieto vyrazy a x = rcos¢, y = rsine do vyrazu w.

N

w=2 wy 107w 4 19w Ngvod: Derivovanim 1. rovnosti podla r a 2. rovnosti
ar r Bap r or”

podia @, ktoré st uvedené na zaciatku navodu k dlohe 164, podia pravidla derivovania
zloZzenej funkcie néajdeme:

O _ o (0\' P 0e oy 0 (04\' 0w 0% o
or?  9x2 \ Or Oxdy Or Or  Oy? \ Or Ox Or2 Oy or?’
*u _ J%u (81‘)2_'_2 *u Oz Oy  O*u <8y>2+8u *r  Ou %y

cr_vr (2 =2 (2 .
0p?  Ox? \Op 0x0y Op Op  Oy? \ J¢ Ox 0p* Oy Op?
Do tychto rovnosti dosadime najdené vyrazy pre g—;‘ (resp. g—;‘) v novych premennych v

2 2 2
2 (resp. S—Z’;), grg (resp. 22) g,é’ (resp. gjé)

najdené na zaklade rovnosti © = cosp, y = rsinp. Spocitanim prvého ziskaného vztahu
vynasobeného r? s druhym vzfahom dostanete algebraickt rovnicu s neznédmou w.

ulohe 164 a vyrazy pre % (TGSP gz)v 2

m Navod: Ak budete postupovat podia navodu k tulohe 166, dostanete

82u_8u au
572 = 932 cos? c,o—|—2

smc,o Cos —|— “ sin? . Vynasobenim tohto vyrazu r? a bertic

2 8%u
or2

do uvahy, ze t = rcosp, y = rsing naJdete Zew=r

m Névod: Postupom uvedenym v névode k ﬁlohe 166 vypocitate
2
8‘12 = 2 sin® c,oa Y

vysledok z tlohy 165 a vztahy @ = rcosy, y = rsingp dostanete w =

. Bertic do tvahy tento vztah,

92u
Op2

I= % <a—”.@ — du @> Navod: Postup riesenia je taky isty, ako v tlohe 164.
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Néavod: Zamenu premennych urobte ako kompoziciu dvoch ¢éiastoénych zamen:
x=Rcosp, y=Rsinp, z=7 a R=rsinf, p = ¢, z =rcosf. Pritom mobzete vyuzit
vysledky, ktoré ste dostali pri rieseni tlohy 164 (tu len bude iné oznacenie premennych).

AN — a_u : + i a_u : + 1 a_u :
= or r2 \ 00 r2sin? 6 \9p )
1[0 ou 1 0 ou 1 0%u
Nou=—=|=—[rP=— — [ sinf— — .
W= [87“ (r 87“) + sin ¢ 00 (sm 89> * sin” 6 8992]
@‘ Névod: a) Pod rieSenim budeme rozumiet spojitt funkeciu u(x,t), ktora ma spojité

parcidlne derivacie a% do 2. radu véitane v nejakej oblasti G C R%, t.j. v € C*(G,R), a
ktora vyhovuje danej rovnici.

b) Dvojnasobnym derivovanim zloZenej funkcie u = u(&,n), kde £ = @ — at, n = x + af,

podia premennej x (resp. podia t) dostaneme vyjadrenie parcidlnej derivéicie 3272‘ (resp.

g%‘) pomocou derivacii g%‘, g%‘, aa;—a”n. Dosadenim tychto vyrazov do danej rovnice
najdete, ze aa;a”n = 0. Ak zintegrujete tito rovnicu najprv podia ¢ a potom vysledok podia

n, vypoéitate u = @(&) + (n) = @(x — at) + P (x + at).
Fla,y) =5+2c =1 = (z = D)y +2) — (y + 2)*.

fley2) =3 [(e =12+ (y= 1P +(z =12 = (e = 1)(y = 1) — (¢ = 1)(z — 1)—
(=)= )]+ (z— 1) +(y — 1) + (2 = 1)* = 3(z — )y — 1)(= — 1).

@‘ Navod: V Taylorovom vzorci (1) poloZte 1 = 1+ h, 29 = =1+ k a2y =1,
) = 1. f(xa,y2) — f(x1,y1) = h — 3k — h* — 2hk + k% + K%k + hE2.

14 (2 —1)+2(¢ — 1)(y — 1),
1— %(:1;2 +y?) — é(:z;z + y?)2.

177 cosz 1 _ &1y’ I+ety = _
a) ey 1 52 b) arctg e, Tt r—ay.

flz,y) =14+ ma +na + % (m(m—l— 1):1;2 + 2mnay + n(n — 1)y2> +.. ..

@‘ Néavod: Pretoze 1 4+ x + y je linearna funkcia, tvar diferencialu lubovolného radu
sa zachovava (pozri tlohu 82). Preto

> x " = (=1)" nlg™Myn—m
flz,y) = Z:l(_l)n_l% - 2—31 : n) z_:o m!(ny—m)' B
— (_1)n(n B 1)’ m, n—m
- z_:l — ml(n —m)! vy ’
e + vy 1
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n m 2n—|—1

(Jx| < o0, |y] < o0). Navod: Maclaurinov rad

:ii

pre funkciu

2n—|—1

<1 ) o\"
Fly) = £(0,0) + —(w—+y—>f&®,
nz::ln! ox Jy

mozno zapisat vo tvare:

f(z,y) Zn’( —I_yaa)

n=0

izn: nle™y" ™™ 9" f(0,0)
n — m)! Qx™mQyn—m

m n—m anf(070)
— m)! JzmJyn—m’

||M:

Kladic n — m = k, dostaneme

mlk!  Oxz™moyk

Flay) ="

k=0 m=0

m+k m+k

Pre dand funkciu f(x,y) = e"siny, W(w,y) = e"sin(y + k%), Vypoditajte % v
bode (0,0) a dosadte do vzorca (*).
181] v cosy = Y000, Toe_y CLE T (Ja] < oo, Jy| < oo).
@‘ Névod: Vyuzit zndmy rozvoj sinu = Y ., %, lu| < oo. Potom
n—1 2 2y2n—1
sin(z? +y?) = >0 (=1) (2(5_;‘7’; ) , 22 4yt < 0.

n=1

Singularny bod je (0,0), pri¢om moéZu nastat tieto tri pripady: a) ak a < 0, bod
(0,0) je izolovany singularny bod; b) ak a > 0, je to uzlovy bod; ¢) ak a = 0, je to bod
vratu (y = £a°/2).

185 a) bod (0,0) je uzlovy singularny bod; b) bod (0,0) je izolovany singularny bod,;
¢) bod (0,0) je uzlovy singularny bod.

S

£[d

186] a) bod (0,0) je bodom samodotyku; b) bod (0,0) je bod vratu 2. druhu.

18 TH+by—z—5=0, £=2 = ¥ — =5

1 5 1
18 x_|_4y_42__207xl;2:y;§:zj—4§‘
18 T+y+z—3=0, w;lzyl;lzz;l‘
190 2;1;—|—y—|—,z:()7902;1:y-{-_1:z-1—1‘
191 12x—9y+22—9:07%:%222;9‘



(e+ 1Dz —(e+my+(e+1)z2=0, &5 = y—(etl) _ z=m

' et1 —(e+m) e+1°
194 oy 422 — 1/% =0, c—y+2z+ 1/% = 0. Névod: Oznaéte F(x,y,z) =
2?2 +y% + 22?2 — 1. Body dotyku najdete z podmienky rovnobeznosti dotykovej roviny a

danej roviny: Fé’(“iyo’zo) = Fy(x(rfo,z()) = Fz/(xoéyo’z()) =k, kde (20, y0,20) je hiadany bod
dotyku.

Navod: Polozte F(x,y,z) = (2 + 2)* + (y — 2)* — 18. Potom smernice normdly
v danom bode (z,y, z) plochy budt: m = F;, n = F,, p = F.. Ak vezmeme do tvahy
rovnicu roviny v tvare Az + By + C'z = 0, tak rovnica roviny zOy je z =0, t.j. A= B =
D = 0,C = 1. Z podmienky rovnobeznosti priamky a roviny Am + Bn+ Cp = 0 dostanete
rovnice, ktoré urcuja hiadané geometrické miesto bodov.

Geometrické miesto bodov je uréené rovnicami x + z =y — z = £3.

2 -2 3
196] 4= -2 -1 0], & =2, 8 =—6, 8 = —21.
-1 0 3

197 Kvadratické forma Q(x1,x2,23) je kladne definitna.

1 1 1
198 ctmin =2 (5.5) = —155-
199] 4w =2(1,1) = —1.
200

Zmin =2(—-1,-1)=2(1,1) = -2.

0L max =2(0,0) =0, 2imin =2 (3,1) =2(3,-1) =2(-3,1) =2(-%,-1) =

N i

202] ;. = z(2,3) = 108, v bodoch (0,y), kde —c0 < y < +oo alebo 6 <
y < +oo mé f maximum; v bodoch (0,y), kde 0 < y < 6 ma f minimum; v bodoch
(0,0), (0,6), (x,0), kde —o0 < & < 400 nema f extrémy.

203] , . = (5,2) = 30.

204 — a by _a _ by _ _ab N a b\ _
“lmax _Z<¢§’¢§>_Z< V3’ x/§>_3x/§’ “l.min —Z<¢§v ﬁ)‘
Z<_L by = _ab
37 /3 3v3°
205

Stacionarne body neexistuji; v (0,0) neexistuju parcidlne derivécie, z (x,y) —
2(0,0) = —y/22 +y2 <0, zmax = 2(0,0) = 1.
206| 2 iy =2rm—2—v3—Z, r=0,£1,4+2,..., Zimax = 2r—1)7+24+V3+ 2, r=

0,+1,42,... stacionarne body dostanete rieSenim rovnic z!, = 0, Z; = 0, ktoré upravte
takto:

1—2sin(x —y)+ 2sin(z +y) =0

1+ 2sin(x —y)+ 2sin(z +y) =0 odkial

= (=DM S+ (k+m)S

y=(-1 k"'l%—l— k—m)Z, k,m=0+1,42,..., uvazujte a) k=2r, m=2l—1ab) k=

k
2
,m=2l, r=0,4+1,42,..., [=0,%1,42,... .

130



207

Amin = 2(0,0) =0, z1max = €™, kde body (z,y) leZia na kruZnici 22 +y* =1

(zavedte substiticiu t = 2% 4+ y* a ndjdite lokdlne extrémy funkcie z = te™?).

208

1 1 1 1 1 1

“l.min — % <\/2_e7 \/ﬁ) - Z( 5’ m) 2¢ “l.max Z< 2¢’ \/ﬁ)

(o ) -
V2el V2e ) 27

210

f nema lokalne extrémy.

Amin = 2(2,0) =0, kde 0 < 2 <45 Zimax = 2(2,0) =0, kde (z < 0)V (z >

4), Zimax = 2(1,2) =4.

224

9(1,1) =

226

227

Ulmin =u(0,0—-1) =

Ulmin =u(l,—-1,1)=1
Ulmin =u(—1,-2,3)=-14

_ 1 2 1y 13
Ul.min = U (57 §v—§> TR
Ulmin = u (24, —144, —1) = —6913.

u
1
Umin = U (5, 1,1

S’
‘H Il
e

‘H

RS
=)

)

"

|

<
oo |

Bl e
S S

=
=
=
=1
Il
<
N N TN
[
S
[
S
|
S
w
SN’
Il
|
S5
=
—
8
)
"
Il
N
[
‘H
w
[
‘H
w
|H
w
SN’

TR
Bl e
‘H

[}
[
(=2}

s = £ () = 3ot V@ FE: guin = 9 (5) = 4
~ 1

i min —3) =6; ¢imax = 9(3) = —6.

fimax = F (=6 515) = =6+ 255 fimn =f(—0+5%5) =0 ;%
frmas = F(0,%) = =2 gin = F(0,-2) =1

fimin = £(0,0) = =V fimax = f(L1) = f(-1,-1) = V1+ V3! gimin =
g(=1,-1) = —V14+V3; gimax = g

\'O/—\
~ Z
Il
5

fl.max - f <_676\/§> - 12\/57 Jdl.min = <_67 _6\/§> - _12\/§
Zmin = % <ag_l|)_b27 ag_|_l;)2> = aa2_|f)b2-
Zmin = < <\/§CL, \/i(l) = 2\/5@, Zmax — @ <—\/§G, —\/ia) = —2\/5@

_ 1 1 _ 1 1 _ 1. _ 1 1 _
“min = 2 <__2’ > — <ﬁ—ﬁ> = T35 fmax =7 <—27—2> -

S

1\ 1

\/§>_\/§

N T T _ ks ks T
me—2<—§v—€>— 3 Zmax—2<§v€>—§
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231| Nem4 extrémy.

[\

W
W
=
B
»
<
|
N
~~
\’l—‘
\’l—‘
—
~—
I

3

[\

2

234] iy = u(—1,0,0) = u(1,0,0) = a~%; tmay = u(0,0,—1) =u(0,0,1) =

3 —1) =u ( 1,1,1) =u(1l,-1,1) = u(1,1,=1) = —01; tumax =
u(1,1,1):u(1,—1,—1) u(=1,1,-1)=u(-1,-1,1) = 1.

V]
ot
=
2
=
|
<
A
'_l
'_l

237 Umin = v (2,2,1) = u(2,1,2) =u(1,2,2) = 4; umaxzu<%,%,§>:u<%7§7%>:
R e,

r=3, h=6

240) gmin = et

n n
241| Zostrojte funkciu ® = Z ai; ;T + A (1 — Z xf) a zostavte systém rovnic

ij=1 i=1

10

5%:(all—/\)1’1—|—6112$2—|—...—|—Cllnl'n:0

10

——— =ag1x1 +(agg — N)zo + ... +Faopr, =0

5 Dy 2121 + (a2 ) x2 2 (1)
1 0%

§axn:anlxl—|—an2:1;2—|—...—|—(ann—/\):1in:0

Systém (1) ma netrividlne riesenie <= ak A je korehom rovnice
det (A—AI)=0, (2)

kde A je matica systému (1) a I je jednotkova matica.
Prepiste systém (1) do tvaru

Az = Az. (3)
Dokééte, ze ¢isla A st redlne. Nech A1, Az, ..., A, s korene rovnice (1). Potom pre kazdé
Xist = 1,2,...,n zo systému (1) pri podmienke > " 27 = 1 najdite stacionarne body
<:1;§ ), (¢ ), .. :1;51)> .t =1,2,...,n. Ak vynasobite rovnice zo systému (1) s x1,22,..., Ty
a sCitate ich dostanete
n n
Z a;jT;Tj — /\sz =
i j=1 =1
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Ak beriete do tvahy rovnicu vazby dostanete rovnost u (21, 22,...,2,) = A, ktora v sta-
(3

cionarnych bodoch ma tvar u <x(i), :L';i), . ,:1:9) =X, t=1,2,....n. Odtial vyplyva, ze

Umax = MaX Aj, Umin = mMin A;.
1<i<u 1<i<u
242| Ognadte u = #, r +y = s a utvorte funkciu ®: ¢ = %(:zjn—l—y") +
—1
% = 0% =0, r +y = s dostanete: A = %(%)n , x =
"

%) > 0, tak umin = u(%,%) = (%) < u(z,y), ak e +y =
2

A(s—x —vy). Z rovnic
y = 5. Pretoze dzq)(%,

(132 T
s, alebo (f'zi'y)n <z ;y

Utvorte funkciu @

@zix?%—/\(ixi—na).
=1

=1

Zo systému rovnic

0% =ma" '+ A=0,i=1,2,....n
Ox;
n (1)

g T; = na,

=1

nijdete A = —ma™ ™! a staciondrny bod a° = (a,qa,...,a). Zistite, ze d*®(a") > 0, teda

Zmin = na™.

Néjdite viazany lokalny extrém funkcie

n p s n 1/q n
u = (Z af) (Z :1:?) pri vazbe A = Z a;r;, A = konstanta.

Zostrojte funkciu

n 1/p n 1/q n
b = ( af) ( :1;?) ‘|‘/\<A—Zail'i)
1=1 =1 =1
a vypocitajte
0%
%,]:1,2,...,71. (1)
j
Predpokladajte, ze 2; >0, a; >0, : =1,2,...,n, vydeite j-ti rovnost s m-tou rovnostou

. _1 . e
zo systému (1) a dostanete <§—’> = ;—’ odkial pri pevnom m dostanete:



a po dosadeni (2) do rovnice vizby dostanete:

n a: \ D
> e (2) baman =4 g
am

i=1
inot=m

n
Dalei 5 ah 4 — 1 _p Lm q/(a=1) _
Dalej vyuzite vztah 1 =P = 7 =, aupravte (3) na tvar D) E a, = A,
m =1

A.afn/q

7 ktorého dostaneme stacionarny bod (9 so stradnicami z,, = <=2 —. m =1,2.....n.
E ab’ ) <y 9

i=1 ¢
n
Vyjadrite druhy diferencial funkcie & a uvazte, ze z rovnice vazby vyplyva Z a;dr; = 0.
=1
V stacionarnom bode dostanete

n ) 2 A 2(g—1) n
l’g_ dz; = <n7> a;dr; = 0.
; D i O ;

Nakoniec dostanete, ze d?® (:L'(O)> > 0, teda v staciondrnom bode (%) m4 funkcia v mini-
mum Umip = A t.J. u > A, ¢o je Holderova nerovnost.

max z = z(3,—4) = 125; minz = 2(—3,4) = —75.
M M

246| max: = Z(0,0) =—1; minz = 2(073) = —19.
M M

24

-3

max z = 2(0,1) = 2(1,0) = 2(0,-1) = 1; minz = z(0,0) = 0.

24

Qo

max z = 2(2,0) = 2(—=2,0) = 4; min z = z(0,-2) = 2(0,2) = —4.

3

max z = z(1,0) = 2(—1,0) 5 minz z(0,0) = 0.

[\
[
o

4
maxz = z (1, —) = —; minz = 0 na celej hranici mnoziny M.
M 9 M

3
251] maxwu = u(0,0,10) = 300; minu = u(0,0,0) = 0.
M M

2 V2 1 1 1
252 mMaxu = u <£,£,1> =14+V2 mﬁnuzu(—— —= 1) =——.

272 27 2’

. a . .
; minu = —— na celej krivke

a a Cl) 2 2
R y = | = a
V3 V3 V3 M 2

134



IV. Parametrické integraly

1. Riemannov parametricky integral

Definicia 1.1. Nech E =< a,b > x(¢,d) a nech funkcia f : E — R je pre kazdé y € (¢, d)
riemannovsky integrovatelna na intervale < a,b >. Potom funkciu

F(y) =/ fla,y)de

nazyvame Riemannovym parametrickym integralom.

Veta 1.1. Ak je funkcia f spojita na mnozine E, tak funkcia F je spojita na intervale
(e,d).

Veta 1.2. Ak je funkcia f spojita na mnozine E a hranice integrovania st spojité funkcie
@ a1, ktoré zobrazuju interval (¢, d) do intervalu < a,b >, tak funkcia

P(y)
Iy) = / | S

je spojité na intervale (¢, d).

Veta 1.3. Za predpokladov vety 1.1, resp. vety 1.2, plati pre yo € (¢,d):

b b
lim flz,y)dx :/ lim f(x,y)de,
y—y0 J, « Y0

resp.
Y(y) ¥ (yo)

N B

Y7790 Jo(y) »(yo)

Veta 1.4. Ak spojita funkcia f : E — R ma na mnozine E spojitu parcialnu derivaciu
%, tak funkcia F(y) = fab flz,y)dz je diferencovatelna na (¢, d) a plati

b
F'(y) :/ de (tzv. Leibnizov vzorec).
a )
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Veta 1.5. Ak spojita funkcia f : E — R ma na mnozine E spojiti parcialnu derivaciu g—f
a funkcie ¢ a 1, ktoré zobrazuju interval (¢,d) do intervalu < a,b >, st diferencovatelné

a (¢,d), tak funkcia I(y fﬁ(y%) flax,y)dz je diferencovatelnd na (¢,d) a plati

¥(y) "
Iw) = FEDDE) ~F e+ [ iy,

Veta 1.6. Ak je funkcia f spojita na mnozine < a,b > X < ¢,d >, tak
d b b d
/ [/ f(l',y)dx] dy =/ [/ f(xay)dy] dz.

1
d
1. N&jdite definiény obor funkcie F(y) = / 27:1;
o ¥4y
2. Zistite, kde st spojité nasledujiice funkcie:

O

: Y
0 Fw=1 crviEs o 70

0, y =0,
/% ot dr, y#0
T
¢) Fly) = _r arctg (22 + y?)sina Y ’
0, y =0.

3. Zistite, pre ktoré hodnoty argumentu y je spojita funkcia

F(y):/o yf(z) de.

$2‘|‘y2

kde funkcia f je spojita a kladna na intervale < 0,1 >.

4. Dokazte, ze funkcia

R )_/7r 2cosx + 2y
yr= o 14+ 2ycosx+ y?

nie je spojita v bodoch y =1 ay = —1.
1
f(x,y)dx z nespojitej funkcie f(x,y) = sgn (x — y) je
0
spojitou funkciou. Zostrojte graf funkcie F.

5. Ukazte, Ze integral F(y) =
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b
6." Dokazte, ze funkcia F(y) = / o(x)f(x,y)dx je spojita na < ¢,d >, ak st splnené
podmienky: !
(i) funkcia f je spojitéa na < a,b > x <e¢,d >,
(ii) funkcia ¢ je absolitne integrovatelnd na intervale (a, b).

7 Néjdite-
5 1 ) H sin(x + y)
?}13(1) \/:1; + y2dx, |y < b) ?}13(1) I 1d:1;,
2
c¢) lim :1;2 cos zydw, d) lim Y e_fyd:z;,
y=0Jo y=to )y Tty
1+y d 1 d
e) lim 7:1;, ly| <1, f) lim —xm
y—0 J, 1422 +y2 n—oo J, 1_|_<1_|_%>
2
- In(z + [y])
y—oo fy In(a? +y?)

2 .
8. Nijdite lim e~ fsind g

R—oo 0

9. Nech funkecia f je spojitda na intervale < A, B >. Dokazte, ze
’llm%h/ ft+h)— f(¥)]dt = f(z) — f(a) (A< a<x<B).

10. Je mozné uskutoénit limitny prechod za znakom integralu vo vyraze

1
X

—_x_
lim —¢ v2 dx?
y—>0 0 y

11. Dokéazete, ze v nasledujtcich pripadoch je mozny limitny prechod za znakom integréalu:

dx pre y — oo,

)/ i
: o V& +y?

3
ry
b arct —~  Jdx prey — 0.
'/ g@+ﬁ prey

12. Nech
(i) funkcia % je spojitd na < a,b > x < ¢,d >,

(ii) funkcia ¢ je absolitne integrovateln4 na intervale (a,b).
Potom integral

Fly) = [ e()ftay)da

je spojite diferencovatelnou funkciou premennej y € (¢,d) a plati

Fo) = [ o5
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Dokazte!
13. Vypoditajte F'(y), ak

1
F(y) :/ arctg zd:Jc, y > 0.
0 Y

Co mozno povedat o derivacii v bode y = 07

14. Je mozné vypocitat pomocou Leibnizovho vzorca derivaciu funkcie

1
F(y) :/ In\/2? + y?dz,
0

v bode y = 07
15. Najdite F'(y), ak
v’ 3y°+1 a

) Fly)= [ e b) F) = [ dr, y £0,

y y?

R v Y sinzy
c) Fy) = eV de d) Fy) = de,

smgi/ ( ) a?j‘y X

14+ 2y
e>F<>—/ . f)F(y)z/f(x+y,x—y)d
0

16. Najdite F”( )

y ’
a) Fy) = / (v +y)f(x)dx, kde f je diferencovatelna funkecia,
0
b
b) F(y) = / |z — y|f(x)dx, kde a < b a f je spojita funkcia na < a,b >,

h h
c) Fly) = %/ d.{/ fly+€&+n)dn (h>0), kde f je spojita funkcia.
0 0

17. Najdite F(M(y), ak

a [ je spojita funkcia.

18. Dokazte spravnost vzorca

kde
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f(x):{siixv ak 2 70,

1, ak x =0,
1 T
/ y" cos <y—|— E) dy, ak x #0,
antl 2
() = nr 0
cos “5-
, akx =0, n=12,....
n-+1
Pouzijic uvedeny vzorec urobte odhad
d" 1
‘ dj;&w) < e € (—o0, +0).

19. Funkciu f(z) = 22 na intervale < 1,3 > priblizne zameiite linedrnou funkciou a + ba
tak, aby hodnota integralu

3
/ (a—l—b:z;—:z;2>2d:1;
1

bola minimalna.

20. Dokazte, ze Besselova funkcia celého indexu n

1 ™
In(z) = ;/ cos (np — xsine) dp
0

vyhovuje Besselovej rovnici

xzfg(:zj) + :1:[7'1(:1;) + (:1;2 — n2> I(z)=0.

2
21. Vypocitajte / x"dx pren # —1 a potom pomocou derivovania podla parametra
, N
vypocitajte / 2" Inaxde.
1

22. Vyjduc z rovnosti

b
dx 1
= —In(1 b
/Ol—l—a:zj an( —|—a)

odvodte pomocou derivovania podla parametra vzorec

b
zdzx 1 b
— = "1In(1 b)) — —.
/0 (14 ax)? a? n(1+ad) a(l+ ab)

23. Vyjduc z rovnosti

/” dx 1 b
——— = —arctg —
0

22 4+ g2 a a
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vypocitajte
b
dz
/0 7(:1;2 ) ,a # 0.

24. Pomocou derivovania podia parametra vypocitajte nasledujice integraly:

/ ln a — sin l’)dl‘ a>1, b)/ 1n<a2Sin2$+62C082x>de7
0
3 arctg (at
/ In (1 — 2acosz + ) da, o [Fus (e,
0 tgl’
% 1—|—acos:1; dx
. Ja| < 1.
1—acos:1; cosx’

25. V ktorych pripadoch je pripustna zamena poradia integrovania?

1 1 _
a)/ dy cosacyal:]c7 / / y z? dr.
o Jo 151?‘|‘y (2% +y?)
B t
c)/ dy/ & (:L’y) / dy/ —arctg d:z;
T vVt +y?+1 -

26. Pouzijuc vzorec
arctg v Vody
x - o 1+ a22y?’

vypocitajte integral

/ arctg dx
0 X V19— 2 ‘

27. Pomocou integrovania podia parametra vypocitajte integral

1ob_
/ d:z;a>()b>0
0 ln:z;

28. Vypocitajte integraly:
1 b a
1 _
a)/ sin <1n —) — dz,
0 x Inx

! 1\ zb — 2
b)/ cos(ln—) dr, a >0, b>0.
0 x Inx

29. Dokazte spravnost vzorca

0
kde Iy(x) a I;(x) st Besselove funkcie indexov 0 a 1 (pozri tlohu 20).
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2. Nevlastné parametrické integraly

A. Nevlastny parametricky integral prvého druhu

Definicia 2.1. Nech f je redlna funkcia definovana na mnozine < a,00) X (¢,d) a nech
pre kazdé y € (¢, d) existuje integral faoo flz,y)dz. Potom funkciu

>0
-WMZ/ fz,y)da
a
nazyvame nevlastnym parametrickym integralom prvého druhu.

Definicia 2.2. Integrél F(y) nazyvame rovnomerne konvergentnym na intervale (¢, d), ak

Ve > 03B(e) > a,ze Vb > B(e) aVy € (¢,d)

Awﬂ%ww

Veta 2.1. (Cauchyho kritérium.) Nevlastny parametricky integral F(y) konverguje rovno-

plati

< €.

merne na (c¢,d) vtedy a len vtedy, ked pre fubovolné e > 0 existuje také B(e) > a, Ze pre
kazdé V' > B(e) a b > B(e) plati
b//

flz,y)de| <e

b/
pre vietky y € (¢, d).
Veta 2.2. (Weierstrassovo kritérium.) Ak existuje takd funkcia ¢ :< a,00) — R, Ze

[f(z,y)] < g(x)

pre vietky © €< a,00) ay € (¢,d) a nevlastny integral

ng@Mx

konverguje, tak nevlastny parametricky integral F(y) konverguje absolitne a rovnomerne
na intervale (¢, d).

Veta 2.3. Ak je funkcia f spojita na mnozine < a,0) X (¢,d) a integral F(y) konverguje
rovnomerne na (¢, d), tak funkcia F(y) je spojitd na intervale (¢, d).

Veta 2.4. Za predpokladov vety 2.3 plati

lim me@wmlemf@w@m.

y—yo€(c,d)
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Veta 2.5. Ak
1. funkcie f a % st spojité na mnozine < a,o0) X (¢, d),

2. integral faoo f(z,y)dx konverguje pre vietky y € (¢, d),

3. integral faoo %Z’y)dx konverguje rovnomerne na intervale (¢, d),

tak funkcia F je diferencovatelnd na (¢,d) a plati

d [~ < Of(x
F'(y)Z@/ f(l',y)dw:/ ydw

)
prey € (¢, d).

Veta 2.6. Ak je funkcia f spojita na mnozine < a,00)x < ¢,d > a integral F(y) konver-
guje rovnomerne na < ¢, d >, tak

[ s a= [ [ / f(x,y)dy] i

Tento vzorec plati aj v pripade, ze d = oo, ak funkcia f je nezaporna a spojita na

< a,00)x < ¢,0), integraly

)= [ " Faay)de 2 Gly) = / " fey)dy

konverguji a st spojitymi funkciami na intervaloch < a,00), resp. < ¢,00), a aspon jeden

z integralov
) (1L sead ayaiio [ ][ taa]

konverguje.

B. Nevlastny parametricky integral druhého druhu

Definicia 2.3. Nech f je redalna funkcia definovand na mnozine < a,b) x (¢,d) a nech
je neohranicena na kazdom intervale (b— 6,b) x (¢,d),6 > 0. Ak pre kazdé y € (c,d)
konverguje nevlastny integral

b
| #eis
tak funkciu .
F(y) = / fz,y)de
nazyvame nevlastnym parametrickym integralom druhého druhu.

Poznamka 2.1. Podobne ako v odseku A je mozné aj v pripade nevlastného parametrick-
ého integralu druhého druhu zaviest pojem rovnomernej konvergencie a dokazat podobné
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tvrdenia ako boli tie, ktoré platili pre nevlastny parametricky integral na neohra-nicenom

intervale.

30. Najdite vsetky hodnoty parametra, pri ktorych konverguji nasledujice nevlastné

parametrické integraly:

>0 d >0 —xy
a)/ _:1;7 b)/ ‘ dz,
,aY o 1+a?
>0 >0 M q
c)/ LT e, a >0, d)/ iy
~ T¥+a¥ 0 xP
)/2 dx f) /Oo sin J -0
¢ o |Inz|y’ 0 ¥ +sinz Y

31. Dokazte, Ze integral

pio - [ weri
0

a) konverguje rovnomerne v lubovolnom intervale < a,b >, kde a > 0,
b) konverguje nerovnomerne v intervale < 0,5 >.

32. Dokazte, ze Dirichletov integral

D(y):/ sinzy
0

X

a) konverguje rovnomerne na lubovolnom intervale < a,b > neobsahujicom bod y = 0,
b) konverguje nerovnomerne na kazdom intervale < a,b > obsahujicom bod y = 0.

33. Dokazte, Ze integral

o -
sinzy
cos xdx
0

X

rovnomerne konverguje na lubovolnom uzavretom intervale neobsahujicom +1.

34. Zistite, ¢ rovnomerne konverguje integral

[ %
1 xY

v nasledujtcich intervaloch:

a)1<y0§y<007
b)l<y< .

35. Zistite, ¢ konverguju rovnomerne na danych intervaloch nasledujtce integraly:

b)/ MY e, 0 <y < A,
0

T/ T

* cosxy

>0
a) / e “sinaydr, —oo <y < 00,
0

>0
c) / 2¥e " dr, a <y <b,
1
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e)/ d—xv 0§y<007 / Slnx _Iydxv 0§y<007
o (z—y)P+1

0) / Vi e, 0 < y < oo, /
0 [e’e)

1
1)/ yr!ldr, 0 <6 <y<1,
0

(. @)

e~ (z=u)’ de, o) a<y<b, ) —oo<y< oo,

>0
ey (1+e” )sinyde, —oco < y < oo,

de, 0 <y < oo, /—sm —dz, 0 <y <2.

36. Dokazte, Ze integral
F(y) = / e (T iy
0

je spojitou funkciou parametra y.

37. Zistite, ¢i st spojité v danych intervaloch nasledujice funkcie:

W P = [ 5. (2.0 by F(y) = [ e, (0.50),

24+ xY zY

= [ e[ (o0, @) Fly) = / T (0,2),

x xy(n' — x)y

e) F(y) :/Ooo e, (0,1), £) F(y) :/Ooo ye ™ dz, (—o0, o).

| sin a|¥

(. @)

38. Je pripustny prechod k limite za znakom integralu vo vyraze hrﬂo ye  “Ydax?
Yy— 0

39. Nech f je funkcia integrovateiné v intervale (0, c0). Dokazte, ze plati

lim Ooe_xy x)dx = - x)dx
flayte = [ o)

y——+0 0

40. Vypocitajte integral

o) N o)
e ¥ dx = lim
0 0 n—0

pouzijuc limitny prechod za znakom integrélu.

2) o

41. Najdite

< d
a) lim 7:1;,
n—oo [o ™+ 1

b) hm fn(x)dx7 kde fn(x) e { x%e_%_27 ak X i 07

n—oo [o 0, ak x =0,
o .
. _g2sn2zy
¢) lim e x,
y—oo Jg x
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o0 e_y2(x2+1)
O lim [

e

1 1
1
42. PouZijic vzorec / " tdr = =, n > 0, vypoéitajte integral I = / 2" n™ zdx,
n 0

0
kde m je prirodzené ¢islo.
(. @) 1 (. @)
43. Pomocou rovnosti / e dr = — y > 0, vypocitajte / eV e, kde n je celé
0 Y 0
¢islo.
1 T L. > 1 - ,
44. Pomocou rovnosti ———dx = — vypocitajte —————dux, kde n je celé
o r*+y? 2y o (@ +y?)"
¢islo.
45. Dokazte, ze Dirichletov integral

D(y):/ sinzy
0

X

mé pre y # 0 derivaciu, avsak neda sa najst pomocou Leibnizovho vzorca.

46. Dokazte spravnost Froullaniho vzorca

/°° flax) — f(bl')dx = f(0)In é, a>0,b>0,
0 z “

kde f je spojita funkcia a integral fA f)d:zj ma zmysel pre lubovolné 4 > 0.

47. Pomocou Froullaniho vzorca vypocitajte nasledujtce integraly, v ktorych a > 0,5 > 0:

oo —az —be oo 1 :
e —e sin ax — sin bx
—dx, b) dx,
€ 0

T
cos ar — cos bx g Q) /Oo arctg ax — arctg b:z;d
0

x.

a)/o
[ :

48. Pomocou derivovania podia parametra vypocitajte nasledujice nevlastné integraly:

co  —az? _ _ —ba? o0 —ax __ ,—bzx 2
a)/ L e, a>0,b>0, b)/ <;> dr, a>0, b>0,
0 x
oo —ax _ ,—bzx o0 bz
c) / ismmxdw a>0,b6>0,d) / ———cosmadxy, a >0, b >0,
0 x
Vin(1 — a?2?) Vn(1 — a?2?)
e ———~dz, |a|] <1, —————Zdz, |a|] <1,
| e lal < 0 m a
T /1 i dx > arct tg b
o) / In 1 + as%nx> lal <1, / arctg avarctg xd%
0 —asinz /) sinz’
3 /Ooln(:zjz—l—az)dx /Ooln 1—|—a )l (1—|—62:1;2)dx
; 22 + b2 ’ 4 :
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49. Dokazte, ze funkcia

oo e—wt
= —dt
y(l') /0 (1 +t2)"+1

vyhovuje diferencialnej rovnici

"y +ay =1.

50. Vypocitajte Eulerov-Poissonov integral

I:/ e~ da

0

I2:/ e_I2d:1;/ :L'e_x2y2dy.
0 0

51. Pomocou Eulerovho-Poissonovho integralu vypocitajte:

pomocou vztahu

a) / e_(”2+2bx+c)d:1;, a>0, ac—b* > 0,b) / e el brdx, a >0,

_OOOO _OOOO —az? _ —bz?
c)/ ) g a0 d)/ C — dr,a>0,b>0,
e) / e cos brdx, a >0, f) / re " sin brdx, a > 0.

0 0

52. Vyjduc z integralu

I(a,b):/ emae 2 xdw,aZO,bER,
0

X

vypocitajte Dirichletov integral

X

>0 : b
D(b) = / T .
0

53. Pomocou Dirichletovho integralu a Froullaniho vzorca vypocitajte:

/Oo _CObed:z;, a0, b) /Oo Md% a,b € R,
/Oo snrla:Jcs11rlb:ch:]€7 o4+ Q) /Ooo sin® aid:z;, acR,
0 T
/ (sma:z;) de. ae R, f) /Oo (Sinxax>3d:1;, icn
/Oo sin? z, ) ]OO sint ax ; sin ba dr, ab £ 0,
0
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54. Pomocou rovnosti

1 = /Oo e_y(H'f)dy
1+ 22 0

vypocitajte Laplaceov integral
* cos ax
L(«) :/ dz.
0

55. Vypocitajte integraly:

% gin? ¥ *  cosazx
d b ———d

> cos oT
—d >0 — 5 > 0.
C)/Ooax2—|—26:1;—|—0 o e

>0
56. Pomocou rovnosti ﬁ = %/ 6_”’26@, x > 0, vypocitajte tzv. Fresnelove integraly
0

> 1/°°sin:1;
-2
sinz“dr = = dx,
/0 2Jo Ve
> 1/°°cos:1;
2
cosx dr = — dx.
/0 2Jo Ve

57. Pomocou Fresnelovych integralov vypocitajte:

a) / sin (a:z;z + 2bx + c) dx, a # 0,

— 0
o) o)
b) / sinz?. cos 2axdx, c) / cos z2. cos 2axdz.
— 0 — 0

58. Dokazte, Ze pre Laplaceovu funkciu ®(z) = %/ et dt platia vztahy:
0

e ema’e’ _q o0 1
a) /0 O (at)dt = Ve + 2®(ax), b) /0 [1—®(x)]de = 7

59. Dokazte, ze pre Besselovu funkciu nultého radu Iy(z) = < / cos (xsin ) dp plati:
0

1
Va2 + b2’
ak a > 1,

o) : §7
b) / sin ax Ip(z)dz = arcsina, ak |a| <1,
0

t -3, ak a < —1.

a> 0,

a)/ e “Iy(bx)dr =
0
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60. Najdite Laplaceovu transforméciu F(p) = / e PUf(t)dt,
0

a) f(t) =1t", n - prirodzené ¢éislo, b) f(t) = V1,
c¢) f(t) = cost, d) f(t) =
e) f(t) = sin <0z\/¥>.
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3. Eulerove integraly
A. Beta-funkcia

Definicia 3.1. Funkciu

1
Bley= [ #7 (1-" d
0

ktora je definovana pre x > 0, y > 0, nazyvame Eulerovym integralom prvého druhu alebo
beta - funkciou.

Zakladné vlastnosti:
(i) B(z,y) = By, ).
(i) Bla,y) = ——

mB(w,y —1).
(iii) B(x,n) =

(n—1)!
e+ 1)(x+2)...(x+n+1)
) o) tx—l
(iv) B(x,y) = i mdt.
(v) Blz,1—2)= ——, 0<a <1

sin 7T

pren=1,2,....

B. Gama-funkcia

Definicia 3.2. Funkciu

, (@) :/ et de,
0

ktora je definovana pre x > 0, nazyvame Eulerovym integralom druhého druhu alebo ga-
ma-funkciou.

Zakladné vlastnosti:
(i), (z+1) =2, ().
(ii) , (n) = (n — 1)! pre prirodzené n.
(iii) , (2), (1 —x) = , 0<a < 1.

(iv) , (x), (:L' + %) = 22{?1, (2z), Speciélne:

SIn 7T

1 2n — D!
, (n + 5) = %\/} pre prirodzené n.
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. L (n—1)! .
() o) = e . o

61. Pomocou Eulerovych integrélov vypocitajte nasledujiice integraly:
1 1 B
a) / vV —2%dz, b) / z3 (1—x3>3d:1;,
0 0
1 oo 5
c) / 22\ a? — 22dx, a >0, d) / (de,
0

1+ %)

oo 2
£) / T e,
o 14+ at

(. @)

1+ 23’
Ine xd:z; n & N.

)
o

62. Urcte oblast existencie a vyjadrite pomocou Eulerovych integralov:

[e%¢] e xm—l
d 0, b —d
1—|—:1; r, n> ) At T,
o] 1 d(E
e @ > 00> 0. n >0, d) [ e m > 0,
_xm

sin”™ x cos” xdx,

8

3
|
&
Q.
2%
=
~—

e
/ a—l—b:z;
o,
A

—
~—
—
o=
3
=
Q2
\’2%

[e7e] p— 11
/ ““Inaxdr, a >0, j) S nwd:z;,
1+
d l —dx, 0 1
/ (1+2)lne o )/0 1—=x . sP<

63. Vypoatajte:

a+1
ln

, (z)dz (Raabeho integral),

/ In, (z)sin rede,

on
p——

In, (z)dz, a >0,

(oW
N

ﬁa\

In, (z)cos2nradr, n je prirodzené &islo.
64. Dokaste, 7e ak I /l d I / " Je, n je prirodzené #slo, tak
. Dokazte, 7e ak I} = ———alhb= ————du, n je prirodzené &islo, ta
’ 0 ‘/1_1,211 0 ‘/1_1,211 ’ ’

s
L, = —.
1l = 5o

(. @)

65. Dokazte, ze lim e~ dr = 1.

n—oo 0
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1 1 i
66. Pomocou rovnosti — = —/ t" e dt ¢ > 0, najdite integraly:
€ ) (m) 0
a)/ cosa:z;d% 0<m<1, a#0, b)/ sma:z;dx? 0<m<2.
0 ™ 0 ™

67. Najdite dlzku lemniskaty r? = a? cos 2, a > 0.

4

68. Najdite obsah ¢asti roviny ohrani¢enej krivkou r* = sin® ¢ cos .

69. Najdite obsah ¢asti roviny ohrani¢enej krivkou |z|" + |y|* = a™, n > 0, a > 0.
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Vysledky, navody a poznamky

(—00,0) U (0,00).

a) Spojita; b) spojitd; ¢) spojita pre y # 0.
Spojita pre y # 0.

a) 1;b) 1 ¢) §;d) 0;e) T3 f) In 255 8) 3.
0.

Nie. (Prejdtc k limite za znakom integralu dostévame nulu. Ak najskor vypocita-

@

me integral a potom prejdeme k limite, dostavame . Vsimnite si, Ze v bode (0,0) inte-
grovana funkcia nie je spojita.)

1 51In {1_1_22} , pre y > 0. V bode y = 0 derivacia neexistuje.
E‘ Nie. (F'(0) = m, kym derivacia podintegralnej funkecie podia y sa pre y = 0 rovna
nule.)

3
3e? .

1 a) de—ya _ ey fy2 xze—ﬁydw. b) (397 +1)y { + (3y2+1)} o
evleosyl cosy — evlsinvlginy + f;isyy V1 —22eWV1m2dg; d) {3 + —(b—i—y)} sinfy(b+y)] —
Lt | syt y)l ) (14 ) ) fy,—y) + 2 f7 fulw,v)de, kde w = a4y a
v=o—y; g 2y fy2+y sin <t2 + oyt — y2> dt +2 f0y2 sin 222, cos 2xydx—
2y fo d:z;f Y cos (:1; + 2 — )dt.

18] a) F'(y) = 3f(y) + 2uf'(y); b) F"(y) = 2f(y), ak y € (a,0), F"(y) = 0, ak
y & (a.b); ¢) F"(y) = S50 ke A% f(y) = fly +2h) = 2f(y + ) + f(y).

H

~—

C

PO (y) = (n = 1) f(y).

Ty

-21 (nt1)2"t Im2—27+1 41
(n+1)* ‘

L{%—I— arctg

a)7r11r1a"|”a2 ;b)) mln lal-]b] |+|b| ) 0, ak |a| < 1;7lnda?, ak |a| > 1;

d) Zsgn aln (14 |al); e) 7arcsina.
a) Ano; b) nie; ¢) dno; d) nie.
TIn (14 v2).
In 241,
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28 b242b42

a) arctg m, b) —1Il aZf2a+2"

300 a)y>1;b)y>0;c)y>1;d) |22

<Lie)y<l;f)y>

o=

33 oo sin(y+1)z+sin(y— l)xd ‘

0 z

Prepiste dany integral ako =

34 a) Konverguje rovnomerne; b) konverguje nerovnomerne.

5

35 | a) Rovnomerne; b) rovnomerne; ¢) rovnomerne; d) rovnomerne; €) Neroviomerne;

? ? ? ? ?

f) rovnomerne; g) nerovnomerne; h) «) rovnomerne; ) nerovnomerne; i) roviomerne; j)
nerovnomerne; k) rovnomerne; 1) nerovnomerne.

37 a) Spojita; b) spojita; ¢) nespojita v +£1; d) spojitd; e) spojita; f) nespojita v
y =0.

38 Nie, pretoze zamena poradia limity a integralu dava ako vysledok 0, kym v
skutocnosti je dana limita rovna 1.

¥

Ukazte, ze pre lubovolné ¢ > 0 existuje dostatocne velké B a y vyhovujlce

podmienke 0 <y < £ 1In 2]2\4]%3 (0 < e <2MB), kde M = supy<,<p|f(z)| # 0, tak, ze

|fooo eV f(a)dx —fo x)dr| < e.

m Zameite poradie limity a integralu a pouZite substiticiu ¢ = /n.ctg z. Pri
poéitani limity, ktori dostanete, pouzite Wallisov vzorec.

41 a) 1;b) I;¢) 75 d) 0.

m !
(_1) nm+1'
(n—1)!

yn

x  1.3.5..(2n-3)
2y2n—12.46..(2n—2)"

4 Néavod: Polozte zy = t.

47 a) ln%;b) 0; ¢) lng; d) $In§.
2a 25 —a 2402
48 a) l11&9' b) In %; c) arctg Zﬂtb(_?_m;; d) £1n 22'_||'_m2; e) 7r<\/1 —a? —1);
#a allphlel+el
f) —7ln 1m0 = Fsgn (ab)ln%a ak ab # 0, I =0, ak
asz;i)% n(lal+[b]), b#0;j) & [ab(a+b) +a®*lna+ b*Inb— (a® +6*)In(a+b)],
a>0,b>0.

g. Navod: V integrali I = fooo e~ dt urobte substitticiu t = xy, * > 0,

B ] [~
(94 (W] (W

; g) maresina; h) I

potom vynasobte e a integrujte v hraniciach 0 < z < 4o0o. Dostanete vzfah I? =
2 2 2 . P . - .
fooo e ¥ dx fooo re”* ¥ dy. V integrali na pravej strane vyuzite substitticiu a = z? <y2 + 1)

2_l +oo dy _ T
a dostanete [ = 5 fo l—i—y =T

a) VIS b) ek o) e ) v (V- va); o) By/Ee s )
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%sgn b
53 | a) F';ﬂ —/7a; b) Tsgn (a+b)+sgn (a—10b));c) 2ln|“EL): d) Tsgn a5 e) Taf
f) 2%alal; g) T; h) %ln“g‘, i) T
§6_|a|.
5 a) g <1—6 2>’ b) m(A+|a])  —|af C) Tr_b2 cos @b e lel /e =32

-3
&
S—

=]
Z.
]
N
2
o]

;b2 + Tsgn a> b) \/_cos< g), ¢) /7 sin <a2 + g)
a) i b) 2 c) o 'd)lﬂ(l—l—%);e) aVT o~
at, T . T . T . (2n—1)"

iw D s ©) =) JTsg) S VT

a) —Tmw, 0<m<n;b)B(n—m,m), 0<m<n;

1 a)

=2 (=2 [ (3¢ [ ¢ [ ¢
[\ (=2 W~
o=
o=
e}

T p(mtlpo i) g2 o d)y LB (L 1-1) n<0alebon > 1;

n m

nB(—H"—“),m>—1,n> —1; 1) 5 os"’”|n|<1 g)||, <m+1),m:1>0;h)

,<p+1>,p>—1;i>£[rsiif>},p>—1,J>—”"iCSSP” 0<p<Likhn|Eg| 0<p<
1, 0 < ¢ < 1;meotg mp (Navod: Integral mozno chapat ako hr_ir}O [B(p,e) — B(l —p,e)].).

o
S S
x

|

b}

N
REE
+\_/

sin® pm

a) In 27 (Vyjdite z toho, Ze dany integral je mozné prepisat ako
%fol In[, (z), (1 — 2)] dz a potom pouéit(? vzorec (iii) pre gama - funkciu.) b) In+/27 +
a(lna —1) (Derivujte dany integral podla parametra a.) c) % (1 +In %) (Prepiste dany

s

integral ako 1 fo In|, (1 — a)]sinwadr a vyuZite vzorec (iii) pre gama - funkciu.) d)

—_

an
5 | Urobte substiticiu ¢ = t7 a vyuzite spojitost gama - funkcie pre x > 0.

a)La%O b) I = T M,aka;«éOI—O ak a = 0.

2T'(m) cos BL > 2|a|?=™I'(m) sin

67 | 4B (L1).

3
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