SAMOORGANIZUJUCE SA NEURONOVE SIETE
Metéda hlavnych komponentov

[gor Farkas

1 Samoorganizacia

Pod samoorganizaciou rozumieme proces ucenia sa neurdnovej siete v zavislosti od prostredia, bez
pomoci ucitel'a. Mozno povedat’, Ze modelovanie samoorganizujucich sa neurénovych sieti (SONS)
podstatne viac pripomina principy neurobiologickych struktir, nez je to v pripade modelov umelych
NS uciacich sa s uc¢itelom. Je to preto, lebo proces samoorganizacie je fundamentdlnym javom v orga-
nizacii mozgu. Pravdepodobne sa uplatiuje na roznych trovniach spracovania informaécie, poéntic per-
cepénymi subsystémami a konciac kortikalnymi oblast’ami, ktoré spracovavaji komplexné informacie.

Samoorganizacia umoziuje adaptivnost’ neurénovej siete. Vd’aka nej nemusi byt siet’ iplne gene-
ticky predurcend, ale jej funkcia sa moéze prisposobit’, napr. v pripade percepénych subsystémov, podla
aktudlneho prostredia.

Samoorganizujuca sa neurénova siet’ moze mat’ rozne architektury:

(a) vstupnu a vystupni vrstvu neurénov, s doprednymi prepojeniami (vahami) medzi vrstvami,
(b) ako v pripade a) plus laterdlne prepojenia medzi neurénmi vo vystupnej vrstve,

(c) viacvrstvovu architektiru s doprednymi prepojeniami medzi susednymi vrstvami neurénov.

Vo vSetkych pripadoch ucenie spociva v iterativnej modifikacii vSetkych parametrov siete (vah) v
zavislosti od predkladanych vstupov, az kym siet’ nenadobudne nejakd uzitoénu finalnu konfiguraciu.
Odpoved’, preco taka findlna konfiguracia moéze vzniknit, mozno néjst’ v pozorovani, ktoré sa vztahuje
na mozog ako aj na umelé NS (Turing, 1952):

Globdlny poriadok moze vzniknit’ z lokdlnych interrakcii.

Inymi slovami, su¢innost’ mnohych lokalnych, spo¢iatku nahodnych interakcii medzi susednymi neurénmi
moze viest’ ku koherentnému spravaniu celej siete, ¢o je podstatnou ¢rtou samoorganizicie.

Organizacia v NS sa odohrdava na dvoch drovniach, ktoré interaguji pomocou spatnej vézby:
(a) uroven aktivit neurénov — generovanie odpovedi siete na zaklade vstupnych podnetov,
(b) droven konektivity — modifikacia véh siete v zdvislosti od aktivit neurénov.

Aby sa dosiahla samoorganizacia, spatna vizba medzi zmenami vdh a zmenami aktivit neurénov musi
byt kladna.

1.1 Zakladné principy samoorganizacie

V SONS mozno pozorovat’ nasledujice fenomény (von der Malsburg, 1990):

1. modifikacie vah maja tendenciu samozosilnenia,

2. obmedzenie zdrojov NS vedie k “stpereniu” medzi vdhami, ¢o vyvolava posiliiovanie niek-
torych véh a utlmovanie ostatnych (vd’aka synaptickej plasticite), ¢cim sa zabezpecuje stabilita
systému,

3. modifikdcie susednych vdh maji tendenciu spolupracovat’.

Uvedené 3 principy sa vzt’ahuji na samotni NS. Aby vSak SONS bola schopnd naucit’ sa nejaké
uzitoéné vstupno-vystupné zobrazenie, je nutné, aby vstupné data predkladané sieti boli redun-
dantné (Barlow, 1989). V terminoldgii tedrie informécie to mozno vyjadrit’ tak, ze informaény obsah



vstupnych kanalov musi byt’ mensi nez ich prenosova kapacita, rozdiel tychto dvoch veli¢in predstavuje
redundanciu.

1.2 Vyuzitie samoorganizujicich sa neurénovych sieti

7 pohladu u¢enia maji SONS oproti modelom uciacim sa s uc¢itelom znaéni vyhodu v tom, ze sa lepsie
umoznuju zvlddnut’ problém Skdlovania (ndrast ¢asu trénovania pri zvySovani poctu parametrov
siete). Je to vdaka tomu, ze uciace pravidld pre SONS maji jednoduchy tvar a zvécsa lokdlny
charakter. V pripade viacvrstvovych modelov SONS je mozné ucit’ jednotlivé vrstvy nie naraz (ako
napr. v back-propagation), ale postupne jednu za druhou.

SONS mozno pouzit’ v podstate na rieSenie tychto typov tloh:

e PCA — ndjdenie tendencii (hlavnych smerov) v dédtach, t.j. optimélne linedrne kédovanie vzhladom
na stredni kvadratickd chybu rekonstrukcie,

e klastrovanie dat — zatriedenie do kategérii (vektorovéa kvantizécia),

e topologické zobrazenie priznakov vstupnych dat,

e kédovanie ddt s maximalnym prenosom informécie na vystup (minimdlna redundancia vystupnej
reprezentécie).

Pouzitie SONS sa obyc¢ajne sprevddzané redukciou dimenzie vstupnych dat, ktord suvisi s extrak-
ciou priznakov.

2 Metdéda hlavnych komponentov

Metéda hlavnych komponentov (Principal Component Analysis - PCA) je zrejme najstarsou (Pearson,
1901) a najzndmejSou metdédou pouzivanou v multivariacénej analyze. Umoznuje efektivne transfor-
movat’ data zo (viacrozmerného) vstupného priestoru do tzv. priestoru priznakov s nizsou dimenziou,
¢im sa data premietnu do najdolezitejsich linedrnych smerov a tie najmenej podstatné sa zanedbaju.
PCA je teda sprevadzana dvoma atributmi dolezitymi pri analyze dat — extrakciou priznakov a
redukciou dimenzie dat.

Majme n-rozmerny ndhodny vektor x, ktory popisuje vstupné datum. Predpokladame, ze mnozina
vstupnych dat nulovd stredni hodnotu, t.j.

(x)=0.

Nech u oznacuje jednotkovy vektor, ||ul| = (u”u)'/? = 1, tiez dimenzie n, na ktory premietneme
vektor x. Této projekcia je definovand ako

Projekcia a (sdradnica v 1D priestore generovaného vektorom u) je ndhodnd premennd so strednou
hodnotou a varianciou, ktoré zévisia od Statistiky vektora x. KedZe (x) = 0, potom

(a) =ul(x)=0.
Variancia a je potom
0? = (a?) = (ul'x)(xTu)) = ul (xxT)u = u'Ru (1)

kde R[n x n] je korelaénd matica vstupnych dét. Je vidiet, 7ze R je symetrickd, t.j. RT = R. Z
tejto vlastnosti vyplyva, ze ak mame nejaké n-rozmerné vektory a a b, potom

a’Rb = b’Ra . (2)



Z rovnice (1) je vidiet’, Ze variancia projekcie o2 je funkciou jednotkového vektora u, ¢o matematicky
vyjadrime vzt'ahom
02 =¢(u) =u’Ru. (3)

2.1 Struktira vlastnych hodnét PCA

Budeme hl'adat’ taky smer u, v ktorom funkcia ¢ (u) nadobida extrém. Ako uvidime, riesenie tohto
optimalizacného problému zavisi od Struktiry vlastnych hodnét korelaénej matice R. Ak u je taky
1-ovy vektor, ¥(u) nadobida extrém, potom pre 'ubovolni mali perturbaciu Ju podla Taylorovho
rozvoja zanedbanim ¢lenov vyssich radov dostaneme

Y(u+du) =y (u) . (4)
Potom podla (3)
Y(u+ 6u) = (u+o6u)’R(u + é6u) = u' Ru + 2(6u)’ Ru + (6u)’R du .
Ak zanedbdme ¢len druhého radu, vyuzitim rovnosti (4) dostaneme podmienku
(6u)’Ru=0. (5)

Sticasne musf platit’, ze ||u + dul| = 1, ¢o mozeme ekvivalentne zapisat’ ako (u + du)? (u + du) = 1,
odkial’ po rozpisani, a po zanedbani ¢lena druhého radu mame

(su)fu=0. (6)
7 toho vyplyva, ze perturbacie du musia byt’ kolmé na u.

Ked’Ze elementy 1-ého vektora st fyzikalne bezrozmerné, tak ak chceme skombinovat’ rovnice (5) a (6),
musime k druhému ¢lenu pridat’ skdlovaciu konstantu A s takymi rozmermi, aké maji prvky matice
R. Potom mo6zeme pisat’

(6u)’Ru — A(6u)Tu = (su)’ (Ru— A u) =0.
Odtial vyplyva, ze musi platit’
Ru = \u,

¢o je rovnica zndma ako problém vlastniych hodnot, s ktorym sa Casto stretdvame v linedrnej algebre.
Pre u # 0 ma tento problém netrividlne rieSenia, A\ sa nazyvaji vlastné ¢isla, s nimi sivisiace vektory
u su vlastné vektory korelacnej matice R. Jej vlastné ¢isla maji nezdporné realne hodnoty.

Oznac¢me vlastné ¢isla kovarianénej matice R[nxn] ako A1, Ag, ..., A, a vlastné vektory ako uy, ug, ..., uy,.
Potom mozno pisat’

Ru; = \u; , i=12,..,n. (7)

Nech su vlastné ¢isla usporiadané zostupne, t.j. A1 > Ao > ... > Ay, ¢iZze A\ = Apae. SkonsStruujme
maticu U ako
U = [u,ug,...,u,] .

Potom mozno (7) prepisat’ do maticového tvaru
RU =UA | (8)

kde A je diagondlna matica A = diag[A1, A2,...,\n]. U je ortogondina matica, lebo jej stipce su
navzajom ortonormaélne:
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Ekvivalentnym zépisom je UTU = I, odkial’ je zrejmé, ze UT = U~!. Vyuzitim tejto vlastnosti
mozno (8) prepisat’ do tvaru

UTRU = A
resp. v rozpisanom tvare
uw'Ru; = Aj g = 9)
v 0, j#i ’

odkial’ je vidiet’, ze

Vyssie odvodené vzt'ahy mozno teda zosumarizovat’ v dvoch bodoch:

e Vlastné vektory korelacnej matice centrovanych dat st reprezentované 1-vymi vektormi uj, pred-
stavujicimi hlavné smery, v ktorych variancia v (u;) nadobida extrém.

e Asociované vlastné cisla definuji extrémy variancif ¢ (u;).

2.2 Zakladné reprezentacie dat

Pre n roznych vlastnych vektorov u; dostdvame n réznych projekcii vstupného vektora

aj; = u;Fx = xTuj , 7=12...n

ktoré budeme nazyvat’ hlavnymi komponentami; majui tie isté fyzikalne rozmery ako vstupny
vektor x. Tento krok oznacujeme ako analjjza.

Pri rekonstrukcii povodného vektora x z projekcii a; postupujeme tak, Ze skombinujeme projekcie a;
do vektora a = [a1,as, ..., a,]’ a potom mozno pisat’

a=[ulxulx, ., ulx]T =UTx.

Vyndasobenim oboch stran rovnice maticou U zl'ava dostaneme vzt’ah pre rekonstrukciu

x =Ua = Z a;u; , (10)
j=1

ktory mozno chépat’ ako syntéza. V tomto zmysle vektory predstavuju bdzu priestoru dat. Ide teda
transformaciu stradnic, podla ktorej sa bod x vo vstupnom priestore transformuje na bod a v priestore
priznakov.

2.3 Redukcia dimenzie

Redukcia dimenzie d4t ma z pohl'adu Statistického rozpoznavania velky vyznam. Umozni ndm reduko-
vat’ pocet priznakov (siradnic) potrebnych na efektivny popis ddt. Takto moézeme napr. ignorovat’
smery, v ktorych maji déta len mald varianciu (rozliSitelnost’) a viimat’ si len tie s velkou varianciou

(Oja, 1983).

Nech A1, Ag, ..., Ap oznacuju p najvacsich vlastnych ¢isiel korelacnej matice R. Rekonstrukciu vektora
X potom mozno aproximovat’ ako

P
xX'=Ua=) au;, p<n (11)
j=1

4



Chybu aproximéacie mozno potom vyjadrit’ ako

n
e:X—X/: Z a;u; .
Jj=p+1
Jednoducho sa da ukdzat’, ze chybovy vektor e je kolmy na aproximdciu x':

n
eTx' = Z

a
i=p+1

n

p p
s UG Z ajuj = Z Z aiaju;fpuj =0.
j=1

i=p+1j=1

Celkovi varianciu p komponentov ndhodného vektora x mozno podla (3) a podla prvého riadku (9)
vyjadrit’ ako

kde 0]2- je variancia j-tej hlavného komponentu a;. Analogicky, celkova variancia m elementov aproximadcie
x' je rovnd

Apt1s -y Ap je m — p — 1 najmensich vlastnych ¢isel matice R. Odpovedaji ¢lenom eliminovanym v
aproximdcii (11). Cim su tieto vlastné ¢isla mensie, tym efektivnejsia je redukcia dimenzie z pohladu
mnozZstva zachovanej informaécie o vstupnych datach.

Aby sme teda redukovali dimenziu dat pomocou PCA, potrebujeme vypocitat’ viastné éisla a viastné
vektory ich korelacnej matice, a potom wurobit’ ortogondlnu projekciu do podpriestoru generovaného

vlastngmi vektormi odpovedajiicimi najvacsim vlastngm cislam. Téato reprezentacia dat patri do triedy
met6d oznacovanych ako dekompozicia podpriestoru (Oja, 1983).

3 Hebbovo ucenie - jeden linearny neuroén

Kanadsky psycholég Donald Hebb postuloval pravidlo modifikacie vah vo svojej priekopnickej knihe
The Organization of Behavior (1949) nasledovne:

Ked’ axén bunky A je dostatoéne blizko, aby excitoval bunku B a opakovane sa podiela na vyvolani
jej vystupnej aktivity, potom by aspon v jednej z tychto dvoch buniek mal prebehnit’ proces rastu
alebo nejaké metabolické zmeny, aby sa zvysila efektivita bunky A pri vyvoldvani aktivity bunky
B.

V analytickom vyjadreni to znamend, Ze spojenie (synapsa) wp, vedice z bunky a do bunky b sa
m4 modifikovat’ podla vzt’ahu dwp, /dt = ay.yp, kde y, je presynaptickd aktivita, y, postsynaptickd
aktivita a a udava velkost’ kroku adaptacie.

Uvazujme najprv, ze mame jeden linedrny neurdén s n vstupmi, ktorého vystup sa pocita ako
n
Yy = ijxj = WTX .
j=1
Ak by sme priamo uplatnili Hebbov postulat, pravidlo u¢enia by malo tvar

wi(t+1) = w;(t) + ay(t)x;(t) j=12,...n



kde parameter « je rychlost’ uc¢enia. Je vSak zrejmé, pri takejto adaptdacii by vahy divergovali do
nekonecna, ¢o je fyzikalne nepripustné. Priamym rieSenim tohto problému je explicitnd normalizacia
véh po kazdom kroku (Oja, 1982)

w;(t) + ay(t)z,(t)
(=1 fw; () + ay(t)z;(1)]2)H/2

wj(t+ 1) =

ktora vnasa do algoritmu superenie vah o limitované zdroje (2. princip samoorganizdcie). Za pred-
pokladu, ze « je malé, mozno vzt'ah prepisat’ pomocou rozvoja ako

wi(t +1) = w;(t) + ay(t)[z; () — y(H)w; ()] + O(a?) ,

kde O(a?) v sebe zahfiia ¢leny druhého a vyssich rddov. Pre malé o mozno tento ¢len zanedbat’, ¢fm
dostdvame pravidlo ucenia (Oja, 1982)

wy(t+1) = wi(t) + ay(t)[x; (1) — y(t)w; (1)] = wj(t) + ay(t)z;(t) — ay*(n)uw;(t) , (12)

kde prostredny ¢len predstavuje Hebbov ¢len (1. princip samoorganizécie) a posledny je stabilizaény
¢len. Je vidiet', ze tvar u¢iaceho pravidla (12) je z pohladu vstup-vystup opacény k delta pravidlu. Ak

urobime substiticiu
zj(t) = x;(t) — y()w; (@) ,
" mozno interpretovat’ ako efektivny vstup j-tej synapsy, potom

kde z;

/

wi(t +1) = w;(t) + ay(t)z;(t)

¢o je vzt'ah podobny povodnému tvaru modifikacie, avSak tu uz vo vstupe a;; je skryta kombinacia
kladnej a zapornej spitnej vazby.

3.1 Spravanie modelu

O linedrnom neuréne s uéiacim pravidlom podla 12 mozno vyslovit’ nasledovné tvrdenia (ak (x) = 0):

1. vahovy vektor w konverguje do smeru, ktory je vlastnym vektorom korelacnej matice vstupov
C = (xx1).
Ak uvazujeme, Ze po ustédleni je strednd hodnota zmien véhovych zloziek nulovd, mozeme pisat’ 0 =
(Awj) = (y(z; —yw;)) = Qlp wedr () — 24 weTrw;)) = (X4 WhTkTj — D g WeTRWITIWS) = 3, CikWh —
(O wrCrwy)w;, kde cjr = (xjzr) a ¢ = (zpx;) st kovariancéné koeficienty matice C. Vo vektorovom
zapise 0 = (Aw) = Cw — (W' Cw)w = Cw = \w.

2. vahovy vektor w po konvergencii maximalizuje (y?2).
Této vlastnost’ je dosledkom vlastnosti 1: (%) = (w?'x)?) = (wI'xxTw) = w?' Cw, a kvadratickd norma

w! Cw nadobiida maximalnu hodnotu <= w lezi v smere jej hlavného vlastného vektora.

3. po konvergencii norma ||w|| = 1.
Z odvodenia pri vlastnosti 1 vyplyva, ze A = w/ Cw = wi ) w = \||w|? = ||w| = 1.

Mozno teda povedat’, Ze linearny neurén s pravidlom ucenia 12 mé tendenciu maximalizovat’ strednu
hodnotu kvadratu vystupu. Pri datach s nulovou strednou hodnotou tym suc¢asne dochadza k najdeniu
hlavného komponentu kovarianénej matice vstupnych dat.



4 Algoritmus GHA

Uvazujme, ze mame NS s n vstupmi a p vystupmi, pricom p < n. Nech vdha w;; oznacuje spojenie
i-teho neurénu s j-tym vstupom. Pravidlo u¢enia GHA (Generalized Hebbian Algorithm) navrhnuté
Sangerom (1989) m4 tvar

i
Aw;j = ay(xj — Z YrWh;) pre i=1,2,...,p. (13)
k=1

O tomto pravidle ucenia bolo dokazané, ze extrahuje p hlavnych komponentov korelacnej matice
vstupov. Moéze to byt zrejmejsie, ked’ si pravidlo prepiSeme do tvaru

i—1
’ !
Aw;j = ayi(a:j — Yiwij), kde z;=uz; — Z Yr Wk
k=1
Vo vektorovom zapise
i—1
’ . /
Aw; = ay;(x — y;w;) pricom x =x— Z YWk
k=1

Pri tomto tvare je vidiet’ podobnost’ s pravidlom pre jeden Ojov neurén, pricom x tu vystupuje ako
modifikovany vstupny vektor. Z pohladu vystupnych neurénov vyzerd teraz situdcia nasledovne: Pre
neurén 1 je x = x, t.j. ma tendenciu premietat’ vstupy do smeru hlavného komponentu. Pre neurén
2 je X = X — y1 w1, ¢o znamens, ze tento neurén “vid” vstup, od ktorého bola odpoécitans zlozka
odpovedajica hlavnému vlastnému vektoru, preto premieta do smeru druhej hlavnej zlozky, atd’.

Vyhody oproti standardnej metéde PCA:
(1) nie je expicitne nutné vopred pocitat’ korelacni maticu,
(2) je vypoctovo menej naroény najmé v pripadoch, ked’ p < n.

Vlastnosti algoritmu:

(a) ndjde hlavné komponenty,

(b) tie st usporiadané podla velkosti (variancie vystupov v jednotlivych ortogonédlnych smeroch),
(c) vysledky su reprodukovatelné (az na znamienko),

(d) vhodnd aplikacia: kédovanie dét, kompresia.

4.1 QOjova verzia algoritmu

V aplikacidch, kde nie je nutné extrahovat’ samotné hlavné komponenty, ale sta¢i najst’ hlavny pod-
priestor (podpriestor generovany hlavnymi komponentami), mozno pouzit’ Ojovu verziu uciaceho
pravidla v tvare

p
Aw;j = ayi(zj — Z YrWk;) pre =12 ...,p. (14)
k=1

Vlastnosti algoritmu:

(a) algoritmus nendjde hlavné komponenty, len podpriestor nimi generovany,

(b) vystupy nie su usporiadané, variancia jednotlivych zloziek na vystupe je priblizne rovnaka,

(c) vysledky nie st reprodukovatelné, zévisia od pociatoénych podmienok a od poradia predkladania
vstupov,

(d) vhodnd aplikacia v pripadoch, ak sa pozaduje rovnomerne distribuovand reprezentacia.



5 Algoritmus APEX

Kung & Diamantaras (1990) navrhli iny model na vypocet hlavnych komponentov — algoritmus APEX
(Adaptive Principal Component Extraction). Okrem doprednych spojeni tu existuju i laterdlne spoje-
nia medzi vystupnymi neurénmi, a to ku kazdému neurénu od ostatnych neurénov s nizs§im indexovym
¢islom, t.j. -ty neurén ma lateralny vahovy vektor

u; = [uﬂ, Uiy +ey um_l]T
a jeho vystup sa pocita podla vzt’ahu
yi=w;x+uly;

kde vystupny vektor y; 1 = [y1,%2,..,%i—1]7. Dopredné vidhy sa modifikuji podla Sangerovho
pravidla 13, a laterdlne vahy podla anti-Hebbovho pravidla (majd inhibiény d¢inok)

Aug, = —ayi (Y + yivik) (15)

O algoritme APEX bolo dokazané, ze vahové vektory w; po poradi konverguji do smerov vlastnych
vektorov korela¢nej matice vstupov, zatial ¢o laterdlne vahové vektory u; konverguji k nulovym
vektorom. Na rozdiel od (takmer) simultdnnej konvergencie vdh v algoritme GHA, tu konverguju
vahové vektory postupne.

Bolo navrhnutych viacero neurondlnych algoritmov na vypocet PCA. Mozno ich rozdelit’ do dvoch
skupin (Becker & Plumbey, 1993):

(a) reestimacné algoritmy (napr. GHA), v ktorych existuji len dopredné spojenia, a ktoré sa ucia
pomocou nejakej verzie Hebbovho pravidla, a

(b) dekorelaéné algoritmy (napr. APEX), v ktorych existuji aj laterdlne spojenia, modifikované
pomocou nejakej verzie anti-Hebbovho pravidla.

PCA mozno realizovat’ i pomocou autoasociacie pri pouziti NS typu n—p—n a u¢enia pomocou BP. V
takom pripade k PCA reprezentécii dochddza na neurénoch v skrytej vrstve (Baldi & Hornik, 1989).

6 Pouzitie PCA algoritmov

PCA je vhodné pouzit’ na predspracovanie dat, ktoré majui zhruba Gaussovské rozdelenie. Sprievodnymi
znakmi predspracovania pomocou PCA si: (1) dekorelovanie vstupov, (2) znizenie dimenzie dét a (3)
extrakcia linedrnych priznakov (hlavnych komponentov). Napr. pri takto transformovanych datach
mozno dosiahnut’ podstatne rychlejsiu konvergenciu BP vd’aka dekorelovanosti suradnic vstupov.

Linsker (1988) ukézal, ze PCA je ekvivalentnd maximalizacii vystupnej informécie v pripade Gaussov-
ského rozdelenia dédt. I z toho vyplyva nevhodnost’ predspracovania dat pomocou PCA, ak tie maju
vyrazne negaussovsku distribuciu, napr. pozostavaji zo zhlukov alebo v nich existuju bezvyznamné
mimo leziace prvky (outliers).
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