Rekurentné neuronové siete
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1. Preco rekurentné siete?

V kapitole venovanej vrstvovym neurénovych sietach a metddam ich trénovania sme videli, Ze vrstvové siete si za
ur¢itych okolnosti schopné naucit” sa asociovat” k vstupnym vektorom pozadované vystupné vektory. Zvycajne
pozadujeme, aby siet’ nefungovala len ako akasi “look-up table” (kde st dvojice (vstup, pozadovany vystup) “natvrdo”
memorované), ale aby “inteligentne” reagovala aj na vstupy, ktoré jej pri trénovani neboli ukazané. Inymi slovami, boli
by sme radi, ak by siet’ spravne “zovSeobecnila” trénovacie priklady. Rigoréznym uvahdm o narocnosti trénovania,
zovSeobeciiovacim vlastnostiam sieti, kvalite trénovacej mnoziny (kolko trénovacich prikladov, aka je distribtcia
trénovacich vzoriek, atd’.) sa venuje disciplina nazvana Tedria Ucenia (Learning Theory [1])). Rozsah tejto prace
neumoziuje podrobnejSie poznamky o tejto discipline. Obmedzime sa len na konstatovanie, Ze vrstvova neurdénova
siet’ zovSeobecni trénovacie vzorky tak, Ze nimi prelozi hyperplochu (pri linedrnych sietach hyperrovinu), ktora je co
najhladsia.

Poziadavka hladkosti intuitivne reprezentuje staré pravidlo modelovania dat (tzv. Occam’s Razor [2] [3]), podla
ktorého by model nemal demonstrovat’ viac “Struktiry”, ako je reprezentované v datach. Ak by napriklad trénovacia
mnozina pozostavala z dvojic (vstup, pozadovany vystup) leziacich na nejakej hyperrovine I, intuitivne ocakdvame, ze
tam budu lezat’ aj dosial’ nevidené asociacné dvojice (vstup, vystup). Linedrna siet” realizujica zobrazenia vstupov na
vystupy tak, Ze dvojice (vstup, vystup) lezia na I, zrejme nevnaSa do modelovania viac Struktiry neZ mozno
vystopovat’ v trénovacich datach. Aj nelinearna vrstvova siet’ zobrazujlica vstupy na vystupy, pricom dvojice (vstup,
vystup) lezia na hyperploche W, len “mierne zvlnenej” verzii hyperroviny I1, bude zrejme vyhovujiica. Naproti tomu, aj
keby nelinearna vrstvova siet presne prelozila trénovacimi vzormi hyperplochu &, ktord by vSak bola vysoko
nelinedrna, tazko by sme mohli uverit, Ze odpovede siete na vstupy neobsiahnuté v trénovacej mnozine budi mat’
nieCo spolo¢né s tendenciou dat lezat' na hyperrovine IT. VolI'ne moZno povedat’, Ze takyto model vivi v datach viac
Struktury, nez v nich v skutocnosti je — fenomén zndmy pod menom overfitting (premodelovanie dat). Existuji metody
umoziujuce, aspont do urcitej miery, vyhnut' sa nastraham premodelovania dat. Pripadnych zdujemcov odkazujeme na
knihu [4].

Existuji vSak typy tloh, kde nelinedrne vrstvové siete zlyhdvaji, no nie v dosledku nedostatku optimdlnych
trénovacich procedtr (pri nelinearnych sietach dosiahneme len lokdlne minimum na chybovom povrchu nad
priestorom synaptickych vah), ¢i premodelovania dat. Inymi slovami, nelinedrne vrstvové siete by na tomto type tloh
zlyhavali, aj keby sme dokdzali spomenuté problémy spol'ahlivo vyriesit. Pri¢ina tkvie v samotnej podstate tlohy, ako
je to napriklad pri tlohach, kde sa popri priestorovych Struktirach objavuju este aj casové Struktiry. Uvedieme si
jednoduchy ilustracny priklad.

1.1 Priklad ¢asovej Struktiry v datach

Vrstvova siet’ je schopna “naudit’ sa” trénovaciu mnozinu pozostavajicu napriklad z parov (vstup, pozadovany vystup):
A—oa, B—B, C—9, D—a, kde A,B,C,D sd vektory zo vstupného priestoru RY a o,B,y su vektory z vystupného
priestoru R" . Siet' bude realizovat’ zobrazenie F:R" — R tak, 7e F(A) =a, F(B) =5, F(C) =} a

F(D) = a . Trénovacie pary definuju uréita “priestorovd” truktiru na priestore R X R™ pérov (vstup, vystup) a
pary i) p p p p, Vystup

tato Struktura moze byt vystihnutd natrénovanou siet'ou ako sme si spomenuli v tvode kapitoly.

Predstavme si vSak, Ze trénovacia mnoZina by mala nasledujuci tvar: A—a, B—p, B—a, B—y, C—a, C—y,
D—oa...Vidime, Ze k jednému vstupu moZeme mat’ viacero vystupov, v zavislosti na ¢asovom kontexte tej-ktorej
asociacie. Inymi slovami, o vystupe siete by nemal rozhodovat len vstup siete, ale aj informacia o doterajsej historii
predkladanych vzoriek. Vrstvova siet’ by mala byt rozSirena o moznost reprezentovat’ ¢asovy kontext, aby tak mohla

! Kapitola z knihy: Kvasnicka, V., Benuskova L., Pospichal J., Farkas I., Titio P., Kral' A. Uvod do tedrie
neurénovych sieti. Iris, Bratislava, 1997, str. 118-141.



na zaklade predlozeného vstupu lepSie rozhodnut o vystupe. Architektonicky najjednoduchsie rieSenie ponuka tzv.
Time Delay Neural Network (TDNN) (obrazok 1).
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Obrazok 1: Architektira TDNN. Okrem aktudlneho prvku casovej
postupnosti vstupov (v Case t), st vrstvovej sieti prezentované aj vstupy z
predoslych D krokov diskrétneho ¢asu.

V podstate umoziiuje vrstvovej sieti “okno do minulosti” — okrem momentalneho vstupu (v Case t) “vidi” siet’ eSte aj
vstupy z minulych D krokov (v Casoch t—1, t-2, ..., t=D). Takuto siet’ je mozné trénovat’ klasickou procedurou spétného
chodu (Back Propagation — BP), pricom je dblezité zachovat poradie trénovacich vzoriek v trénovacej mnozine. Ak
mame Stastie, aj takéto jednoduché rozsirenie vrstvovej architektiry moze priniest uspech a siet’ typu TDNN je
schopna popri priestorovej Struktire postihnit’ aj ¢asovu Struktaru skrytd v trénovacich datach. Vyhodou architektiry
TDNN je pomerna jednoduchost’ a moznost trénovania klasickou procedtiirou BP vhodnou pre zvycajné vrstvové siete.
Nevyhodou tejto architektury je, ze spdsob reprezentacie casového kontextu nemusi byt” dostatocne silny na zvladnutie
Casovej Struktary trénovacich dat. Treba podotknut, ze aj v pripade, ked” TDNN je schopna reprezentovat’ ¢asovo—
priestorovu $truktiru dat, nie je jednoduché len na zaklade trénovacej mnoZiny spravne odhadnit’ dizku D “okna do
minulosti” (viac podrobnosti najde pripadny zdujemca v [5][6]).

Napriek tomu architektira TDNN na$la uplatnenie v mnohych oblastiach pracujicich s ¢asovo—priestorovymi
Strukturami, napriklad v robotike, rozpoznavani reci, atd’. [7][8][9][10].

Pokusme sa teraz odpovedat’ na otdzku, kedy je architektira TDNN apriori nevhodnd na reprezenticiu casovo—
priestorovej Struktary trénovacich dat. Pre jednoduchost’ si predstavme, Ze méame len koneénii mnozinu moznych

vstupnych vektorov (napriklad A, B € R") a kone¢nii mnozinu vystupnych vektorov (napriklad a,fBe R™).

Potom mdzeme vstupy aj vystupy povaZovat za symboly. Predpoklad architektiry TDNN, Ze na uvahu o moZnom
vystupe v Case t nam postaci informacia o terajSom vstupe a D predoslych vstupoch je analogicky predpokladu
staciondrneho markovovského procesu radu D+1, kde pravdepodobnost’ symbolu v retazci zavisi len od D+1 jeho
bezprostrednych predchodcov.

Predstavme si v8ak, Ze proces reprezentovany trénovacou mnozinou, A—o, A—a, B>, B>, B—a, A—p, A—p,
A—, je popisany Mealyho automatom [11] [12] na obrazku 2. Praca automatu zatina v stave 1 oznatenom Sipkou

START. Po prichode vstupného symbolu V € {A,B} sa presunieme do nového stavu z mnoZiny stavov {1,2,3}
pozdiz Sipky prisluchajicej vstupnému symbolu V, pri¢om so symbolom V asociujeme vystup W € {0{, ,B} podla
pravidla VIW.



Obrazok 2: Mealyho automat popisujuci asociaénu Glohu s ¢asovym kontextom. V
zavislosti od momentalneho stavu st k vstupom A,B jednozna¢ne urcené ich
asociacné vystupy.

Teda po prichode symbolu A sa z pociatocného stavu 1 dostdvame sluckou spit’ do stavu 1 a asociovanym vystupom je
o. To sa zopakuje aj po opédtovnom prichode vstupu A. Avsak vstup B nds prenesiedo stavu 2 a prislusny asociovany
vystup je B, atd’...

Stavy automatu kéduju historiu vstupnych vektorov, aby sme mohli vzdy bez vahania odpovedat’ na otazku, ¢o bude
asociovany vystup k danému vstupu pri danej histori predkladanych vstupov. Vidime, Ze takato stavova reprezentacia
c¢asového kontextu predkladanych vzoriek moZe byt omnoho uspornejsSia ako reprezentacia casového kontextu
pomocou “okna do minulosti” a niekedy aj nevyhnutna. MoZe sa totiz stat, ze by sme potrebovali potencidlne
neobmedzene dlhé okno do minulosti. Ak by sme boli v stave 1 automatu na obrazku 2, moze prist’ lubovolny pocet
vstupov A a asociovany vystup je o. To isté patri aj o stave 3. Podstatny rozdiel je vSak vo vystupe asociovanom so
vstupom B. Ten je B, v pripade stavu 1 a o v pripade stavu 3. Nie je mozné zvolit’ Ziadne kone¢né D aby za kazdych
okolnosti bolo mozné na zdklade minulych vstupov rozhodnut’ o vystupe asociovanom k vstupu B. Zrejme pre dobré
zovSeobecnenie trénovacej mnoziny reprezentujucej ¢asovo—priestorovi Struktiru popisani automatom na obrazku 2
bude architektira TDNN nevyhovujtca.

1.2 Predbezny priklad rekurentej neurénovej siete

InSpirovani predchidzajicimi uvahami uved’'me architektiiru neurénove;j siete (obrazok 3) zlozenej z dvoch vrstvovych
sieti

e asociacnej siete — realizujicej asocidciu vystupu k danému vstupu na zdklade “vnitornej pamite” siete

e stavovej siete — realizujucej kddovanie doterajsej historie vstupov predlozenych sieti

Architektura bola predstavena v [13]. Obe vrstvové siete zdielaji spolocnt vstupni vrstvu, ktora sa skladd zo
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vstupnych neurénov zabezpe&ujucich prekopirovanie vstupného vektora [ ® v Case t do siete a zo “stavovych”

neur6nov, ktorych aktivicie v Case t tvoria stav siete S ® kédujiici histériu predkladanych vstupov [ (T),T <t.

Asociacna siet’ ma tri vrstvy, okrem vstupnej, este skrytdl vrstvu neurénov druhého radu, ktorych aktivéacie v Case t st
ratané takto

H,('t) =8 ZlenS]([)Ilgt) ’ M
l,n
kde g je obvykla sigmoidéalna aktivacna funkcia
glu) =—— 2
I+e™

Vystupna vrstva neuronov prvého radu reprezentuje vystup siete, ktorym st v Case t aktivacie

oY = g(ZmG H;f’)) 3)
k



Stavova siet’ sa sklada len z dvoch vrstiev. Ulohou druhej vrstvy je vypogitat’ reprezentacie nového &asového kontextu

(ktory sa bude povazovat’ za stav siete v ase t+1), ktory vznikol prichodom vstupu [ ®

Si(Hl) =8 Zmlnsl(t)llgt) “)
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Obrazok 3: Architektira rekurentnej siete navrhnutd na ucenie
asociacnych problémov s cCasovou Strukturou popisatelnou Mealyho
automatom.

Ak st vstupné vektory [ ©, R" , vystupné vektory z R", stav siete je kédovany L rozmernym vektorom z R*
(mame L stavovych neurdnov) a siet ma K neurdénov v skrytej vrstve, potom v architektire siete je L*N vih W,

iln>
KLN vih Q,, a MK vih V,, .

V &ase t sa na zaklade vstupu [ ® a stavu S ® vypocita stav siete v Case t+1, ktory sa prekopiruje do Casti vstupnej
vrstvy v nasledujiicom kroku diskrétneho Casu.

Zrejme takato architektura siete je schopna reprezentovat’ ¢asovo—priestorové Struktiry podobné Struktire zobrazenej
ako automat na obrazku 2. Asociacnu vrstvovii siet’ sme totiz rozsirili o vautornii pamdt. Navyse, vo vrstve stavovych
neuronov si siet’ mdze utvorit’ vlastnu stavovu reprezentaciu casového kontextu predkladanych vstupov.

Namieste je vSak otdzka, ako ucit’ takyto typ siete, teda ako na zaklade trénovacej mnoziny ¢asovo usporiadanych
asociaénych dvojic (vstup, vystup) vyprodukovat vahy W, Q, V. ktoré zabezpecia “spravnu” funkciu siete
(zodpovedajucu trénovacej mnozine). Treba si uvedomit, ze k dispozicii mdme len dvojice (vstup, vystup) a preto aj
stavové neurony mozno povazovat za skryté. Z tohoto pohl'adu mame v architektare dva typy skrytych neurénov

o rekurentné — vo vrstvach S © ) (r+1)

2 t
e ne-rekurentné — vo vrstve H ©)

V &ase t je na vstupe vektor [ ©) = (I 1(:) v 2(t) . 1(\,[)) a vystup siete je vektor 0" aktivicif vystupnych neur6nov
O(Z) = (Ol(t),Oz(t),..., O,(JI)). Poklsme sa zareagovat’ na vzniknutd disproporciu medzi skuto¢nym vystupom siete

O(t) a zelanym vystupom D([) zmenou vdh, ktord by ju zmiernila. InSpirovani myslienkou procediry BP z
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vrstvovych sieti definujeme chybovy funkciondl ako E =EZ(D,£:) —O,S)) , a upravme vadhy V, Q, W
proporciondlne k inverznym gradientom
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M
o je “mald” kladnd konstanta nazyvand rychlost’ u€enia (learning rate).

Pre podrobnejsi vypocet parcialnych derivacii uvedenych v (5), (6) a (7) je vhodné prekreslit’ obrazok 3 na siet
rozvinutd v ¢ase (konkrétne v ¢asoch t, t+1) (obrazok 4).
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Obrazok 4: Rekurentna siet z obrazku 3 casovo
rozvinuta v dvoch okamihoch t a t+1 diskrétneho Casu.

Postupom analogickym postupu pri odvodeni klasického algoritmu BP (pouzitim tzv. chain rule pravidla pre derivaciu
zlozenej funkcie) dostavame parcidlne derivacie chybového funkcionalu E podl'a vah V a Q
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kde g’ je derivéicia funkcie g, g’(u) = g(u)(l - g(u)) a ¢ je inverzna funkcia k funkcii g.

Vypocet parcidlnych derivacii je trodka zloZitejsi. V Gase t-1 vdha W, priamo ovplyviiuje iba aktiviciu S l.(t)
iln
I-teho stavového neuronu v budiicom kroku (v ¢ase t) a teda
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Chyba E zdvisf na stave S i(t) prostrednictvom véh \Y Q asociacnej siete a preto
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Stav S, ® r-tého stavového neurdnu v ase t zdvisi priamo od vahy W.

n len ak i =r, no je dolezité si uvedomit’, Ze
kedze

nepriamo zavisi aj od vietkych ostatnych véh W,, .

- st o)

astavy S b(t_l) zas len zdvisia od vah W (a, pravda, vstupu [ (=2) ). Dostdvame teda

&ﬂﬂ B B &ﬂFU
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Pomocou rekurentného vztahu (13) je mozné v kazdom kroku trénovania nanovo prepocitat potrebné parcialne

as(f)

derivicie . Tieto sa pouziju v d’alSom kroku pre novy vypocet parcidlnych derivacii podll'a vztahu (13). Na
iln

oS (0)

zaciatku trénovania je vhodné zvolit’ nulové.

iln

1.2.1 Priklad trénovania rekurentej neuronovej siete

V tejto stati si kratko popiSeme proces trénovania rekurentnej siete na vzorkach generovanych mealyho automatom.
Pre ilustraciu procesu ucenia rekurentnej siete uvazujme automat na obrazku 5.

Sieti budeme predkladat’ dvojice (vstupné slovo, odozva na vstupné slovo), ktoré reprezentuji nas automat. Zacneme s
krat§imi slovami a postupne pokroc¢ime k dlh§im slovam, napriklad: acccb—00001, caaab—10101, bbbbbb—121000,
atd’.

Dolezité je reprezentovat’ v trénovacej mnozine vSetky aspekty automatu, teda aj to, ze spracovanie kazdého vstupného
slova sa zac¢ina v inicidlnom stave 1. Jedna z moznosti je zavedenie zvlastneho vstupného aj vystupného symbolu, ktoré
by signalizovali “Reset”. Teda z kazdého stavu automatu by prichod symbolu “!” znamenal prechod do stavu 1 s
prislusnym asociovanym vystupom “x”. Trénovcia mnoZina by potom vyzerala nasledovne: acccb!—00001x,
caaab!—10101x, bbbbbb!—121000x, atd’, alebo acccb!caaab!bbbbbb!... —-00001x10101x121000x... €o je v prepise
do casovo usporiadanej trénovacej mnoziny (vstup, vystup): a—0, c—0, c—0, ¢c—>0, b—1, !-x, c—>1, a—0, a—>1,
a—0, b—1, !>x, atd’.
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Obrazok 5: Mealyho automat pouzity na generovanie trénovacej mnoziny
pre rekurentntl siet’ na obrazku 3.

Mame teda Styri vstupné symboly a,b,c ,“!”” a Styri vystupné symboly 0,1,2,x”. Reprezentujme ich bindrne v tzv.
“one-hot” kédovani — 4-dimenziondlne kddy s prave jednou 1 a troma 0, pricom pozicia 1 kéduje prislusny symbol.
Kdédovanie moze mat’ napriklad takyto tvar:

symbol vstupny vystupny kod
A 0 1000

b 1 0100

c 2 0010

! X 0001

Zrejme potrebujeme 4 vstupné (N = 4) a 4 vystupné (M = 4) neur6ny. Pre na§ experiment pouZijeme 4 rekurentné
stavové neurény (L=4) a 4 skryté ne-rekurentné neurény (K = 4).

Trénovaciu mnozinu sme vygenerovali tak, Ze k 600 ndhodne vybratym vstupnym slovam nad abecedou {a,b,c} sme

urcili prislichajuce vystupné slovd nad abecedou {0,1,2}. Na koniec kazdého trénovacieho vstupného slova sme

vloZili “resetovaci” symbol “!I” a na koniec odpovedajuceho vystupného slova bol vloZzeny symbol “x”. DiZka slov sa
pohybovala od 3 do 12 a rastla od najkratSich k najdlh§im.

Na zaciatku trénovania boli ndhodne vygenerované vahy V,Q,W z intervalu [-0.5, 0.5] podl’a rovnomerného rozdelenia
pravdepodobnosti. Pocas ucenia sa z trénovacej mnoZziny postupne berie vstup za vstupom a ich asociované vystupy,
pri¢om po prezentacii kazdého vstupu sa prislusne upravia vahy. Trénovaci proces sa ukoncil po 18 epochach (jedna
epocha spociva v postupnom prejdeni vSetkych asociacnych dvojic v trénovacej mnozine) s trénovacou chybou 0.075.
Naucena siet’ bola testovand na nahodne vygenerovanych vstupnych slovach omnoho vi&sej dizky ako 12 (¢o bola
maximalna diZka trénovacich slov). Odpovede na vietky testovacie (vstupné) slovd, t.j. k nim prisluchajuce vystupné
slova generované sietou, zodpovedali automatu na obrazku 5. Pred predlozenim kazdého testovacieho vstupného slova
bola siet” “resetovana” pomocou vstupu “!”.

Ako zaujimavost’ spomenieme, ze v tomto pripade bolo mozné “porozumiet™ vnutornej reprezentdcii problému
(implicitne uréeného trénovacou mnozinou) v naucenej rekurentnej sieti. Experimentélne sa totiz ukazalo, Ze stavy siete

. . . L . . 4 p
(4-rozmerné vektory aktivdcii stavovych nerénov) nepokryvaji stavovy priestor (0,1) rovnomerne, ale su

koncentrované v dobre detekovatel'nych zhlukoch. Navyse, tieto zhluky zodpovedaji stavom automatu, na zaklade
ktorého bola vygenerovand trénovacia mnoZina. Takymto sposobom mozno z naucenej siete “vytiahnut™ automat,
ktory vyhovuje trénovacej mnozine a navyse ju aj zovSeobectiuje.
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Obrazok 6: Architektiry rekurentnych sieti, ktoré moZno povazovat’ za klasické vrstvové
siete obohatené o rekurentné neurény. Aktivacie rekurentnych neurénov v kroku t sa objavia
ako aktivécie kontextovych neurénov v kroku t+1.

2. Rekurentné siete a ich trénovanie

2.1 Modely rekurentnych sieti

V predoslej kapitole sme si na priklade intuitivne vymedzili pojem rekurentnej siete a ukazali sme si pristup k jej
uceniu. Vo vSeobecnosti mozno za rekurentnt siet’ povazovat’ akukol'vek neurénovu siet, v ktorej istd podmnozina
neurénov (rekurentné neurdény) je schopna uchovat” informdciu o svojich aktivdciach v niektorych ¢asoch <t pre
vypocet aktivacii neuronov v Case t+1. Odpamitané hodnoty sa objavia v Case t+1 ako aktivicie tzv. kontextovych
neurénov. Napriklad v architektire rekurentnej siete z predoslej kapitoly su rekurentné neurény vo vystupnej vrstve
stavovej siete a kontextové neurdny tvoria Cast” vstupnej vrstvy asociacnej aj stavovej siete, kde sa v ¢ase t+1 objavia
aktivacie rekurentnych neurénov z kroku t. Povedali sme si, ze takymto spdsobom rozSirujeme neurdnovua siet’ o

“vnutornd pamat™.

Historicky vzniklo niekol’ko modelov rekurentnych sieti, ktoré moZno povazovat' za vrstvové siete obohatené o
rekurentné neurény. Na obrazkoch 6a.b,c uvadzame tri modely tohoto typu, ktoré mozno najst’ v literature. Vrstvy
neurénov st zobrazované obdiznikmi. Podobne ako v tradi¢nych vrstvovych sietach, v ramei jednej vrstvy neurdny nie
su navzdjom prepojené a prepojenia existuji len medzi neurénmi susednych vrstiev. Hrubé Sipky reprezentuju
prepojenia z kazdého neurdnu spodnej vrstvy do kazdého neuronu hornej vrstvy. Tieto repojenia maju vahy, ktoré st
modifikovatelné (pocas trénovacieho procesu). Jednoduché S§ipky predstavuji rekurentné prepojenia medzi
zodpovedajicimi neuronmi vychodzej a cielovej vrstvy. Prepojenia maju vahu 1, ktord je nemennd a existuji len



medzi i-tym neurénom vychodzej a i-tym neurénom ciel'ovej vrstvy. Na tychto prepojeniach st oneskorovacie ¢leny,
ktorych doba oneskorenia zodpoveda jednotke diskrétneho Casu. Funkcia rekurentnych prepojeni je odpamétanie
aktivacii rekurentnych neurénov a ich zavedenie do kontextovych neurénov.

Architektira na obrdzku 6a bola navrhnutd Elmanom [14]. Kontextovd vrstva obsahuje kopie aktivacii skrytych
neurénov z predoslého kroku. Autorom siete predstavenej na obrdazku 6b je Jordan [15]. Obrdzok 6¢ predstavuje
kombinaciu modelov na obrazkoch 6a a 6b. Ako navrhuje Bengio [16], je mozné mat’ zvlastnu kontextova vrstvu pre
rozne vrstvy povodnej vrstvovej siete ako je tomu pri architektire na obrdzku 6c.

Dalgia varianta spdsobu odpamiitivania aktivacii rekurennych neurénov v kontextovej vrstve je postupné
“nabal’ovanie” hodn6t aktivacii v minulych krokoch diskrétneho Casu, s prvkom “zabidania” ddvnejsich aktivacii.

Nech § l.(t) je aktivdcia i-teho rekurentného neurénu v Case t a Ki(t) aktivdcia i-teho kontextového neurénu v Case t.
Potom

K'Y = gg® 4+ 50 (14)
0 < & <1 je kon3tanta reprezentujiica “rychlost’ zabidania”. Iterovanim (14) totiZ dostdvame

t
Ki(t+1) — Si(t) + “Svi(t—l) + azSi(t—Z)_'_m: Zat—rSir (15)
7=0

Pre koeficient @ blizky 1 kdéduju kontextové aktivacie Casovy kontext aktivacii zodpovedajtcich rekurentnych
neuréonov v Sirokom cCasovom rozpiti, avSak zaroven stracame detailni informaciu o poslednych aktivaciach
rekurentnych neurénov. Naproti tomu, pri hodnotéch koeficientu @& blizkych 0 kédujeme vyvoj aktivécii rekurentnych
neurdnov len v bezprostrednej minulosti, zato vSak s va¢§im dérazom na detailni infomdciu o ich hodnotéch.

Takyto typ odpamétavania aktivacii rekurentnych neurénov budeme oznacovat ciarkovanym prepojenim medzi
rekurentnou a kontextovou vrstvou. Architektira na obrazku 7a bola navrhnuta Jordanom [15]. Ide o rozSirenie siete z
obrazku 6b. i-ty kontextovy neurén uchovava informaciu o svojich aktivaciach v minulych krokoch a o aktivécii i-teho
vystupného neurénu v predoslom kroku.

Model na obrazku 7b pochédza od Stornetta a kol. [17]. Ide vlastne o klasicka vrstvovu siet, ktorej vstupné neurény
kdduju historiu predlozenych vstupov v minulosti. Mozer [18] navrhol architektiru na obrazku 7¢. Siet’ ma k dispozicii
informéciu o minulom vyvoji aktivacif neurénov v skrytej vrstve.

Je len pochopitel'né ak si Citatel’ na tomto mieste polozi dve otazky:
1. Preco existuje tol'’ko roznych variant rekurentnych sieti?
2. Ako sformulovat’ pravidla pre ucenie takychto sieti ?

Opoved’ na prvi otazku je viac—menej priamociara. Rozne typy uloh sa vyznacuju roznym typom casovo—priestorovej
Struktury a rozne spdsoby kodovania casového kontextu vyhovuji réznym ¢asovym Strukturam v datach. Nemalu ulohu
hrd samozrejme aj otazka prakti¢nosti trénovacieho procesu pri danom spdsobe kddovania Casového kontextu.
zasade sa neurdnové siete uplatiiuju pri troch typoch tloh.

I. Klasifika¢né alebo asocia¢né ulohy aké pozname uz z kapitoly o vrstvovych sietach, avsak s ¢asovym kontextom.
Pri prvom type tloh ide, v pripade klasifikacie, o rozhodnutie ¢i je prave ukoncend postupnost’ vstupov z nejakej
triedy, alebo nie, popripade do ktorej z moznych tried patri. Sem moZno zaradit’ napriklad klasifikdciu postupnosti
symbolov z nejakej konecnej abecedy A (teda slov nad abecedou A) na zdklade prislusnosti k danému jazyku [19].
Priklad asociacnej tlohy s ¢asovym kontextom bol uvedeny v minulej kapitole.

II. Predikeéné vlohy. V druhom type uloh sa pokuSame néjst’ Casovu Strukturu v postupnosti dat, ktora by umoznila na
zaklade urcitého useku historie dat v ¢asoch mensich ako t predpovedat’ data v ase vacSom ako t.

III. Generativne tulohy. Treti typ uloh je komplikovanejsia verzia predikénych uloh. Tentoraz nejde len o
predikovanie hodnoty dat v niektorom buducom case. Na zédklade pozorovania urcitého Gseku vyvoja dat je ulohou
pokracovat’ v asovom rade dat zohl'adiujuc zakladnu tentenciu dat skrytd v dostupnom useku. Napriklad, ak by sme
pozorovali Gsek dat: 23123123123123123... , zrejmé pokracovanie by bolo ... 123123123... V realnych ulohdch vsak
Casova Struktira dat méze byt omnoho zloZitejSia neZ prisna periodicita asového radu.
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Obrazok 7:. Architektiry rekurentnych sieti s odpamitdvanim aktivacii
rekurentnych neurénov v SirSom ¢asovom rozmedzi s prvkom zabtidania.

Samotné generovanie pokracovania useku casovej rady sa moze realizovat’ napriklad nasledovnym spdsobom:

Po predlozeni dostupného tseku dét (do Casu t), siet’ vygeneruje predikciu moznej hodnoty dat v nasledujicom case
t+1. Tato predikcia sa priradi k pdvodnému dseku a na zdklade takto vytvoreného nového tseku dat vygenerujeme
predikciu pre cas t+2, atd’. Napriklad model siete zobrazeny na obrazku 6a bol Uspesne pouzity pre klasifikaciu
kratSich slov nad konecnou abecedou symbolov, ako aj na generovanie kratkodobych pokracovani symbolickych
postupnosti [14].

Model z obrazku 7a bol pouzity Andersonom [20] na katerizovanie hovorenych slabik anglického jazyka. Siet
trénovana na jednej skupine hlasov bola schopnd spravne fungovat pri novych, doteraz nepocutych hlasoch.
Architektira na obrdazku 7c sa lepsie hodi na problém klasifikdcie postupnosti ako pre generativne dlohy [4].

2.2 Trénovanie rekurentnych sieti

V predoslej kapitole sme si na priklade ukézali ako zovSeobecnit’ trénovaciu procediru BP, povodne navrhnutd pre
vrstvové siete, aby bola pouzite'na aj pre vrstvové siete obsahujlice rekurentné neurdny. V tejto kapitole sa budeme
systematickejSie zaoberat’ problémom ucenia rekurentnych sieti. Spomenieme si dva najCastejSie pouzivané pristupy,
ktoré je mozné vystopovat v literatire. Oba st zaloZzené na myslienke postupného zostupu do minima chybového
funkciondlu E pohybom proti smeru gradientu VE .
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Ako pri algoritme BP, aj tu bude zakladnou tlohou ndjdenie analytickych vztahov vymedzujtcich parcidlne derivacie
chybového funkcionalu E podla jednotlivych modifikovatelnych vah siete. Koli jednoduchosti prezentacie budeme
uvazovat' rekurentnu siet” zlozenu z dvoch rekurentnych neurénov prvého radu. Pre ich aktivacie plati

2
S,‘(tﬂ):g[zwijsj('t)'f‘li(t)} i=1a2 (16)

Jj=1

kde S 1([) (resp. Sz(t) ) je aktivacia prvého (resp. druhého) rekurentného neurdnu v Sase t a [ l(l) (resp. | 2(1) ) je vonkajsi
vstup cez (kanal vahy 1) do prvého (resp. druhého) rekurentného neurénu v case t, g mdze byt napriklad znama
sigmoidalna funkcia (2). Pripad, Ze aj vonkajSie vstupy vchadzaju do rekurentnych neurénov cez kandly s
modifikovatel'nymi vdhami by bol rieSeny analogicky, ale prezentacia by bola zbytocne zat'azena.

2.2.1 Back Propagation Through Time (BPTT)

Predstavme si, Ze na vstup (I l(t),l 2(:)) privadzame konecné postupnosti (napriklad kédovanych symbolov) a az na

konci postupnosti (teda napriklad na konci slov nad nejakou abecedou) mame k dispozicii uciaci signal, ktory
vypoveda o charaktere prave predvedenej postupnosti (napriklad, ¢i patri do nejakého jazyka, alebo nie). Treba si
uedomit’, Ze uciaci signal nie je vo vSeobecnosti k dispozicii v kazdom kroku diskrétneho Casu (na rozdiel od prikladu
uvedenom v predosllej kapitole). Musime teda po¢kat’ T krokov, zodpovedajicich diZke vstupného retazca, aby sme
ziskali informéaciu o smere v korekcii vah. Uvazujme, Ze prezentacia prvého vstupu zo vstupného retazca sa udiala v
Case t = 1 a prezentécia posledného vstupu vstupného retazca sa udeje v case T.

Je mozné si predstavit rekurentnt siet’ pracujucu v T krokoch ako jednoduchu vrstvovu siet, ktorda ma 2(T+1)
neurénov. V sieti su kopie rekurentnych neurénov s prislusnymi prepojeniami pre kazdy krok diskrétneho ¢asu, pricom

véhy prepojeni sa v ¢asoch 1 <t < T nemenia.

Obrazok 8 redstavuje rekurentni siet’ rozvinut v ¢ase 1 < ¢ <4 pri prezentacii vstupnej postupnosti dizky T = 3.

(4)

(1) (1)
I S,

Obrazok 8: Casovo rozvinutd siet’ s dvoma rekurentnymi neurénmi v
krokoch t=1,2.3 diskrétneho ¢asu. Kazdy vstup ide na kazdy neurdn.

Idea rozvinutia rekurentnej siete v ¢ase 1<¢ < T bola pdvodne navrhnutd uz Minskim a Papertom [21] a
kombinovana s procedirou BP je uvedena v [22]. Opit’ zdoraziiujeme, Ze vahy wy st nezavislé od dasu 1<t <T a

v tomto intervale sa ich hodnoty nemenia.
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Chybovy signal. ktory sa objavi v &ase t = 4 (po skon&eni vstupnej postupnosti dizky T = 3) nechame spitne §irit cez
¢asovo rozvinutu siet” (obrazok 8) metédou BP.

oFE )

. . 12 t
povazujeme vahy™ w;

1. Pri ratani parcidlnych derivacii v roznych Casoch t za nezavislé a Standardnym

i

. ... ok ..
postupom spitného chodu ziskame parcidlne derivacie — b= 1,2;t =1,2,3.

2. Modifikécia Véhy w; bude priamo umerna suctu navrhnutych modifikacii v rdznych krokoch diskrétneho casu
=&
Z &w(’)

&£:>0 je konstanta nazyvand rychlost udenia (learning rate), podobne ako v klasickej procedire BP. Takdto
procedura trénovania rekurentnych sieti zalozna na modifikacii tradicného pristupu BP v ¢asovo rozvinutej sieti sa
nazyva spdtné Sirenie v ¢ase (Back Propagation Through Time — BPTT) [25]. Nevyhodou procediry BPTT su
vel'ké pamitové naroky v pripade rozsiahlejsich sieti a dlhsich trénovacich postupnosti (velké T). Aj ked’ BPTT sa
neujala ako Siroko pouzivana trénovacia metdda, Rumelart, Hinton a Williams [22] ju uspeSne pouzili pre ucenie
rekurentnych sieti trénovanych imitovat’ spravanie sa posuvného registra.

2.2.2 Real Time Recurrent Learning (RTRL)

Hlavna myslienka tohoto pristupu k trénovaniu rekurentnych sieti spociva v uprave vah v kaZdom kroku diskrétneho
&asu bez potreby &akania na ukon&enie vstupnej trénovacej postupnosti. Tymto sa redukuje problém premenlivej dizky
postupnosti. Nie je totiz potrebné dopredu uréit maximalne pripustna diZku trénovacej postupnosti a mizne aj potreba
alokovania paméti proporcionalne k dizke postupnosti. Autormi metody rekurentné ucenie v redlnom éase (RTRL) st
Williams a Zipser [23].

Uvazujme opédt” jednoducht dvoj-neurénovu siet’ s dynamikou uréenou vztahom (16). Na vstupe siete prezentujeme
T

postupnost’ {(1 l(t),l 2(:))} a nech ocakdvany vystup siete po skon&eni postupnosti (v &ase T+1) je (01,02).
t=1

Definujme chybové funkcionély

0, -8 1 =T+1

EQ = a7
01<t<T
pre k = 1,2. Potom celkovy chybovy funkciondl je
1 2
EV ==Y (E") (18)
2 kz; ¢
Zmena Aw, (l‘ ) vihy w;; v &ase t bude
JE(t)
Aw, (t)=—-&—— 19)
]( ) &’Vﬁ
kde & > 0 je rychlost u¢enia. Z (19) mame
) By 95 )

Awij (t SZ E; (v
lj

a podobnou uvahou ako pri zavedeni vztahu (13) (tentoraz mame neurdny prvého radu) dostavame

% Véhy w ozna&uju vietky typy véh v sieti, t.j. vahy medzi vstupmi a skrytymi neurénmi, véhy medzi rozvinutymi
vrstvami skrytych neurénov a vahy medzi najvysSou skrytou vrstvou a vystupnou vrstvou, ktord nie je na obrazku
pre prehl'adnost’ zndzornena. Neurdny mézu mat’ aj trénovatel'né prahy.
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s, 0) -y, B
—r = g’(¢(S, )) 0,87 +Yy w, —* (20)
Pripominame, Ze podobne ako vo vztahu (13), ¢ je inverznd funkcia k funkcii g a J,, je Kroneckerovo delta
Lr=i s
0= . Je vhodné cely postup inicializovat’ postulovanim —— = 0.
0,r#1 iln

Analogicky prikladu z dvodnej kapitoly, aj tu vyuzivame vztah (20) pre postupné prepocitavanie parcidlnych derivacii
pre budice kroky.

Williams a Zipser [23] [24] odportcaji mensie hodnoty rychlosti uenia € . Pochopitel’ne, triky zndme zo Standardnej
procedury BP pre urychlenie ucenia, ¢i zabranenie uviaznutiu vo vel'mi neziadiicom lokdlnom minime, moZno pouzit
aj v procedure RTRL. Napriklad v [13] sme pouzili momentovy Clen pre zvySenie robustnosti (anti)gradientového
poklesu na chybovom povrchu vodi slabsim lokdlnym minimam.

Metéda RTRL nadla Zivna podu medzi pouzivatelmi rekurentnych neurénovych sieti. Uspesne bola pouitd pri
problémoch inferencie kone¢ného akceptora regularneho jazyka na zédklade pozitivnych prikladov slov patriacich do
jazyka a negativnych prikladov slov nepatriacich do daného regularneho jazyka [19]. Pouzili sme ju aj pre inferenciu
Mealyho automatu (pozri ¢ast’ 1.2.) na zaklade prikladov jeho Cinnosti [13] [26] a bola pouzitd aj v pipade inferencie
inych automatov rekurentnymi sietami [28] [29].

3. Na zaver

Po tvodnej casti intuitivne navodiacej potrebu neurénovych sieti s vnutornou pamétou a naznacujucej spdsob ucenia
takychto sieti sme si v 2. casti organizovanejSim sposobom predstavili niektoré zakadné modely rekurentnych
neurdnovych sieti a dva najbeznejsie pristupy k ich uceniu.

V poslednom case je zaujem o rekurentné neurdnové siete obrovsky a s tym suvisi aj expldzia literatury venovanej
takymto sietam [30]. Urcity podiel na zdujme o rekurentné siete ma aj existencia vysostne praktickych problémov
redlneho sveta vykazujiicich Sasovo-priestorové truktiry. Ci uZ je to v oblasti riadenia technologickych procesov,
robotiky, predikcie odberu elektrickej energie v rozvode generatora, predikcie vyvoja na aukcnej burze, atd'...

Iste, existuji mnohé iné (napriklad Statistické) metddy pre hl'adanie Struktury v Casovej postupnosti a naslednom
vyuziti vystopovanej Struktary pre, napriklad, predikciu mozného budiceho vyvoja postupnosti. V. mnohych
praktickych aplikaciach je uspesnost’ rekurentnych neurénovych sieti zrovnatel'na s uspesnostiou tradi¢éne pouzivanych
metod. Ako vo vSetkych oblastiach modelovania dat aj tu treba zvolit' rozumny kompromis. Neurdnové siete,
napriklad, pracuju v testovacom (t.j. pracovnom) mdéde pomerne rychlo, pretoze vicSina “modelovacej prace” bola
presunutd do trénovacej fazy. Na druhej strane, rigorozita dosiahnutych vysledkov je pomene mala. Pre dosial
nevident vzorku siet’ sice ponukne odpoved’, ovS§em bez informacie o miere doveryhodnosti v ponuknuti odpoved’. V
tomto ohlade su vystupy tradidnych Statistickych metod rigoréznejsie. Cas potrebny pre ziskanie odpovede pre kazdu
vzorku v8ak moZe byt podstatne vacsi ako pri neurdnovych sietach. V literatire sa daju najst pokusy spojit” vyhody
neurénového a tradicne Statistického pristupu k modelovaniu dat [3] [31], avSak spravidla musia byt zaplatené vyzSou
pamit'ovou a ¢asovou naroc¢nostou.

Znacné usilie je venované aj skumaniu rekurentnych neurénovych sieti aparatom tedrie dynamickych systémov [32].
ekurentné siete toti mo no pova ovat’ za dynamické systémy. Parametrami zobrazenia stavového priestoru si vahy

synaptickych prepojeni. Ked’Zze premenlivé vonkajsie vstupy sa v tej, ¢i onej miere podielaji na determinovani

stavového zobrazenia, rekurentna siet’ predstavuje neautonomny dynamicky systém, vySetrovanie ktorého je velmi

obtiazne. VacSina préac je preto venovana rekurentnym sietam v autondmnom rezime (vonkajsie vstupy povazujeme za

konstantné).

Dvoma najhlavnejsimi pridmi v skiimani rekurentnych sieti ako dynamickyvh systémov su

1) popis invariantnych atraktivnych mnozin v stavovom priestore siete — Invariantné atraktivne mnoziny su dolezitym
faktorom pri determinovani asymptotického spravania rekurentnej siete [33] [34] [35] [36]. Zaujimavym vysledkom
bol aj experimentdlny a analyticky dokaz existencie chaotického reZimu v rekurentnyvh sietach [37].
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2) interpreticia trénovacieho procesu ako postupnosti bifurkacii vedicej k indukcii zelanej dynamiky siete — v
priebehu trénovania menime vahy synaptickych prepojeni (parametre dynamického systému) az pokial’ dynamické
spravanie siete nezodpoveda Zelanému stavu. Objasnenie bifurkacného mechanizmu vzniku napriklad novych
atraktivnych pevnych bodov [13] [36], ¢i atraktivnych periodickych orbit [39] napoméha pochopeniu trénovacieho
procesu.

Viac-menej tspesné modelovanie chaotickych ¢asovych postupnosti rekurentnymi neurdnovymi sietami [41] [42] je
obmedzené na kratkodobé predpovede buduceho mozného vyvoja pokraCovania danej postupnosti. Hlavnym
problémom je obrovska citlivost’ chotickych trajektorii na malé zmeny v pociato¢nych podmienkach. Okrem toho, aj
ked’ postupnost’ nie je chaoticka, ale len dostatocne zlozitd, t.j. zahana korelacie medzi casovo znacne vzdialenymi
prvkami postupnosti, ucenie rekurenych sieti gradientovymi metodami zlyhiva. Casovo vzdialenejsie prvky
postupnosti totiZz maju omnoho mensi vplyv na vysledny gradient, ako sucasné prvky postupnosti (ak je stav siete
“blizko” nejakej atraktivnej mnoziny v stavovom priestore siete) [40]. Siet’ nie je schopnad premietnut potencialne
doleziti informaciu o vztahu minulych vstupov k stic¢asnému vstupu do primeranej Upravy vah prepojeni, umoziiujtcej
modelovanie takychto vzt'ahov.

Isté vychodisko pontika napriklad Schmidhuber [44]. Trénuje rekurentnu siet’ na pdvodnej postupnosti vstupov. Po
dosiahnuti lokdlneho minima chybového funkcionalu testuje siet’ v rezime na pouzitej povodnej postupnosti vstupov.
Zaznamenava vstupy, pri ktorych sa siet’ v odpovedi pomylila a v d’alSom kroku trénuje nova rekurentnu siet” uz len na
vstupoch, na ktorych predosla siet’ zlyhala (spolu s tymito vstupmi predkladé aj kddovanu informéaciu o ¢ase a kontexte
v ktorom sa objavili). Tento postup mozno rekurentne opakovat’ a vybudovat hierarchicka Struktaru rekurentnych sieti
modelujucu danu “zlozitd” vstupnd postupnost’.

Na zaver uz len spomenieme, Ze analogicky k teorémam o ['ubovolne dobrej aproximécii spojitych funkcii nad
kompaktnou oblastou (napriklad v L, norme) vrstvovymi neurénovymi sietami [38] mozno vyslovit' tvrdenia o

Iubovolne presnej aproximacii diskrétneho dynamického systému daného spojitym zobrazenim kompaktného
stavového priestoru rekurentnymi neurénovymi sietami. Ako sme uZz videli aj v kapitole o vrstvovych sitach, teoreticka
schopnost’ systému modelovat’ urcité data nemusi mat vela spolocného s naSou schopnostou nastavit” parametre
systému tak, aby dané data skutocne dobre modeloval. Navyse, pokrytie stavového priestoru prvkami postupnosti pri
velmi zloZzitych, “chaotickych™ postupnostiach nemusi byt “rovnomerné” ako by sa Ziadalo pre dobra aproximaciu
stavového zobrazenia, ale je dané invariantnou mierou prislusného generujiceho zobrazenia. Dosledkom moze byt ze
aproximacia stavového zobrazenia nad oblastami malej miery rekurentnou siet'ou bude vel'mi nepresna.

Literatira

[1] B.K. Natarajan. Machine Learning — A Theoretical Approach. Morgan Kaufmann Publishers, Inc., San
Mateo, California, 1991.

[2] D.J.C. MacKay. Bayesian Interpolation. Neural Computation, 4: 415-447, 1992.

[3] D.J.C. MacKay. The Evidence Framework Applied to Classification Networks. Neural Computation, 4:
720-736, 1992.

[4] J. Hertz, A. Krogh a R.G. Palmer. Introduction To The Theory Of Neural Computation. Addison-Wesley
Publishing Company, Redwood City, California, 1991.

[5] D-T. Lin, J.E. Dayhoff a P.A. Ligomenides. Trajectory Production With The Adaptive Time-Delay Neural
Network. Neural Networks, 3: 447-461, 1995.

[6] U. Bodenhausen a A. Waibel. The Tempo2 Algorithm: Adjusting Time-Delays By Supervised Learning. V
knihe J.E. Moody, R.P. Lippmann a D.S. Touretzky, editori, Advances in neural information processing systems,
str. 155-161, Vol. 3, Morgan Kaufmann Publishers, Inc., San Mateo, California, 1991.

[7] J.L. McClelland a J.L.Elman. Interactive Processes in Speach Perception: The TRACE Model. V knihe J.L.
McClelland, D.E. Rumelhart a PDP Research Group, Parallel Distributed Processing: Explorations in the
Microstructure of Cognition, Volume 2, kapitola 15, MIT Press, Cambridge, 1986.

[8] J.L.Elman a D. Zipser. Learning the Hidden Structure of Speach. Journal of the Acoustical Society of
America, 83: 1615-1626, 1988.

[91 A. Weibel. Modular Construction of Time-Delay Neural Networks for Speach Recognition. Neural
Computation, 1: 39-46, 1989.

[10] R.P. Lippmann. Review of Neural Networks for Speach Recognition. Neural Computation, 1: 1-38, 1989.

14



[11] J.E. Hopfcroft a J.D. Ullman. Introduction To Automata Theory, Languages and Computation. Addison-
Wesley Publishing Company, Redwood City, California, 1991.

[12] M.W. Shields. An Introduction To Automata Theory. Blackwell Scientific Publications, London, UK,
1987.

[13] P. Titio a J. Sajda. Learning and Extracting Initial Mealy Machines With a Modular Neural Network
Model. Neural Computation, 4: 822-844, 1995.

[14] J.L.Elman. Finding Structure in Time. Cognitive Science, 14: 179-211, 1990.

[15] M.L Jordan. Serial Order: A Parallel Distributed Processing Approach. V knihe J.L. Elman a D.E.
Rumelhart, editori, Advances in Connectionist Theory: Speach, Erlbaum, Hillsdale, 1989.

[16] Y. Bengio, R. Cardin a R. De Mori. Speaker Independent Speech Recognition with Neural Networks and
Speech Knowledge. V knihe D.S. Touretzky, editor, Advances in neural information processing systems II, str.
218-225, Vol. 3, Morgan Kaufmann Publishers, Inc., San Mateo, California, 1990.

[17] W.S. Stornetta, T. Hogg a B.A. Huberman. A Dynamical Approach to Temporal Pattern Processing. V
knihe D.Z. Anderson, editor, Neural Information Processing Systems, str. 750-759, Vol. 3, American Institute of
Physics, New York, 1988.

[18] M.C. Mozer. A Focused Back—Propagation Algorithm for Temporal Pattern Recognition. Complex
Systems, 3: 349-381, 1989.

[19] C.L. Giles, C.B. Miller, D. Chen, G.Z. Sun, H.H. Chen a Y.C. Lee. Learning and Extracting Finite State
Automata With Second Order Recurrent Neural Networks. Neural Computation, 4: 393-405, 1992.

[20] S.J. Anderson, JJW.L Merrill a R. Port. Dynamic Speech Categorization With Recurrent Networks. V
knihe D.S. Touretzky, G. Hinton a T. Sejnowski, editori, Proceedings of the 1988 Connectionist Models Summer
School, Pittsburg, str. 398-406, Morgan Kaufmann Publishers, Inc., San Mateo, California, 1989.

[21] M.L. Minski a S.A. Papert. Perceptrons. MIT Press, Cambridge, 1969.

[22] D.E. Rumelhart, G.E. Hinton a R.J. Williams. Learning Internal Representations by Error Propagation. V
knihe J.L. McClelland, D.E. Rumelhart a PDP Research Group, Parallel Distributed Processing: Explorations in
the Microstructure of Cognition, Volume 1: Foundations, kapitola 8, MIT Press, Cambridge, 1986.

[23] R.J. Williams a D. Zipser. A Learning Algorithm for Continually Running Fully Recurrent Neural
Networks. Neural Computation, 1: 270-280, 1989.

[24] R.J. Williams a D. Zipser. Experimental Analysis of the Real-Time Recurrent Learning Algorithm.
Connection Science, 1: 87-111, 1989.

[25] P.J. Werbos. Backpropagation Through Time: What It Is and How to Do It. Proceedings of the IEEE, 10:
1550-1560, 1990.

[26] P. Titlo, B.G. Horne, C.L. Giles a P.C. Collingwood. Finite State Machines and Recurrent Neural
Networks — Automata and Dynamical Systems Approaches. V knihe J.E. Dayhoff a O. Omnivar, editori, Progress
in Neural Networks, special volume on “Temporal Dynamics and Time-Varying Pattern Recognition”, Albex,
1996.

[27] M.P. Casey. Computation in Discrete-Time Dynamical Systems. Ph.D. Thesis, University of California,
San Diego, Department of Mathematics, 1995.

[28] A. Cleeremans, D. Servan-Schreiber a J.L. McClelland. Finite State Automata and Simple Recurrent
Neural Networks. Neural Computation, 3: 372-381, 1989.

[29] Z. Zeng, RM. Goodman a P. Smyth. Learning Finite State Machines With Self-Clustering Recurrent
Networks. Neural Computation, 6: 976-990, 1993.

[30] M.C. Mozer. Neural Net Architectures For Temporal Sequence Processing. V knihe A. Weigend a N.
Gershenfeld, editori, Predicting the Future and Understanding the Past, Addison-Wesley Publishing Company,
Redwood City, California, 1993.

[31] D.J.C. MacKay. A Practical Bayesian Framework for BackProp Networks. Neural Computation, 3: 448—
472, 1992.

[32] J. Guckenheimer a P. Holmes. Nonlinear Oscilations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector
Fields. Springer—Verlag, 1982.

[33] M. Vidyasagar. Location and Stability of the High—Gain Equilibria of Nonlinear Neural Networks. IEEE
Transactions on Neural Networks, 4: 660—672, 1993.

[34] L. Jin, P.N. Nikiforuk a M.M. Gupta. Absolute Stability Conditions for Discrete—Time Recurrent Neural
Networks. IEEE Transactions on Neural Networks, 6: 954-963, 1994.

[35] M.W. Hirsh. Saturation at High Gain in Discrete Time Recurrent Networks. Neural Networks, 3: 449-453,
1994.

[36] E.K. Blum a X. Wang. Stability of Fixed Points and Periodic Orbits and Bifurcations in Analog Neural
Networks. Neural Networks, 5: 577-587, 1992.

15



[37] X. Wang. Period-Doublings to Chaos in a Simple Neural Network: An Analytical Proof. Complex Systems,
5:425-441, 1991.

[38] K. Hornik, M. Stinchcombe a H. White. Multilayer Feedforward Networks Are Universal Aproximators.
Neural Networks, 2: 359-366, 1989.

[39] K. Doya. Bifurcations in the Learning of Recurrent Neural Networks. V knihe, Proceedings of 1992 IEEE
International Symposium on Circuits and Systems, str. 2777-2780, 1992.

[40] Y. Bengio, P. Simard a P. Frasconi. Learning Long-Term Dependences with Gradient Is Difficult. IEEE
Transactions on Neural Networks, 2: 157-166, 1994.

[41] JM. Kuo a J.C. Principe. A Systematic Approach to Chaotic Time Series Modeling With Neural
Networks. V knihe, IEEE Workshop on Neural Nets for Signal Processing, Ermioni, Greece, 1994.

[42] J.C. Principe, A. Rathie a J.M. Kuo. Prediction of Chaotic Time Series with Neural Networks and the Issue
of Dynamic Modeling. International Journal of Bifurcation and Chaos, 4: 989-996, 1992.

[43] M. Casdagli. Nonlinear Prediction of Chaotic Time Series. Physica D, 35: 335-356, 1989.

[44] P. Schmidhuber. Learning Complex, Extended Sequences Using the Principle of History Compression.
Neural Computation, 4: 234-242, 1992.

16



