8. Hopfieldov model’

8.1 Uvod

Pri Stddiu Statistickych nelinedrnych kooperativnych systémov, akymi sd napr. spinové skld, prisli fyzici na
myslienku vyuZit mnohé ich zaujimavé vlastnosti na vytvorenie idealizovanych neurénovych sieti, ktorych
sprdvanie sa mozno interpretovat ako analdgie réznych mozgovych (¢i psychickych) funkcif, ako su napr.
asociativne vyvoldvanie z pamiti, spracovanie ¢asovych postupnosti stimulov, zabidanie, a iné. Prvymi, ktor{
poukdzali na analégiu medzi procesmi prechodu z neusporiadanych do usporiadanych stavov v magnetickych
latkach a procesmi, ktoré by mohli prebiehat’ v redlnych neurénovych sietach, boli Cragg a Temperley [17, 18] a
Little [S7]. V stabilnom stave by podl’a nich priestorové usporiadanie domén (oblasti) atdbmovych spinov s
orientdciou "hore" a domén spinov orientovanych "dole" koreSpondovalo s usporiadanim oblasti aktivovanych a
neaktivovanych neurénov v sieti pri vnitornej reprezenticii nejakého zapamitaného vzoru. Po publikovani
¢lanku Johna Hopfielda [40], ktorého model predstavuje interpretidciu Sherringtonovho-Kirkpatrickovho a
Isingovho modelu magnetika [44, 48] v zmysle neurénovej siete, nastala v nasledujicom desatroci "expldzia"
Stidia takto vytvorenych modelov neurénovych sieti. Vd’aka vyvinutému fyzikdlnemu aparatu patri Hopfieldov
model a jeho modifikadcie medzi teoreticky najlepSie prestudované modely neurénovych sieti.

Hopfieldove neurénové siete sa Casto oznacuju aj ako atraktorové alebo autoasociativne neurénové siete.
Patria do triedy tzv. celularnych (bunecnych) automatov, o si vo vSeobecnosti dynamické systémy
pozostdvajice z velkého mnozstva dvojstavovych (alebo viacstavovych) prvkov, navzdjom viazanych, s
definovanym pravidlom na zmenu stavov prvkov, ktorych makroskopické spravanie sa je popisané v idedlnom
pripade analytickymi rovnicami. Autoasociativne siete su iba jednym z mnohych pristupov k vytvdraniu umelych
neurénovych siet{ a k modelovaniu mozgovych funkcii. Podl'a ndsho ndzoru netreba rézne pristupy chipat’ ako
vzdjomne sa vyluCujice, ale skor z toho hl'adiska, Ze kazdy z nich lepSie vyjadruje ¢i popisuje iné aspekty pestrej
variety vlastnosti a ¢innosti, ktorymi sa mozog vyznacuje. Na Hopfieldovych autoasociativnych neurénovych
siet’ach nds zaujali najmé dve veci. Po prvé, ich vypoctové vlastnosti mozno interpretovat’ v neurobiologickych
suvislostiach ako model predpokladanych procesov, ktoré prebiehaji v mozgu pri kognitivnom spracovdvani
informécii (takymto kognitivnym spracovdvanim je napr. vnimanie) [6, 12, 13]. Po druhé, vsetky ich vypoctové
vlastnosti sa vyndraji (angl. emerge) ako do6sledok paralelnej cinnosti velkého mnoZstva navzdjom
interagujtcich jednoduchych procesorov (modelovych neurénov). Autoasociativne siete mozu tvorit’ most medzi
"mikroskopickymi" modelmi neurénov a ich sieti, zaloZzenymi na kéblovej tedrii [45, 53], a "makroskopickymi"
modelmi, ktoré st zamerané na hierarchickd organizaciu mozgovej ¢innosti. Pritom sa javi atraktivnou mozZnost’,
Ze mnohé javy pozorované na vyssich drovniach spracovdvania informacii v jednotlivych oblastiach mozgu by sa
mohli dat’ pripisat’ emergentnym (spontdnne sa objavujicim) kolektivnym vlastnostiam sieti zloZzenych z vel’kého
poctu neurénov.

8.2 Zakladny popis

Zikladny popis Hopfieldovho modelu autoasociativnej neurénove;j siete (vid’ obr. 8.1) a dynamiky jej ¢asového
vyvoja je zaloZeny na analdgii s Isingovou magnetickou tedriou a Sherringtonovom-Kirkpatrickovom modeli
spinového skla [9, 44, 48]:

(1) Neurén (analégia Isingovho spinu atému) méZe byt v jednom z dvoch stavov, t.j. S, {—1,+1}. Nech N je
celkovy pocet neurénov v sieti. Vstupny a zdrovei aj vystupny stav (konfiguracia aktivity) siete je vyjadreny N-
rozmer-nym bindrnym vektorom S=(S,S5,...,Sy).

(2) J;; (angl. junction) je vaha synapsy tvorenej j-tym neurénom na i-tom neuréne (analégia interak¢nej
konStanty medzi i-tym a j-tym spinom). Pre excitacnu synapsu plati J;; > 0 a pre inhibi¢nu synapsu J;; < 0. Neur6n
na sebe samom synapsy netvori, tj. J; =0. Suma prispevkov od jednotlivych neurénov S;, pricom j=1,...,N,
vdhovana prostrednictvom synaptickych vah J;, vyjadruje postsynapticky potencidl, ktory je mierou excitdcie i-
teho neurénu. Postsynapticky potencial sa zvykne znacit’ ako hl-im (analdgia vndtorného magnetického pola).

! Autor: Cubica Befiugkova. Kapitola z knihy Uvod do tedrie neurdnovych sieti, Kvasnicka V., Beniuskova L.,
Pospichal J., Farkas 1., Tino P., Kral’ A., Iris, Bratislava, 1997, str. 190-236.
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J, 1 J "™ = Z;Jffsf' (8.1)
=

(3) Neur6én sa aktivuje, tj. generuje na svojom vystupe
CSD CSD CSD akeny potencidl, ak postsynapticky potenciél hiim prekroci istd

hodnotu prahového napitia, tzv. prah excitacie neurénu. Této

veli¢ina sa tieZ zvykne znacit h™ ako jej analégia, vonkajsie

pole posobiace na spin v magnetiku. Celkovy efektivny

v v v postsynapticky potencidl neurénu je potom A; = hiim —h".
Obrazok 8.1. Schéma Hopfieldovej neurénovej siete s e e . .
dvojstavovymi prvkami in$pirovanej spinovymi sklami. (4) Deterministické prechodové pravidlo pre zmenu stavu

Vstup a vystup siete je reprezentovany konfigurdciou | i-teho neurénu je dané tymto predpisom
stavov vSetkych prvkov. Vystup kazdého prvku posobi
na vSetky ostatné prvky cez synaptické vahy. Ked siet’ L, . N .
naStartujeme z akejkol'vek pociatocnej konfigurdcie S;—>8; = Slgn(hi)=51gn(z J ,-jS i~ h,-wj (8.2)
aktivity, a nechdme ju dynamicky sa vyvijat, J=1

skonverguje do jedného z bodovych atraktorov v jej
stavovom priestore. pricom funkcia sign(x) je definovana takto:

. +1 prex=0,
sign(x)= -1 pre x<O0

(8.3)

Aktualizovanie stavu neurénov podla vztahu (8.2) mdZe prebiehat’ dvoma spdsobmi. Prvym je synchrénna
(paralelna) dynamika, ked’ vietky neurény menia svoj stav naraz, t.j. v ¢ase ¢ plati

N
S,(t)=sign 278 (t=1)=n™(c)|, pre i=1,...N. (8.4)
j=1
Jeden cyklus relaxdcie (prechod) odpoveda aktualizacii stavu vSetkych N neurénov.
Druhou moZnostou je asynchrénna (sekvenéna) dynamika, ked’ v kazdom ¢asovom momente ¢ meni svoj
stav len jeden ndhodne vybraty neurén i. To znamend, Ze v N krokoch za sebou aktualizujeme vzdy znova
ndhodne vybraty neurén podla vztahu

N
S;()=sign| Y78 (6)-h" () | (8.5

2
Casovi vyvoj Hopfieldovej siete s N neur6nmi, CiZze sekvenciu stavov siete S(£)=(S;(7),5(?),...,.Sy(t)) v Case,
mozno chdpat’ ako trajektériu iddcu cez vrcholy N-rozmernej hyperkocky, ktord ma 2" moznych vrcholov (obr.
8.2).
V pripade asynchrénnej dynamiky si v jednom &asovom kroku povolené iba prechody pozdiz hrén do najblizsich
vrcholov hyperkocky prislichajdcich stavom, ktoré sa od pdvodného liSia len hodnotou 1 spinu. Jeden cyklus
relaxacie (prechod) siete odpoved4 aktualizcii stavu neur6nov v N krokoch.

(5) Energia danej konfigurdcie aktivity S (hamiltonidn systému) je definovand ako

N N N .
2288 =2 8h . (8.6)
i=1

E®S) = -
255A



8.3 Spontanna evolicia Hopfieldovej siete

Vysledky pozorovani spontannej evolicie (relaxacie) siete na zdklade vlastnych pocitacovych simulacii a na
zaklade vysledkov uvedenych v [9, 40] zhrnieme do nasledujicich bodov. Siet Startovala z ndhodného
pociatocného stavu, t.j. pociato¢né stavy neurénov S; boli neurénom priradené ndhodne, pricom §; =1 s

pravdepodobnostou rovnou 0,5. Prahy exciticie h™ boli bud vietky polozené rovné nule alebo boli

vygenerované ako malé ndhodné ¢isla z intervalu (—1,+1). Synaptické vdhy J; boli tieZ vygenerované ako
ndhodné ¢isla z intervalu (—1,+1), a potom sa siet’ nechala vyvijat’ podl'a vztahu (8.4) alebo (8.5).

Evolucia siete v priestore stavov silno zavisi na tom, ¢i je matica vah J symetrickd (J; = Jj;) alebo asymetricka
(J;j # Jj;), na konkrétnych hodnotdch J;; a na tom, ¢i je prechodovd dynamika synchrénna (rovnica 8.4) alebo
asynchrénna (rovnica 8.5). T4 istd siet (s tou istou maticou vah J a tymi istymi prahmi A md dplne ind
evoldciu vtedy, ked’ md synchrénnu dynamiku, ako vtedy, ked’ mé asynchrénnu dynamiku

Pre asynchrénnu a synchrénnu prechodovi dynamiku mdZeme rozIisit’ tri typy asymptotického (dlhodobého)
spravania sa siete:

Chaotické trajektorie. Siet’ "blidi" v stavovom priestore. Energia siete v tvare (8.6) nepravidelne stipa a
klesa. Takéto spravanie sa je typické pre pripad synchrénnej dynamiky siete s asymetrickou synaptickou maticou
J (J#J") alubovolnymi prahmi exciticie, 4™ € (—=1,+1). UZ velmi mald zmena v po¢iatoénom stave, napr.

preklopenie 1 neurénu vedie k inej trajektorii v stavovom
priestore. Chaotické trajektérie si velmi citlivé na

pociatocné stavy siete.

2 Limitné cykly. Trajektérie, ktoré rychlo (okolo 5
prechodov) vedd do malych cyklov, zloZenych najcastejsie z
2, pripadne 4 stavov. Cykly si typické pre synchrénnu
dynamiku, ale zriedka sa vyskytnd aj pri asynchrénnej

dynamike. St teda citlivé na typ dynamiky siete.
Bodové atraktory. Trajektérie rychlo vedd do jedného,
potom uZ sa stile opakujiceho vzorca aktivity celej siete,
| S. Z ktoréhokol'vek pociato¢ného stavu sa siet po
! niekol’kych prechodoch dostane do jediného stavu, v ktorom
I P +1 1 -1) uz zostane aj napriek tomu, Ze jej stav sa aktualizuje podla
Phe rovnic (8.4) alebo (8.5). Takyto stav sa nazyva bodovy
A _1’+1) 1) atrgkt(.)r. Pre jednu a tu ist}'l maticu §ynaptick§/ch vélz J
existuje v stavovom priestore niekol’ko bodovych
Obrézok 8.2. Tlustrdcia stavového priestoru pre Hopfieldovu | atraktorov. Bodové atraktory zodpovedaji lokdlnym
siet’ s N=3 diskrétnymi neurénmi, ktord sa mozZe nachddzat v| minimam energie siete Vyjadrenej rovnicou (8.6) — pozri
jednom z 8 rbznych stavov, vrcholov kocky. obr. 8.3. Evolicia do bodového atraktoru je pomerne

(1+1 1 (+1+1 1)
(-1 +1 +1) 1

(+1 +1 +1)

(-1-1-1

nezdvisld na pociatoCnom stave siete v tom zmysle, Ze

mnohé pociato¢né stavy siete koncia v tom istom bodovom

atraktore. Okolo kaZdého atraktora je oblast’ takych stavov, ktoré vSetky konverguji do toho istého bodového

atraktora a nie do iného. Téato oblast’ sa nazyva spadova oblast’ atraktora. Kazda matica vah J md iné bodové
atraktory.

Evolicia siete do bodovych atraktorov je typickd pre asynchrénnu dynamiku. V pripade asynchrénnej

dynamiky, ked’ je matica véh symetrickd, t.j. (J;=J;), a ™ =0 pre Vi, energia v tvare (8.6) monoténne klesd,

pokym nedosiahne minimum. Odvodime si to nasledovnym postupom. Energiu takejto Hopfieldovej siete v

I'ubovol'nom ¢asovom okamihu mdZeme rozpisat’ takto:

N N N N N N N

E=—3 JiSiS; =32 TinSiS =320 0SS ;= =% 2 2SS =20, S8 87

i#m j#Em i=1 j=1 i#m j£m j=1
Najskor sme z celkovej sumy vynali dva ¢leny, ktoré prislichaji m-tému neurénu, ktory bol ndhodne vybraty a
bude aktualizovany podla vztahu (8.5). V d’alSej tprave sme vyuZili to, Ze synaptickd matica je symetrickd, a
teda plati J,,;=J;,. Preto mdZeme tieto dva vyfaté Cleny pre m-ty neurdn zIli¢it dohromady (je jedno, ¢i v prvej
sume pre m-ty neur6n sumujeme cez i alebo cez j). Novy stav vybratého neurénu ozna¢me akoS;,. Po zmene
stavu jedného neurénu bude nova energia E’ rovna
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1¢m JjEm

E=i 3 388,43

i#m j#m
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Teraz od¢itame (8.7) od (8.8) a dostaneme rozdiel energil’ v dvoch po sebe nasledujicich ¢asovych krokoch:

AE=E-E=(S,, -5, )ZJW ;=(S, =S,)h, ==AS,h,. 8.9)
JjEm
V tychto tpravach sme vyuzili vztah (8.1) a fakt, Ze prahy excitdcie sd nulové, takze plati £, = h,’;:'t . Spomeiime
si na prechodové pravidlo (8.2), definiciu funkcie sign(x), a méZeme analyzovat’ vSetky Styri moZnosti zmeny
stavu jedného neurdnu, a ¢o z toho vyplyva pre zmenu energie:

(1)s, =+S., =+1(vtedy h,, >0)=AE=0
(2) 8, =-S., =—1(vtedy h,, <0) =AE=0 (8.10)
®)s,, = +sm =—1(vtedy h, <0) =AE <0
(4) s, ==S., =+l (vtedy h,, >0) =AE <0

Dokdzali sme, Ze pre asynchrénnu dynamiku, ked’ je matica vdh symetrickd, t.j. (J;=J;), a h" =0 pre Vi, plat
vzdy AE < 0, a teda energia Hopfieldovej siete v tvare (8.6) v priebehu relaxdcie monoténne klesd, pokym
nedosiahne minimum.

my m, g, q: my m4l ds q1 ms

|
|
|
|
| |
M, Q, X, M, Q, M,

Obriazok 8.3. Schematické zndzornenie "povrchu" energie Hopfieldovej siete s lokdlnymi
minimami zodpovedajicimi pravym a faloSnym pamitovym stavom. (oznaenymi
pismenami M resp. Q). Malé pismend m a g oznacuju hranice spadovych oblasti pre pravé
resp. falo§né atraktory. Pociato¢ny stav X, konverguje do najblizsieho atraktora.

Existencia viacerych réznych bodovych atraktorov je dosledkom frustricie vézieb medzi neurénmi. Frustracia
vizieb znamend, Ze neexistuje takd konfigurdcia siete, v ktorej by stavy jednotlivych neurénov zodpovedali
polarite vSetkych svojich vizieb. To brani tomu, aby siet’ dospela do jediného stavu, v ktorom by mala energia
(8.6) svoje globdlne minimum, ako by sa stalo v nefrustrovanom systéme. Frustricia vizieb teda spdsobuje
roznost’ atraktorov, v ktorych ma energia siete (8.6) svoje lokdlne minima. V stavovom priestore existuji aj tzv.
falosné atraktory (vid’ obr. 8.3). Konfiguricie aktivity siete prislichajice falo§nym atraktorom su réznymi
linedrnymi kombindciami konfigurdcii prislichajicich pravym atraktorom. Falo$né atraktory lezia energeticky
vyssie ako pravé atraktory a st obklopené bariérami stavov s vyS$Sou energiou. Ak je dynamika siete taka, Ze
monoténne minimalizuje energiu (8.6), moZe sa stat, Ze sa systém ocitne vo faloSnom atraktore, a nemoze sa
dostat’ von.

Iste je namieste otdzka, ktory typ dynamiky, synchrénna (8.4) alebo asynchrénna (8.5), vernejSie vystihuje
modelovanu skuto¢nost — pracu neur6nov v mozgu. Stochastickd povaha ¢innosti neurénov je lepSie vystihnutd
v asynchrénnej dynamike, s ndhodnym vyberom jednotlivych neurénov, ktoré aktualizuji svoj stav [63]. Jeden
cyklus relaxdcie Hopfieldovej siete moZno interpretovat’ nasledovnym spdsobom. Absoliitna refraktérna doba v
neurobioldgii je minimdlna doba kl'udu medzi generovanim dvoch akénych potencidlov za sebou. Je dand
charakteristikami neurénovej membrany a jej trvanie je Af =1-—2ms [46]. Pri modelovani na poéita¢i mozno
tento interval rozdelit’ na N subintervalov, t.j. At= N&t. Po uplynuti kazdého &t sa s pravdepodobnostou 1/N
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vyberie jeden neurdn, ktory bude aktualizovat’ svoj stav podl'a vzt'ahu (8.5). Takto zabezpeéime, Ze medzi dvoma
po sebe nasledujicimi okamihmi generovania akéného potencidlu ma kazdy neurén prestavku Af =1-2 ms.

8.4 Autoasociativna paméit’

Vsetky modelované kognitivne udalosti (pamét, ucenie, atd’.) sa odohrdvaji na trovni celej siete, ktord
reprezentuje nejaki populdciu neurénov uréeni pre dand udlohu. Opakujici sa vzorec aktivity (bodovy
atraktor) je staciondrnym stavom siete. Stacionarne stavy siete predstavuji pamitové stavy siete. To, ktory
stav siete je bodovym atraktorom, CiZe jej pamdtovym stavom, je determinované maticou vdh synaptickych
spojeni J. Ucenie, t.j. reprezentdcia novych vzorov v sieti, je spojené so zmenami hodnét synaptickych vah. Této
vlastnost’ sdhlasi so stcasnou predstavou o tom, Ze mechanizmus ucenia sa a uchovavania informdcii v mozgu
spociva v zmendch dcinnosti synaptickych spojeni medzi neurénmi [14, 26, 46].

Hopfieldova siet’ dospeje do tej ktorej konfigurdcie (zodpovedajicej prislusnému bodovému atraktoru) na
zaklade podobnosti tejto vyslednej konfigurdcie s pociatocnou konfigurdciou siete vyvolanou externou
(vstupnou) stimuldciou. Ako sme uz spomenuli, kazdému atraktoru (pravému i faloSnému) prislicha tzv. spadova
oblast, ¢o je priestor stavov, v ktorom ked sa siet’ ocitne, vZdy sa deterministicky vyvinie do prislusného
atraktora (obr. 8.3). To znamend, Ze neurénova siet’ je schopnd najst’ prislusny atraktor (pamétovy stav) aj vtedy,
ked’ sa jej prezentuje netplny, resp. deformovany vstupny vzor. Téato vlastnost sa nazyva autoasociativna
(obsahom adresovana) paméit (angl. content addressable memory), a je dominantnou vlastnostou
idealizovanych neurénovych sietf Hopfieldovho typu.

Z hladiska pouzitia Hopfieldovej siete ako modelu kognitivnych funkcii je vel'mi dblezité, Ze synaptické vahy
sa daji navrhndt (skonStruovat)) tak, aby sa bodovymi atraktormi stali vopred vybraté konfiguricie siete.
Specificky predpis pre konstrukciu vah Jij je tento [9, 40]:

1 P
525,”55‘ prei # j,
J. =4 4 ) 8.11)

0 prei = j.

N-rozmerné bindrne vektory &“ =(&l', &5 ,...,EN), i =1,..., p, predstavuji zvolené pamitové konfigurdcie a ich
celkovy podet je p. J; mdZe nadobudnit’ 2p+1 roznych hodnét z intervalu (—p/N ,+p/N) . Tento predpis je
jednym z viacerych moznych formélnych vyjadreni tzv. Hebbovho pravidla [36] pre zmenu synaptickych vah.
Hebbovo pravidlo hovori, Ze vdha synapsy rastie, ak oba neurény spojené touto synapsou su zaroven aktivne, a

naopak vdha synapsy klesd, ak je aktivita tychto dvoch neurénov nekorelovana (nie je synchrénna). V procese
ucenia sa (resp. zapamitdvania si viacerych vzorov) sa jednotlivé synapsy modifikuji podla casového

spriemernenia minulej aktivity neurénov. Formdlne to moZno vyjadrit' takto: AJ; o< <SiS j>t . Symbol <>t

znac{ Casové spriemernenie sicinu aktivity pre- a postsynaptického neurénu pocas intervalu nejakého minulého
asového obdobia dizky 7. V pripade nasho predpisu (8.10) je zmena AJ ; linedrna, tj. AJ; =(/N)EH f;’ .
Proces ucenia v atraktorovych sietach predstavuje samostatni bohatd problematiku teoretického $tidia, ktord nie
je eSte ani zd’aleka vyCerpand [3, 4, 5, 23, 67].

Nech sa siet’ vo svojej evoldcii dostane do stavu zodpovedajicemu jednej z pamidtovych konfigurdcii, napr.
€', ¢o znamend, 7e pre Vi plati S, =& . Interpretujeme to ako vybavenie si (angl. recall) daného vzoru z
pamiti (obr. 8.4). Vznikd otdzka, ¢i skutocne predpis na konStrukciu synaptickych vih (8.11) garantuje, Ze
zvoleny vzor &' je naozaj stabilny vzor. Inymi slovami, ked sa siet’ do takéhoto stavu dostane, nemdZe sa z neho
dostat’ von? Podmienka, Ze uréity stav & je dynamicky stabilny je takd, Ze lokdlne pole i-teho neurénu musi mat’

to isté znamienko ako stav i-teho neurénu. Podmienka stability pre lubovolny vzor &' vyjadrend matematicky je
(vid rovnicu 8.3)

E'h! >0 pre Vi . (8.12)



PrepiSeme vzt'ah (8.12) tak, Ze do l'avej strany tejto nerovnosti najskoér dosadime vztah (8.1), a do tohto vzt'ahu
namiesto J;; dosadime vzt'ah (8.11):

N N p )4 N
Sl =&Y 0,8 =&Y D EENEY =Y E LY EHET 150 . (8.13)
Jj=1 =1 Jj=1

J=1 p=1

Predposlednd sumu na lavej strane rozdelime na dva ¢leny, prvy zodpovedajici vzoru g =V, a druhy
zodpovedajuci ostatnym vzorom i # V , takto:

£H=iﬂﬁﬁiﬁﬂ=£ﬂﬁiﬂﬂ+fﬂﬁﬁiﬁﬂ

UV
N (8.14)
- p
-l Sae| Ly e po
N HEV Jj=1
V limite pre vel’ké N dostaneme
Vv v L u° 1 & uev v
&I h =148 Y ¢ NZQZ & =147 >0 . (8.15)

H#EV j=1

Druhy ¢len, C}, predstavuje tzv. presluch (angl. crosstalk). Ak je C} =0, mdZeme vyslovit' zdver, Ze vzor &'

spiia podmienku stability (8.12). C; sa rovnd nule vtedy, ked’ si pamitové vzory navzdjom ortogondlne, t.j.

ked’ ich skaldrny sicin je rovny nule, teda

|4 l Y |4
EX-E =F26%" =0pre U #V. (8.16)

=
Ked’ st pamidtové vzory navzdjom ortogondlne, maximdlny pocet vzorov, ktoré mozno uchovat’ v Hopfieldovej
sieti (pamdtova kapacita) p, .. — N . Podmienka stability (8.12) je splnend aj v pripade, ked’ je ‘Ci"‘ <l1. Této
situdcia nastdva vtedy, ked’ si pamitové vzory pseudoortogondlne (t.j. ked’ strednd hodnota ich skaldrnych

si¢inov, ustrednend cez vietky dvojice vzorov ((E“ -£")), je priblizne rovnd nule) a zédrove ked p<<N. Z toho

vyplyva, Ze takisto pmw << N. V tychto dvoch pripadoch st vSetky pamitové vzory stabilné, t.j. ked’ je siet’
naStartovand v ktoromkol'vek z nich, aj v fiom zostane. Okrem toho je siet’ schopnd opravit’ urcité percento

Prekryv
2

RERRIZLR

Cas

Obrazok 8.4. Tlustricia ¢innosti Hopfieldovej autoasociativnej pamiti. Siet’ md 100 neurénov, 5 pamétovych
vzorov (5 pismen) a deterministickd asynchréonnu dynamiku. Na vstupe je poskodené pismeno H, ktoré siet’
vd’aka svojej dynamike perfektne zrekonstruuje. Graf ilustruje vyvoj prekryvov aktudlneho stavu siete s
jednotlivymi pamdtovymi vzormi. Pismenom H je oznacend krivka odpovedajica vyvoju prekryvu pre
pismeno H, ostatné krivky vyjadruji vyvoj prekryvu s ostatnymi vzormi. Cisla na Gasovej osi odpovedaji
cyklom relaxdcie.

neurénov, ktoré sa na zaciatku nachddzaji v nespravnych stavoch, takze siet’ relaxuje do spravneho pamétového
vzoru (vid’ obr. 8.4). To znamend, Ze vybraté pamitové vzory su naozaj atraktormi systému, ktory funguje ako
autoasociativna pamat’.



Ako pozorovatel'na premenna sa pri Hopfieldovych neurénovych sietach najcastejsie voli prekryv m ®
okam?itej konfigurécie siete S(f) s pamitovymi stavmi &, definovany ako
1 N
m”(t)=—2dfj’-l5j(t), pre L =1,..,p. (8.17)
N j:l
Prekryv i (H) je vlastne miera podobnosti dvoch konfigurdcii. Pomocou casového vyvoja okamzitych

prekryvov s kazdym z pamétovych stavov (8.17) mdZeme sledovat’ ¢asovi evoliciu siete. Pamdt'ové stavy fa su
atraktormi deterministickej siete a st v sieti uloZené pomocou predpisu (8.11). Po kratkom Case sa siet’ dostane

do jedného z atraktorov a prisluiny prekryv bude m" =1.

Pamiitova kapacita siete pn, sa dd odvodit' nasledovnym spdsobom. C; z rovnice (8.15) zdvis{ len na
pamétovych vzoroch &, ktoré chceme uchovat v sieti. UvaZujme, Ze tieto vzory sd &isto ndhodné konfiguracie,
teda Ze stavy ff =+l a .’fj’ =—1 si generované s rovnakou pravdepodobnostou. Potom mézeme ur¢it

pravdepodobnost’ P,,,,,, Ze 'ubovol'ny bit (neurén) je nestabilny, ako

Py = P(CY > 1) . (8.18)

error

P,y zdvisi na pocte neurénov N a pocte vzorov p. Predpokladajme, Ze N >> 1 aj p >> 1, ¢o je typicky pripad a
umoZiiuje ndm to pouZit' vztahy z matematickej Statistiky. Potom C! je 1/N krat suma priblizne Np ndhodnych
¢isiel, z ktorych kazdé md hodnotu +1 alebo —1 (pozri vztah (8.15)). V matematickej Statistike [25] bolo
odvodené, Ze takato ndhodnd premennd ma binomické rozlozenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou nula a
s varianciou o’=p/N. Ale ked7e Np je dostatoéne velké, mozeme binomické rozdelenie aproximovat
Gaussovym rozdelenim s nulovou strednou hodnotou a tou istou varianciou (obr. 8.5).

P,..or sarovnd velkosti vybodkovanej oblasti pod grafom Gaussovej krivky na obr. 8.5, a tak mdZeme pisat’

P, = a\/lﬁ [e 12 dx = %[1 —erf (1207 )} = % [1 —erf (/NI2 p)] . (8.19)

Chybova funkcia (angl. error function) erf(x) je definovand ako

erf (x) =% Igexp(—uz)du . (8.20)

V tabul’ke 8.1 st uvedené hodnoty p.../N prislichajice jednotlivym hodnotam P,,,,. Napriklad ak si zvolime, Ze
Tubovol'ny bit sa moze preklopit’ s pravdepodobnostou P,,,,,<0,01, dostivame p..<0,185N. Toto &islo tieZ
hovori, Ze asi 1,85% neurénov bude spociatku nestabilnych, ked’ Startujeme siet’ z niektorého pamétového vzoru.

Tabulka 8.1. Pravdepodobnost’ Peyor, Z€ I'ubovolny neurdn je SofistikovanejSia analyza situdcie by

nestabilny, vo vztahu k pamitovej kapacite Hopfieldovej siete ukéza?a (381, Vie Hopf’ield.ova siet
P! N. funguje  skutoéne  spolahlivo  ako

autoasociativna paméit’ pre pu., = 0,138N.
Perror pmaX/N P s L
Ak sa budeme pokusat’ zapamitat’ v sieti

0,001 0,105 . S "
viac vzorov, vysledkom bude "vypadok

0,0036 0,138 e e P

pamiti" (angl. blackout) a mdze sa ndm

0,01 0,185 s s
5 - stat, Ze siet’ si nebude pamitat’ Ziaden z
0.0 0.3 predpisanych vzorov. Analyza kapacity
0.1 0.61 autoasociativnych  neurénovych  sieti,

(19,

¢ize maximdlneho pocétu pamitovych
konfigurdcii, ktoré mozno v sieti
uchovat’ tak, aby boli vybavitelné z
pamiti, tieZ tvori bohatd cast’ ich Stadia

20,

28-31, 47]. Kapacita siete sa vySetruje napr. vzhladom na to, do akej miery si pamétové vzory navzdjom



korelované, d’alej vzhl'adom na predpis ich uchovania, ktory nemus{
mat’ vzdy tvar (8.11), atd’. Napriklad do tohto predpisu mozZno
zabudovat’ kontinudlne u¢enie a zabtidanie [59].

V tomto kontexte teda vybavenie si nejakého vzoru z pamiti
predstavuje proces, v ktorom siet’ znovu vytvara (obnovuje) td istd
aktivitu neurénov, ktord sa v minulosti opakovane $irila v sieti pri
zapamitavani si daného vzoru. Vzorec aktivity siete (pamitova
konfigurdcia siete) je vnidtornou reprezenticiou nejakého
vonkaj$iecho podnetu. Tento vonkaj$i podnet moZe byt
"jednoduchy" vstup z nejakého senzorického orgidnu alebo
komplexny vstup zloZeny z aktivity prichddzajicej z jednej alebo
viacerych inych neurénovych sieti.

0" =P I N

-1

Obrazok 8.5. Gaussovo rozdelenie
pravdepodobnosti  vyskytu jednotlivych hodnot
presluchového ¢lena v rovnici (8.15).

8.5 Stochasticky Hopfieldov model

Ukdzali sme, Ze Hebbovo pravidlo ucenia (8.11) ndm ddva (pre dostatocne malé p) dynamicky systém s
bodovymi atraktormi, ktoré si totoZné s vopred zvolenymi stavmi siete &" a ktoré zodpovedaji lokdlnym
minimdm energie systému (8.6). Avsak tieto stavy nie sd jedinymi atraktormi systému. Po prvé, vetky reverzné
konfiguracie —&' sa automaticky tieZ stdvaji pamidtovymi stavmi, ktoré zodpovedaji tym istym minimdm
energie ako &. Je to preto, lebo predpis pre konstrukciu synaptickych vah (8.11) a vyraz pre energiu systému
(8.6) su oba perfektne symetrické o sa tyka zdmeny S;<>—S;. Existencia tychto atraktorov odpovedajicich
reverznym stavom nds az tak netrdpi a povaZzujeme ich za pravé atraktory.

Po druhé, sii tu viak aj tzv. zmieSané stavy &', ktoré sa nerovnaji ani jednému zapamitanému vzoru, ale
linedrnej kombindcii nepdrneho poctu pamitovych vzorov. Najjednoduchs$i pripad je takdto symetrickd
kombindcia troch pamétovych vzorov:

EMY = sign(+EM £ EF £ ESY), pre Vi . (8.21)

Vd’aka r6znym kombindcidm znamienok dostaneme osem rdznych kombindcii troch pamitovych vzorov. Na to,
aby sme si overili, ¢i zmieSany stav (8.21) je skutocne stabilny, treba overit’ ¢i plati (8.12). Napriklad pre takd
kombin4ciu (8.21), kde sa vyskytuji len znamienka +, m6Zeme dospiet’ k takémuto vysledku:

mix 3 mix mix 1 et mix .
LMpm =£ N > Z 1EisT ~(EN+ EF + Esign(E + EF + ED+ presluch>0 (8.22)
ll'l: :

Mozeme vidiet, Ze podmienka stability (8.12) je pre tento zmieSany stav splnend (ak je p dostato¢ne malé).
Podobne modZeme kombinovat’ 5, 7, a viac vzorov. Systém si nevyberd ako faloSné atraktory kombinicie z
parneho poctu pamitovych vzorov, lebo ich prispevky sa mdZu pre niektoré i vynulovat’ (pozri vztah 8.21), ¢o
nie je pripustné, ked’Ze stavy neurénov si + 1.

Po tretie, v stavovom priestore existuje eSte jeden druh faloSnych atraktorov, ktoré nie si kombindciou
Ziadneho koneéného poctu pamit'ovych vzorov [9-11]. Tieto stavy sa nazyvaji stavy spinového skla, kvoli ich
pribuznosti so stabilnymi stavmi spinovych skiel.

Ako vidime, takyto model pamiiti nie je dokonaly. Okrem nami vytvorenych minim energie sa tam objavuju aj
minimd zodpovedajice rozlicnym d’al§im stavom. Hoci tedria a simuldcie ukdzali, Ze spaddové oblasti tychto
falo$nych atraktorov su ovela uZSie ako spadové oblasti pravych atraktorov, je vel'mi Ziadice sa ich zbavit.
Velmi G¢innym spdsobom ako sa zbavit’ falo$nych atraktorov je zaviest' do systému Sum. Pritom vSak pravé
atraktory zostdvaji nad’alej dobrymi atraktormi. Okrem toho, zavedenie Sumu predstavuje aj d’alsie pribliZenie
sa biologickej realite, pretoZe redlne neurény pracuji v "zasumenom" prostredi. Zdroje Sumu sd rdzne:
stochastickd povaha uvolfiovania neuromedidtorov, fluktudcie postsynaptickych potencidlov, spontdnne
generovanie akénych potencidlov, atd. Je zaujimavé, Ze Sum, ktory v inych informacnych systémoch mdva
negativne dosledky, a preto sa ho snazime eliminovat, v Hopfieldovych neurénovych sietach plni vyslovene
pozitivnu tlohu a pritom ich viac priblizuje k biologickej realite.
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UvaZzujme teda Hopfieldovu neurénovi siet, v ktorej sa stavy neurénov nemenia podla deterministického
prechodového pravidla (8.3), ale podl'a nejakého pravdepodobnostného (stochastického) pravidla. Toto
stochastické pravidlo si teraz odvodime. Majme v systéme nejaky blizSie neSpecifikovany zdroj Sumu, ktorého
sila je parametrizovand parametrom 7, ¢o je analdgia teploty termostatu, s ktorym je dany fyzikdlny systém v
kontakte. Na popis Hopfieldovho modelu pri nenulovej teplote 7 pouZijeme Statisticko-fyzikdlny pristup [9, 38].
Predpokladajme, Ze systém po urcitom case dospeje do rovnovadzneho stavu. V rovnovaznom stave je systém
popisany distribu¢nou funkciou Gibbsovho kanonického systému. Teda pravdepodobnost’ vyskytu konfigurdcie S
je rovna

P(S)= %exp(— B(S)), kde Z = %exp(— BE(S)) = exp(— BE)+exp(- BE’) (8.23)

je stavova suma (parti¢nd funkcia), a =1/T. Ked’Ze l'ubovolny stav S’, ktory vznikol so stavu S, sa liSi len v

stave jedného neurénu m, tak pravdepodobnost’ prechodu do 'ubovolného stavu S’, ktory vznikol zo stavu S
preklopenim m-tého neurénu, je dand vztahom

N exp(—BE’) B 1 B 1
PS - 8)= exp(—BE") +exp(-fBE) I+ exp(—=BE)  1+exp(SAE) @29
exp(-pE")

kde zjavne E = E(S), E'= E'(S), a AE = E’— E . Teraz si spomefime na vztahy (8.9) a (8.10) a méZeme pisat

’ ’ - 2thr,n akSm = _Sl’n’
AE=E-E=(S,-S,)h, = , (8.25)
0 akS, =5,
Pomocou vztahu (8.25) teraz vyjadrime P(S—S’) takto
’ 1
P(S—S) (8.26)

B 1+ exp(—Zﬁth,'n) '

Tento vztah zovSeobecnime pre I'ubovolny stav S, ktory vznikol aktualizdciou m-tého neurénu. Ziroveinl si
uvedomme, Ze tato pravdepodobnost’ je vlastne totoznd s pravdepodobnostou, Ze m-ty neurén zmeni svoj stav, a
teda

1

P(S, =)= (8.27)
l+exp(-24h,,S,,)
Rovnica (8.27) je stochastické pravidlo na zmenu stavu jedného neurénu. Z tejto rovnice vyplyva
1
PS, =+t =————"7—, (8.28)
1+exp(—28h,,)
a tieZ
P(S,, :—1):;:1—P(5m =+1) . (8.29)
l+exp(+28h,,)

Vztah (8.28) je analdgiou tzv. Glauberovej dynamiky v Isingovom modeli [32]. Vyjadruje priebeh sigmoidalne;j
(logistickej) funkcie (obr. 8.6).

V limite pre T— 0 a B — oo, sa (8.28) meni na deterministické pravidlo (8.3). V limite T—>o0 a B — 0 je
P(S,=+1)=0,5. VSetky stavy si rovnako prav-depodobné, systém sa stava ergodickym a nemdze d’alej
pracovat’ ako autoasociativna pamit’. Z toho vyplyva, Ze musi existovat’ nejaky interval tepl6t (hodnot Sumu), pre
ktory je stochastickd Hopfieldova siet’ stdle spol'ahlivou autoasociativnou pamitou.

9



fg(h)

8 V  rovnovdZznom stave  pri
1+

nenulovej teplote systém nedospeje
0.8 do jedného stabilného stavu, do
0.2 jednej stabilnej konfiguricie.

0.0 Ocakdva sa, Ze pri dostatocne

malych  teplotich  bude jeho
rovnovazny stav charakterizovany
hodnotami parametrov usporiadania,
h ktoré si definované ako stredné
I I l hodnoty termodynamickych

-2 - 1 2 pozorovatelnych premennych —
Obrazok 8.6. Priebeh sigmoidalnej funkcie pre niekol’ko hodndt parametra 3. prekryvov (8.17). Po istom pocte

prechodov, ked’ siet dospeje do
rovnovazneho stavu, bude konfiguricia siete oscilovat’ okolo niektorého z atraktorov, ktory je v stavovom
priestore blizko pociatocnej konfigurdcie. Parametre usporiadania si ¢asové stredné hodnoty prekryvov (8.17)
stavov siete (1) s danymi atraktormi &" definované ako

N
(m*(@)) = %Z;" (S; (1)), pre £=1,...,p. (8.30)

i=1

5 1

Pre atraktor, ktory si stochastickd siet’ "vyberie" byva strednd hodnota prekryvu (8.30) vicsia ako 0,9, ale
nedosahuje hodnotu 1. Hodnota prekryvu (8.30) s ostatnymi pamétovymi stavmi osciluje blizko nuly. V
Hopfieldovej neurénovej sieti so Sumom nemozno hovorit o atraktérnych stavoch, ale len o atraktdrnej
pravdepodobnostnej distribucii stavov.

Podmienky, ktoré umoZiuji pretrvdvanie rovnovdznej distribicie (8.23), mdZeme lepSie uvidiet, ked si
odvodime selfkonzistentné rovnice. Majme stochastick siet’ pozostdvajiicu z N neurénov, ktord ma pri nulovej
teplote p << N pamitovych stavov &, m =1,...,p. Dynamika siete je asynchrénna s pravdepodobnostou zmeny
stavu i-teho neurénu (8.27), matica vdh je symetrickd a pre synaptické vdhy plati predpis (8.11). V Casovej
strednej hodnote  prekryvu  (8.30)  vystupuje = Casovd  strednd  hodnota  stavu  i-teho
neurdnu (S, (7)) , pre ktord plati

(S, =S, P(S;) = (+1)x P(S; = +1) + (1) x P(S, = —1) = tanh[Bh, ()] . (8.31)
N

Za pravdepodobnosti P(S,) sme dosadili vztahy (8.28) a (8.29). V d’alSom mdZeme uvaZovat’ vSeobecne, Ze
celkové pole A, (t) = h™ (t)+h™ () , kde h™ (t) = h™ . Ale na to, aby v rovnovaznom stave toto celkové pole

pretrvdvalo dlhSiu dobu, musia byt prispevky k jeho internej Casti hl-i"’ (t.j. Casti, ktord je tvorend prispevkami od
vSetkych ostatnych neurénov v sieti) reprodukované strednymi hodnotami vsSetkych neurénov spojenych s
miestom i. To znamend, Ze v (8.31) prejdeme k zdmene skuto¢ného fluktuujiceho pola za jeho priemernd
hodnotu <hii"’ (1)) . Tato aproximdcia je zndma ako teéria stredného pola (angl. mean-field approximation).

Ststred’'ujeme sa na jediny neur6n a zanedbdvame zmeny stavov individudlnych okolitych neurdénov, ktoré
berieme do tvahy len ako spriemernené pozadie.

Pre (h" (1)) plati:

_ N N
B 0) =5 T8 1) = F S S EENS Wy = S i@y . 332)
j=1 H=1

j=lu=

LN

Pri tychto dpravich sme vyuzili vztahy (8.11) a (8.30). KedZe J;=0, ale vztah pre prekryv (8.30) obsahuje
suciny vsetkych prvkov, pri prechode k strednej hodnote prekryvu chyba jeden ¢len prisliichajici i-temu neurénu,
rovny (p/N)(S;(t)). MoZeme ho vSak zanedbat, lebo p << N. Teraz dosadime (8.31) do (8.32), a tento vyraz
dosadime do vzt'ahu pre stredni hodnotu prekryvu (8.30). Dostdvame sistavu N viazanych nelinedrnych rovnic
(8.33), zndmych pod ndzvom selfkonzistentné rovnice, alebo rovnice stredného pol'a [9, 62]:
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. N N
B O) = L3108,y = S E im0y = 3 ELS E tanh] B Y EL(m (1)) + e (8.33)
= =i =l

p=l | =l

Zo selfkonzistentnosti vyplyvaju pre rovnovazny stav tieto navzdjom ekvivalentné podmienky:

(1) Priemerné vnitorné pole vsetkych neurénov (hii"t (1)) (8.33) md prave takd hodnotu ako vnitorné pole, ktoré
dalo vznik danej distribicii strednych hodnot stavov neurénov (S, (¢)) .

(2) Stredné hodnoty stavov (S;(#)) vstupuji do vnitorného pola prive s takymi hodnotami, aké im ddva
vnutorné pole, ktoré ich vyvolalo.

(3) Ked'ze (hiim (#)) (8.33) zdvisf len na hodnotich (m*), u=1...., p, tak tieto prekryvy st reprodukované len

tym vnitorngm poFom (A (1)) , ktoré ich vyvolalo.

V skutocnosti je simulovanie vybavovania vzorov z pamiti efektivne aj v tomto pripade, ked dynamika
dovedie siet’ iba do okolia uchovavaného vzoru a istd Cast’ neurénov neustdle meni svoj stav. Ak je Casova
strednd hodnota prekryvu meniacich sa konfigurdcii s niektorym zo vzorov dostatocne vysokd, modZeme
predpokladat’, Ze vystupny vzorec aktivity siete reprezentuje vyvolanie daného vzoru z pamiiti.

RieSeniami selfkonzistentnych rovnic (8.33) su parametre usporiadania (stredné hodnoty prekryvov).
Parametre usporiadania charakterizuji rdzne fazy, v ktorych sa systém moze v rovnovdznom stave nachddzat’ v
zavislosti od teploty a histdrie systému, t.j. stavu, z ktorého siet’ vystartovala. V idedlnom pripade, po dosiahnut{
termodynamickej rovnovéhy, rozpoznanie fizy podla parametrov usporiadania zodpovedd obnoveniu informacie
adresovanej obsahom resp. degradovanej chybami v pociato¢nom stave. Systém mdZe slizit' ako pamit, ak
vd’aka dynamike na lubovolny podnet (pociatoény stav) spontdnne prechddza do stavov asociovanych s
atraktorom, a tieto stavy majd vyznamny prekryv s tymto nau¢enym vzorom. Zjednodusene mozno interpretovat’
systém s idedlnymi pamidtovymi vlastnostami ako systém, ktory z nerovnovazneho pociato¢ného stavu prejde do
termodynamickej rovnovahy v jednej z moznych faz systému. Kazd4 faza zodpovedd jednému naucenému vzoru
a spontdnna vol'ba fazy je determinovana (pri konsStantnej teplote) iba pociato¢nou konfiguraciou.

Teraz vysvetlime, ako je to moZné, Ze Sum 7 destabilizuje falo$né atraktory. UvaZujme stochastickd
Hopfieldovu neurénovi siet s p<<N, N — o a A= 0 pre Vi. Pre stredni hodnotu stavu i-teho neurénu
mozeme selfkonzistentné rovnice (8.31) prepisat’ takto:

N N
(S;(1)) = tanh| B J (S ;) |= tanh %Zﬁ:;ﬂff(S’j([)) . (8.34)
j=1

j=lp=1

T4to sustava nie je vo vSeobecnosti rieSitel'nd, lebo pozostdva z N nelinedrnych viazanych rovnic s N nezndmymi.
Pri jej rieSeni vSak m6Zeme postupovat” heuristicky a navrhnit’ hypotézu, Ze rieSenie (S;(t)) je imerné jednému
zo zapamétanych vzorov, tak Ze

(S;(t)y =mé&/ pre Vi . (8.35)

Parameter me R je konstantou imernosti. UZ sme si ukdzali, Ze takéto stavy su stabilné v deterministickej limite
T =0 (pre m = 1), takZe je prirodzené hl'adat’ podobné priemerné stavy v stochastickom pripade. Po dosadeni
(8.35) do (8.34) dostadvame

N P
mé! =tanh| £ Y EFELMEY | (8.36)
j=lu=1

Takisto ako v pripade deterministickej siete mdZeme argument funkcie tanh rozloZit' na dva cleny; jeden

prislichajici &} a druhy &len vyjadrujdci presluch, obsahujdci prekryvy medzi &/ a ostatnymi zapamitanymi

vzormi. KedZe p << N (a pamitové vzory si pseudoortogonilne), mdZeme presluchovy ¢len zaned-bat a
dostaneme vztah

mé&! = tanh(Bm&!) . (8.37)

Ked’Ze tanh(—x) = —tanh(x), dostdvame rovnicu na vypocet parametra m pre rovnicu (8.35):
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m = tanh(fBm) . (8.38)

Grafické znazornenie rieSenia rovnice (8.38) pre
kladné m v zavislosti od teploty 7 je zndzornené na
obr. 8.7. Z rieSenia vidime, Ze pre teploty vicSie ako
kriticka teplota, tedapre T> T, aT.=1, je m=0a
7iadny pamifovy stav nie je stabilny®. Inymi
T, slovami, teraz vieme, Ze pamidtové stavy budd
0 stabilné pre teploty T<1. Chceme poukdzat’ na to,
Obrazok 8.7. Kladné rieSenie rovnice (8.38) ako funkcia teploty e v sprévanf sa stochastickej Hopfieldovej siete je

(Sumu) 7. prudkd skokovitd zmena pri kritickej teplote T.. Je
to d’alsi priklad fadzového prechodu. Mohli by sme oCakdvat, Ze spravanie sa siete sa spojito meni ako teplota
rastie, ale v systémoch s vel’kym N sa takdto zavislost’ ¢asto nepozoruje. Ked’ sa prekro¢i istd uroven Sumu, vel'kd
siet’ prestane fungovat’ ako autoasociativna pamat’.

Podarilo sa ndm ukdzat’, Ze stavy so strednou hodnotou (S;(f)) imernou jedinému pamitovému vzoru
(vid’ (8.35)) su pri nizkych teplotich 0<T<1 stabilné. AvSak, hoci pre p<<N nie st stavy spinového skla
aktudlne, este stdle su tu reverzné stavy a hlavne zmieSané stavy. V pracach Amita so spolupracovnikmi [10, 11]
bolo ukdzané, Ze kaZdy zmieSany stav md svoju vlastni kriticki teplotu v intervale 0<T7. < 0,46. Ked Sum
prekro¢i tito hodnotu, zmieSané stavy uZz nie sd stabilné. Inymi slovami, pre Sum z intervalu 0,46 < T< 1 si
Jfalosné atraktory (zmiesané stavy) destabilizované, a iba pamitové stavy (a ich reverzné konfiguracie) su stéle
dobrymi atraktormi. Cenou za to je niZSia vyvoldvacia kvalita pamidt'ovych vzorov a o nieco dlhSie relaxacné
Casy siete (doba prichodu siete do okolia atraktora). Napriek vSetkému, urcita troven Sumu zlepsuje fungovanie
Hopfieldovej neurénove;j siete ako autoasociativnej pamiti. Pre vysSie hodnoty Sumu, a to 7 = 1, sa destabilizujd
aj pravé atraktory (pamit'ové stavy) a systém sa stdva ergodicky.

8.6 Poskodzovanie a vymazavanie synaptickych spojeni

Skuto¢né neurénové siete v mozgu dokdZzu vykondvat’ svoju funkciu aj po poSkodeni ich prvkov a spojeni, ak
tieto poSkodenia nie su prili§ sivislé a priestorovo rozsiahle. V tejto Casti spomenieme vysledky Stddii, ktoré sa
zamerali prave na tzv. robustnost’ resp. odolnost’ Hopfieldovych sieti vo¢i nepresnostiam zat’azujicim ich
synaptické spojenia vritane ich vynulovania. Vo vic¢Sine pripadov kvalitativne vlastnosti autoasociativnej
pamiiti ostavaji nezmenené, a poskodenie mad iba kvantitativne dosledky, konkrétne ovplyviluje najmi kapacitu
siete O, =pmax/N, predlZuje dobu prichodu do atraktora, kone¢ny prekryv s pamidtovym vzorom je o nieco
mensi, a pod.

Ako prvé poskodenie budeme uvazovat devidciu hodnot synaptickych vdh od hodnét ziskanych pomocou
Hebbovho pravidla (8.11). Tato devidcia mdZe byt realizovand ako pridanie malého nahodného ¢isla k
hodnote J; vypotitanej podla vztahu (8.11). Dosledkom je zniZenie o, spomalenie ndjdenia atraktora, ale i
odstranenie falo$nych atraktorov typu stavov spinového skla [20, 61, 67]. Diskretizacia spojeni znamend, Ze
synapsy mozu nadobudat’ len diskrétne hodnoty (vid’ obr. 8.8a). Extrémnym pripadom diskretiz4cie spojeni je ich
binarizacia, t.j. synapsy m6Zu nadobudat’ iba dve hodnoty:

P
s1gn[2§f‘§f} pre i # j,
H=1

J. = (8.39)

g

0 pre i = j.

Teoretickou analyzou tohoto modelu bolo ukédzané, Ze siet’ i nad’alej spolahlivo funguje ako autoasociativna
pamit, len kapacita o, sa zniZi z hodnoty 0,138 na hodnotu 0,1 [37]. Limitdcia znamend obmedzenie pre

synaptické vahy v tvare |J,»j <A. To znamend, Ze hodnotu synaptickej vahy pocitame podla vztahu (8.11), a ked’
vypocitand hodnota prekroc¢i hranicu A, nahradime ju touto hodnotou (vid’ obr. 8.8b).

2 Pre 7<T je m =0 tieZ rieSenim rovnice (8.38) av§ak nie je to stabilné rieSenie.

12



(a) (b) Limitdcia syndps poskytuje zaujimavé
moznosti, o sa tyka modelovania ucenia a
J J zabudania. Predstavme si, Ze zdznam
novych paméitovych VZOrov do
J Hopfieldovej siete inkrementujeme tak, Ze
! 4 pridanie kazdého nového vzoru [
prebieha podl'a vztahu

ugu
Jy Iy +ngléd . (8.40)

Koeficient n oznacuje  rychlost’
Obrazok 8.8. Priklady funkcii transformujicich pévodné hodnoty synaptickych synaptickej modifikdcie (rychlost’ ucenia).
vih vypoéitanych podla Hebbovho pravidla (8.11) na nové v pripade (a) Pritom moZu synaptické vahy nadobudat

diskretizdcie a (b) limiticie synaptickych vih. K X |
iba hodnoty z intervalu (—A,+A) . Takéto

ucenie sa nazyva ucenie v intervale (angl.
learning  within  bounds) [60, 61].
Posledne pridané pamitové vzory sa budi dobre vyvoldvat' z pamiiti, avSak starSie budid pomaly miznit. Pocet
zapamitanych vzorov zavisi na hodnotich n a A. Ak je hodnota m prili§ velkd, iba posledne zapamitané vzory
si vyvolatel'né. Ak je hodnota m prili§ mald, siet’ sa mdZe predimenzovat’ (o >0, ) a naplnit’ sa prili§ vela
vzormi este predtym, ako vahy dosiahnu hranice intervalu A, a siet’ prestane fungovat’ ako autoasociativna pamét.
Pri optimdlnych hodnotich n a A sa bude mnoZina zapamitanych vzorov menit tak, Ze priddvanim novych
vzorov budeme vymazdvat’ najstarSie zapamitané vzory. Takto sa d4 modelovat’ ucenie a zabidanie [22, 60,
61].
Dalsf typ poskodenia je vymazanie alebo zriedenie spojeni (angl. dilution). Ndhodne vynulujeme kone&ny
pocet spojeni medzi neurénmi tak, Ze

(8.41)

i

7= J ;ebb spravdepodobnostou c,
0 s pravdepodobnost'ou (1—c).

Hebb
Jj

zachovanych spojeni rovné 100c a kazdy neurén bude mat’ priblizne ¢N spojeni. Pri symetrickom rieden{ s
hodnotou/; vymazavame zdroveil aj J;;, pri asymetrickom riedeni pristupujeme k J;; a J; nezdvisle. Nech c;=1,
ked’ spojenie nie je vymazané a c;=0, ked’ sme spojenie zrusili. Potom pre kazdd vahu m6Zeme pisat’

je hodnota synaptickej vdhy vypocitana podl'a Hebbovho pravidla (8.11). Po zriedeni bude percento

Ty =c; . (8.42)

Lokalne pole na i-tom neurdne je rovné

N
hy =Y c; IS . (8.43)

Jj=1

Rozozndvame tzv. slabé zriedenie, ked’ c¢N > InN. Silné zriedenie nastiva, ked’ plati cN<<InN. Pri slabom
zriedeni a velkom N je eSte stdle v sume (8.43) vel'a Clenov, a preto méZeme aplikovat’ tedriu stredného pola.
Pre strednd hodnotu lokdlneho potencidlu na i-tom neuréne dostaneme vzt'ah

N
(hy=cY JI(S,) . (8.44)

Jj=1

S prislu$nym preskdlovanim pomocou parametra ¢ dostaneme analogické vysledky ako pre nezriedeny model, v
ktorom je kazdy neurén spojeny s kazdym.

Silné zriedenie v deterministickej a stochastickej Hopfieldovej sieti ako prvi Studovali Derrida, Gardner a
Zippelius [20]. Autoasociativne vlastnosti si zachované v jednom aj druhom pripade. Na priklade si to ukdZeme
pre  deterministicki  siet. = Nech  priemerny  pocet spojeni na  jednom  neuréne je
K=cN a K<<InN. Zriedenie je asymetrické, takZe c; a Cj; st nezévislé ndhodné premenné. Matica J sa teda stala
asymetrickou. Pre vypocet vdh sa pouZiva vztah
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1 )4
Jy=—c; 261, (8.45)
K '&

s 1/K namiesto 1/N, aby sme dostali hodnoty blizke 1. Pre 'ubovol'ny stav S(f) uvaZujme lokédlne pole prispevkov
od vsetkych neurénov spojenych s i-tym neurénom rozdelené na ¢len pochddzajici od konkrétneho pamétového
vzoru Vv a presluchovy ¢len:

M=

N 1 p 1 N
hi =08 =—=2c; 2 EHENS  =—& D ci§7S, +C (8.46)
= Kja " um L=

Jj=1

kde presluch

1 N
Cl=— Y EFY ¢yl . (847)

K y722% Jj=1

Ak v (8.46) polozime S, =& pre Vi, vidime, Ze pre dostato¢ne maly podet zapamitanych vzorov p ndm prvy
¢len na pravej strane rovnice (8.46) ddva fiv, a to vd’aka tomu, Ze sme ako normaliza¢nd konStantu zvolili 1/K,
¢o ndm umoZiuje vykrétit' 1/K a sumu s ¢, lebo chij =K . Ked polozime S, =& pre Vi v rovnici pre

presluchovy ¢len (8.47), na pravej strane dostaneme 1/K krat suma Kp nezavislych ndhodnych +1. V limite pre
Kp — o md presluchovy ¢len Gaussovo rozdelenie (vid’ obr. 8.5) a d’alej plati podobny zaver ako pre uplne
pospdjanu siet’, teda Ze pamdt'ové vzory sd stabilné pre p << N.

Zachovanie autoasociativnych vlastnosti Hopfieldovych sieti aj pri silnom rozriedeni synaptickej matice
umoziuje pribliZit' sa k biologickej realite. Po prvé napriklad v tom, Ze v redlnych neurénovych sietach nie sd
neurény pospdjané kazdy s kazdym monosynaptickymi spojmi a po druhé v tom, Ze vahy spojeni nie su
symetrické. Pomocou selektivneho riedenia mozno skonstruovat’ Hopfieldovu neurénovi siet, v ktorej je
zachovany tzv. Daleov princip, ktory hovori, Ze jeden neurén moze vytvérat' na druhych neurénoch len inhibi¢né
alebo len excita¢né synapsy, ale nie oba druhy naraz [66]. Zachovanie autoasociativnych vlastnosti pri silnom
rozrieden{ sa hodi aj pri konS$trukcii viacvrstvovych sieti s Hopfieldovou dynamikou, ktoré sa daju pouzit na
hierarchické uchovavanie dat [34].

8.7 Neortogonalne vzory

Doteraz sme sa zaoberali Hopfieldovou neurénovou sietou, ktord je schopnd zaznamenat’ a vyvolat’ ortogondlne
resp. pseudoortogondlne pamit'ové vzory, t.j. také pre ktoré plati, Ze strednd hodnota ich skaldrneho stcinu cez
vSetky vzory sa rovna nule:

1 N

<(§”'§V>>=Wz'fff;=0 pre H#V. (8.48)
j=l

Ked je v sieti vel’ky pocet neurénov N, je mozné vyhoviet’ tejto podmienke len ak vyberdme resp. konStruujeme

pamit'ové vzory tak, Ze v kazdom z nich sa pocet aktivnych neurénov rovnd poctu neaktivnych neurénov, t.j. Ze v

sieti je 50%-n4 priemernd aktivita, to znamend

N

) =%Z§;‘ —0 pre Vu . (8.49)

=

O takychto vzoroch hovorime tiez, Ze st nekorelované.
V praxi vSak casto pracujeme so vzormi, pre ktoré tieto podmienky nie si splnené.

Aj v neurénovych populdcidch, napriklad na kore mozgu, je pomer
poctu aktivnych neurénov k poctu neaktivnych neurénov podstatne
niZ8{ ako 50%. Pri modelovani tejto skutoCnosti sa stav kazdého

neurénu &/ v pamétovom vzore vyberd nezavisle s pravdepodobnostou P(¢)=1(1+b)5(£ - 1)+ (1-b)5(E +1).
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Symbol J oznauje Diracovu O funkciu, kde &(x)=0, ak x#0, 5(x)=1, ak x=0. Parameter b sa nazyva bias a
plati pren vzt'ah

N
b= %z;f‘ pre i . (8.50)
i=1

Ked'Zze b nadobida hodnoty v intervale —1 < b < +1 mdZeme pracovat’ s l'ubovolnou tGroviiou aktivity. Stredna
aktivita siete je rovnd L(l1+b)a namiesto (8.48) plati ((&*.g")) =5 +b2(1—5‘“’)pre u=#v. Pre takéto
neortogondlne (korelované) vzory bola navrhnutd modifikdcia dynamiky stochastickej Hopfieldovej neurénove;j
siete [7]. Predpis na konstrukciu synaptickych vah (8.11) sa men{ takto:

1 )4
NZ(fi"—b)(ff‘—b) pre i # j,
J, =4 # (8.51)

y

0 prei=j.

Globdlna kontrola dynamiky neurénovej siete sa dosiahne tak, Ze sa k energii (8.6) pridd Clen, ktory bude
zabrafiovat’, aby sa siet’ dostala do oblasti s aktivitou prili§ vzdialenou pdvodnému biasu vzorov. Modifikovana
energia siete je rovnd (prahy excitdcie st nulové)

N N r N 2
E(S)= ZZJI-]-S,-SjJrﬁ(ZSi—NbJ. (8.52)

1
253 i=1

Koeficient r>0 je mierou sily, ktorou je aktivita siete "tlatend" do oblasti ur¢enej biasom vzorov. Lokdlne pole
posobiace na jeden neurdn (8.1) sa modifikuje takto:

N 1 N
h=YJ;S; —V{WZSj—bJ . (8.53)

J=1 Jj=1

Vztahy (8.50) aZ (8.53) zodpovedaju tzv. jemnému obmedzeniu dynamiky (angl. softly constrained dynamics).
Té4to modifikdcia zachovdva vSetky hlavné vlastnosti pdvodného stochastického Hopfieldovho modelu. Okrem
toho plati:

(1) Ak je koeficient r>10, dostivame spol’ahlivé fungovanie siete pre akiikol'vek hodnotu biasu b.

(2) Pamitova kapacita siete s modifikovanou dynamikou sa pohybuje v intervale: 0,12 N < puu < 0,18N pre r
2> 10. Konkrétna hodnota kapacity zavisi od hodnoty biasu b.

(3) Kriticka teplota zdvisi od biasu b. Pri teplotach nizsich ako 7. su vSetky pamétové vzory stabilné.

T, =(1-b>". (8.54)

Dokonca aj pri vel'mi nizkych hodnotach T su falo$né atraktory (zmieSané stavy) eliminované.
(4) Symetria S; <> =S, je zrusena.

8.8 Casové postupnosti vzorov

Podnety, ktoré spracoviava na§ mozog, prichadzaji v ¢asovych postupnostiach. Prikladom je l'udskd rec, ale i
vizudlne prehladdvanie okolia, sled myslienok, predstav, atd’. Na druhej strane, mozog sdm generuje Casové
postupnosti, napriklad pri generovani povelov pre svaly, ¢o sa vlastne deje neustdle. Tzv. centrdlne generatory
rytmu su neurénové obvody, ktoré generuju biologické rytmy, od riadenia cyklu spanku a bdenia aZ po rytmické
pohyby napriklad pri dychani. Stidium umelych neurénovych sieti sa snazi svojimi vysledkami tieZ prispiet k
pochopeniu podstaty tychto procesov. Pozrime sa teraz ako sa daju rozpozndvat’ a generovat’ ¢asové postupnosti
konfiguricii aktivit v Hopfieldovej neurénovej sieti. Vieme, ze v Hopfieldovej sieti reprezentuje konfiguracia
aktivity celej populdcie modelovych neurénov nejaky 'ubovolny podnet, resp. pamétovy stav. Pamidtové stavy
siete sd atraktormi v stavovom priestore a pritahuji im podobné stavy. Formulujme si tlohu spracovania
¢asovych postupnosti takto:
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(1) Externy podnet sposobi vyvolanie pamétového vzoru, ktory je s nfm asociovany. Nech je tento pamétovy
stav ¢lenom nejakej postupnosti stavov.

(2) Neur6nova siet’ zotrvdava v tomto atraktore, ale po uplynuti nejakej doby sa presunie do iného atraktoru,
ktory je asociovany s nasledujicim ¢lenom v ¢asovej postupnosti vzorov.

(3) Siet’ sa postupne presiiva z jedného atraktora do d’alSieho sledujic tak preddefinovani postupnost’ stavov.
V kazdom atraktore zotrva isti dobu. SpravnejSie by sa teda malo hovorit' o pseudo-atraktoroch alebo kvazi-
atraktoroch, no pre jednoduchost’ budeme i nad’alej pouZivat' termin atraktor. Presun z atraktora do atraktora
moze byt bud’ spontdnny — vtedy sa jednd o generovanie ¢asovej postupnosti stavov vyvolanej nejakym
podnetom, alebo sa prestva z jedného atraktora do druhého na zédklade prichodu d’alSieho podnetu — vtedy sa
jednd o rozpoznanie ¢asovej postupnosti.

Podl’a principu, ktory navrhli viaceri autori, menovite Kanter a Sompolinsky [47], Kleinfeld a Kanter [50],
Gutfreund a Mézard [35], a Amit [8], dosiahneme takéto sprdvanie sa autoasociativnej neurénovej siete
zavedenim masivnej a koherentnej asymetrie do matice synaptickych spojeni medzi neurénmi. Majme siet’
pozostdvajicu z N neurénov, ktoré mdzu nadobudat’ stav +1 alebo —1. Siet' uchovava p pamitovych vzorov,
ktorych konfiguricia aktivity je vygenerovand nahodne, Cize v sieti je 50%-nd priemernd aktivita. Dynamika je
asynchrénna, a aktualizovanie neurénov moze byt bud’ deterministické alebo stochastické. V sieti si dve

mnoZiny synaps J; a J ,-14 . J;; sa vypocita podla vzt'ahu (8.11). V tejto synaptickej matici je zapamétanych p
dopredu zvolenych vzorov a jej ulohou je oprava chyb a stabilizdcia individudlnych vzorov. Druhd mnoZzina

synaps J lf ma4 na starosti prechod medzi atraktormi v preddefinovanej postupnosti. Vypocita sa podla vztahu
14
A 1
Ji= " z.fl’” ‘f]” , (8.55)
u=1
kde g < p je pocet vzorov spojenych v ¢asovej postupnosti y=1—-2—-3—-... = (g+1). J if definuje poradie g

vzorov v postupnosti. Uzavrety cyklus sa dd zostrojit' pomocou (8.55) tak, Ze poloZime .fiq“ = fil . Parameter 4

je kladnd konStanta. Nech su prahy excitdcie rovné nule. Celkové pole pdsobiace na i-ty neurén ma tieto dve
zlozky

N p N ¢
B0 =Y S ERELS (1) + 2 Y T EELS (1) . (8.56)
N Jj=lu=1 N Jj=lu=1
PrepiSme si (8.56) pomocou prekryvov
u LS eu u 1w
mi(t)=—> 1S (1) a m' (t—1)=— D &S (1 - 1), (8.57)
N j=1 N j=1
tak, Ze dostaneme
p q
hi(t)= D Elm* () + A EM m  (t—1) . (8.58)
H=1 u=1

Prvy €len zavisi na okamzZitych aktivitich neurénov v Case f, a teda na momentalnom prekryve stavu siete s
jednotlivymi pamétovymi vzormi. Druhy, prechodovy €len zdvisi na tom, akd bola konfiguricia aktivity

neurénov pred 7 relaxaénymi cyklami. J lf si tzv. pomalé synapsy, alebo prechodové synapsy, lebo

sprostredkuji neurénom informdciu o stave ich susedov s ¢asovym oneskorenim 7. Predstavme si, Ze sa siet’
ocitne v stave g, napriklad Ze dotiho zrelaxuje po prichode nejakého podnetu. Ked'Ze je to atraktor, siet’ v lom
zotrva. Avsak po uplynuti 7 cyklov sa hodnota prekryvu m*(z~t) bude rovnat’ 1 (alebo sa bude bliZit’ hodnote 1,
podla toho, ¢i je dynamika deterministickd alebo stochastickd). Pozrime sa na vztah pre lokdlne pole i-teho
neurénu (8.58) a vidime, Ze ak je A > 1, siet’ prejde do d’alSieho atraktora s poradovym ¢islom z+1. V tomto
atraktore zotrva opit’ po dobu 7, a potom prejde do atraktora 4+2, atd. V tomto pripade sa jedna o spontanne
generovanie c¢asovej postupnosti stavov siete, ktoré bolo iniciované nejakym vonkajSim podnetom.
Rozpoznavanie ¢asovych postupnosti bez spontinneho pokracovania v postupnosti dosiahneme tak, ked v
(8.58) polozime A < 1 a ku kazdému lokdlnemu pol'u (8.58) pripocitame v ¢asovom momente ¢ prispevok z
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vonkajSieho signdlu h" = pf;‘”l, kdep =1. Prechod do d’alSieho atraktora v Casovej postupnosti nastane teda
iba vtedy, ked’ sa tento stav (alebo jemu podobny stav) ocitne na vstupe do siete.

Vo vzt'ahu (8.56) mdZeme namiesto S j(t—T) pouZit' aj iné zdvislosti. Polozme §;(1—7)= S ;). Tzv.

pamiitova stopa S ;(1) mdZe mat' vo vSeobecnosti tvar S j (1) = _EWG(I—Z')S j #)dt’, kde sme doteraz
uvazovali funkciu G(f) v tvare Diracovej delta funkcie G(z) = 0(t —7), ale mdZe to byt aj linedrna zdvislost

G(t) = (t—1)/7 alebo exponencidlna zavislost G(1) =7"" exp(—t/7).

Vztah (8.58) mdze slizit' na rozpoznavanie viac ako jednej postupnosti pomocou jednej a tej istej
neurénovej siete len vtedy, ak kazda postupnost’ obsahuje iné ¢leny u. Gutfreund a Mézard [35] navrhli postup,
ako mo6ze Hopfieldova siet’ rozpozndvat’ viacero rdznych ¢asovych postupnosti aj vtedy, ked’ kazdy stav g ma
niekol’ko mozZnych pokracovani. Tento postup si najprv ukdZeme pre pripad, ked’ chceme, aby siet’ uchovéavala

dve rdzne postupnosti, %il””

}a {fiz’” } Druhy, prechodovy ¢len v (8.58) teraz nahradime tymto vyrazom
q
A (1) = A (EMH 4 X (¢ — 1) 4 ™ (1 = 7)) . (8.59)
1=l

Ak je systém v stave (1, ), mdZe pokracovat’ bud’ do stavu (1, p+1) alebo (2, u+1). Skuto¢ny prechod bude
determinovany vonkaj$im signalom A = p&S#* kde p >1. Ak bude tento signil z postupnosti s = 1, tak sa

bude pokracovat’ v postupnosti 1, ak bude z postupnosti s = 2, tak sa bude pokracovat v postupnosti 2.
Zovseobecnenie (8.59) pre viac ako dve postupnosti je trividlne. Pri vhodnom vybere hodndt parametrov moze
siet’ rozliSit’ az 27 rdznych ¢asovych postupnosti.

8.9 Invariantné rozpoznavanie vzorov

Invariantné rozpozndvanie obrazcov (vzorov) robi mozog neustile. Vo vizudlnej sfére je to napriklad
rozpozndvanie objektov bez ohladu na ich velkost, posunutie a otocenie. V sluchovej sfére je to napriklad
rozpoznavanie melddii bez ohl'adu na rozdielnu vysku ténovej oktdvy, v ktorej su zahraté, alebo invariantné
rozpozndvanie hldsok a slov v re¢i rdznych T'udi. Neurobiologické mechanizmy tohto procesu (¢i procesov) st
stile predmetom intenzivneho experimentdlneho a teoretického vyskumu.

Zaujimaji nds mozZnosti ako prispiet k hl'adaniu rieSenia pomocou autoasociativnych neurénovych sieti.
Vniitorna reprezentdcia nejakého vzoru je v autoasociativnej sieti zakdédovana v aktivite celej siete. Tato aktivita
zodpoveda len istej konkrétnej vstupnej stimulécii, ktord opakovane vyvoldva dany vzor, najskor v procese
ucenia a potom v procese rozpozndvania. Tato predstava zodpovedd neurobiologickej realite. AvSak ani mohutné
autoasociativne vlastnosti Hopfieldovych sieti, takych ako sme ich doteraz predstavili, nesta¢ia na simulovanie
invariantného rozpoznavania vzorov. To, ktory atraktor si siet’ vo svojej evolicii vyberie, silno zdvisi na tom, ako
daleko je v stavovom priestore pociato¢nd konfigurdcia od jednotlivych atraktorov. Pri posunuti, zmenSeni,
prevriteni, atd’. vzoru treba pocitat’ s tym, Ze inicidlny stav siete je v priestore stavov vel'mi vzdialeny od
prislusnej pamétovej konfigurdcie. Inymi slovami, posunutému, ¢i inak zmenenému vzoru, zodpovedd tplne iny
vzorec aktivity siete, ktory je len mdlo, resp. vobec nie podobny na aktivitu siete v Case zapamitdvania tohto
vzoru. Keby sme siet’ nechali spontdnne sa vyvijat, skoncila by v atraktore, ktory sa najviac podobd vstupne;j
stimuldcii.

Dotsenkov algoritmus pre invariantné rozpozndvanie vzorov v autoasociativnej sieti vzhladom k ich
posunutiu, oto¢eniu a zmenu rozmerov [24] je zaloZeny na vyuZiti neurénovych prahov excitcie pri riadeni
evoldcie siete v stavovom priestore. Tento pristup si najskor vysvetlime pre pripad invariantného rozpoznania
vzoru vzhl'adom k jeho posunutiu. Neurénova siet, pre ktord je algoritmus navrhnuty, je pdvodnym modelom
Hopfieldovej stochastickej siete so symetrickou vahovou maticou, s neurénmi pospajanymi kazdy s kazdym, a s
asynchrénnou dynamikou. V d’alSom budeme pracovat’ s geometrickou predstavou neurénovej siete ako 2-
rozmernej mriezKy, a preto namiesto indexu i budeme pouZzivat vektor polohy r, resp. pre j-ty neurén vektor r’.
Vzdialenost’ okamzZitej konfigurécie siete S(#) od jednotlivych pamidtovych vzorov & vyjadruje okamzity prekryv
m(1)
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m*(t) = %Zf” )S(r,1), pre H=1,..., p. (8.60)

Té4to rovnica je t4 istd rovnica ako (8.17), len prepisand pomocou vektorov polohy r namiesto indexu i.
Relaxa¢nd dynamika neurénov je asynchrénna s pravdepodobnost'ou zmeny stavu pre neurén so sdradnicou r
vyjadrenou vztahom (vid’ rovnice 8.28 a 8.29):

7 1
+1 s pravdepodobnost'ou P, =
S(r,t) = praveep * T 1+ exp(—2h(r,0) (8.61)

-1 s pravdepodobnost'ou P. =1—P,

Celkové pole h(r,t) posobiace na neur6én na mieste r v ¢ase ¢ je rovné siétu prispevkov od ostatnych neurénov s
indexami r’ vdhovanymi cez synaptické vahy plus prispevok od lokdlneho nenulového prahu excitdcie O(r.f) =
h 0 # 0, t.

h(r,t) =Y J,.Sx",0)+6(r,1) . (8.62)

Prahy excitdcie su nielenZe nenulové, ale maji aj Casovu zdvislost, ktord Specifikujeme neskodr. Pri splneni
ur¢itych podmienok moéZu prostrednictvom (8.61) vel'mi d¢inne riadit’ evoliciu siete v stavovom priestore, lebo
pravdepodobnost’ zmeny stavu neurénov bude zdvisiet' hlavne od ich relativnej hodnoty vzhl'adom k prispevku
od ostatnych neurénov.

Vahovd matica J je symetrickd a neurény na sebe netvoria synapsy. Hodnotu synaptickej vahy medzi dvoma
neurénmi vypocitame podla vztahu (8.11), ktory pre nase tcely prepiSeme pre vektorové stiradnice neurénov r a

r’:

J—A‘,’ S 4 O () pre r %
u=1
J . = (8.63)

0prer=r

Tento vzt'ah je vSeobecnejsi ako (8.11), pretoZe sme dofiho zaviedli konstantu J, , ktord vo vSeobecnosti nemus{
byt rovnd 1.

Zatial’ budeme pracovat’ s ortogondlnymi (resp. pseudoortogondlnymi) vzormi, v ktorych je 50%-n4d priemernd
aktivita. Nech S© je pociatotna konfigurdcia siete, a nech je to jeden z pamétovych vzorov & posunuty o vektor
(—a*). Ked’Ze v sieti musi byt zachovana 50%-n4 priemerna aktivita, uvazujeme periodické okrajové podmienky.
To znamend, Ze pri posunuti vzoru cez okraj mrieZky sa na protilahlom okraji objavi t4 Cast’ vzoru, ktord sa pri
posune dostala mimo mriezky (vid’ obr. 8.9). Pre pamitovi konfigurdciu & plati vzt'ah:

g“r)=SP(r+a"), pre Vr. (8.64)

Samozrejme, siet’ "nevie" akd je hodnota a*.
V Dotsenkovom algoritme sa predpokladd, Ze poéiatoény vzor S© sa v €ase ¢t = 0 premietne na neurénové
prahy exciticie tak, Ze tieto nadobudnd hodnoty

0(r,r=0) = 6,8 (r), pre Vr. (8.65)

6, je kladna konstanta. V kazdom d’alSom ¢asovom momente sa hodnoty prahov excitdcie menia podl'a tejto
rovnice:

0(r,1) = 6,8 (r +a(r)), pre Vr. (8.66)

Dynamickd premennd a(f) vyjadruje fakt, Ze konfigurdcia prahov exciticie je v kazdom ¢asovom okamihu ind, Ze
je dand momentdlnou hodnotou vektora a(f). Je to teda konfigurdcia prahov excitdcie, ktord hl'add prislusny
pamitiovy atraktor, a to prostrednictvom dynamiky premennej a(f). Prahy budi dominovat’ pri zmene stavu
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neurénov (8.61) a prispevok od ostatnych neurénov bude slizit’ hlavne na korekciu chyb vo vzore. Dotsenko
navrhol relaxacni dynamiku pre dynamickd premennud posunu prahov a(f) nasledovne:

da =a(t+1)—a() = _9E +0(2). (8.67)
dt oa

V tomto vzorci je E energia siete (8.6) v tvare
1 ,
E(S)= —EZZJ“/S(r)S(r )-> 85mo(r) . (8.68)

Pomocou relaxacnej prahovej dynamiky, ktorej podstata je vyjadrend rovnicou (8.67), hl'addme lokdlne minimum
energie systému (8.68). Rovnica (8.67) odpovedd optimalizdcii metédou zdporného gradientu. Pri tejto
optimalizacii sa minimum danej optimalizaénej funkcie hPadd proti smeru gradientu tejto funkcie. Startuje sa z
posunutého pociatoéného bodu (8.65), posunieme sa s prahmi niektorym ndhodnym smerom, nechdme siet
zrelaxovat’ podla (8.61) a vypocitame energiu (8.68). Ak je energia nového stavu menSia ako pdvodnd,
pokracujeme v postivani sa tymto smerom. Ak je energia vicSia, vygenerujeme a(f) v smere opacnom, tak ako
predpisuje (8.67). Velkost posunu zdvisi od velkosti 0E/da. Takto by sa iterativnym spdsobom mala siet’ usadit’
so svojou aktivitou v konfiguracii zodpovedajicej lokdlnemu energetickému minimu prislusného pamétového
vzoru. Gradientovd metdda optimalizacie, ktord teraz riadi dynamiku systému, ma td nevyhodu, Ze ked’ sa systém
dostane do falosného minima, nemoze sa dostat’ von. Preto je nutné zaviest’ do systému ndhodnost, napriklad v
podobe obycajného teplotného Sumu v(f). V praci [13] sme dospeli k zdveru, Ze namiesto gradientovej
minimalizicie je v tomto pripade efektivnejSie pouZitie optimalizdcie pomocou simulovaného Zihania [16, 49].
Vysledky simuldcie Dotsenkovho algoritmu pre invariantné rozpozndvanie vzorov vzhladom k posunutiu si
ilustrované na obr. 8.9.

Aké st podmienky toho, aby prahova dynamika dominovala nad relaxdciou neurénov? Rovnicu pre celkové
pole pdsobiace na jeden neurén mdZeme pomocou vztahu pre synaptické vihy (8.63) a vztahu pre prahy
excitécie (8.66) prepisat’ na tvar

h(r,t) = J—A‘,’ f S EFEEX)SE 1)+ 8,5V (r +a()). (8.69)
u=lr
Pomocou prekryvu
m* (1) = %25” x)S(’,0), (8.70)

mozno celkové pole vyjadrit’ takto:

h(r,t) = Joigﬂ(r)m”(z)wos“)) (r+a()). (8.71)

=l
Vidime, Ze druhy, prahovy ¢len v rovnici (8.71) bude dominovat’, ak 6, >>J,, a prvy ¢len méZeme zanedbat’.

Podl'a rovnice (8.60) pre stredni hodnotu stavu neurénu a (8.71) zistime, Ze stavy neurénov budd kopirovat
prahové pole

(S(re,r)y = tanh[ﬁh(r, t)] = 36,5 (r+alr)) (8.72)
V praxi stadf, ked’ 6,/J, =2.

Dotsenkov algoritmus, ktory sme prave popisali pre invariantné rozpoznavanie vzorov vzhl'adom k posunutiu,
sa moze rovnakym spdsobom pouzit' aj na invariantné rozpoznavanie vzorov vzhladom na ich velkost’ alebo
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otocenie. Rovnica (8.64) vyjadrujica vztah medzi pamidt'ovou konfigurdciou a pociatoénym stavom siete bude
pre zmenu velkosti vzoru vyzerat’ takto:

E4r)=SOA'r), pre Vr. (8.73)

Prekryv

Obrazok 8.9. Dotsenkov algoritmus. Tustrdcia invariantného rozpozndvania vzorov vzhl'adom k posunutiu s
periodickymi okrajovymi podmienkami. Hopfieldova siet md 100 neurénov, 5 pamitovych vzorov (pismen), a
asynchrénnu stochasticki dynamiku. Excitaéné prahy s nenulové, a ich dynamika je riadend podla (8.66).
Graf ilustruje vyvoj prekryvov s jednotlivymi pamitovymi vzormi. Pismenom H je oznadend krivka
odpovedajica vyvoju prekryvu aktudlneho stavu siete s pismenom H. Ostatné krivky zobrazuji vyvoj prekryvu
s ostatnymi pamdtovymi vzormi. (VSimnime si, Ze pamdtové vzory nie su ortogondlne, t.j. ich prekryvy su
d’aleko od nulovej hodnoty.) Cykly odpovedaji jednotlivym iterdciam simulovaného Zihania.

Skaldr A" hovori, kol'kokrat je podiatoéna konfigurdcia zviéSena (zmenSend) oproti pamitovej konfiguracii. Pre
otocenie zavedieme operdtor otoCenia Q , takZe rovnica analogickd rovniciam (8.64) a (8.73) bude

E4r)=S2(Q'r), pre Vr. (8.74)

Namiesto dynamickej premennej a(f) bude v pripade transformdcie velkosti vzoru riadit’ dynamiku dynamicka
premennd A(7), a v pripade otd¢ania dynamické premennd Q7).

Na zdver spomenieme, Ze existuju aj iné pristupy k rieSeniu invariantného rozpozndvania vzorov pomocou
Hopfieldovych autoasociativnych sieti, napriklad pristupy, ktoré navrhli Bienenstock a von der Malsburg [15]
alebo Kree a Zippelius [56].

8.10 Analégovy Hopfieldov model

Skuto¢né neurény v mozgu nie si dvojstavové prvky, ale maji spojitd, nelinedrnu vstupno-vystupnd
charakteristiku. Tdto skuto¢nost’ ako aj poZiadavky hardwarovej implementdcie Hopfieldovej neurénovej siete
motivovali Hopfielda k tomu, aby svoj model rozsiril aj na siete so spojitymi analégovymi prvkami [41].
Skuto¢né neurény aj elektronické zariadenia (ako napriklad operacny zosililova¢) maji integracné Casové
oneskorenia kvoli ich membranovej resp. elektrickej kapacitancii, a evoliciu ich stavu (t.j. elektrického napétia)
v Case popisuji diferencidlne rovnice prislusného elektrického obvodu.

Na obr. 8.10a je nakresleny elektricky obvod, ktory reprezentuje jeden prvok (analégovy neurén) v
anal6govej implementécii Hopfieldovho modelu. Obr. 8.10b zobrazuje siet’ tvorend takymito prvkami.

(b) Premennd u; oznaCuje vstupné napitie i-
EE teho prvku, V; je vystupné napitie. Ako u;
tak aj V; su funkciou Casu, vyvijaji sa v
case. Operacny zosiliiova¢é méd vstupno-

- S| vystupnu funkciu g taku, Ze
é V,=gu,). (8.75)

NajcastejSie sa pouziva nelinearna
funkcia g(u) = tanh(Bu), ktord ma hodnoty

v intervale (-1,+1) alebo sigmoiddlna
Obrazok 8.10. Analégovd implementdcia Hopfieldovho modelu neurénove;j siete. . _ ..
(a) Schéma analégového modelu neurénu. (b) Schéma zapojenia analégovych funkcia g (W)= B(u)’ s hodnotami v intervale
prvkov do siete. (0,+1) (vid’ obr. 8.6). Vstup kazdého prvku

20



je uzemneny cez odpor p a kondenzétor s kapacitou C. Tieto premenné reprezentuju transmembranovy odpor a
kapacitu skuto¢ného neurénu (vid’ obr. 1.9). Vystup j-teho prvku je spojeny so vstupom i-teho prvku cez odpor
Rj;. Z Kirchhofovho zékona o rovnosti pridov do uzla vtekajucich a z uzla vytekajicich vyplyva, Ze

du. . N
L+ﬂ:ZL(Vj “u) . (8.76)
i p E Ry
alebo tiez
du. N
S+ Y e (8.77)
dt i

kde

N
L =RC = lay L =i (8.78)
R, p =Ry R;
Podiel w; = R; / R; reprezentuje hodnotu synaptickej vdhy synapsy tvorenej j-tym prvkom na i-tom prvku. Ak
zvolime hodnotu p dostato¢ne mali a R;; vel'ké, mo6Zeme ¢leny 1/R;; zanedbat, a potom R; = p a w;;= p/R;; pre Vi.
Ak md mat’ niektord vdha negativnu hodnotu, mdZeme to v hardwarovej implementacii vyrieSit’ napriklad tak, Ze
pred fiu zapojime invertor, ktory zmeni hodnotu vstupného napitia na =V, .

Ked’ systém skonverguje do atraktora, pre Vi plati du/dt = 0 a dVi/dt = 0. Vtedy u; = Zj w;V; . Rovnaké

rieSenie ako systém dynamickych rovnic (8.77) ma aj systém diferencidlnych rovnic pre V; :

av, y
Ti7=_vi +gu) ==V, +g| 2wV |. (8.79)
t

J#i

Dynamika tohto systému je spojitd, t.j. vSetky prvky aktualizuji svoj stav spojite a sicasne podla rovnic
(8.75) a (8.77) resp. (8.79). Sledovat evoliiciu vysSie popisanej analégovej neurénovej siete ndm umoZzni
numericka integracia systému rovnic (8.77) alebo (8.79) na poéitadi. V literatire sa odporic¢a napriklad
integrovanie s adaptivnou vel’kostou kroku ako je napriklad Bulirschova-Stoerova metéda [65]. Ak je strmost’ 4
funkcie g(u) vysokd, vystupy prvkov sa bliZia k hraniciam =*1, resp. 0 a 1. Takto mdZeme ziskat" bindrne
odpovede aj od prvkov spojitej analégovej siete. Pri urcitych dlohdch je vSak potrebné pracovat’ so spojitymi
hodnotami (vid’ aplikdcie Hopfieldovho modelu).

Analégia so stochastickou sietou: vSimnime si, Ze rovnica (8.75) s g(u) = tanh(fu) je vlastne takd istd ako

rovnice stredného pola (8.34) pre stochasticki Hopfieldovu siet. Vstupné napitie analégového prvku u; hrd
tlohu priemerného interného pola (h;) a vystupné napitie V; je ekvivalentné priemernej hodnote stavu i-teho

neurénu (S;) . To znamend, Ze analégovi siet’ méZeme pouZit’ na rie§enie rovnic stredného pol'a pre stochastickd

Hopfieldovu siet’ pri nenulovej "teplote” T.

Takisto ako pre binarnu Hopfieldovu siet, aj pre analdgovu siet mdZeme definovat’ energeticki funkciu tak,
aby sa energia systému v priebehu evolicie minimalizovala. RovnovédZzne rieSenia rovnic (8.77) a (8.79)
zodpovedaji minimdm tejto energetickej funkcie a im prislichajice konfigurcie aktivity odpovedaju atraktorom
v stavovom priestore. Energia analégovej Hopfieldovej siete je [41]

N N N V.
E=—=>>wVV;+X [ g7 (V)av . (8.80)
i=1

1
2053

kde g™' je inverzn funkcia k funkcii g. Aby sme ukazali, Ze E sa v priebehu evolticie systému minimalizuje,
derivujme (8.80) podTla ¢asu #:
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dE 1 Vj -1 dv;
- ._v - iVi——+ V.)—-
dr 2% T Z d ;g Y0
2
dV, du, , du;
- V,—u, | = i S’ =L | <0. (881
Z (ZW u] Z,: dt dt zf’g(u’)( dtj 51

Pri tychto dpravéach sme vyutzili predpoklad, Ze synaptické vahy si symetrické (w; = w;;) a Ze w;= 0 a tieZ vztahy
(8.75) a (8.77). Casovd derivicia energie je zdporna preto, lebo 7> 0, g(u) je monoténne rastica funkcia, a teda
jej prva derivécia podl'a asu g’ je nezdporna, a derivdcia u; tu vystupuje v druhej mocnine. Vyraz (8.81) sa
rovna nule iba v rovnovdZznom bode, ked’ du;/dt = 0 a dV;/dt = 0. Vztah (8.81) ukazuje, Ze dynamicka rovnica
(8.77) spojito minimalizuje energiu systému, pokial' systém nedospeje do stavu zodpovedajicemu lokdlnemu
energetickému minimu, kde E = 0. RovnovazZne stavy systému urfené synaptickou maticou W si jeho
atraktormi, a su to jediné atraktory systému. Napriklad limitné cykly nemozu byt atraktormi, lebo energia
nemoZe na uzavretej krivke spojito klesat. Symetria matice W garantuje existenciu bodovych atraktorov. Ak by
sme do synaptickej matice zaviedli asymetriu, mézu vzniknit oscilacie alebo chaoticky vyvoj Vi(¢). V extrémnom
pripade ¢isto ndhodnych vah w; s hodnotami, ktoré maji priemerni hodnotu 0 a strednd kvadratickua odchylku
o%, mdzeme zaznamenat prechod od stabilného ku chaotickému v§voju, ked zvySujeme hodnotu 6> [68].

DalSou moZnostou ako sledovat’ evoliiciu tohto systému je jeho hardwarova implementacia pomocou
elektronickych prvkov. Najtazsi problém pri vytvdrani obvodov tejto neurénovej siete vo VLSI je vyroba
rezistorov R;;. Pre tplne pospdjant siet’ s N prvkami potrebujeme 2N rezistorov (ked’ pouZivame invertory), a ich
odpor musi byt’ dostatocne velky, aby sa obmedzili energetické straty. Graf so spolupracovnikmi [33] vyrobil ¢ip
s N = 256 anal6govymi neurénmi, ktoré boli pospéjané kazdy s kazdym cez priblizne 2N? >> 130 000 rezistorov,
ktoré mali priblizne rovnaky odpor. Kazdy rezistor sa priddval individudlne na hotovy CMOS c¢ip pomocou
elektronovo-licovej litografie. Pri tejto metdde je hodnota odporu rezistorov raz navzdy dand, ale nestrica sa po
vypnuti zdroja napitia. Ini pouZili namiesto pasivnych odporov aktivne elektronické elementy (tranzistory) [2].
Takto ziskali flexibilnejSie, programovatel'né Cipy v zmysle modifikdcie hodndt ich synaptickych spojeni.
Existuju aj optické a optoelektronické implementacie Hopfieldovej analégovej neurénovej siete [1].

8.11 Vyuzitie Hopfieldovho modelu

Velkou nevyhodou Hopfieldovho modelu neurénovej siete je, Ze sa nedokdZe ucit’ z prikladov tak ako napriklad
viacvrstvovd siet’ na zdklade metddy spétného Sirenia sa chyb alebo Kohonenova samoorganizujica sa mapa.
Geometria pamit'ovych vzorov musi byt dopredu urcend a sliZi na naprogramovanie synaptickej matice.

Prvou oblastou aplikdcie Hopfieldovho modelu je oblast’ modelovania neurobiologickych a psychickych
javov. Pomocou Hopfieldovho modelu neurénovej siete a jeho réznych varidcii mdéZeme simulovat’ nasledovné
kognitivne procesy:
¢ Rozpoznavanie — vnimany objekt uz bol raz kedysi vnimany, je v pamiiti.

e Asociativne vybavenie si z paméti — rekonstrukcia kompletnej polozky (reprezenticie objektu) v pamiiti,
iniciovana pritomnostou fragmentu zndmeho vzoru na vstupe siete.

o Kilasifikacia — konkrétny atraktor (resp. okolie atraktora) reprezentuje spracovany a zapamitany vzor. Pri
modelovani vnimania sd vstupom siete signdly zo senzorickych orgdnov. Ked by sme modelovali iné mozgové
funkcie ako napriklad myslenie, vstupmi budud konfiguricie aktivity z inych kortikdlnych (resp. asocia¢nych) ¢asti
mozgu. Opakujici sa vzorec neurénovej aktivity celej siete (atraktor) je signdlom toho, Ze nastala kognitivne
signifikantnd udalost. Konkrétny vstup (zodpovedajici pociatocnej konfigurdcii aktivity siete) je kognitivne
zmysluplny vtedy, ked vedie siet’ rychlo do okolia atraktora. Zmysel tomuto vstupu ddva prdve dany atraktor,
ktory v minulosti vznikol na danej konkrétnej tirovni kognitivneho spracovania.

Ak chceme pomocou autoasociativnych sieti simulovat’ kognitivne procesy, ako st vnimanie, pamit’ a iné,
musia byt’ splnené o.i. tieto podmienky:

Q Relaxacny Cas (doba prichodu do blizkosti atraktora) musi byt dostatocne krétky, aby stav siete dosiahol
atraktor eSte pred tym, ako je siet’ postavend pred novu tulohu. Nova tloha mdze byt reprezentovand
prichodom novej externej stimulécie prl’padne nejak}'/m vnﬁtorn;’/m mechanizmom, ktory resetuje siet’. Pri
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O Doba zotrvdvania siete v blizkosti atraktora musi byt’ dostato¢ne dlhd. Ak pripisujeme atraktoru kognitivnu
tlohu, vystupny mechanizmus musi byt schopny detekovat’ fakt, Ze systém skutocne dospel do blizkosti
atraktora, ¢iZze musi byt schopny odliSit’ tento stav od prechodnych vzorcov aktivity siete. Odhaduje sa, Ze
by sa mohlo uvazovat’ o ¢asovom spriemerneni aktivity poc¢as obdobia 30—40 ms [9].

Dalej na niektorych prikladoch naznagime, ako moZno konkrétne aplikovat’ autoasociativne neurénové siete na
modelovanie kognitivnych procesov prebiehajicich v mozgu resp. v nervovom systéme ako takom. Podrobnu
informdciu mozno ndjst’ v citovanej literatire. Modely tykajice sa nervového systému je v sucasnosti tazko
mozno navrhovat’ a overovat’ na zaklade priamych merani na neurénoch tak, ako to bolo mozné v pripade
modelu Kleinfelda a Sompolinského [51, 52] alebo Amita so spolupracovnikmi [6]. Kleinfeld a Sompolinsky
navrhli analégovid autoasociativnu neurénovd siet, ktord ma také dynamické spravanie ako maju tzv. centralne
generatory rytmu (neurénové okruhy generujice a riadiace cyklické vzorce motorickej aktivity). Svoj model
aplikovali na pripad unikového plavania mikkySa Tritonia diomedea. Vzorce aktivity v sieti sa zhodovali s
hodnotami nameranymi pomocou elektréd na skuto¢nych neurénoch. S tymito hodnotami a Hopfieldovou
dynamikou, umeld neurénova siet’ produkovala cyklicky vystup sliZiaci na riadenie svalov. Amit so
spolupracovnikmi [6] skonStruovali analégovi autoasociativnu siet’, ktord reprodukuje reverberacie aktivity
namerané v mozgovej kore opic uciacich sa zapamitat’ a rozpoznat Casové sekvencie zrakovych stimulov.
Zrakové stimuly boli ndhodné bitové obrazky a prezentovali sa vo fixnom poradi. Opica bola potom testovand
tak, Ze pri obrdzkoch prezentovanych tentoraz v ndhodnom poradi mala urcit’, ¢i sa dva po sebe iddce obrazky pri
uceni vyskytli za sebou alebo nie. Napriek tomu, Ze obrazky boli nekorelované (ndhodné) vzorce aktivity, vzorce
aktivity namerané v mozgovej kore mali korelovanud distribiciu aktivity v zdvislosti od toho, €i sa obrazky
vyskytovali v postupnosti za sebou alebo nie. Velkost tejto koreldcie bola funkciou vzdjomnej "vzdialenosti”
obrazkov v postupnosti (ich vzdjomného poradia). Vsetky empirické vysledky tejto Stidie boli reprodukované
pomocou atraktorovej neurénovej siete. Treves s Rollsom [69] sa pomocou modelu atraktorovej siete pokusili
vysvetlit' funkciu a ¢innost’ hippocampu (mozgovej Struktdiry, ktord hrd doéleziti dlohu pri pamitovych
procesoch u zvierat aj u cloveka).

My sme skonstruovali stochastickd Hopfieldovu siet’ s pamidtovymi vzormi reprezentujicimi hudobné tény,
pomocou ktorej sme simulovali spektralne invariantné rozpoznavanie hudobnych ténov [12]. Konkrétne islo
o teoretické vysvetlenie javu chybajicej zdkladnej frekvencie. Treba vediet, Ze zloZené hudobné tény pouZivané
v psychofyzikdlnych experimentoch sa skladaji zo zdkladnej frekvencie a z urcitého kone¢ného poctu vyssich
frekvencii, ktoré si vzdy celistvym ndsobkom zdkladnej frekvencie (tzv. vysSie harmonické). Tieto frekvencie
definujd farbu ténu. Nota alebo vyska ténu je ur¢ovand hodnotou zdkladnej frekvencie. Zaujimavost' fenoménu
chybajucej zdkladnej frekvencie spociva v tom, Ze clovek pocuje ton prislichajiici urcitej zdkladnej frekvencii aj
v pripade, Ze sluchovy stimul obsahuje iba vysSie harmonické frekvencie a zdkladna frekvencia v spektre zvuku
fyzicky chyba. Pamitové vzory sme zostrojili v stihlase so zndmou geometriou reprezenticie zvukovych
frekvencii v mozgovej kore. Frekvencie pocuteného spektra si reprezentované zhruba rovnobeZnymi pasmi
neurdnov, ktoré su orientované kolmo v smere frekven¢ného gradientu. Sledovali sme kvalitu vybavovania ténov
(resp. ich neurénovych reprezenticii) v zavislosti od toho, ktoré vyssie harmonické frekvencie boli v zvuku
pritomné a dosiahli sme zhodné vysledky s vysledkami psychofyzikdlnych experimentov uskuto¢nenych na
lud’och. Nesk6r sme pouzili Dotsenkov model invariantného rozpoznavania modifikovany pomocou metody
simulovaného Zthania na modelovanie transpozi¢ne invariantného rozpoznavania melddii, vzhl'adom ku
konstantnému frekvenénému posunu vsetkych ténov [13]. Kv6li tomu bolo potrebné vytvorit’ siet’ s asymetrickou
vdhovou maticou, v ktorej boli zahrnuté synaptické Casové oneskorenia, ktoré umoZihuji rozpoznivat a
generovat’ ¢asové postupnosti konfiguracii.

Objavili sa aj psychiatrické Spekuldcie vyuZivajice pojmy atraktora, faloSného atraktora a Sumu na
vysvetlenie obsahovych a formdlnych pordch re¢i a myslenia pri schizofrénii a manii [39]. Normdlna re¢ a
myslenie by v tejto metafore siviseli s konvergenciou prislusnej mozgovej autoasociativnej siete do spravneho
jedného bodového atraktora zodpovedajiceho jednému pojmu. Porucha reci a myslenia pri manii by v tejto
metafore zodpovedala spontdnnym prechodom z jedného atraktora do druhého vplyvom prili§ velkého
vnutorného Sumu. Vysvetlenie Specifického charakteru obsahovej a formdlnej poruchy rec¢i a myslenia pri
schizofrénii by zodpovedalo metafore, podl'a ktorej mozgové autoasociativne siete majui takd nizku droven Sumu,
Ze falo$né atraktory, zmieSaniny pravych atraktorov (pojmov), si vel'mi dobrymi atraktormi.

Druhou oblast'ou problémov, na rieSenie ktorych moéZeme uspeSne pouzit' algoritmy inSpirované teériou
neurénovych sietf, st optimaliza¢né problémy. Na neurénovi siet’ Hopfieldovho typu sa mdZeme pozerat’ ako
na masivne paralelny algoritmus, ktorého cielom je minimalizicia energie systému. V tedrii optimalizacie sa vo
vSeobecnosti hovori, Ze v priebehu optimalizdcie sa minimalizuje cenova resp. objektivna funkcia (angl. cost
resp. objective function), ktora v tedrii neurénovych sieti odpoveda ucelovej (kriteridlnej) funkcii. Predtym ako
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si konkrétne nacrtneme niektoré optimalizacné problémy, chceme este raz zdoraznit, Ze ked’ sa hovori, Ze tieto
problémy sa rieSia pomocou neurénovych sieti, v skutocnosti sa pre rieSenie kazdého z tychto problémov
konstruuje Specidlne prisposobeny masivne paralelny algoritmus.

Ako prvé spomenieme kombinatorické optimalizaéné problémy [38]. Pri tychto problémoch hladdme
rieSenie v mnoZine velkého mnoZstva moZnych kombindcif zdkladnych prvkov systému. Celkovy pocet rieSeni
pre velkost' problému s poctom prvkov N je obvykle exponencidlnou funkciou N, a tomu je dmerny aj cas
potrebny na vyrieSenie problému. Na ilustriciu si spomenieme ako prvy problém vahovaného priradenia (angl.
weighted matching problem). V priestore majme mnoZinu N bodov, priom pozndme vzdialenosti medzi
jednotlivymi dvojicami tychto bodov dj;. Tieto body sa mdZu nachddzat v euklidovskom priestore a d;; mbZe
reprezentovat’ Euklidovu vzdialenost, alebo tieto body mdZzu byt abstraktné entity a hodnoty d; mo6zZu
reprezentovat’ ich vztahy. Vo vSeobecnosti sa mdZzu d; povazovat za nezdvislé ndhodné premenné s
pravdepodobnostnou distribiiciou P(d;;). NasSou tlohou je pospdjat’ dvojice bodov tak, aby kazdy bod bol spojeny
len s jednym inym bodom tak, aby celkovd dizka spojeni bola minimalna. Praktickymi prikladmi takéhoto
problému méZe byt spdjanie prvkov v nejakom elektronickom zariadeni, optimalne mapovanie procesov na dva
ekvivalentné procesory, priradovanie Ziakov do §k6l, a pod. Kazdému paru bodov i a j, prirad'me prvok ny, i <j.
Nech n;=1, ked’ medzi i-tym a j-tym bodom existuje spojenie a n;=0, ked’ medzi nimi spojenie nie je. Sim so
sebou sa bod nemdze spojit, takze n; =0 a pre j<i plati n; = n;. Funkcia, ktorej minimum hl'addme je celkova
dizka spojeni

L=Yd;n, . (8.82)

i<j

Tato funkciu budeme musiet’ trochu modifikovat’, lebo kazdé rieSenie musi spiﬁat’ jedno obmedzenie, a sice, Ze
kazdy jeden bod mdZe byt spojeny iba s jednym d’alsim bodom, a teda Zj n; =1 pre Vi. DodrZiavanie tohto

obmedzenia sa riesi penaliziciou v objektivnej funkcii. Ako zdklad pre objektivnu funkciu zoberieme (8.82) a
priddme k nej Clen, ktory bude rast’ priamo tmerne poruSeniu danej podmienky. Objektivna funkcia E bude
rovna:

2

E=Zd,-jnij+%z 1=, | (8.83)
i J

i<j

Velkost” konstanty v by mala byt asi takd ako priemernd hodnota d;;. Pravdepodobnost’, Ze hodnota I'ubovol'ného
prvku n;; sa zmeni, je rovna

1

P ) Y —
(5 = n;) 1+ exp(BAE)

kde AE = E(nj;) — E(n;) . (8.84)

Toto pravidlo hovori, Ze zmeny, ktoré minimalizuji objektivnu funkciu E su pravdepodobnejsie ako tie, ktoré ju
zvySuji. Hladdme teda takd distribiiciu nj; ktord zodpovedd jednému z minim (8.83). Systém moéZeme
naStartovat’ z ndhodnej konfigurdcie n; a kazdid d’alSiu konfigurdciu generovat’ ndhodne ako v Monte Carlo
simulacii s tym, Ze kazdd novid konfigurdciu akceptujeme s pravdepodobnostou (8.84). Je vhodné pouZit' i
metédu simulovaného Zihania a v priebehu evolicie zniZovat’ teplotu T=p ™" [16, 49]. Problém mdZeme riesit aj
pomocou analégového systému bud’ pocitacovou simuldciou alebo hardwarovou implementdciou, vtedy n;; blizke
1 (0) budeme povazovat’ za rovné 1 (0).

Dal§i kombinatoricky optimalizaény problém, ktory sa stal Standardom na testovanie efektivnosti
optimaliza¢nych metdd je problém obchodného cestujiceho (angl. traveling salesman problem) [42, 43].
Mime v priestore N bodov alebo miest, medzi dvojicami ktorych si vzdialenosti d;. Nasou tlohou je najst
najkratSiu uzavretd drdhu, ktord prechddza cez kazdé mesto len raz a vracia sa do pévodného mesta, z ktorého
sme vystartovali. Praktické priklady zahfnaju efektivne planovanie ciest kamiénov, vlakov, lietadiel, ale aj dlohy
v robotike, napr. pri pldnovani efektivnheho pohybu ramena robota. Na reprezenticiu rieSenia si zvolime
stochasticky bindrny prvok ny, pri¢om n;, = 1, ked mesto i je a-tou zastdvkou na okruznej ceste. Celkova dizka
okruznej cesty je
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1
L =52dijnia (M ¥y - (8.85)

ij,a

Zaroven musia byt’ splnené dve obmedzenia, a to
dn,=lpreVi a > n,=1preva . (8.86)

Prvé obmedzenie hovori, Ze kazdé mesto i sa objavi pocCas okruZnej cesty len raz, a druhé obmedzenie znamend,
Ze kazda zastdvka na ceste sa tyka len jedného mesta. Teraz mdZeme vytvorit’ objektivnu funkciu E s dvoma
penalizdciami, ktoré sa minimalizuji vtedy, ked si podmienky (8.86) splnené:

2 2
E:%Zdijnia(nj,m—l+nj,a—l)+% Z(I_Z”mj +Z[1_Z”iaJ : (8.87)

ija

RieSenie problému obchodného cestujiceho, teda konkrétne hodnoty n;, zodpovedajiice optimdlnej okruZnej
ceste, hl'addme tak ako v pripade problému vdhovaného priradenia, teda pomocou pocitacovej simuldcie alebo
hardwarovej implementdcie prislusného systému. PouZivame bud’ bindrne prvky so stochastickou dynamikou
(8.84) a simulované Zihanie, alebo analégové prvky.

Poslednym prikladom kombinatorického optimaliza¢ného problému je delenie grafov (angl. graph
bipartitioning) [27]. Predstavme si, Ze navrhujeme Cip s N prvkami, ale vSetky sa ndm nafi nezmestia. Potom by
sme chceli urobit’ dva €ipy, tak aby polovica prvkov bola na jednom a polovica prvkov na druhom a aby pocet
spojeni medzi tymito dvoma ¢ipmi bol minimdlny. UvaZujme vSeobecny graf, t.j. mnoZinu N bodov, vrcholov
grafu pospdjanych hranami, ktoré spdjaju dvojice vrcholov. Nech je N pdrne. Nech p je fixnd pravdepodobnost’,
Ze kazdy vrchol je spojeny s inym. Priemerny pocet vrcholov pN, ktoré st navzdjom spojené, sa nazyva valencia
grafu. NaSou tlohou je rozdelit’ vrcholy do dvoch rovnako velkych mnoZin, medzi ktorymi je minimdlny pocet
hrdn. Definujme si ¢;=1, ked’ st vrcholy i a j spojené hranou, a ¢;=0, ked’ nie si spojené. Dalej si pre kazdy
vrchol definujme premennd S;,=+1, ked’ sa vrchol nachddza v prvej mnoZine a S;=1, ked’ sa vrchol nachddza v
druhej mnoZine. Chceme minimalizovat’ funkciu

L==3¢;S;S; . (8.88)
(i)

kde (ij) znamend indexovanie cez kazdy par vrcholov zvlast. Premenné S; podliehaji obmedzeniu Zi S,=0.V

terminoch tedrie magnetickych latok tieto rovnice zodpovedaji feromagnetu s nulovou celkovou magnetizaciou.
Kazdu celkovi magnetizaciu, ktord sa vzd’al'uje od 0 budeme v objektivnej funkcii penalizovat’, takZe objektivna
funkcia systému je

E=-Yc;88;+u>.5)* . (8.89)
<ijy i

Hodnotu p vyberdame v intervale 0 az 1/2. Rovnica (8.89) pripomina energiu systému analogického spinovému

sklu. Systém naStartujeme z nahodnej nekorelovanej konfiguracie S a nechame relaxovat, priCom S; sa menia
podra stochastického pravidla (8.84) s S; namiesto n;, kde energia E je vyjadrend ako (8.89). Opit bude uzitocné
pouzit’ simulované Zthanie. Feromagnet s nulovou celkovou magnetizéciou bol teoreticky extenzivne Studovany a
boli ndjdené mnohé zaujimavé vlastnosti (napriklad zanik symetrie replik) [59].

Ako optimalizaény problém mdZeme formulovat aj spracovanie obrazu (angl. image processing), CiZe
rekonstrukciu objektu zo zaSumeného alebo rozmazaného obrazu [54]. Vstupom do paralelného systému je
mnoZina hodndt d; zodpovedajiicich dvojdimenzionalnej mnoZine pixlov (pixel = angl. picture cell). Konkrétne
hodnoty d; mdzu reprezentovat’ napriklad jas, alebo prvi ¢i druhd priestorovi deriviciu jasu, alebo Casovi
derivdciu jasu, alebo binokuldrnu disparitu (t.j. mald vzdialenost medzi obrazmi toho istého bodu vnimaného
pravym a lavym okom, ktord pouziva mozog na konStrukciu tretieho rozmeru objektu, resp. vzdialenosti
jednotlivych objektov od pozorovatela), alebo nejaku ind premennd, ktord sa meni v priestore. Napriklad v
pripade jasu mozu byt ddta bindrne, t.j. svetlé alebo tmavé pixle, alebo spojité, reprezentujiice rozlicné drovne
Sedi v jednotlivych pixloch (angl. gray-level data). Vstupom do nasho systému budid zaSumené dita d; a
vystupom budd hodnoty V;, ktoré reprezentujui rekonstruovany objekt. Takto formulovana tloha je vel'mi tazk4,
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Obrazok 8.11. Ilustricia jednorozmerného pripadu
fitovania (a) hladkej a (b) po ¢astiach hladkej krivky na

a preto sa vo vicsine pripadov pouzivaji a priorné znalosti o
objektoch, ako napriklad Ze maji (nemajd) hladky povrch, ze
maji rovné (zakrivené) okraje, Ze sa prekryvaju (neprekryvaju)
s inymi objektmi, alebo akékol'vek iné pomdcky. V pripade, Ze
samotné data obsahuju prili§ malo informdcie, hovorime, Ze
tieto problémy su zle formulované (angl. ill-posed problems).
Existuji postupy a techniky ako transformovat’ zle formulované
problémy na dobre formulované problémy (angl. well-posed
problems). Tymto sa zaoberd tzv. regularizaéna teoria [64].
Postupy pouzivané pri pocitacovej rekonstrukcii objektu si
naznac¢ime na najjednoduchSom pripade, ked mime obraz

zaSumené data pri optimaliza¢énom probléme spracovania

jednoliateho  hladkého povrchu bez hran. UvaZujme
obrazu.

jednorozmerny pripad, vid’ obr. 8.11a. Najlepsiu rekonstrukciu
hladkej nekonecnej krivky ziskame, ked’ budeme nitit’ vystupy
V;, aby spiiali dve podmienky zédrovei: hladkost a o

najvicsiu blizkost’ k datam, teda E bude
1 , 1 )
E =EK'Z(Vi Vi) +5/12(v,. —-d;)”, (8.90)

kde koeficienty x a A vyjadruji relativny doraz na jednu alebo druhd podmienku. Minimum tejto objektivnej
funkcie mdzZeme hl'adat’ napriklad metédou zdporného gradientu:

dv,  OE
’(77:_% =K'(Vi+1 +Vi—1 —2‘/1)+ﬂ(d1 _Vi)'

1

(8.91)

Ak by sme polozili 4 = 0, a teda nevyzadovali blizkost’ k ddtam, pre kazdé V; by sme dostali diftiznu rovnicu.
Jednotlivé hodnoty V; by sa postupne rovnomerne rozptylili. Nenulovd hodnota koeficientu A vSak niti V;
pridizat’ sa dat d;, takZe dostaneme hladki krivku, ktord sa snazi o najviac pribliZzovat’ k ddtam. ZovSeobecnenie
pre dvojrozmerny pripad je v uvaZovani diferencii v (8.90) v rovine. Mohli by sme skonStruovat’ aj analégovy
obvod simulujtci rovnicu (8.91), ktord je analogickd dynamickej rovnici pre spojitd Hopfieldovu siet’ (8.77)
alebo (8.79), ked’ k nej priddme vonkajsf vstup Ad; a g(u) = u. Dalej s pomocou (8.76) mdZzeme identifikovat’ &7
ako C, Aako p™', a k ako 1/R;;,,.

Aby sme mohli riesit’ problém spracovania obrazu, ktory zobrazuje povedzme dva objekty, musime systém
rovnic upravit’ tak, aby bol schopny detekovat’ nespojitosti, a teda nachddzat’ po Castiach hladké (spojité) rieSenia
(ilustriciu pre jednorozmerny pripad pozri na obr. 8.11b). Riesi sa to tak, Ze sa do systému zavedd diskrétne
prvky detekujtice nespojitosti.

Ilustrujme si to na jednorozmernom pripade. KedZe nevieme dopredu, medzi ktorymi bodmi sa bude
nachddzat’ medzera (nespojitost)), medzi kazdy par analégovych prvkov s vystupom V; a V;,; ddme jeden bindrny
prvok s vystupom S;. Hodnota S; = +1 bude znamenat” hypotézu, Ze medzi i-tym a (i+1)-vym bodom je medzera a
hodnota S; = -1, bude znamenat’, Ze je tam krivka spojita.

Objektivnu funkciu (8.90) treba modifikovat’ tak, Ze (a) zruSime penalizciu za rozdiel medzi hodnotou V; a
Vis1, ked je medzi nimi predpokladand nespojitost a (b) budeme penalizovat' prili§ vela hypotéz o
nespojitostiach. Nova objektivna funkcia bude teraz vyzerat takto:

E =%rzg(1—si)(vi -V.)? +%/12(v,. —d) +pYS; . (8.92)

Pri relaxdcii systému budu diskrétne prvky skisat’ hypotézy o nespojitostiach stochastickym spésobom. Vysledok
modZeme vylepSit' aj tym, Ze v priebehu relaxdcie budeme menit’ hodnoty koeficientov K, A a p. Objektivna
funkcia (8.92) pre spracovanie dvojrozmerného obrazu zobrazujticeho viacero objektov bude

1 1 1
E =§K‘ZE(1—SU)(VZ» -V’ +5/12(vi —d) Y S =7 Y S;S i SuSi - (8.93)

(@) () Cijkl)
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kde sa sumuje cez dvojice bezprostrednych susedov (ij) na dvojrozmernej mriezke, alebo cez $tvorice susedov
(ijkl) tvoriace $tvorce. Posledny ¢len nabada systém, aby sa nespojitosti tvoriace kontdry objektu spéjali do
uzavretych kriviek.

Rovnice spracovania obrazu prezentované v tomto oddieli nemusia sldZit' len ako zdklad na interpolaciu
povrchov objektov. Mdzu slizit na detekciu hrdn, na rekonStrukciu trojrozmerného tvaru objektov z ich
tielovania alebo binokuldrnej disparity, rekonStrukciu tvaru objektov na zdklade farby alebo pohybu, a pod.
Zalezi to na prislusnej modifikécii tychto rovnic, na pouziti analégovych alebo stochastickych bindrnych prvkov,
na hodnotich koeficientov, a samozrejme na interpretdcii premennych d; a V;.
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