KAPITOLA 1
Niektoré pojmy z tedrie mnozin a matematickej logiky

V tejto kapitole zavedieme niektoré pojmy a oznacenia z teérie mnozin a matematicke) logiky,
ktoré budeme v dalsom potrebovat. Vacsinou ich preberieme v podstate z [5], ale aby sme predisli
pripadnym nedorozumeniam, zopakujme (pripadne pre nase Gcely prispdsobime) ich definicie. St-
¢asne zavedieme niektoré oznacenia. Budeme vychédzat z axiomatického systému tedrie mnozin
7z [5], 1 ked by pre nase Gcely stacili aj niektoré slabsie systémy.

Oznadenie 1.1. Prazdnu mno#inu budeme oznadovat symbolom (). Znakom € budeme oznadovat
vztah ,patrit do“. Znakmi C a C budeme oznacovat mnozinovi inkldziu, resp. ostriit mnozinovi
inkliziu.

Oznadenie 1.2. Znakom {z1,...,2,} budeme oznacovat mnozinu pozostavajicu z prvkov zi,
Za,...,2,. Symbol {z | ¢(2)} bude znamenat mnozinu vsetkych takych z, pre ktoré plati ¢(z).
Symbol {z € A | ¢(z)} bude znamenat mnozinu vSetkych 2 € A, pre ktoré plati ¢(z).

Poznamka 1.3. Oznacenie {z1,...,2,} budeme pouzivat aj pre n = 0; vtedy bude znamenat
{z1,...,2,} prdzdnu mnozinu.
Oznadenie 1.4. MnoZzinu vsetkych prirodzenych éisel, véitane 0, budeme oznacovat N. Prirodzené

¢isla i zdkladné operéicie s nimi budeme oznacovat obvyklym spdsobom.

Poznamka 1.5. Pre uréitost by sme mohli predpokladat napriklad, ze prirodzené éislo n je mno-
7ina vSetkych prirodzenych ¢isel mensich ako n.

Oznacenie 1.6. Symbolom (a,b) budeme oznacovat mnozinu {{a},{a,b}}; symbolom X ® YV
budeme oznacovat mnozinu vsetkych takych (a,b), o ktorych platia € X, b€ Y.

Poznamka 1.7. Néazvy ,usporiadana dvojica“ a , kartézsky sti¢in“ si rezervujeme pre trochu od-
lisné pojmy. Odstranujeme tak istd dvojznacnost z [5].

Definicia 1.8. Zobrazenie mnoziny X do mnoziny Y je takd mnozina 7 C X ® Y, ze pre kazdé

a € X existuje prave jedno také b € Y, ze (a,b) € 7. Ciastoéné zobrazenie mnoziny X do mnoiiny
Y je takd mnozina 7 C X @Y, 7e pre kazdé a € X existuje najviac jedno také b € Y, 7e (a,b) € 7.

Definicia 1.9. Usporiadanou n-ticou prvkov z1,...,x, nazveme také zobrazenie f mnoziny {0,
1,...,n — 1} do mnoziny {x1,...,2,}, ze pre vSetky i =0,1,...,n— 1 plati f(¢) = 2;41. Uspo-
riadant n-ticu prvkov 21, ..., 2, budeme oznacovat (z1,...,2,).

Poznidmka 1.10. Usporiadané n-tice maji nasledujiicu vlastnost: Ak (z1,...,2m) = (¥1,...,¥n),
tak m=nazi =yi,...,%m = Y. Pre n =0 plati (z1,...,z,) = 0.

Definicia 1.11. Kartézsky siicin n mnozin X1, ..., X;; je mnozina X1 x - .- x X, vSetkych takych
usporiadanych n-tic (z1,...,2,), 2e 1 € X1,...,2n € X,.

Poznamka 1.12. Vseobecne povedané neplati X1 x Xo = X1 @ X5 ani X1 x --- x X,, = X pre
n=1. Pre n = 0 plat{ X; x --- x X, = {0}. (Nase oznacenie kartézskeho sti¢inu je sice dost

nevhodné pre n = 0 a n = 1, ale pretoze sa tieto pripady nebudf samostatne vyskytovat, netreba
zavadzat osobitné oznacenie.)

Oznaéenie 1.13. Symbolom X budeme oznacovat kartézsky stéin n mnozin X, ..., X (n-krat).
Poznamka 1.14. Plati X = {#}. Pozor, pokial je mnozina X neprazdna, X' £ X.
Definicia 1.15. Lubovolnt éast mnoZiny X™ nazveme n-drnou reldciou na mno#ine X.

Definicia 1.16. (a) n-drnou ciastocnou funkciou na mnozine X nazveme lubovolné Eastocné
zobrazenie mnoziny X" do mnoziny X.
(b) n-drnou funkciou na mnozine X nazveme fubovolné zobrazenie mnoziny X” do mnoziny X.
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Pozndmka 1.27. Samotny pojem , vyraz“ nebudeme definovat a budeme ho pokladat za intuitiv-
ne jasny. Keby sme vsak chceli budovat formalizovan® teériu, museli by sme tiito medzeru v nasom
vyklade odstrénit. Aj pojmy z matematickej logiky by sme museli vybudovat presnejsie a tiplnejsie,
ako to tu urobime.

Poznémka 1.28. V 1.26 sa neziada, aby vo vyraze F(z1,...,2,) vSetky premenné skutoéne vy-
stupovali, ani to, aby v tomto vyraze nevystupovali iné premenné. Uvidime to v nasledujicom
priklade.

Priklad 1.29. Nech X = N. Uvazujme vyraz F(z,y,z) = z + y + z. Vyraz Ayeyz(z + y +
+ z) znamend terndrnu funkciu na mnozine N. Vyraz Ayzz(z + y + z) znamend bindrnu funkciu
dvoch premennych z, z. V tomto pripade je y parameter a dosadzovanim réznych prirodzenych
¢isel namiesto y dostdvame rézne funkeie; napriklad pre y = 0 znamend vyraz Ayzz(z + y + 2)
bindrnu funkciu ,s0éet“, t.j. t istq funkciu ako aj vyraz Ayzy(z + y). Vyraz Ayzyzt(z +y +
+ z) znamend funkciu styroch premennych; pritom $tvrtd premennd sa niekedy nazyva fiktivnou

premennou, lebo od jej hodnoty nezavisi hodnota funkcie. Vyraz Ay(3) znamend 0-arnu funkciu,
t.). konstantu, rovnajicu sa trom.

Priklad 1.30. Funkcie Ayzy(zY), Ayyz(2¥) st rozne; do grafu prvej z nich patr{ napriklad trojica
(2,3,8), ktord nepatri do grafu druhej z nich. Naproti tomu plati Ayzy(z¥) = Ayyz(y”)

Zavedieme teraz informativne niektoré pojmy a oznacenia z matematickej logiky. Pdjde viac
len o objasnenie danych pojmov ako o ich riadne definicie.

Definicia 1.31. Vyrok je vyraz alebo veta, o ktorom ma zmysel hovorit, Ze je pravdivy alebo 7e
je nepravdivy. Predikdt (Casto sa tiez hovori , vyrokova funkcia“) na mnozine X je vyraz, ktory
sa stdva vyrokom, ak za vsetky volné premenné v nom dosadime konkrétne prvky X. (Volné
premenné s prave tie, za ktoré ma zmysel dosadzovat.) Predikat, ktory ma prave n volnych
premennych, nazveme n-arnym. Dva predikiaty na mnozine X budeme nazyvat ekvivalentnymi, ak
vyroky, ktoré z nich vzniknt [ubovolnym rovnakym dosadenim prvkov X za ich volné premenné, st
vzdy obidva pravdivé alebo obidva nepravdivé. Ekvivalentné predikdty nebudeme v dalSom texte
obvykle rozlisovat. V zatvorke s uvedené volné premenné predikéatu, ktorymi st obvykle pismenéa
z konca abecedy, pripadne s indexmi. Vysledok dosadenia prvkov ai, ..., a, za premenné 21, ..., z,
v predikate P(z1, ..., #,) budeme oznacovat P(ai,...,a,). Obdobne budeme oznacovat vysledok
dosadenia za ¢ast premennych.

Nebudeme urcovat presné pravidla na to, aké symboly smi byt pouzité pre konkrétne predikaty;
budeme pouzivat podla potreby vSetky beZné matematické symboly i slovny opis. Uvedieme vSak
niekolko spésobov tvorenia novych predikatov, resp. vyrokov z danych predikitov.

Definicia 1.32. Znaky A, V, =, <=, = v tomto poradi nazyvame konjukciou, disjunkciou,
implikdciou, ekvivalenciou, negdciou a stthrne logickymi spojkami. Znaky V, 3 nazyvame kvantifi-
kdtormi, a to V vSeobecnym (alebo velkym) a 3 existenénym (alebo malym) kvantifikdtorom.
Niekedy nazyvame podla logickej spojky aj predikat, ktory je pomocou nej vytvoreny z dvoch
predikatov, v pripade negacie z jedného predikatu. Vyznam logickych spojok a kvantifikatorov
urcuji nasledujiice definicie, ktoré pre jednoduchost vyslovime len pre vyroky, resp. unarne predi-
katy.
Definicia 1.33. Pre lubovolné vyroky A, B:
(a) Vyrok A A B je pravdivy prave vtedy, ked st pravdivé oba vyroky A, B.
(b) Vyrok A V B je pravdivy prave vtedy, ked je pravdivy aspon jeden z vyrokov A, B.
(c) Vyrok A = B je pravdivy prave vtedy, ked je vyrok B pravdivy alebo vyrok A
nepravdivy.
(d) Vyrok A <= B je pravdivy prave vtedy, ked st obidva vyroky A, B pravdivé alebo
obidva nepravdivé.
(e) Vyrok —A je pravdivy prave vtedy, ked je vyrok A nepravdivy.
Poznamka 1.34. Ak sa v niektorom vyroku vyskytuje viac logickych spojok, odstrafiujeme pri-
padné nejednoznacnosti pomocou zatvoriek. Podla definicie 1.33 zodpovedajt logické spojky A, V,



KAPITOLA 2

Klony ¢iastoé¢nych funkcii na mnoZine

V celej tejto kapitole X znamena pevne zvolenii neprazdnu mnozinu. Pri vyuzivani vysledkov
tejto kapitoly v dalSom texte budeme za X volit obvykle mnozinu N vSetkych prirodzenych &isiel
alebo mnozinu vietkych slov v nejakej abecede (pozri kapitolu 6). Pokial nebude hrozit nedorozu-
menie, budeme niekedy vynechavat slovd ,na mnozine“ X, index X pri A-notécii a podobne.

Definicia 2.1. Pre lubovolné m, n € N, 0 < m < n budeme funkciu Az, ...z, (2, ) nazyvat m-tou
n-drnou projekciou na mnozine X a oznacovat I7?,. Vsetky funkcie I budeme nazyvat projekciami
na mnozine X.

Poznidmka 2.2. Pre funkciu )}, teda plat{ I} (z1,...,2,) = &m pre vsetky z1,..., 2, € X.

Definicia 2.3. Nech f je n-drna (¢iastoénd) funkcia (n > 0), g, f1,..., fn s m-4rne (Ciastocné)
funkcie. Budeme hovorit, ze (¢iastoénd) funkcia g vznikd skladanim (pripadne: operdciou skladania
(¢iastocnyjch) funkcii) 7 (Siastoénych) funkeif f, f1,..., fa, a pisat g = 8"t (f, f1,..., fx), ak pre
vsetky z1,..., 2, € X plati

g('rla"'a'rm) = f(fl('rla"'Jxm)a"'afn(mla"')mm))
Cvicenie 2.4. Nech g = S"*!(f, f1,..., fa). Dokaite, 7e ak st f, f1,..., f, totalne funkcie, tak

je aj g totélna funkcia! Vyplyva z totalnosti g totalnost f 7 Vyplyva z totdlnosti g totdlnost
fla B fn ?

Cvicenie 2.5. Dokézte, ze mnozina vSetkych projekcif na mnozine X je uzavretd vzhfadom na
operaciu skladania ¢iastoénych funkeif, t.j. 7e ak g = S"T(f, fi,..., fa) a f, f1,..., fa sl projekcie,
je aj g projekcial Existuji vlastné podmnoziny vsetkych projekeif na X uzavreté vzhladom na
operaciu skladania funkcii?

Definicia 2.6. Mnozinu (¢iastoénych) funkcif na mnozine X nazveme klonom (¢iastocnych) funkcii
na X, ak obsahuje vsetky projekcie na X a je uzavreta vzhladom na operaciu skladania (¢iasto¢nych)
funkeif.

Priklad 2.7. Nech X je mnozina vsetkych redlnych &isel. Vsetky polynémy lubovolného poétu
premennych s redlnymi koeficientmi (uvazované ako funkcie) tvoria klon funkcif na mnozine X.

Dokazeme teraz niekolko tvrden{ o klonoch ¢iastoénych funkcif na mnozine. Vyslovime ich
najprv bez pouzitia A-notécie a potom este raz pomocou nej.

Veta 2.8. Nech M je klon ¢iasto¢nych funkeii na mnozine X, nech ¢iasto¢né funkcia f(z1, ..., zp),
m # 0, patri do M a nech ki, ..., kn, je lubovolné koneéné postupnost prvkov mnoziny {1,...,n}.
Potom aj ¢iastocnd funkcia g, g(z1,...,¢n) = f(2k,, ..., zk,,) patri do M.

Dékaz: Plati g = §mt! (f, Iy [gm), vSetky Giastocné funkcie na pravej strane rovnosti patria

do M, klon M je uzavrety vzhlfadom na operdciu skladania ¢iastoénych funkcif, a teda aj g patri

do M. O

Poznamka 2.9. Veta 2.8 ndm umoznuje napriklad ,stotoziovaf argumenty“ a fubovolne menit
ich poradie. Ak napriklad X = N a f(z,y) = 2¥ € M, tak aj g(z,y) = y" € M, h(z) = 2" € M.
Umoznuje ndm tiez , pridavat fiktivne premenné“. Ak znova X = N a f(z,y) = 2¥ € M, tak aj
g1(z,y,2) = 2¥ a ga(2x,y, z) = 2¥ patria do klonu M.

Cviéenie 2.10. Ako treba volit postupnost k1, ..., k, (a éisla m, n) vo vete 2.8, aby sme dostali
tvrdenia uvedené v poznamke 2.9 7

Cvicenie 2.11. Ak klon M castoénych funkcii na X obsahuje vSetky unarne konstantné funkcie,
tak obsahuje aj vSetky n-arne konstantné funkcie pre kazdé n € N, n # 0. Dokazte! Mozno
vynechat podmienku n # 0 7
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Veta 2.19. Nech klon M ¢iastoénych funkcii na mnozine ¥ obsahuje trojicu ¢islovacich funkcii
C, L, R. Potom pre kazdé n € N, n # 0 existuje v klone M n-drna funkcia C™ a také unérne

funkcie Cp 5, 1 =1,...,n, ze pre vSetky ¢ = 1,...,n a pre vietky x,x1,..., 2, € X plati
C"(Crhi(z),....,Chpn(x) =2 (2.19.1)
Cri (C™ (21, 20)) = 2 (2.19.2)
Dékaz: Pre n = 1 zrejme staci zvolif C'1 = Ci1= I}. Ak sme uz nasli funkcie C™, Cni,--,Cnon,

tak moézeme polozit napriklad

C"+1($1, coiyny1) = C(C™ (21, ..., 2n), Tny1) (2.19.3)
Chy1i(x) =Cri(L(x)) prei=1,...,n (2.19.4)
Crt1nt1(z) = R(2) (2.19.5)

Vztahy (2.19.1) a (2.19.2) (s n 4+ 1 miesto n) sa lahko bezprostredne overia z indukéného predpo-
kladu. O

Cvidenie 2.20. Funkcie C”, Cy; z vety 2.19 (nie z jej dSkazu) nie sfi v netrividlnych pripadoch
uréené jednoznaéne. Uvedte aspon pat konstrukeif funkcif C3, Cj 1, C3 2, Cs 3, ktoré by davali vo
vSeobecnosti rézne Stvorice funkcii zo systému M vyhovujlice podmienkam vety pre n = 3! Za
akych predpokladov st funkcie C”, Cy ; vo vete 2.19 urcené jednoznacne?

Pozndmka 2.21. Kvéli urcitosti budeme z trojice ¢islovanych funkcif (ktoré ,,¢isluja“ usporiadané
dvojice prvkov mnoziny X) vytvarat funkcie C*, Cy 1,...,Cy 5 (ktoré ,Eisluja“ usporiané n-tice
prvkov mnoziny X) podla predpisu z dékazu vety 2.19, pokial vyslovne neuvedieme iny predpis. Pre
trojicu ¢fslovacich funkcif budeme obvykle pouzivat oznacenie C, L, R, aj ked mdze {st v réznych
klonoch o rézne funkcie.

Poznamka 2.22. Ak klon M diastoénych funkcif na mnozine X obsahuje trojicu éislovacich funkeif
C, L, R, tak pre kazdé n € N, n # 0 existuje jednojednoznacéné priradenie medzi unirnymi

a n-arnymi prvkami klonu, v ktorom n-arnej ciasto¢nej funkcii F'(zq,...,2,) zodpovedd unarna
ciastocna funkcia F (Cp 1 (2),...,Ch n (%)), a obratene, unarnej ciastoénej funkeii f(z) zodpoveda
n-arna Clasto¢nd funkcia f (C™(z1,...,n)). Toto priradenie ndm umoziuje niekedy obmedzit sa

na $tadium unarnych prvkov klonu M.

Oznacenie 2.23. Pre [ubovolnG mnozinu (Specidlne klon) ¢iasto¢nych funkcii M na mnozine X
a fubovolné n € N budeme symbolom M) oznacovat mnozinu vetkych n-arnych &astoénych
funkei{f mnoziny M.
Nasledujtci pojem bude mat v tedrii ¢iastocéne rekurzivnych funkcif (Stadium jej zakladov je
Jedna z nasich hlavnych tloh) mimoriadnu délezitost.
Definicia 2.24. Nech M je mnozina n-arnych (¢iastocnych) funkcii na mnozine X. Nech F je
(n + 1)-arna (Ciastoénd) funkcia na mnozine X. Budeme hovorit, ze (¢iastoénd) funkcia F je
univerzdlna (Ciastocnd) funkcia pre mnoZinu M, ak
(a) pre kazdé a € X n-4rna (Ciastocnd) funkcia g, g(x1,...,2n) = F(a,21,...,2y,) patri do
Ma
(b) pre kazdt (¢iastoéntl) funkciu g € M existuje také a € X, ze pre vsetky z1,...,2, € X
plati g(z1,...,2,) = F(a,z1,...,2,).
Poznamka 2.25. Podmienky (a), (b) z predchadzajicej definicie by sme mohli zapisat aj jednym
vztahom

M={dz1.. . xnF(zg,x1,...,2,) | 2o € X} (2.25.1)

Pripad n = 0 sme sice v definicii nevylicili, ale ¢asto bude mat odlisné vlastnosti od pripadu n # 0.

Cvicenie 2.26. Nech M je klon ¢iastoénych funkcii na mnozine X, ktory obsahuje trojicu ¢i-
slovacich funkcif C, L, R. Nech F je univerzilna ¢iastoéna funkcia pre mnozinu M) vietkych
unarnych prvkov klonu M. Zostrojte z funkcii C, L, R, F' a projekcii na mnozine X len pomo-
cou operacie skladania funkcif univerzilnu ¢astocn funkciu pre mnozinu M) a mnozinu M)
vsetkych binarnych, respektive ternarnych prvkov klonu M !
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Cvicenie 2.36. N4jdite klon funkcii na nejakej nekonecnej mnozine X, ktory obsahuje trojicu
¢islovacich funkcii a ktory pritom nie je normélny!
Cvicenie 2.37. Najdite klon funkcii na nejakej nekonecnej mnozine X, ktory obsahuje unarnu
funkciu g s vlastnostou g(z) # x pre vSetky x € X a ktory pritom nie je normélny!
Definicia 2.38. Nech Y je lubovolnd mnozina (Giasto¢nych) funkcii na mnozine X. Najmensi
klon (¢iastoénych) funkcif na mnozine X, ktory obsahuje mnozinu Y, budeme nazgvat klonom
generovanym mnoZinou Y. Ak'Y = {fi,..., fu}, budeme ho tiez nazyvat klonom generovanym
(¢iastocnymi) funkciami fi,. .., fi.

Ako obvykle, slovo ,najmensi“ treba chapat v zmysle mnozinovej inklazie.

Cviéenie 2.39. Uvazujme klon funkcii na mnozine R vSetkych redlnych é&isel generovany séitanim,
t.j. funkciou fy = Agzy(z + y). Rozhodnite, ktoré z nasledujtcich funkcii tento klon obsahuje, a
ktoré nie:

f1 = Arzyz(z + 2y + 32) f2 = Arzyz(z + 1) fa = Arzy(z — 2y)
fa = Agzyz(z + 22) fs = Agz(z+1) fo = Arzy(z — v)

Cvicenie 2.40. Ako sa zmenia odpovede v predchidzajlicom cviéen{, ak namiesto klonu budeme
uvazovat najmensiu mnozinu funkcii obsahujtcu stcet (t.j. fo) a uzavretd vzhfadom na operéaciu
skladania funkci{? (Rozdiel: neméme k dispozicii projekcie.)

Cvicenie 2.41. Rieste analégiu cvicenia 2.39, 2.40 pre funkciu rozdiel (t.j. fs) namiesto sGctu.
(Odpovedajte aj pre funkciu fy.)

Cvicenie 2.42. Nech f je bindrna operacia na nejake] mnozine X. Vyjadrite komutativnost
a asociativnost f pomocou operacie S skladania funkcii, projekcii a samotného symbolu f.

Cviéenie 2.43. Ukazte, 7e ziadna z booleovskych funkcii A, V, =, <=, - negeneruje klon
vsetkych booleovskych funkcii.

Cviéenie 2.44. Uvedte bindrnu booleovsk( funkciu, ktord generuje klon vSetkych booleovskych
funkeif.

Cvicenie 2.45. Nech M je klon generovany mnozinou funkecii X. Uk&zte, ze ak X neobsahuje
7zadne konstanty, tak ani M neobsahuje ziadne konstanty.

Cvicenie 2.46. Nazvime n-arnu funkciu na mnozine X v podstate k-drnou, ak existuje k-4rna
funkcia ¢ na X aindexy i1,...,i € {1,...,n} také, ze pre vietky z1,...,2, € X plati

f(.l'l, . .,fn) = g(l'il; e ')wik)
Tvoria vsetky

e v podstate unarne
e v podstate binarne

funkcie na mnozine N klon funkcii?

Cvilenie 2.47. Uréte mohutnost mnoziny vSetkych klonov na mnozine N. (Odpoved: 2°, kde c
je mohutnost kontinua. Ndvod: Staci uvazit len klony generované mnozinami nula-jednotkovych
v podstate unarnych funkcif zachovavajicich 0 a 1. Aj tych je ,dost®.)

Cvicenie 2.48. Nech klon M funkcii na N obsahuje vSetky unarne funkcie a funkciu stéet. Do-
kézte, ze potom M obsahuje v8etky n-arne funkcie pre vsetky n > 0.

Cviéenie 2.49. Nech (C, L, R) je nejakd trojica éislovacich funkeif na mnozine X a nech M je
klon funkeif na X. Rozhodnite, ¢i plati:

(a) Ak L,Re M, tak aj C € M.

(b) Ak C € M, tak aj L, R € M.

(c) Ak C,L € M, tak aj R € M.
Cviéenie 2.50. Rozhodnite, ¢i plati nasledujiice tvrdenie: Ak klon funkcii na nejakej nekonecnej
mnozine X obsahuje aspon jednu trojicu ¢islovacich funkeii, tak obsahuje nekoneéne mnoho trojic
¢islovacich funkcii.



KAPITOLA 3

Primitivne rekurzivne, rekurzivne a ciastocne rekurzivne
funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vyluéne ¢iastoénymi funkciami na mnozine N vsetkych pri-
rodzenych ¢&isel; slovd ,na mnozine N“ budeme vynechdvat. Niekedy budeme namiesto ,,prirodzené
¢islo® hovorit len ,,éislo®.

Budeme vychéddzat z niekolkych funkcii, ktoré sii v intuitivnom zmysle zrejme algoritmicky
vypocitatelné a z niekolkych operécii na (Ciastoénych) funkciach, ktoré — ako Citatel Tahko zisti
— zachovavaji (Clasto¢n(l) algoritmick® vypocitatelnost (¢iastocnych) funkeii. Pritom (¢iastoéni)
funkciu pokladdme za algoritmicky (¢iastoéne) vypocitatelnd, ak vieme pre fubovolné dané hodnoty
Jjej argumentov urcovat prislusnd hodnotu (¢iastocnej) funkcie (za predpokladu, ze je tdto hodnota
definovand). Vsetky (Ciastocné) funkcie, ktoré dostaneme z vychodiskovych funkcii tymito ope-
raciami, buda teda algoritmicky (¢iastocne) vypocitatelné v intuitivnom zmysle. Specidlne teda
(ako uvidime bezprostredne z prislusnych definicif) vsetky (Ciastocne) rekurzivne funkcie st algo-
ritmicky (Clastocne) vypocitatelné. O moznosti a vyzname obrateného tvrdenia budeme hovorit
neskor.

Teraz zavedieme primitivne rekurzivne funkcie a dokdzeme primitivnu rekurzivnost niektorych
casto uvazovanych funkcii.

Definicia 3.1. Nech h je n-arna ciastocné funkcia, g je (n + 2)-arna ¢iastocna funkcia a f je (n+
+ 1)-4rna ciastoéné funkcia. Budeme hovorit, Ze ¢iastoéné funkcia f vznik4 z éiastoénych funkeif

g, h operdciou primitivnej rekurzie a pisat f = R(g, h), ak pre vsetky z1,...,2,,y € N plati
FO,21,...,20) = h(z1,...,25) (3.1.1)

fly+ 1Lz, 20) =gy, fy, 21, .. Zn), T1,. .., Tn) (3.1.2)
Nechévame Citatelovi na rozmyslenie, ze ku kazdej (n + 2)-arnej ¢iastocnej funkcii ¢ a n-
arnej élastoénej funkeii h existuje prave jedna (n 4 1)-arna Ciastoénd funkcia f, ktord splia pod-
mienky (3.1.1), (3.1.2) a ze v pripade, ak g, h st totdlne funkcie, aj f je totalna funkcia.
Priklad 3.2. (a) Nech f = Azy(z.y), ¢ = Azyz(y + z), h = Az(0). Potom plati

f(0,y) = 0= h(y)
fle+ly)=zy+y=g(z f(z,9),y)

a teda funkcia f vznikd z funkcif g, h operdciou primitivnej rekurzie. Mdzeme teda pisat
f=R(g,h) alebo aj Azy(z.y) = R(Azyz(y + 2), Az(0)).
(b) Nech g =@, h = Az(2%). V tomto pripade je f = R(g,h) taki bindrna ¢iastoéné funkcia,
ze f(z,y) =2Y pre x =0 a f(z,y) T pre z # 0.
Cvicenie 3.3. Nijdite také ¢iastocné funkcie f, g, h, ze f = R(g, h), pricom f, h s totdlne a g
nie je totalna. Mozno dosiahnut, aby f = R(g, h), f, g boli totélne a h nebola totalna?
Cifru 0 budeme pouzivat nielen na oznacenie ¢isla 0, ale aj pre nuldrnu funkciu s hodnotou
0. (Obdobne budeme postupovat aj pri inych éislach.) Budeme pouzivat oznacenie I7, (m,n €
€ N,0 < m < n) pre projekcie na mnozine N a oznacenie s pre funkciu Az(z + 1), t.j. pre funkciu
nasledovnik.
Definicia 3.4. Budeme hovorit, 7e funkcia f je primitivne rekurzivna , ak vznikd z funkcif 0, s
a I7 konecnym poctom operacii skladania funkcif a primitivnej rekurzie.
Poznamka 3.5. Keby sme chceli nasu teériu formalizovat, mohli by vznikntit tazkosti so zvratom

,vznikid koneénym poctom operacifi“ pouzitym v predchadzajticej definicii. Preto by mohlo byt
vhodné upravit definiciu 3.4 napriklad takto:

12
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a teda funkcia z + y vznika z primitivne rekurzivnych funkeif I{ a 8?(s, I3) operaciou primitivnej
L4 s L4 L’ z v /’ ’ tl
rekurzie, teda je sama primitivne rekurzivna. Z uz dokazaného a zo vztahov

0.y = o(y)
3 3 (3.10.2)
(33 + 1)'y = [2 (:E, .Y, y) + IS (;‘E, T.Y, y)
vyplyva primitivna rekurzivnost funkcie z.y a z nej a zo vztahov
0 -1
y =FKi(y)
1 (Y, (3.10.3)

v =B,y y) - (e,y" )
(kde sme pouzili oznacenie K{ pre unarnu funkciu identicky rovnajiicu sa jednej) vyplyva primi-
tivna rekurzivnost funkcie y*. 0O

Poznidmka 3.11. Funkcia Azy(z¥) je tiez primitivne rekurzivna, lebo plati
Ary(z¥) = S*Axy(y®), 13, 17) (3.11.1)

Veta 2.15 ndm umozinuje v8etky podobné zmeny poradia premennych, pridavanie fiktivnych
premennych a pod. Preto odteraz nebudeme prisne dbatf na poradie a pocéty premennych pri
zdpise primitivnej rekurzie, ani pri zapise skladania funkcii. Vidy sme ho totiz mohli upravit
presne na tvar pozadovany definiciou, pravda, niekedy za cenu zvysenia poctu zapisov.

Veta 3.12. Funkcie

0, akx=0 .
sg(z) = {1, ok o £ 0 (3.12.1)
5g(xz) =1 —sg(x) (3.12.2)

st primitivne rekurzivne.

Doékaz: Tieto funkcie vznikaja primitivnou rekurziou z konstantnych funkcii, napriklad

sg(0) =0
© (3.12.3)
sglz+1)=1 :
a preto st primitivne rekurzivne. O
Lema 3.13. Funkcia
k z=
pe1=y®  Akr=0 (3.13.1)
r—1 akz#0 '
je primitivne rekurzivna.
Dékaz: Funkcie 0, I? st primitivne rekurzivne a plati
0=-1=0
3.13.2
(x4+1) =1 =T} (z,z=1) ( )
Tym je lema dokazana. O
Veta 3.14. Funkcie
k :
pey=4" axr<y (3.14.1)
r—y, akaz>y '
le—yl=(z~y)+ (y = =) (3.14.2)
st primitivne rekurzivne.
Dékaz: Pre prvi funkciu staéi uvazit vztahy
r=-0==x
(3.14.3)

z=(y+1)=(r=+y) =1

Primitivna rekurzivnost funkcie |z — y| vyplyva teraz uz bezprostredne z jej definicie. O



16 EM PRIMITIVNE REKURZIVNE, REKURZIVNE A GIASTOCNE REKURZIVNE FUNKCIE

Casto definujeme funkcie tzv. rozborom pripadov — obor definicie rozdelime na niekolko Gasti
a na kazdej z nich vyjadrime zvlastnym predpisom hodnoty funkcie. Tento postup za istych pod-
mienok zachovdva primitivnu rekurzivnost, ako vyplyva z nasledujicej vety.
Veta 3.20. Nech fi,..., fs41, h1, ..., hy sQ n-arne primitivne rekurzivne funkcie. Nech pre Ziadne
Z1,...,2n € Nsa ziadne dve z funkcif hy, ..., hs sicasne nerovnaj nule. Potom funkcia f defino-
vané predpisom

fl(l‘1,...,l‘n), akhl(xl,...,xn)zo,

flze, .. 2n) = :
Fs(ze, ... z), ak hg(z1,...,2,) =0,

fsg1(z1,...,2n), v ostatnych pripadoch

Je primitivne rekurzivna.

Dékaz: Funkciu f mozno vyjadrit pomocou operacie skladania funkci{ a primitivne rekurzivnych
funkeif takto:

f=f1.58(h1) + fa.58(h2) + -+ f5.58(hs) + fsp1-58(h1. . ... hs)

Preto je funkcia f primitivne rekurzivna. O

Cvicenie 3.21. Dokézte, ze funkcie L%J, z! st primitivne rekurzivne.

Casto je vyhodné pouiit pri definicii (¢iastoénych) funkeii tzv. operdciu minimalizdcie. Této
operdcia vo vSeobecnom pripade nezachovdva primitivnu rekurzivnost, ale v pripade tzv. ohrani-
¢enej minimalizdcie 4no. Budeme hned definovat operdciu minimalizdcie vo vSeobecnom pripade
a a7 potom uvedieme nutné ohranicenia pre nas pripad.

Definicia 3.22. Nech f je n-drna ¢astocnd funkcia, g je (n + 1)-arna ciastocna funkcia. Budeme
hovorit, 7ze iastoénd funkcia f vznikd z Giastocnej funkcie g minimalizdciou a pisat f = M(g)
alebo

flry,.mn) = py(g(y, 21, -, 20) = 0), (3.22.1)
ak pre vSetky z1,...,2, € N plati f(z1,...,2,) = y prave vtedy, ked pre vSetky z < y je
g(z,x1,...,2,) definované a kladné a stcasne g(y, z1,...,z,) = 0.

Definicia 3.23. Ak f = M(g) a f, g st totdlne funkcie, budeme hovorit, ze funkcia f vznika
z funkcie g reguldrnou minimalizdciou.

Priklad 3.24. Nech v definicii 3.22 n = 1 a ¢ = 2. Vtedy je f(z) unarna astoéna funkcia
a plati f(z) = 0 pre 2 = 0, f(z) 1 pre  # 0. Vidime teda, ze minimaliziciou méze 7 totilnej
funkcie vzniknit ¢iastoéné funkcia, ktora nie je totdlna.

Poznamka 3.25. 7 prikladu 3.24 vidiet, 7e operdcia minimalizdcie nezachovdva primitivnu re-
kurzivnost. D4 sa tiez ukdzat, 7Ze ani operdcia reguldrnej minimalizcie nezachovdva primitivnu
rekurzivnost, to je vSak uz podstatne komplikovanejsie.

Veta 3.26. Nech g(y,21,...,2n), h(z1,...,2,) s primitivne rekurzivne funkcie a nech pre kaz-
dé z1,...,2, € N existuje také z < h(zy,...,2,), ze g(z,21,...,2,) = 0. Potom aj funkcia
Fler, . 2,) = puy(9(y, 21, ..., 2,) = 0) je primitivne rekurzivna.

Dokaz: Nech
fl(z,ml,...,mn):Hg(z’,ml,...,azn) (3.26.1)
i=0

V postupnosti f1(0,z1,...,2,), fi(l,21,...,2,), f1(2,21,...,2,), ... Je presne
/‘Ly(g(y)mla . 'a‘rn) = 0)
nenulovych élenov, a vetky ¢leny poéntc fi(h(21,...,2,),21,...,2,) st nulové. Preto plati

h(z1,...,Tn)

f(-'l'lpn;l'n): Sg(fl(i,l‘l,...,l‘n)) O

=0
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Pre funkciu 7(z) zrejme plati

T

n(e) = Y sl () (3.32.4)

=0
7 uvedenych vyjadren{ vyplyva, ze funkcie x, (), m(x) st primitivne rekurzivne. O

Veta 3.33. Funkcia
p(z) = z-té prvodislo, (3.33.1)

t.J. p(0) =2, p(1) = 3, p(2) = 5, ... je primitivne rekurzivna.
Doékaz: Plati

p(x) = iy (|7(y) = (2 + 1)] = 0) (3.33.2)

teda funkcia p(z) vznikd z funkcie Ayxz|m(y) — (¢ + 1)| minimalizdciou. Matematickou indukciou
sa da dokazat, ze plati

p(z) < 2% (3.33.3)
Funkcia 22° je primitivne rekurzivna, a preto podla vety 3.26 aj funkcia p(z) je primitivne rekur-
zivna. 0O

Cvicenie 3.34. Dokézte odhad (3.33.3) alebo nejaky iny horny odhad funkcie p() primitivne
rekurzivnou funkciou.

Veta 3.35. Funkcia

(3.35.1)

(#,9) {exponent prvoéisla p(z) v rozklade ¢isla y na prvocinitele, ak y #0
ex(z,y) =
0, ak y =0

je primitivne rekurzivna.

Dékaz: Plati ex(z,y) < y a ex(z,y) = pu(sg(y).div(y, (p(z))*t') = 0). Teraz staéi pouzit
vetu 3.26. O

Poznimka 3.36. Namiesto p(z), ex(x,y) budeme nickedy pisat p,, exz(y).
Veta 3.37. Funkcie

[Vz] = n: (58((z +1)* = 2) = 0) (3.37.1)
q(z) =z = [V ]? (3.37.2)

st primitivne rekurzivne.
Dékaz: Veta bezprostredne vyplyva zo vzfahov v nej uvedenych a z nerovnosti [/z| < z. O
Poznamka 3.38. Funkcia q(x) sa nazyva kvadraticky zvysok.

Cvicenie 3.39. Dokazte primitivnu rekurzivnost nasledujticich funkcif (véetky oznacenia chapte
ako celok v zmysle pozndmky 3.15):

|log, y| (s nejakym vhodnym dodefinovanim pre pripady y =0, =0, 1)

L6 [2v2]; [VE - V2]

|4 - arctan(z)

ma(x) = pocet prvociselnych dvojéiat, ktorych aritmeticky priemer nepresahuje z. (Prvo-
¢iselné dvojcatd st dvojice tvaru (p, p+ 2), kde p, p + 2 st prvocisla.)

Priklad 3.40. Na ukizku vyriesime z cvicenia 3.39 tilohu s funkciou f(z) = |/z — /z]. Najprv
urobime pripravné matematické ivahy o redlnom &isle u = \/z— /z. Pre kazdé z € N je éislo u celé
algebraické, teda je korefiom nejakého polynému (alebo aj: algebraickej rovnice) s celoéislenymi
koeficientmi. Tato rovnicu dostaneme zo vztahu /z — \/z — u umocnenim na tretiu, prevedenim
¢lenov bez 4/x na Tavi stranu a novym umocnenim na druhii. Po tiprave dostaneme

u® — 3zut + 2z + 322w + 62%2u+ 22— 23 =0
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Zrejme plati:
Veta 3.43. Funkcie ¢, 1, r tvoria trojicu ¢éislovacich funkcii na mnozine N, t.j. pre vSetky z, y € N
plati

c(i(z),r(z)) == (3.43.1)
l(e(z,y)) == (3.43.2)
r(e(z,y) =y (3.43.3)

Vyjadrime teraz funkcie c, 1, r takym spdsobom, z ktorého bude zrejma ich primitivna rekur-
zivnost.

Hodnota c(z, y) sa rovna poctu usporiadanych dvojic, ktoré si mensie ako dvojica (z,y). Medzi
tymito dvojicami je jedna dvojica so stctom 0, dve dvojice so stctom 1, ... az x + y dvojic so
sic¢tom x + y — 1, a dalej x dvojic so sGétom z + y, ale prvou zlozkou mensou ako z. Preto plati
@+ylet+y+1)

2

cle,y) =142+ -+ (z+y) +z= +z

Nech teraz z = c(z,y). Postupne dostavame
2z=(z4y)(z+y+1)+ 22

824+ 1=02z+2y)2e+2y+2)+8x+1
8z+1= (2m+2y-|—1)2-|-8m
82+ 1=(2x+2y+3)° -8z -8

Odtial dostdvame nerovnosti
(2 +2y+1)2 <8241 < (22 + 2y +3)*
20 +2y+ 1< VB2 + 1| <22+2y+3

NTESIES!
x+y+1gl%J<x+y+2
Preto plati
VBZFT|+1
‘HyH:l%J

Pretoze 22 = 2z — (z + y)(z + y + 1), plati aj

E+y)z+y+1)

lz) =2 =2— 5 5

Hz) =y = V—SZW“J =) +1)

Dokézané vysledky sformulujeme ako vetu.
Veta 3.44. Pre funkcie ¢, 1, r plati

(l’+y)(93+y+1)+x

c(z,y) = : (3.44.1)

r(z) = \‘WJ =((z)+1) (3.44.3)

a teda tieto funkcie s primitivne rekurzivne.
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Dékaz: Funkcie

npr(z) = (Z exi(z) = 0) (3.58.1)

i=z

i=0

y .
pos(z,y) = sg(y). ( p?f,@f”) (3.58.2)

s zrejme primitivne rekurzivne. Pritom pre z # 0 je npr(z) také najmensie &islo z, ze prvoéisla
P.;Pzg1,- - nevystupuji v rozklade ¢éisla z na prvocinitele. Cislo pos(z,y) je v pripade y # 0 to
¢islo, ktoré vznikne z ¢isla y ,posunutim® exponentov v rozklade ¢isla y o # miest doprava. Preto

pre x # 0, y # 0 plati
x %y = x.pos(npr(z),y) (3.58.3)

Tento vztah vSak plati aj pre z = 0 alebo y = 0, lebo vtedy sa obe strany tejto rovnosti rovnaji 0.
7 vyjadrenia (3.58.3) vidiet, Ze aj funkcia 2 % y je primitivne rekurzivna. O

Funkcie ¢® ndm umoziuji éislovat usporiadané n-tice prirodzenych éisel pre pevne zvolené
n, avSak neumoznujii ndm ¢islovat n-tice prirodzenych éisel pre vsetky n siicasne. Na tieto ficely
A ce s . . P o Cip L .
mozeme vyuzivat vlastnosti rozkladu prirodzeného éisla na prvocinitele a pouzit princip kédovania,
ktory bol spomenuty vyssie (eSte by bolo treba doriesit pripad postupnosti konciacich sa nulou).
Na niektoré Gicely vsak mdzeme pouzit aj Godelovu funkciu I', ktord je v istom zmysle jednoduchsia
ako ¢islovanie pomocou exponentov.

Definicia 3.59. Pre kazdé z,y € N
U(z,y) = (z) MOD (1 + (y+ 1) - r(z)) (3.59.1)

Veta 3.60. Funkcia I je primitivne rekurzivna.
Doékaz: Vyplyva bezprostredne 7 definicie. O
Zakladni vlastnost Godelovej funkcie I' vyjadruje nasledujica veta.

Veta 3.61. Pre kazdé prirodzené ¢&islo n a kazda koneén postupnost (ag, ay, . . ., a,) prirodzenych
c¢isel existuje také ¢islo z, ze plati

[(z,1) = q prei=0,1,...,n (3.61.1)

Dékaz: Cislo z budeme hladat v tvare z = c(u,b), kde b= (14+n+ao+ a1 + -+ an)! Nech pre
y=0,1,...,nplati my = 1+ (y + 1)b. Teraz staci najst také ¢islo u, aby platilo u MOD my = a
pre y = 0,1,...,n. Pretoze zrejme my > ay, staci dosiahnut, aby kazdé v — ay bolo nasobkom
cisla m,, . Cisla mg, my, ..., m, st po dvoch nestidelitelné. Skutocne, ak i < j a nejaké prvoéislo p
deli m; aj mj, tak p deli aj (j — 7)b, a teda aj b. To je ale spor s volbou ¢isel my. Oznacme teraz
M; = momy - -my_ymiqp1---my (0=0,1,...,n). Cisla m;, M; s nestidelitené, a preto existuji
také ¢fsla z;, wy, 7e pre vietky ¢ = 0,1, ..., n plati M;z; —m;w; = 1. Teraz staci, ked u = ag Mgzo +
+aMyz +-- -+ a,Myz,. Pre kazdé i =0,1,...,n plati u MOD m; = a; M;z; MOD m; = a;(1 +
+ m;w;) MOD m; = a;, ¢o sme potrebovali dosiahnut. O

Poznamka 3.62. Vo vete 3.61 sa netvrdi, ze z je jednoznacne uréené postupnostou (ag, ..., a,).
Naopak, pre kazda takato postupnost zrejme existuje nekoneéne mnoho x s pozadovanou vlastnos-
tou. Analyzou dékazu vety 3.61 by sme zistili, ze pre kazdé prirodzené Cislo n existuje taka
(n + 1)-a4rna primitivne rekurzivna funkcia h, ze najmensie z s vlastnostou (3.61.1) neprevy-
Suje h(ag,a1,...,an) a podla vety 3.26 by sme teda vhodnou volbou h mohli dosiahnut aj z =

= h(ag,a1,...,an).

Pomocou doteraz uvedenych vlastnost{ primitivne rekurzivnych funkcii ¢itatel uz lahko dokaze
primitivnu rekurzivnost mnohych dalsich funkcii, s ktorymi sa stretneme. My uvedieme na tito
tému este niekolko prikladov a cvicent.



24 M PRIMITIVNE REKURZIVNE, REKURZIVNE A GIASTOCNE REKURZIVNE FUNKCIE

7 neho vyplyva, ze funkcia f je primitivne rekurzivna.
Cvicenie 3.65. Dokézte, 7e nasledujiice funkcie sti primitivne rekurzivne:
o fi(z)=c"t(0,1,...,2)
e fy(z) = pocet dokonalych éisel nepresahujtcich z (¢islo sa nazyva dokonalé, ak sticet jeho
kladnych delitelov sa rovné jeho dvojnésobku)
o f3(z) = z-t4 cifra dekadického rozvoja éisla log 7
e fi(z) = pocet nil v dekadickom zépise ¢isla z®

e f5(xz) = pocet sedmiciek na prvych 2 miestach dekadického rozvoja ¢isla /1 + V2
fe(x,y) = najvacsi spoloény delitel ¢isel x, y (pre = y = 0 kladieme fr7(z,y) = 0)

e fr(z,y) = najvacsi mozny determinant Stvorcovej matice typu (z + 1) x (z + 1) s prvkami
mnoziny {0,1,...,y}

o f3(z,y) = také najmensie ¢islo n, 7e ¢islo x sa d4 pisat ako stdet n y-tych mocnin

e fo(z) = pocet spdsobov, ktorymi sa ¢islo # da pisat ako sticet tretich mocenin prirodzenych
¢isel (pricom nehladime na poradie séitancov)
e fio(y, z) = pocet regularnych matic typu (y+1) x (y+1) s prvkami z mnoziny {0, 1, ..., z}
Priklad 3.66. Ukazeme, 7e funkcia
h(z) = z-t4 &islica (za desatinnou ¢iarkou) ¢isla e

je primitivne rekurzivna. (Plati e = 2.718...; nech teda 2 je nulta ¢islica, 7 prva cislica, atd.)
Ndvod: Staci ukazat, ze funkcia |e | je primitivne rekurzivna; potom mozno postupovat podla
prikladu 3.64. Dalej, pretoze pre z > 0 zrejme plati

lez] = |ez!] DIV (z —1)!

sta¢i namiesto funkcie |e x| uvazovat funkciu |e #!]. Budeme vychadzat zo zndmeho vyjadrenia e
v tvare sictu prevratenych hodnét faktoridlov. Pre x > 0 plati

1 ZL z! = ! | 2! = 2! | 2!
[esz:PzZHJ:{ S HJ:Z[HJﬂZ HJ:Z[HJ
k=0 k=0 k=c+1 k=0 k=z+1 k=0
Z néajdeného vyjadrenia uz vidno, Ze funkcia |ez!| je primitivne rekurzivna. (ESte je potrebna
mald Gprava kvdli z = 0.) V poslednom kroku sme vyuzili odhad

o0 o0

z! 1
0< g — < — <1
! k
k=z+1 k! k=zr+1 (T + ])

Preto je celd ¢ast odhadovaného vyrazu rovné nule.

Nasou tlohou je skimanie algoritmicky vypocitatelnych (¢iastocnych) funkcif. Vsetky pri-
mitivne rekurzivne funkce st algoritmicky vypocitatelné, ale existuji algoritmicky vypocitatelné
funkcie, ktoré nie st primitivne rekurzivne. Uvedieme priklad takejto funkcie.

Priklad 3.67. Zostrojime algoritmicky vypocitatelntt funkciu univerzélnu pre mnozinu vsetkych
unarnych primitivne rekurzivnych funkcii. Podla vety 3.50 tdto funkcia nebude primitivne rekur-

zivna.
Kazda primitivne rekurzivna funkcia vznikd z funkcif 0, s, I}, operaciami skladania funkcii
8%, 83, 8*, ... a operaciou primitivnej rekurzie R. Preto kazdej primitivne rekurzivnej funkcii

zodpovedd aspon jeden spravne zostrojeny vyraz z tychto symbolov, ¢iarok a zatvoriek. Napriklad
funkcii o zodpoved4 vyraz R(0,13), lebo funkcia o vznikd primitivnou rekurziou z funkcif 0, I%.
Funkcii 03, t.j. ternarnej funkcii identicky rovnajiicej sa nule, zodpoveda vyraz S?(R(0, I3), I}),
lebo platf 0® = 8?(0, I}). Vsetky spravne zostrojené vyrazy zoradime do postupnosti

VO,V1,V2,V3,V4,... (3671)
tak, aby vyrazy boli zoradené podla rastiice] diiky, pricom pod dizkou vyrazu rozumieme sicet

poctov vsetkych S, R, I, 0, s vo vyraze a vSetkych indexov vo vyraze. Vyrazy te] iste] diiky
zoradime lubovolnym pevne zvolenym efektivnym spdsobom. Funkciu zodpovedajicu vyrazu V



26 B PRIMITIVNE REKURZIVNE, REKURZIVNE A GIASTOCNE REKURZIVNE FUNKCIE

Definicia 3.76. Ciastoéni funkciu f budeme nazyvat ciastoéne rekurzivnou funkciou, ak f vznika
z funkcii 0, s, 17, (1 < m < n) koneénym poctom operacii skladania funkcif, primitivnej rekurzie a
minimalizacie.
Poznamka 3.77. Pripadné tazkosti s formalizaciou zvratu ,vznika koneénym poctom operacii“
v definicidch 3.76, 3.77 by sme mohli odstrénit podla pozndmky 3.5.
Poznamka 3.78. Bolo by déslednejsie hovorit ¢iastocne rekurzivna ¢iastoéna funkcia f namiesto
dlastocne rekurzivna funkceia f, ale takémuto opakovaniu slov v jednom termine sa budeme vyhybat.
Veta 3.79. (a) Kazd4a primitivne rekurzivna funkcia je rekurzivna.

(b) Kazda rekurzivna funkcia je Ciasto¢ne rekurzivna.
Doékaz: Vyplyva bezprostredne z uvedenych definicii. O
Veta 3.80. Mnozina vSetkych (¢iastocne) rekurzivnych funkcii je normdlny klon (Giastoc¢nych)
funkcif na mnozine N.
Definicia 3.81. Klon v8etkych rekurzivnych funkcii budeme oznacovat R. Klon v8etkych ¢iasto-
¢ne rekurzivnych funkcii budeme oznacovat P.

Ako uvidime neskér, klon vsetkych rekurzivnych funkcii mozno dostat zo systému vsetkych
dlastocne rekurzivnych funkcii podla vety 2.16.
Cvicenie 3.82. Dokdzte, ze funkcia G(z,y) z prikladu 3.67 je rekurzivna. (Toto cvicenie je dost
narocné, a preto ho moze ¢itatel odlozit a riesit az po prestudovani nasledujtcej kapitoly.)
Priklad 3.83. Ciastoéné funkcia Azy(z — y), teda rozdiel, je éiastoéne rekurzivna, lebo vznika
z primitivne rekurzivnej funkcie Azzy(|(z + y) — |) minimalizéciou:

z—y=pu.((z+y) —z|=0) (3.83.1)
Poznamka 3.84. V predchadzajiicom priklade pre kazdé z, y existuje najviac jedno také z, ze
|(z+y) — x| = 0. Toto z, pokial existuje, je samozrejme i najmensim z s pozadovanou vlastnostou,
a preto ho mézeme n4jst minimaliziciou. Tymto spésobom budeme minimalizciu pouzivat ¢asto.

Podla cvicenia 3.82 a prikladu 3.83 ned4 sa obritit ani jedna cast vety 3.79.

Cvicenie 3.85. Dokdzte, ze nasledujtce ¢iastocné funkcie st ¢iastocne rekurzivne (pritom bezné
oznacenia pre realne funkcie redlnej premennej chipte ako oznacenia pre zazenia tychto funkeif na
mnozine N a kazdy vzorec chipte (v zmysle poznamky 3.15) ako celok):

o fi(x) =loggs x

o fo(z)=r(r(x)) — l(z)

[ ] fg(l’) = X

o fa(xz,y) = |log, y] (bez dodefinovania)
[ ) fs(l’, ) = 2:0 —3y

o folz,y) =1

Cvicenie 3.86. Dokézte, ze nasledujiice funkcie st rekurzivne:

fi(z) = x-ta cifra dekadického rozvoja &isla

fa(z) = [tgz]

f3(IJ = logr+2(y + 1)

fa(w) = [V + ]

fs(z) = [sin(z) + cos(z) + z|

Cvicenie 3.87. Dokézte, 7ze lema 3.17, veta 3.18 a veta 3.20 budi platit aj vtedy, ked z nich vsade
vynechame slovo ,primitivne“.

1S

Pozndmka 3.88. Vety z predchadzajiceho cvidenia, a aj niektoré dalsie vety tejto kapitoly mozno
lahko preformulovat tak, aby platili pre lubovolny klon funkcii na mnoZine N, ktory obsahuje
funkcie 0, s a je uzavrety vzhladom na opericiu primitivnej rekurzie. Ani dékazy tychto viet by
sa v podstate nezmenili. Ale pri Gprave tychto viet pre klony éiastoénych funkeii musime byt
opatrni; dokonca aj vtedy, ked nejak4 veta bude platit aj pre klony éiastoénych funkcii (s vyssie
spomenutymi vlastnostami), mdze byt potrebné podstatne zmenit jej dékaz.
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)
)
() exs (y) = exy (2)
)
)

Vyslovime teraz niekolko viet o tvoreni novych (primitivne) rekurzivnych mnozin a obdobné
vety pre predikaty. Vo vetidch o mnozinach nebudeme zvlast uvddzat pripad mnozin prirodzenych
cisel (ktory zodpoveda bodu (b) definicie 4.1), ale nechdme &itatela, aby si sdm odvodil z pripadu
,» 1-tic“ prislusné tvrdenie.

Veta 4.7. Nech n € N je lubovolné a nech My C N", My C N” st (primitivne) rekurzivne mnoziny.
Potom s aj mnoziny My U My, My N Ma, My \ My, N \ My (primitivne) rekurzivne.

Dékaz: Ak s x1 (x1,...2p), resp. x2 (21,...2,) charakteristické funkcie mnozin My, resp. Mo,
tak 1 = x1 (z1,...2n), X1 (21,...2n) - X2 (21, ...2,) s charakteristické funkcie mnozin N™ \ M,
M1 U M> a sG zrejme (primitivne) rekurzivne. Pretoze rozdiel a prienik mnozin mozno vyjadrit
pomocou operdcii zjednotenia a komplementu, st aj mnoziny My N Mz, My \ M2 (primitivne)
rekurzivne. 0O

Veta 4.8. Nech n € N, m € N st Tubovolné a nech M; C N”, My C N st (primitivne) rekur-
zivne mnoziny. Potom aj mnozina vSetkych takych (m 4 n)-tic (a1,...,an, @ng1,- -, Gngm), Ze
(a1,...,an) € My, (@nt1,- -, Gnym) € Mo, je primitivne rekurzivna.

Dékaz: Ak st x1 (21, ...24), X2 (Y1, - - - Ym) charakteristické funkcie mnozin My, My, je

X3 (X1, o, ¥t Ym) =88 (X1 (21, n) + X2 (Y1, -+ - Ym))

charakteristickd funkcia mnoziny M5. Ak st funkcie x1, x2 (primitivne) rekurzivne, je aj funkcia
X3 (primitivne) rekurzivna, ¢o bolo treba dokdzat. O

Cvicenie 4.9. Veta 4.8 sa Casto strucne, i ked nie celkom presne, vyslovuje takto: Ak sG mnoziny
M, M, (primitivne) rekurzivne, je aj mnozina M; x M, (primitivne) rekurzivna. V ¢om spociva
nepresnost tejto formul4cie 7

Veta 4.10. Ak st P(z1,...,2,), Q (¥1,...,Ym) (primitivne) rekurzivne predikéty, st aj
Q(yla"'aym)

Q(yla"'aym)

P )
P )
P(z1,...,2n) = Q(v1,...,ym)
P )
P )

T1,...,%n) A
\

Ti,...,2n

T1,...,%n) <= QW1,...,Ym)

8

L1y yIn

(primitivne) rekurzivne.

Poznamka 4.11. Vo vete 4.10 sa neziada, aby {z1,..., 2.}, {31, ..., ym} boli disjunktné mnoziny
premennych. Preto ak je aj P (z1,...,2,) n-arny predikit a @ (y1,...,Ym) m-arny predikat,
nemus{ byt napriklad P (z1,...,2,) = Q (¥1,...,¥m) (n + m)-arny predikat.

Dokaz vety 4.10: Vetu zrejme staéi dokazat pre logické spojky —, V, lebo ostatné logické spojky
uz mozno pomocou nich vyjadrit. Ak st xp (z1,...,25), XQ (¥1,...,Ym) charakteristické funkcie
predikdtov P (z1,...,2n), Q (y1,...,ym), s xP (&1,...,&n) - xQ (¥1, .. ¥m), L =xp (z1,...,2n)
charakteristické funkcie predikdtov P (z1,...,2n) V Q (¥1,...,Ym), 7P (21,...,&n). Z predpokla-
dov vety vyplyva, Ze tieto charakteristické funkcie, a teda aj prislusné predikaty, s (primitivne)
rekurzivne. O

Ak je P (z,y) (primitivne) rekurzivny predikat, tak, vS8eobecne povedané, predikaty

(F2) P (2,y), (Va) P (z,y)

nie st (primitivne) rekurzivne. Plati v8ak nasledujtica veta:
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Veta 4.20. Nech P (y,x1,...,%,) je primitivne rekurzivny predikat, f (z1,...,2,) je primitivne

rekurzivna funkcia a nech pre kazdé zq,... x, € N existuje také y < f(21,...,2n), Ze plati
P(y,z1,...,2n). Potom funkcia g,

g(x1,...,zn) =ming P (y,21,...,2n) (4.20.1)
je primitivne rekurzivna.
Dékaz: Oznaéme xp (y,21,...,2,) charakteristicki funkeciu predikatu P (y,z,...,z,). Potom
plati

g(z1,...,2,) =miny (xp (y,21,...,2,) =0)
Teraz stac¢i pouzit vetu 3.26. O
Veta 4.20 plati, aj ked z nej vSade vynechdme slova ,primitivny®, ,primitivne“. V takom
pripade plati v8ak i silnejSie tvrdenie:

Veta 4.21. Nech P (y, 21, ..., %,) je rekurzivny predikdt a nech pre vietky z1,..., 2, € N existuje
také y € N, Ze plati P (y, z1,...,2,). Potom funkcia (4.20.1) je rekurzivna.

Dékaz tejto vety prenechdvame ¢itatelovi. Prenechivame mu i dékaz vety:
Veta 4.22. Ak P (y,z1,...,2,) je rekurzivny predikit, tak ¢iastocnd funkcia (4.20.1) je éiastocne
rekurzivna.
Budeme sa teraz zaoberat vzfahom medzi vlastnostami funkcie a vlastnostami jej grafu.
Cvicenie 4.23. (a) Vyjadrite ¢iastoéni funkciu f pomocou operécif skladania funkcif a minima-
lizacie, charakteristickej funkcie y grafu ciastocnej funkcie f a primitivne rekurzivnych
funkeif.
(b) Vyjadrite charakteristick funkciu x grafu funkcie f pomocou opericie skladania funkcif,
funkcie f a primitivne rekurzivnych funkcii.
Na zdklade vysledkov tohto cviéenia mozno vyslovit nasledujtice dve vety:

Veta 4.24. Graf primitivne rekurzivnej funkcie je primitivne rekurzivna mnozina.

Veta 4.25. Nech f je (totdlna) funkcia. Potom funkcia f je rekurzivna préve vtedy, ked graf
funkcie f je rekurzivna mnozina.

Poznamka 4.26. Ako citatel hned uvidi z nasledujiicich cviéenf, veta 4.24 sa ned4 obratit a vo
vete 4.25 nie je mozné vynechat predpoklad, 7e funkcia f je totdlna. Pri rieSeni tychto cviéeni
bude uz potrebny vysledok cvicenia 3.82.

Cvicenie 4.27. N4jdite ¢iastoénti funkciu f, ktord nie je totalna a ktorej graf je primitivne re-
kurzivny!

Cvicenie 4.28. Dokazte, ze existuje takd primitivne rekurzivna funkcia f (z,y), Ze

9(y) =z (f (x,y) = 0)

je rekurzivna, ale nie je primitivne rekurzivna funkcia!

Cvidenie 4.29. Dokézte, ze existuje funkeia g (), ktord nie je primitivne rekurzivna a ktorej graf
je primitivne rekurzivny.

Cvicenie 4.30. Dokazte, ze existuje binarna rekurzivna funkcia univerzalna pre mnozinu vsetkych
unérnych primitivne rekurzivnych funkcii, ktoré nadobtdaji hodnoty len z mnoziny {0, 1}!

Nasledujiica veta, ktora vyplyva z uvedenych cviceni, ukazuje, 7ze rozliSovanie rekurzivnosti
a primitivnej rekurzivnosti nebolo zbytoéné, ale ze ide (i v pripade mnozin a predikatov) o naozaj
rozli¢né pojmy.
Veta 4.31. (a) Existuje rekurzivna funkcia, ktora nie je primitivne rekurzivna.

(b) Existuje rekurzivna mnozina, ktora nie je primitivne rekurzivna.

(c) Existuje rekurzivny predikat, ktory nie je primitivne rekurzivny.

Zavedieme teraz pojem rekurzivnej spocitatelnosti, ktory je v istom zmysle analégiou pojmu
clastocnej rekurzivnosti. O pripade n = 0 v nasledujtcich definicidch plati to isté, ¢o sme uviedli
v poznamke 4.3 k definiciam 4.1 a 4.2.
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Veta 4.41. Ak M C N"*! je rekurzivne spocitatelnd mno#ina, tak aj mno#ina
My ={(z1,...,2,) € N" | (32) ((21,...,2,2) € M)}

je rekurzivne spocitatelné.

Dékaz: Nech f je (n + 2)-4rna rekurzivna funkcia priradend mnozine M. Potom rekurzivna funk-
cia g (y,21,...,2,) = f(L(y),21,...,2,,7(y)) je priradend mnozine M;, a teda mnozina M; je
rekurzivne spocitatefnd. O

Veta 4.42. Nech M C N" je rekurzivne spoéitatelnd mnozina a nech 7 je permutéicia mnoZiny
{1,2,...,n}. Potom aj My = {(z1,...,2,) € N" | (-’%(1); cee xw(n)) € M} je rekurzivne spodcita-
tefn4.

Dékaz: Nech f je (n + 1)-arna rekurzivna funkcia priradend mnozine M. Potom (n + 1)-4rna
funkcia f1 (y,z1,...,2,) = f (y, Tr(1),-- .,CL‘,T(n)) je rekurzivna a je priradend mnozine M;. Preto
je aj My rekurzivne spoél’tateiné. d

Veta 4.43. Neprdzdna mnozina M C N je rekurzivne spocitatend prave vtedy, ked M je mnozinou
hodnét nejakej (unarnej) rekurzivnej funkcie.

Dékaz: Nech M je mnozinou hodnét rekurzivnej funkcie f; mdzeme zariadit, Ze f je unarna. Potom
bindrna funkcia g (#,y) = |y — f (¢) | je rekurzivna funkcia priradend mnozine M. Obrétene, nech

M je rekurzivne spo&itateln4 a g je k nej priradena rekurzivna funkcia. Dalej nech yo € M. Potom
funkcia

k =0
-t 20
Yo, inak
je rekurzivna a jej mnozina hodnét je M; ak chceme néjst undrnu funkeiu, polozime

hi(2) =h(l(z),r(z)) O

Velmi délezitym vysledkom o rekurzivne spocitatelnych mnozinach je nasledujtica Postova veta.

Veta 4.44. Ak M C N™ a obe mnoziny M, N" \ M s rekurzivne spoéitatelné, tak mnozina M
je rekurzivna.
Dékaz: Nech f, g s (n+ 1)-arne rekurzivne funkcie priradené mnozindm M, N® \ M. Definujme
h(zy,...,xn) = py (f(y,21,...,20) - g (y,21,...,2,) = 0). PouzitdA minimalizacia je regularna,
a preto funkcia h je rekurzivna. Charakteristicki funkciu yar mnoziny M mozno teraz vyjadrit
vzorcom

xm (21, 2n) =sg (f(h(z1, ... 20), 21, .., 2,)) (4.44.1)

teda yar je rekurzivna funkcia a M je rekurzivna mnozina. O

Cvidenie 4.45. Ak st mnoziny My, My C N rekurzivne spocitatelné a mnoziny My N My, M1 UM,
s rekurzivne, tak sit aj mnoziny My a Ms rekurzivne. Dok&zte!

Veta 4.46. Ciastocné charakteristickd funkcia rekurzivne spocitatelnej mnoziny je ¢iastoéne re-
kurzivna.

Dékaz: Nech M C N" ma priradent rekurzivnu (n + 1)-a4rnu funkciu f. Potom pre ciastoéni
charakteristick@ funkciu s¢pr mnoziny M plati

sy (21, 20) = 0y (F (y,20,. .., 2,) = 0) (4.46.1)
teda scpr je Glastocne rekurzivna. [
Poznamka 4.47. Obrétenie vety 4.46 dokdzeme v kapitole 6.
Cvilenie 4.48. Ak sG mnoziny M1, M> C N rekurzivne spoéitatelné, st aj mnoziny {z +y |z €
€ M,y € Ma}, {z.y |z € M1,y € Ms} rekurzivne spocitatelné. Dokazte!
Veta 4.49. Ak graf diastocnej funkcie f je rekurzivne spocitatefnd mnozina, tak f je ¢iastocne
rekurzivna funkcia.
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Veta 4.56. Ak P (z1,...,2m) je rekurzivne spocitatelny predikat a
fl (yl,la o 'ayl,ﬂq) 3. 'afm (ym,l; o 'aym,nm)

st rekurzivne funkcie, tak predikat

P(fl (yl,l; v ')y17n1) ) -;fm (ym,l; . ~;ym7nm)) (4561)

je rekurzivne spocitatelny.

Dékaz: je obdobny ako dékaz vety 4.14. Ani v tejto vete nie je potrebné predpokladat, Ze premenné
Yit, e Yy Ymis.e oy Ymon,, SU po dvoch rézne. O

Poznamka 4.57. Keby sme vo vete 4.56 chceli nahradif predpoklad, ze fi,..., fm, 80 rekurzivne
funkcie, predopkladom, ze st iba ¢iastocéne rekurzivne, museli by sme predikat (4.56.1) pokladat
za pravdivy len vtedy, ked sti vSetky hodnoty a; = f; (yi1,...,¥in,),i =1,..., m definované; tym
by ndm vsak vznikli rdézne tazkosti, napriklad v siivislosti s nasim chiapanim rovnosti.

Veta 4.58. Ak st predikity P (z1,...,2,), 7P (21,...,2,) rekurzivne spocitatelné, je predikat
P (z1,...,2,) rekurzivny.

Cvicenie 4.59. Ak st predikity P (z1,...,2n) A Q(21,...,2n), P(21,...,2n) V Q (z1,...,2n)
rekurzivne a predikity P (z1,...,2n) = Q(x1,...,2n), Q(21,...,2n) = P(z1,...,2n)
rekurzivne spocitatelné, st predikaty P (z1,...,&n), Q (z1,...,n) rekurzivne. Dokazte!
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alebo

(gi;a0,a1,...,an), (5.5.2)
kde n zvolime tak, aby a,41 = apyo =---=0.
Pozniamka 5.6. Ak je (5.5.1) stavom registrového stroja 7, tak ¢; znamené (v predchadzajicom
neformélnom opise) momentélny vnitorny stav stroja Z a ¢isla ag, a1, as, ... znamenaj v tomto
poradi obsahy registrov Rg, R1, Ra, ...; ak niektoré a, = 0, mdze to znamenat, ze obsah registra
R, je nula, alebo ze stroj Z nemé register R,. Oznacenia (¢;;ao0,a1,...,an), (¢;@o, a1, ..., an,0)

zodpovedaji tomu istému stavu.
Nasledujiica definicia opisuje jeden krok vypoctu registrového stroja.

Definicia 5.7. Nech 7 je registrovy stroj. Budeme pisat

z
(gi; @0, ar,as,...) — (g5 b0,01,b2,...), (5.7.1)
ak existuje také n € N, 7e pre vietky z € N, z # n plati a, = b, a existuje také y € N, ze je
splnend jedna z nasledujtacich podmienok:

(¢iRnPq;) € Z a b, =a, + 1 (5.7.2)
(¢iRaMq;) € Z a b, =ap, ~1 (5.7.3)
(¢iRnqjqy) € Z ab, =a, #0 (5.7.4)
(¢iRnqyq;) € Z a b, =a, =0 (5.7.5)

Dohoda 5.8. Ak nebude hrozit nedorozumenie, budeme z oznacenia (5.7.1) vynechavat , 7.

Priklad 5.9. Nech 7 = {(q1R1q2q3), (¢2R2Mq1), (¢3RoPq1)}. Podla definicie 5.3 je 7 registrovy
stroj. Podla definicie 5.7 plati napriklad:

(¢131,0,1,0,2) %5 (gs;1,0,1,0,2)
(21;0,1,0,0,0) % (g2;0,1)  (poari dohodu 5.5)
(42,0,0,1) % (4130,0,0)
(¢3:4,0,3) 25 (91;5,0,3)
(0135,0,3) 25 (4355,0,3)
) (

(42;5,0,3 7135,0,2)

Cvicenie 5.10. N4jdite vsetky také stavy X, aby pre stroj 7 z predchédzajiceho prikladu pla-
tilo:
(a) (q1;1,0,2) 2y X
(b) (g2;1,0,2) 'S
(c) (Q3,1 0,2) 2y X
d) X N (q1;1,0,2)
() X 25 (g251,0,2)

(1) X = (43;1,0,2)
Poznamka 5.11. V neformalnom opise zrejme zodpoveda instrukcia (¢; Rj¢mqn) podmienenému
skoku podla podmienky, ¢i sa obsah registra R; rovnda nule alebo nie. Instrukcia (¢; R; Pqx) zod-
povedé pripocitaniu jednotky k obsahu registra R; a instrukcia (¢; R; M q) zodpoveda odéitaniu
jednotky od registra R;, pokial je tento obsah rézny od nuly.
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teda Specidlne

(41:0.2) == (g0:,0)
Teda pre kazdé z plati ), (z) = z, a teda ®, = I]. Pre tento isty stroj Z zrejme plati aj ®% = I7
pre kazdé n € N, n # 0 a ®% = 0. Obdobné Givahy nebudeme odteraz rozpisovat tak podrobne.
Cvicenie 5.19. Najdite pre kazdé m € N, m # 0 taky registrovy stroj Z, ze pre vsetky n € N,
n > m plat{ &% = !
Priklad 5.20. Stroj 7, ktory poéita funkciu s, t.j. stroj Z s vlastnosfou ®} = s, je napriklad
Z ={(q1R192q4), (¢2R1 Mq3), (g3RaPq1), (gaRoPqo)}.
Cvicenie 5.21. Najdite stroj Z, ktory pocita funkciu s a ktory obsahuje len tri instrukcie!
Priklad 5.22. Uvazujme registrovy stroj Z = {(q1R1q293), (¢2RoPq0)}. Pre & # 0 zrejme plati
®L(z) = 1. Sktmajme @ (0). Vypocet stroja Z zo stavu (g1;0,0) sa konéi stavom (gs;0,0),
a preto je ®%(0) nedefinované. Ciastoén funkciu @1, mozno vyjadrit napriklad vzorcom ®% (z) =
= sg(z) — 5g(x). Iny stroj, ktory pocita tG isth Ciastoc¢nd funkciu, je {(¢1R19291), (¢2RoPqo)}.
Vypocet tohto stroja zo stavu (¢q1;0,0) je nekonecny.
Veta 5.23. Ku kazdému registrovému stroju 7 existuje taky registrovy stroj Y, ze pre kazdé n €
€ N plati &}, = &% a pre vsetky 1, ..., 2, € N je ®}(z1,...,x,) definované prave vtedy, ked je
vypocet stroja Y zo stavu (¢q1;0, 21, ..., 2z,) konecny.
Cvicenie 5.24. Vyslovte predpis, ktory bude kazdému registrovému stroju Z jednoznacne a efek-
tivne priradovat stroj Y s vlastnostami uvedenymi v predchadzajcej vete! Predpokladajme pri-
tom, ze stroj Z je dany tak, ze st vypisané vSetky jeho instrukcie a rovnakym sposobom tiez urcite
stroj Y!
Cvicenie 5.25. Pokiste sa najst predpis s vlastnostami z predchadzajiceho cvicenia, ktory by
mal navySe vlastnost, ze stroju Z priradoval stroj Y # Z len vtedy, ked stroj Y = Z nevyhovuje
podmienkam vety 5.23!

Dalej v tejto kapitole budeme musiet zostrojovat rézne registrové stroje bud priamo, alebo
7z inych, uz zostrojenych registrovych strojov. Vtedy bude ¢asto vyhodné znézornovat registrové
stroje graficky pomocou blokovych schém sposobom, ktory teraz opiSeme.

Definicia 5.26. Nech je dany registrovy stroj 7. Jeho blokovi schému dostaneme tak, ze:

(1) Kazdej instrukcii stroja 7 tvaru (q;R;qmqn) priradime Sestuholnik, do ktorého vpiSeme
» R = 0%

(2) Kazdej instrukcii stroja 7 tvaru (¢; R; Mqy), resp. (¢;R; Pgx) priradime obdiinik, do kto-
rého vpiseme , R; M, resp. ,R; P“.

(3) Ak m4 instrukcia, ku ktorej patrf obdiznik A, na stvrtom mieste rovnaky vntatorny stav
ako mé instrukcia patriaca k obdf#niku alebo gestuholnfku B na prvom mieste, spojime
A, B sipkou od A k B.

(4) Ak maé instrukcia, ku ktorej patri Sestuholnik A, na trefom, resp. $tvrtom mieste ten
vnatorny stav, ktorym sa zacina instrukcia patriaca k obdf#niku alebo Sestuholnfku B,
spojime A, B sipkou od A k B; jej zaciatok pri A oznac¢ime pismenom ,,n“, resp. pismenom
»a“ (od slov ,nie“, ,,4no*).

(5) Ak obsahuje stroj Z instrukciu zacinajlcu sa vnitornym stavom ¢, doplnime blokovil
schému dvojitym ovalom, do ktorého vpiseme slovo ,,Start“. (Takyto oval budeme nazyvat
zaciatoénym ovilom.) Potom vedieme §ipku od tohto ovalu k Sestuholniku alebo obdi#niku
patriacemu k tejto instrukcii.

(6) Ak méstroj Z vnltorny stav go na trefom alebo §tvrtom mieste niektorej svojej instrukcie
a neméa ho na prvom mieste ziadnej svojej instrukcie, doplnime blokova schému dvojitym
ovalom, do ktorého vpiseme slovo ,,Stop“. Potom vedieme 8ipky od vSetkych obdiznikov
a Sestuholnikov patriacich k instrukcidm, na ktorych trefom alebo stvrtom mieste je vni-
torny stav ¢o, k tomuto ovalu. (Tento oval budeme nazyvat koncovym ovalom.) Zaciatky
sfpok od Sestuholnika oznad¢ime pismenami ,n“ resp. ,a“ podla toho, ¢ sa vniitorny stav
¢o nachidza na trefom alebo na Stvrtom mieste prislusnej instrukcie.
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Dohoda 5.30. (a) V blokovej schéme registrového stroja nemusia byt vyznacené vntitorné stavy.
(b) Ak z niektorého obdi#nika nevychadza sipka alebo z niektorého Sestuholnika nevychadzaja
sipky, mozno z neho namiesto chybajiicej sipky viest ¢iaru ukonéentt malym ¢iernym kriiz-

kom. (Tym sa zretelne vyznaci, ze prislusné sipky neboli v schéme ,,zabudnuté®.)

(c) Blokova schéma mé7e obsahovat viac koncovych ovélov (aby sme sa vyhli dlhym éiaram
vedticim k jedinému takémuto ovélu).

(d) Ak vedie sipka z obdiznika A do obdiznika B, mozno tato sipku vynechat a nakreslit
obdl#nik B pod obdfinik A tak, aby sa jednou stranou dotykali.

(e) Taka cast blokovej schémy, ktora sa skladd z nejakej mnoziny X obdf#nikov a gestuhol-
nikov a vSetkych sipok medzi nimi, ze v nej existuje jeden obdiznik alebo gestuholnik A,
do ktorého smeruja vsetky sipky zacinajtce sa v obdf#nikoch alebo gestuholnikoch nepat-
riacich do X, mdze byt nahradend dvojitym obdiinikom, vo vnatri ktorého vyznacime
¢innost tejto Casti. Vsetky sipky smerujiice do A, ktoré sa nezacinaji v prvkoch mno-
ziny X, nahradime sipkami smerujicimi do dvojitého obdiznika (ich zaciatky nezmenime).
Ku kazdému obdizniku alebo Sestuholniku nepatriacemu do X, ku ktorému smerovala as-
pon jedna $ipka od niektorého prvku mnoziny X, bude smerovaft (jedna) $ipka z dvojitého
obdiznika. Ak z dvojitého obdiznika smeruje viac Sipok, vyznac¢ime vhodnym sp&sobom,
kedy treba po ktorej z nich postupovat. Ak vychadzala z niektorého prvku mnoziny X
sipka smerujtca ku koncovému ovalu, bude takato sipka vychadzat 1 z dvojitého obdiinika;
v pripade potreby bude vyznacen4 aj podmienka, kedy sa ma podla tejto sipky postupovat.

(f) Ak cast blokovej schémy, ktor nahradzujeme dvojitym obdf#nikom podla bodu (e), mozno
dostat tak, ze z nejakého registrového stroja vynechdme zac¢iatoény a koncovy ovél a §ipky
z neho vychadzajace, resp. donho vchadzajice, vpisujeme do dvojitého obdiznika miesto
opisu ¢innosti len oznacenie tohto stroja. (V tomto pripade vychadza z dvojitého obdiznika
Jjedind sipka.)

Priklad 5.31. Bod (e) dohody 5.30 neurcuje presne, ako treba opisovaft ¢innost éasti schémy, ktort
nahradzujeme dvojitym obdiznikom. Uvedieme aspon tri ukazky Gseku schémy a jeho nahradenia.
Pouzivame pritom logické spojky, obvyklé matematické symboly a znak ,, :=“ z PASCALu. Pre
obsah registra pouzivame to isté oznacenie ako pre samotny register. Krazkami s rovnakymi ¢is-
lami st vzdy oznacené vzajomne si zodpovedajlce zaciatky a konce $ipok v Gplnom tseku schémy
a v jeho skratenom oznaceni. V prvej ukdzke (obr. 5.2) ide o zistovanie rovnosti obsahov registrov
R1, Rs. Tieto obsahy sa majt zachovat pre dalsi vypocet. To sa d4 urobit len s pomocou dalsieho
registra (zvolili sme register Rs), ktorého obsah sa viak nezachovd; my sme tento register pre uréi-
tost vynulovali. V druhej ukdzke (obr. 5.3) ide o presun obsahov registrov Ry,..., R,, priom
predpokladame, ze na zaciatku st obsahy vsetkych registrov R, 11,..., Ry45 nulové. VSimnime
si, ze v pripade k& < n je potrebné presun zacaf od registra R,, a nie od registra Ry. V tretej
ukazke (obr. 5.4) ide o zlozitejsiu logick podmienku. Obsahy registrov Ry, Rs, R3, sa maj zacho-
vat pre dal${ vypolet. Vychadzajice sipky s vyznacené tym istym spésobom, ako vyznacujeme
sipky vychadzajlce zo Sestuholnikov. Poznamenajme este, ze do dvojitych obdiznikov nebudeme
vzdy vyznacovat , vedlajsie efekty“ spésobované prislusnou éinnostou schémy. Takym ,,vedlajsim
efektom® mdze byt napriklad vynulovanie registra Rz v prvej ukdzke alebo vynulovanie registrov
Ri, ..., Rmin(k,n) v druhej ukazke.

Cvicenie 5.32. Useky blokovych schém z obrazkov 5.2 a 5.4 sa daji podstatne zjednodusit, ak
neziadame, aby sa zachovali p6vodné obsahy registrov. Nakreslite tieto zjednodusené tseky!

Cvicenie 5.33. Nakreslite schémy registrovych strojov, ktoré pocitaji nasledovné funkcie:

filz,y) =3¢+ 2y

® O ¢ o o o
=
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3 V&
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Rn+k P > R,—L M —
Rn-l—k—l P > Rn—l M —
RN i
/ n
R = Rk+1 P > Ri M

@
'

Riypi=Rijpre1<i<n

R;:=0 pre 1 <i < min{k,n}

OBR. 5.3.

vyhybat dvojnasobnému pouzitiu slov ,,éiastoéne, ,éiastoéné® v jednom termine a budeme hovorit
»Clastoéne vypocitatelnd funkcia® namiesto ,ciastoéne vypocitatelnd ¢iastocna funkeia®.

Budeme teraz skiimaf uzavretost mnoziny vSetkych (Ciastocne) vypocitatelnych funkcif vzhla-
dom na niektoré operdcie. Najprv dokdzeme, pripadne nechdme ¢itatela dokézat niekolko pomoc-
nych tvrdeni.

Veta 5.38. Ku kazdym dvom registrovym strojom 71, 75 existuje taky registrovy stroj Y, ze
pre kazdé dve postupnosti (ag, a1, as,...), (bo,b1,ba,...) prirodzenych &isel plati

%
(q15@0,a1,...) = (qo;bo,b1,...)

prave vtedy, ked existuje takd postupnost (cg, e1,¢s,...), Ze plati

(q1; a0, a1, ...) SN (q0;¢c0,¢1,...) a (qi;co,c1,...) LN (q0;b0,b1,...)
Dokaz: Nech n je najvyssi index vnatorného stavu, ktory sa vyskytuje v instrukciach stroja 7;. Ak
n = 0, polozme Y = . Inak vytvorme stroj Zi, ktory vznikne zo stroja 7y tak, ze vo vSetkych jeho
instrukciach zamenime vnttorny stav ¢y vnttornym stavom g¢,41. Zo stroja Zs vytvorime stroj Z;
tak, ze vSetky nenulové indexy vnttornych stavov v jeho instrukcidch zvysime o ¢islo n. Potom
polozime Y = Zi U Z;. Dokazeme teraz, ze stro) Y mé vo vete pozadovani vlastnost. Pre n =

v
= 0 plat{ Y = @, a teda nikdy neplati (q1;ag,a1,...) = (qo;bo,b1,...). Stroj Z; neobsahuje

. . . . . . Zy
instrukciu zacinajlcu sa 1, a teda nikdy neplati ani (¢1; g, a1,...) = (qo; co, ¢1,...). Nech teraz

n # 0 anech Ag = (¢1;a0,0a1,...), Aa,..., As = (qo;bo,b1,...) je vypoclet stroja Y. Oznaéme
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Cvicenie 5.42. Dokdzte, 7e pre kazdé k, n € N, k > n > 0 existuje taky registrovy stroj 7, ze
pre vsetky z1,...,z, € N plati

Z O
(q1;0,21,...,2,) = (0;0,21,...,2,,0,...,0,21,...,2,), (5.42.1)
kde predpokladame, ze druhd skupina z1,...,z, sa nachiddza na miestach patriacich k registrom

Rey1,. 0, Rign.

Veta 5.43. Pre kazdy registrovy stroj Z a kazdé n € N existuje taky registrovy stroj Y, ze ®7 =
= @} a pre vetky x1,...,2,, y € N plati ® (z1,...,2,) = y prave vtedy, ked

y
(91;0,21,...,2n) = (q0; Y, %1, ..., Zn)

Dékaz: Konstrukciu stroja Y z daného stroja 7 a éisla n prenechdvame éitatelovi, poddvame mu

vSak ndvrh, ako méze stroj Y pracovat. Stroj Y méze napriklad najprv ulozit argumenty z1, ..., 2,
aj do nejakych novych registrov (podla cvidenia 5.42), potom poéitat ako stroj 7, dalej vynulovat
vSetky uz nepotrebné registre a nakoniec obnovit obsahy registrov Ry,..., R,. O

Priklad 5.44. K registrovym strojom Z1, Z5 zostrojime taky stroj Y, ze ®i, = Sz(q>122, @121), t.J.
stroj, ktory pocita unarnu c¢iasto¢ni funkciu zlozent z funkcii (I>1Z2, (I>1Z1. Najprv zostrojime podla
vety 5.43 taky stroj Zi, 7e (I>1Z2 = @121 a 7e pre vsetky z,y € N plati <I>12; (z) = y préave vtedy,
ked (¢1;0, ) é (q0; ¥, z). Nech n je najvyssi index vnitorného stavu v instrukciich stroja Zi.
Nahradme vsade v stroji Z; vnatorny stav gg vntornym stavom g, 41 a pridajme k nemu instrukcie
(41 R1Gny2dna), (Gnr2aR1iM i), (gn+3Ro0nt490), (dnraRoMnys), (qnasRiPgnys). Stroj 7y,
ktory takto vznikne zo stroja Zi mé vlastnost: pre vSetky z,y € N <I>121(a:) = y préave vtedy, ked

(q1;0,2) I—Z_—1> (90;0,y). Teraz staci zo strojov Zil, 75 zostrojit stroj Y podla vety 5.38.
Cviéen}ie 5.45. Nakreslite blokova schému stroja Y z predchadzajicej vety (pouzite pritom dvo-
Jjité obdliniky so 7y, 73)!
Cviéenie 5.46. Pre kazdé m, n € N, n # 0 a Tubovolné registrové stroje 7, 71,..., Z, existuje
taky registrovy stroj Y, 7e @ = S"T1(97%, %5 @7 ). Dokaite!

Doésledkom tohto cvicenia je:
Veta 5.47. (Ciastocna) funkcia, ktora vznikd z (Ciastocne) vypoéitatelngch funkeif operdciou skla-
dania (¢iastoénych) funkcii, je (¢iastoéne) vypoéitatelna.

7 tejto vety a cvicenia 5.19 vyplyva:

Veta 5.48. Mnozina vietkych (Ciastoéne) vypocitatelnych funkcii je klon (¢iastoénych) funkcii na
mnozine N.

Priklad 5.49. Nech 7 je registrovy stroj a nech ®}, je totdlna funkcia. Nech funkcia f vzniké
z funkcie @} iterdciou, t.j. f(0) = 0 a pre vsetky = € N f(z + 1) = ®L(f(z)). Najdime taky
registrovy stroj Y, ze ®3, = f. Najprv zostrojime zo stroja Z stroj ZI, ktory nepouziva register Ry

; ‘. < 2 1 : Z Pl
a pre ktory platl.”pre vietky z € N@/,(0,2) = ®5(2) a (q],O,O,mI) = (q0;®,(2),0, 0). Teraz
vytvorime stroj 7 tak, ze v8etky indexy vniitornych stavov stroja 7 zvacsime o 6. Potom mdzeme

povedat, ze Y = Z U{(g1R142q0), (42R1Mqs), (43R044q7), (9aRoMgs), (q5R2Pgs), (qeRiq141)}.

Cvicenie 5.50. (a) OpiSte podrobne zostrojenie stroja Z 20 stroja Z!
(b) Nakreslite blokovil schému stroja Y'!
(c) Dokéite, Ze stroj Y z prikladu 5.49 ma pozadovani vlastnost!

Veta 5.51. Pre kazdé n € N a kazdé dva registrové stroje 71, 75 existuje taky registrovy stroj

Z, ze Clasto¢nd funkcia <I>@+1 vznikd primitivnou rekurziou z ciastocnych funkcii @Zfz, %, b
+1 _ +2

YT =R(PYTE, Y ).
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Veta 5.55. Ku kazdému prirodzenému ¢&islu n a kazdému registrovému stroju 7 existuje taky
registrovy stroj Y, Ze @3 je ciastoénd funkcia, ktord vznika z ¢iastocnej funkcie @%‘H operaciou
minimalizdcie, t.j. ®% = M(®3H).
Dokaz: Pripomenme najprv, ze
1
Oy (21,...,2,) = py(fbg"' (y,x1,...,2,) = 0)

Blokova schéma stroja Y je na obrazku 5.5(b). 7' je stroj, ktory vznikne zo Z podla vety 5.43.
Dokoncenie dékazu, ktoré je rovnaké ako pri vete 5.51, prenechdvame citatelovi. O

Dosledkom viet 5.48 , 5.51 | 5.55 a prikladu 5.20 je:

Veta 5.56. Kazd4 (Clastocne) rekurzivna funkcia je (Giastoéne) vypoéitatelnd na registrovom
stroji.

Obratenie tejto vety dokazeme v nasledujiicej kapitole. Teraz ukazeme este jednu charakteri-
zaciu rekurzivne spocitatelnych mnozin pomocou registrovych strojov.

Definicia 5.57. Budeme hovorit, ze registrovy stroj Z generuje mnozinu A C N”, ak pre kazdé
(z1,...,2n) € N? plati: (z1,...,2,) € A prave vtedy, ked existujl a,b1,..., b € N také, ze

z
(91;0) = (qo0; @, &1, .. ., &n, b1, ..., br)

Rovnako, ako to bolo pri pocitani funkcii, ¢islo n nie je uréené strojom 7, ale musi byt urcené
osobitne. Ten isty stroj generuje napriklad nejakd mnozinu usporiadanych dvojic As i nejaka
mnozinu usporiadanych trojic As. Samozrejme, medzi Ay a As je isty vztah.

Neformaélne povedané, mnozinu A C N”, ktorl generuje stroj Z, dostaneme tak, Ze nechdme
stroj Z pocitat s prazdnymi registrami zo zaciatoc¢ného vnitorného stavu ¢;. Zakazdym, ked stroj
dosiahne vnitorny stav ¢o zostavime usporiadant n-ticu z obsahov registrov Ry, ..., R, a zaradime
ju do mmnoziny A (ak tam este nebola zaradend).

Priklad 5.58. Registrovy stroj s instrukciami {(q1RoMqo), (q0R1Pq2), (q2R1Pqs), (q3R2Pqa),
(94R2Pqs), (¢5R2Pqo0)} generuje mnozinu vsetkych parnych éisel (pre n = 1) a sii¢asne mnozinu
{(z,y) €N? | 32 = 2y}.
Cviéenie 5.59. Dokézte, ze ak nejaky registrovy stroj generuje nekoneénit mnozinu usporiadanych
dvojic, tak generuje aj nekoneéntt mnozinu usporiadanych trojic. Plati to aj obratene?
Cvicenie 5.60. N4jdite registrovy stroj, ktory generuje

(a) mnozinu N?

(b) mnozinu {(z,y,z +y) | z,y € N}

c) mnozinu {(z,y, zy) | =,y € N}

(d) mnozinu N?

Cvicenie 5.61. Dokézte, ze kazda rekurzivna mnozina je generovand nejakym registrovym stro-
jom.

Veta 5.62. Pre kazda rekurzivne spocitatelnit mnozinu A C N” existuje registrovy stroj 7, ktory
Jju generuje.

Dokaz: Nech f je nejaka rekurzivna funkcia priradend mnozine A a nech g je funkcia definovana
vztahom g(z1,...,2,,y) = f(y, 21, ..., 2,) (len sme vhodne zmenili poradie argumentov). Stroj Z
bude pracovat tak, 7e v registroch R, ..., Rn, Rny1 bude postupne vytvirat vSetky usporiadané
(n+1)-tice prirodzenych é&isel. Vzdy po vytvoreni (n+1)-tice vypocita prislusntt hodnotu funkcie g
(ako obvykle, argumenty ¢ita v Ry, ..., Ry41 a vysledok uklad4 do Rg). Ak je tdto hodnota nulova,
prejde stroj cez stav qq, ak nie, vynuluje Rg bez prejdenia cez qo; potom pokracuje dalej, s obnovou
obsahov niektorych registrov, ak je potrebna. Rozpisan(i etapu mézu robit napriklad instrukcie
(g6 Rogq7q0), (q7RoMgs), (qsRoqrqs) (goRoqeqs); vnltorné stavy qo, g7, g8 sa uz nebudi vyskytovat
v nijakych dalsich instrukciach stroja 7. O

Veta 5.62 sa da obritit, to ale dokdzeme az v kapitole 6.
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(b) Cislom konecnej postupnosti stavov (8pecidlne, ¢islom koneéného vypoctu) Xo, X1,..., X,

nazveme ¢islo

2num(Xn) . 3num(X 1) . num(Xy,)

"Pn
kde num (X;) oznacuje ¢éislo stavu X;.

Cviéenie 6.10. Najdite ¢islo vypoctu stroja z cvicenia 6.4(b) zo stavu (q1;0,1,1). (Mocniny

neroznasobujte; odhadnite pocet dekadickych cifier vysledku.)

Definicia 6.11. (a) Symbolom Mprech (z, z,y) ozna¢ime predikét ,stav &islo y vznikd zo stavu
¢islo z jedinym krokom vypoctu stroja ¢islo z*.

(b) Pre kazdé n € N symbolom Mvyp"*? (y,z, 21, ..., 2,) oznaéime predikat ,y je cislom
vypoctu stroja &fslo z zo stavu (¢1;0, 21, ..., z,), priom tento vypoéet konéi vnitornym
stavom ¢qg“.

(c) Symbolom mvyp"T? oznaéime charakteristickl funkciu predikdtu Mvyp™ 2
(d) Symbolom mobs (y) ozna¢ime obsah registra Rg v poslednom ¢lene koneénej postupnosti
stavov, ktord ma ¢islo y.

Poznimka 6.12. V bode (d) nie je funkcia mobs Gplne definovand, pretoze nie kazdé ¢islo y je
¢islom konecnej postupnosti stavov. V takychto pripadoch budeme postupovat obdobne ako sme
to uz urobili v kapitole 3, napriklad pri funkcii log,, y: funkciu pre tieto y lubovolne dodefinujeme.
Nebudeme to vsak robit dopredu, ale pozijeme niektory taky vzorec, ktory plati v pripadoch pre
nas dolezitych, pre vsetky pripady. To sa tyka aj pripadov (a), (b), (c); tu pre # =0, y = 0 alebo
z = 0 bude predikat nepravdivy.

Veta 6.13. (a) Predikdt Mprech a predikaty Mvyp™ 2 (n € N) st primitivne rekurzivne.
(b) Funkcia mobs a funkcie mvyp"*? (n € N) st primitivne rekurzivne.

Doékaz: Primitivna rekurzivnost predikidtu Mprech vyplyva z vyjadrenia
Mprech(z, z,y) <
= (i, jkm<z+y+z)
(ex(0,2) =i A ex(0,y) =k Az>0Ay>0A
ANM<z4+y)(t#£)] = ex(t+1L,z)=ex(t+1,y) A
A ((ex(i,z) = 2¢3(5,k,m) +2 A | (6.13.1)
ANex(j+1,z)=ex(j+1,y) Aex(j+1,2)>0) V
V (e (z,z) A, m k) +2 A
X(]+ z)=0 Aex(j+1,y)=0) Vv
Vo(ex(4,2) =4dc(f )+ 1 Aex(+1,2) =1 =ex(§+ 1,y))
V (ex(i,z) =4c(j k) +3 Aex(j+1,2)+ 1 =ex(j + 1,7)))

Na vysvetlenie uvedme, 7e poslednych Sest riadkov po rade zodpovedd tomu, 7e vykondvana in-
strukcia je (¢; Rjqudm), (¢iRjqmax), (¢: RjMqy), resp. (¢; Rj Pqx); prechadza sa z vnitorného stavu
¢; do vnatorného stavu gg.

Pre ka?dé n € N teraz primitivna rekurzivnost predikitu Mvyp”

v
)

2

vyplyva z vyjadrenia
Mvyp "t (y, 2, 21, ..., ) <=
& (ex(0,y)=2"-3%. 57 .77 ...pin A
A (Yt < npr(y) = 2) Mprech (z ex(t,y),ex(t+ 1 1))
A ex(0,ex(npr(y) ~1,y)) = 0 A ex(0,z) = 0)

Na vysvetlenie uvedme, 7ze prvy riadok pravej strany vyjadruje, Ze vypocet za¢ina predpisanym

(6.13.2)

stavom; n je pevné a tri bodky teda mozno nahradit konkrétnym rozpisom, napr. pre n = 0 vyjde
ex(0,y) = 2. Druhy riadok vyjadruje, ze y je ¢islom pociatoéného Gseku nejakého vypocétu. Treti
riadok vyjadruje, ze v poslednom ¢lene tohoto Gseku je vnitorny stav ¢qq a 7Ze stroj s ¢islom z
neobsahuje instrukciu zac¢inajtcu ¢q.
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Cvicenie 6.22. Dokazte vetu 6.20. (Navod: Dokazujte sporom s vetou 6.19, v poslednom pripade
s vetou 4.58.)

Veta 6.23. Mnozina M C N” je rekurzivne spocitatelnd prave vtedy, ked jej ¢lastoéné charakte-
ristickd funkcia je ciastocne rekurzivna.

Dokaz: Nech ¢iastoéna charakteristicka funkcia s¢p; mnoziny M je ¢iastocne rekurzivna. Potom
existuje a € N také, ze plati

sy (21,...,2,) = mobs (py(mvpg"'l(y, z1, ..., 2n) =0)) (6.23.1)

Lahko sa zistf, Ze mvp?*! je primitivne rekurzivna funkcia priradend mnozine M. (Dokazali sme
teda viac, nez sa tvrdi vo vete, pozri 4.36(b).) Obratené tvrdenie obsahuje veta 4.46. O
Cviéenie 6.24. Mnozina M C N” je rekurzivne spocitatelnd prave vtedy, ked existuje ¢iastocne
rekurzivna funkcia priraden4 mnozine M. Dokazte!

Cvicenie 6.25. Predikat je rekurzivne spocitatelny prave vtedy, ked jeho ¢iastoéné charakteris-
ticka funkcia je ¢iasto¢ne rekurzivna. Dokéazte!

Veta 6.26. Nech f je n-arna ciastoéna funkcia a M C N"*! je jej graf. Potom f je Giastocne
rekurzivna funkcia prave vtedy, ked M je rekurzivne spocitatelnd mnozina.

Dokaz: Ak f je ciasto¢ne rekurzivna funkcia, tak aj ¢iastoéné charakteristickd funkcia ¢y, mno-
ziny M je ¢iastocne rekurzivna, pretoze pre vsetky zq,...,z,, y plati

%M(:El;"'a'rnay) =0- |f($1a"')$n) _yl
Teda M je rekurzivne spocitatelnd podla vety 6.23. Obratené tvrdenie bolo vyslovené v 4.49. O

Cviéenie 6.27. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich tvrdeni st pravdivé:
(a) Graf rekurzivnej funkcie je rekurzivna mnozina.
(b) Ak je graf ¢iasto¢nej funkcie f rekurzivny, je f rekurzivna funkcia.
(c) Ciastoéna funkeia f je Giastoéne rekurzivna prave vtedy, ked jej obor definicie a obor
hodnét st rekurzivne spocitatelné mnoziny.
(d) Ak je graf funkcie f rekurzivny, je f rekurzivna funkecia.
Cviéenie 6.28. Dokazte:
(a) Existuje rekurzivne spocitatelnd mnozina M C N”, ktorej komplement N? \ M nie je
rekurzivne spocitatelny.
(b) Existuje rekurzivne spocitatelny predikat, ktorého negécia nie je rekurzivne spocitatelny
predikat.
Cvicenie 6.29. Dokazte, ze existuji také rekurzivne spocitelné predikaty P(z), Q(z), ze predikaty
P(z) <= Q(z), P(z) = Q(«) nie st rekurzivne spocitatelné. (Ndvod: pomocou — , <—
a vhodnych predikatov vyjadrite negéciu.)
Veta 6.30. Predikdt P(zq,...,z,) je rekurzivne spoéitatelny préave vtedy, ked existuje taky pri-

mitivne rekurzivny predikit Q(y, z1,...,2,), Ze pre vietky zi,..., z, plati

P(z1,...,2,) <= (F)Q(y,z1,...,2n) (6.30.1)
Cvicenie 6.31. (a) Dokazte vetu 6.30.
(b) Ukézte, ze veta 6.30 nebude platit v ziadnom smere, ak v (6.30.1) nahradime kvantifikator
(Jy) kvantifikdtorom (Vy).
Cvicenie 6.32. Najdite taky predikdt Q(z,y), ktory nie je rekurzivne spocitatelny, ze predikaty
Fy)Q(z,y), (Vy)Q(x,y) budd primitivne rekurzivne.

Cvilenie 6.33. Dokézte, ze existuje taky primitivne rekurzivny predikat Q(y, 1, ..., z,), Ze pre-
dikat (Jy)Q(y, z1, ..., 2,) je rekurzivny, ale nie primitivne rekurzivny.
Cvilenie 6.34. Ku kazdému rekurzivnemu predikdtu P(zy,...,2,) existuje taky primitivne re-

kurzivny predikdt Q(y, x1,...,xyn), ze pre vSetky 1,..., 2, € N plati

P(z1,...,2,) <= (Vy9)Q(y,21,..., %) (6.34.1)
Dokéazte!
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Lema 6.44. Ak A je kreativna mnozina, B rekurzivne spocitatelnd mnozina a A <,, B, tak B je
kreativna mnozina.

Veta 6.45. Mnozina
Ko = {y | y € Dom(muniv')} (6.45.1)

je kreativna.

Dékaz: Ku kazdému M-stroju Z a ku kazdému a € N zostrojime stroj S(Z,a) takto: Najprv
zvysime indexy vSetkych vnatornych stavov stroja Z okrem stavu ¢q o ¢islo a; tym dostaneme M-
stroj Z'. Potom pridame k stroju Z’ a instrukcii (q1 R1Pgs2), (¢2R1Pgq3),. .., (¢aR1Pqas1). Zrejme
pre kazdy stroj Z a kazdé a plati

@y (a) = ®g(7,0) (6.45.2)

Oznalme teraz g t0 binarnu funkciu, ktord kazdému éislu y € W\ {0} a kazdému a € N priraduje
¢islo stroja S(Z,a), kde Z je stroj s ¢islom y; nech dalej ¢(0,a) = 0. Funkcia g je rekurzivna.
Dokéazeme teraz, ze K <, K. Nech z € K, z = c(y, ) a nech Z je stroj s ¢islom y. Potom z € K
prave vtedy, ked ®L(z) je definovana, t.j. ked q>05(z,z) je definovani, t.j. ked g(y,z) € Kp. Teda

plati
ze€ K < g(1(2),r(2)) € Ko (6.45.3)

a funkcia f(z) = ¢g(1(z),r(z)) je rekurzivna. Mnozina Ky je zrejme rekurzivne spocitatelnd, a teda

podla lemy 6.44 kreativna. O

Cvicenie 6.46. Dokazte, Ze funkcia g z dokazu vety 6.45 je primitivne rekurzivna. (Vhodne ju
vyjadrite.)
Poznamka 6.47. 7 vety 6.45 by sme Tahko dokézali vetu 6.20 pre pripad n = 0. Teda predpoklad
n # 0 vo vete 6.20 moZno vynechat; pre pévodny dékaz podla ndvodu vsak bol potrebny.
Cvicenie 6.48. Dokazte, ze nasledujice mnoziny s kreativne:

(a) mmozina vietkych &sel M-strojov Z takych, ze hodnota ®%(7) je definovana

(b) mnozina {z | muniv?(z,7) = 5}
(¢) mnozina {c®(z,y, %) | = muniv’(y, z)}

)

(d) mnoziny K, = {c(y,z1,...,2n) | (y,21,...,2n) € Dom(munivn+1)} pre kazdé n € N
(pripady n = 0, 1 sme uz prebrali)
(e) mnoziny {c"*2(y, 21,...,2n,2) | z = muniv* (y, 1, ..., 2,)} pre kazdé n € N

Cvicenie 6.49. Nech f je bijektivna rekurzivna funkcia zobrazujiica N na N. Potom mnozina A
je kreativna prave vtedy, ked mnozina {f(z) | ¢ € A} je kreativna. Dokéazte!

Zatial pozndme dva druhy rekurzivne spocitatelnych mnozin: kreativne a rekurzivne. Aby sme
ukézali, ze existuji aj iné rekurzivne spocitatelné mnoziny, zavedieme dalsie pojmy. (Kreativne
mnoziny tvoria jednu triedu ekvivalenicie = ,,,, rekurzivne mnoziny tri triedy. Existuje nekonecne
mnoho dalsich tried ekvivalenicie = ,,, tvorenych rekurzivne spocitatelnymi mnozinami; my vsak
dokazeme iba to, 7e existuje asponi jedna dalsia takito trieda.)

Definicia 6.50. Mnoziny My, My nazveme rekurzivne oddelitelngmi, ak existuje rekurzivna mno-
zina A takd, ze Mo C A a M; C N\ A. Mnoziny My, My nazveme rekurzivne neoddelitelngmi, ak
nie st rekurzivne oddelitelné.

Veta 6.51. Existujii navz4djom disjunktné rekurzivne spocitatelné mnoziny My, My, ktoré st re-
kurzivne neoddelitelné.

Dékaz: Nech f(z) = sg (muniv?(I(z),r(z))), Mo = {z | f(x) =0}, My = {z | f(z) = 1}. Mnoziny
Mg, My st zrejme disjunktné a rekurzivne spoéitatelné. Keby boli rekurzivne oddelitelné, mala by
funkcia f rekurzivne zaplnenie, a to by bol spor s bodom (a) vety 6.20. O

Cvicenie 6.52. Ak je jedna z mnozin My, M, rekurzivna, tak Mg, M; st rekurzivne oddelitelné
prave vtedy, ked s disjunktné. Dokazte!
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Definicia 6.60. Budeme hovorit, 7Ze hromadny problém ,,Zistit pre fubovolné dané z € N, ¢ plati
xz € A alebo plati x € A“ je rekurzivne riesitelnym, ak je mnozina A rekurzivna. Tento problém
nazyvame rekurzivne neriesitelnym, ak mnozina A nie je rekurzivna.

Pojmy rekurzivne] riesitelnosti a nerieSitelnosti aplikujeme aj na hromadné problémy iného
tvaru nez je problém uvedeny v 6.60, ak je jasné, ako ho moZno na problém predpisaného tvaru
previest. Napriklad pre A C N? (a potom samozrejme tiez € N?), mo#no pou#if u# pre nés
beznym sp6sobom ¢&islovacie funkcie. Ak A bude mnoZina M-strojov, mozno pouzit ich ¢islovanie.
(V kapitole 10 uvedieme d6évody, preco sa mozno domnievat, ze konkrétna volba ocislovania nie je
podstatna.) Budeme sa teraz zaujimat o nasledujtce tri hromadné problémy. Odteraz az do konca
kapitoly nech Zj znamena M-stroj s ¢islom k, X,, znamend M-stav s ¢islom m; pre k = 0 nech
Zo =0, a ak m nie je ¢islom stavu, nech X,,, = (¢1;0).

Definicia 6.61. Vseobecnym problémom zastavenia pre registrové stroje nazveme hromadny prob-
1ém ,,pre lubovolny dany M-stroj Y a Tubovolny dany M-stav X zistit, & je vypocet stroja Y zo
stavu X konecény alebo nie“.

Definicia 6.62. Problémom zastavenia pre M -stroj 7 nazveme hromadny problém ,,pre lubovol-
ny dany M-stav X zistit, ¢i je vypocet stroja 7 zo stavu X koneény alebo nie.“

Definicia 6.63. Problémom zastavenia pre M -stav X,, nazveme hromadny problém ,pre Tubo-
volny dany M-stroj Y zistit, ¢i je vypocet stroja Y zo stavu X, koneény alebo nie.“

Tymto trom hromadnym problémom (ale v 6.62, 6.63 mame pre kazdé k, resp. m iny hromadny
problém!) zodpovedaji pri zavedenom ¢islovani M-strojov a M-stavov nasledujiice ¢iselné mnoziny

My = {c(u,v) | v§pocet stroja Z, zo stavu X, je konecny},
M (k) = {v | vypocet stroja Zi zo stavu X, je konecny},
Ms(m) = {u | vipocet stroja Z, zo stavu X, je konecny}.

D4 sa dokazat, ze mnozina M nie je rekurzivna, mnozina Ms(m) nie je rekurzivna pre ziadne
m € N a existuje také k, Ze mnozina M5 (k) nie je rekurzivna. Preto plat{ nasledujiica veta.
Veta 6.64. (a) VSeobecny problém zastavenia pre M-stroje je rekurzivne neriesitelny.

(b) Pre kazdy M-stav X je problém zastavenia pre tento M-stav rekurzivne neriesitelny.

(c) Existuje taky M-stroj 7, ktorého problém zastavenia je rekurzivne neriesitelny.

Cvicenie 6.65. Dokazte, ze mnoziny M1, Ms(k), Ms(m) st rekurzivne spocitatelné.
Cvicenie 6.66. (a) Dokazte, ze mnozina My nie je rekurzivna. (Navod: dokdzte K <, My, kde
K je mnozina z vety 6.43.)
(b) Dokézte, Ze mnozina Msz(m) nie je rekurzivna pre ziadne m € N.
(c) Dokéite, ze existuje také k, ze mnoZina Ms(k) nie je rekurzivna. (Névod: uvézte stroj,
ktory pocita munivz.)
Cvicenie 6.67. Nech
My(k) = {x € My |1(z) =k}, Mz(m)={x € M |r(z) =m}

Bez vyuzivania vysledku cvicenia 6.66 dokazte, ze pre kazdé k € N mnozina Mj(k) je rekurzivna
prave vtedy, ked Ms(k) je rekurzivna a pre kazdé m € N mnozina M3 je rekurzivna prave vtedy,
ked Ms(m) je rekurzivna.

Na z4ver zosilnime vetu 5.62 o generovan{ rekurzivne spoécitatelnych mnozin registrovymi
strojmi.
Veta 6.68. Mnozina A C N” je rekurzivne spocitatelnd prive vtedy, ked existuje registrovy
stroj 7, ktory ju generuje.
Doékaz: Priama implikicia je veta 5.62; dokazujme len obratentt implikaciu. Nech 7 je registrovy
stroj. Mnozina X cisel vSetkych stavov, ktoré sa vyskytnti vo vypocte stroja Z zo stavu (q1;0)
Jje rekurzivne spocitatelna. (Na dékaz mozno nadefinovat rekurzivne spocitatelny predikat ,y je
pociatoény fisek vypoctu stroja ¢islo z zo stavu (g1;0, 2)“, ktory sa od predikatu Mvyp® 1i§i tym,
ze neuvazuje ukonéenie vypoctu.) Pomocou nej lahko vyjadrime mnozinu A tak, Ze jej rekurzivna
spocitatelnost bude zrejma: Treba zobrat neparne prvky z X (tie obsahuji vnitorny stav gq)



KAPITOLA 7

Abecedy, slova a hromadné ulohy

V matematike i v jej aplikdcidch Casto treba riesit velky pocet Gloh rovnakého typu, na rie-
senie ktorych je vyhodné mat vypracovany jeden predpis, ktory potom len na jednotlivé pripady
aplikujeme. Napriklad pre riesenie kvadratickych rovnic mame vzorec a kazda kvadraticka rovnicu
rieSime dosadzovanim do tohto vzorca. (f)aléie priklady i1 s podrobnejsim rozborom uvedieme ne-
skor.) Pritom to, ktoré tlohy pokladdme za Glohy rovnakého typu, zavisi od mnohych okolnosti,
casto aj od toho, ¢i pre tie Glohy ndjdeme spolo¢ny algoritmus na ich rieSenie. Najprv sa vSak bu-
deme zaoberat otdzkou formulécie tychto Gloh, a nie otdzkou ich riesenia. Pokial sa nejaky typ Gloh
vyskytuje v praktickych (napriklad v technickych) aplikciach, vidy je mozné, aby daje pre jednu
taktto tlohu odovzdal jeden ¢lovek druhému v koneénom case, istne alebo pisomne. Odovzdanie
v pisomnej forme si mézeme predstavit v tvare koneénej (pripadne velmi dlhej) postupnosti znakov
z nejakej koneénej mnoziny, napriklad z mnoziny znakov klavesnice pisacieho stroja, ktorti casto
nazyvame abecedou. To isté sa tyka aj odovzdavania vysledkov riesenia.

Rozoberieme struéne niekolko prikladov, z ktorych niektoré by azda mohli u éitatela vzbudit
pochybnosti. Odovzdavanie prirodzenych, celych alebo raciondlnych éisel, ako aj koneénych po-
stupnosti tychto éisel v tvare koneénej postupnosti znakov je zrejme mozné. Pokial sa vyskytuja
redlne éisla ako idaje meracich pristrojov, mézeme ich vzdy nahraditf vhodnymi racionalnymi apro-
ximéaciami (a prakticky vidy to aj robfme). Pokial sa vykytni iraciondlne redlne &isla, ku ktorym
sme prisli nejakou teoretickou tivahou (napriklad e, 7, log 2) a nie je mozné nahradit ich vhodnou
racionalnou aproximdciou, mozno uviest vzorcom alebo slovami ich definiciu. Graf funkcie zostro-
jeny nejakym pristrojom alebo narysovany mozno nahradit dostatoéne podrobnou tabulkou hodnét
funkcie. Iné obrézky a diagramy mozno rozdelif na dostatocne malé ,,body“, ktoré uz fudské oko
nerozlisuje. Kazdému takémuto ,bodu® priradime prirodzené éislo podla jeho farebného odtiena
(rozlisitelnych odtiefiov je zasa konecne mnoho), a potom napiSeme postupnost tychto prirodze-
nych éisel. Upozorfiujeme, ze ndm teraz ide iba o principidlnu moznost zapisania vstupnych, resp.
vystupnych tdajov v tvare konecnej postupnosti znakov, a nie o najdenie prakticky vyhodnych
postupov.

Poznamenajme eSte, Ze pri niektorych mnozinach tloh, ktoré sa uvazuja (ale nie kazd4 Gloha
z nich sa zvl48t riedi) v Ciste] matematike, sa mdze stat, ze nie je mozné uréit vstupné tdaje jed-
nej Glohy konecénou postupnostou znakov. Pokial vSak takéto mnoziny loh vznikaja abstrakciou
7z nejake] mnoziny praktickych Gloh, znamend to, 7e zvoleny stupen abstrakcie je nevhodny pre
nasSe terajsie ivahy (i ked mohol byt vefmi vhodny pre Gvahy iného druhu). Citatela, ktory pozné
matematick( logiku, mdzeme okrem toho upozornit, ze aj velmi abstraktnym Glohdm z ¢iste] ma-
tematiky zodpovedaji po formalizacii teérii Glohy v matematike, ktoré uz Spiflajﬁ nasu podmienku
o moznosti odovzdavania vstupnych i1 vystupnych tdajov v tvare postupnosti znakov.

7 doterajsich tivah teda vidime, ze budi pre néas délezité konecné postupnosti znakov z konec-
nych mnozin. Pri nasich ivahach nebude délezity druh pouzitych znakov, a preto budeme tieto
znaky vyberat z nejakej pevne zvolenej postupnosti znakov. Tato postupnost musi byt nekonecn4,
pretoze pocet znakov, ktoré budeme v jednotlivych prikladoch potrebovat, nie je dopredu zhora
ohranic¢eny. V prikladoch vsak nebudeme volif vidy znaky z tejto postupnosti znakov, ale pripadne
aj iné znaky, a pri teoretickych tivahich budeme ich stotoznovat s niektorymi znakmi z nasej
postupnosti. Niektoré také stotoznenia budii stanovené stile, niektoré budeme robit od pripadu
k pripadu, ale o vic§ine z nich len budeme predpokladat, 7e si urobené. V nasej teérii nebudeme
ravadzat novy zdkladny pojem ,znak®; znakmi buda prvky istej pevne zvolenej mnoziny.

V nasledujicich definicidch zavadzame terminologiu a niektoré zdkladné operacie.
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Definicia 7.11. Pre fubovolné n € N, Tubovolné slovo w a fTubovolnti mnozinu slov A kladieme
w'=¢ wt = ww (7.11.1)
A" = {e} AP = A" A (7.11.2)
Cvicenie 7.12. Rozhodnite, ¢i pre kazdi mnozinu slov A a pre kazdé prirodzené ¢islo n plati
A" = {uw" | w € A}

Definicia 7.13. Pre Ilubovolnii mnoZinu slov A definujeme
A= ] A At =] A (7.13.1)
n=0 n=1

Dalsie ¢asto pouzivané operacie na mnozinach slov st mnozinové operacie prienik N a zjedno-
tenie U a aj dalsie mnozinové operdcie. Ak napriklad uvazujeme len mnoziny slov v abecede A,
je takouto operdciu aj operacia (relativneho) komplementu A* — X. (Tieto operacie vSak nemu-
sime teraz definovat, lebo patria k pojmom prebratym z [5].) Zavedieme eSte operaciu zrkadlového
obrazu.

n

Definicia 7.14. (a) Zrkadlovym obrazom slova w = a;,a;, .. .a;,_,a;, nazveme slovo
z=a;,a;,_, ... 0;,d;,

Zrkadlovy obraz slova w budeme oznacovat w’t,
(b) Zrkadlovym obrazom mnoZiny slov A nazveme mnozinu vsetkych zrkadlovych obrazov slov

mnoziny A. Zrkadlovy obraz mnoziny A budeme znaéif A%,
Priklad 7.15. Nech A = {00,01,10,1I}, B = {O,0I}. Potom A* je mnozina vSetkych slov
parnej diiky v abecede {0, I}. AT je mnoZina vSetkych neprdzdnych slov parnej diiky v te) iste]
abecede. B* je mnozina vSetkych slov v abecede {O, I'}, v ktorych sa nevyskytuja dve I za sebou
ani I na zacdiatku; BT je mnoZina vetkych neprazdnych slov mnoZiny B*. Pre mnoZinu A plati
AR = A,
Cvicenie 7.16. Pre ktoré mnoziny slov A plati rovnost A* = A+?

Cviéenie 7.17. Rozhodnite, ¢ platia pre vSetky mnoziny slov A, B nasledujtice vzfahy! V tych
pripadoch, ked neplati rovnost, zistite, ¢i plat{ aspon mnozinova inklizia (niektorym smerom);
tam, kde sa vo vztahoch vyskytuje prirodzené ¢islo n, urobte rozbor pre jednotlivé hodnoty n!

(AUB)" = A" U B" (ANB)" = A" N B" (A\ B)" = A"\ B"
(AuB)t = At uB? (AnB)t = At n Bt (A\B)t = A*\ BF
(AUB)" = A*U B* (ANB)* = A* N B* (A\ B)* = A*\ B*
(AuB)® = ARy BF (AnB)* = A" 0 B (A\ B)ff = A%\ BR
(A" = A (A) =4 (ANt =4 (AM) =4
(A" = a7 (A7) = ar (4%)* = a* (47" = an
(A™)" = (A7) (Am)F = (at)” (Am)" = (AT)"
(A7)F = (a*) (A7) = (47) (Aah) = (a™)*
(Am)" = a° (a+)" = A" (a)" = A" (A7) = A

Priklad 7.18. Operaciu mocniny slov mozno podla dohody 7.7 vyuzit aj na skrateny z4pis niekto-
rych slov. Napriklad slovo OTTTOTITTIOOOIT mdzeme skratene zapisat ako OIPOI°0*1?. (Tu
aj inde vztahujeme exponent len na jednopismenové slové; pokial by sa mal vztahovat na vacsie
slovo, vyznacili by sme to zatvorkami.)
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D (pozri priklad 7.21). Zobrazenie s v tejto hromadnej Gilohe je definované predpisom

{O, ak w je zapis parneho éisla,
x(w) =

I, ak w je zapis neparneho ¢isla

Prakticky délezitym problémom je napriklad zistovanie spravnosti programov pre samocinné
poéitacde. Jednou z podmienok sprévnosti programu byva aj podmienka, aby sa vypocet podla
tohto programu skonéil, a to alebo pre dané, alebo pre lubovolné vstupné tidaje. Sformulujeme tu
obdobné problémy pre registrové stroje bez toho, aby sme podrobnejsie rozoberali ot4dzku, nakolko
verna je analégia medzi nimi a skutoénymi samoc¢innymi pocitacmi.

Vréfme sa teraz k problémom zastavenia registrovych strojov, ktoré sme uz uvazovali v pred-
chidzajiicej kapitole. Tam sme vSak o nich mohli hovorit iba dost neformélne, a pre presnejsie
formulécie sme ich museli nahradit problémami tykajficimi sa éfselnych mnozin. Vztah medzi M-
strojom a jeho ¢islom (resp. medzi M-stavom a jeho ¢fslom) je v8ak velmi nendzorny, a teraz uz
méame moznost zakédovat M-stroje a M-stavy omnoho ndzornejsie.

Definicia 7.26. (a) Kdédmi M-instrukcii (q¢; R;Mqr), (¢iR;Pqr), (¢:Rjqmgn) budl po rade slova
QI'RIPMQI*O, QI'RIPQI*O, QI'RIIQI™QI™O
(b) Kédom M -stroja bude zrefazenie kédov jeho instrukeif usporiadanych podla indexov ich

prvych zloziek.
() Kédom M -stavu X = (qn;bo,b1,...,bx), kde bp # 0, ak k # 0, bude slovo

orortoro...or-o

Vsimnime si, Ze na kédovanie ¢fsel sme nepouzili ich dekadické (pripadne bindrne), ale tzv.
unérne zapisy. Podmienka by # 0, ak k # 0 v bode (c) je potrebnd len kvdli jednoznacénosti; casto
ju vébec nepotrebujeme alebo ju mézeme vyhodnejsie zabezpecit volbou konstantného k.

Ak teraz oznaéime A = {@Q, R, M, P, 0, I}, O odpoved ,4no“, I odpoved , nie“, mézeme prob-
lémy 6.61 a7 6.63 preformulovat takto:

Definicia 7.27. Problémom zastavenia pre M-stroj 7 nazveme hromadnii tilohu
(A,{O,[},Ul,%l) (727])

kde Uy je mnozina vsetkych kédov M-stavov a

s (w) =
(w) I, v opacnom pripade

{O, ak je vypocet M-stroja Z zo stavu s kédom w koneény,
pre vsetky w € Us.
Definicia 7.28. Problémom zastavenia pre M-stav X nazveme hromadni tilohu

(A4,{0, 1}, U3, 29) (7.28.1)

kde Us je mnozina vsetkych kédov M-strojov a

_JO, akje vypocet M-stroja s kddom w zo stavu X konecny,
a(w) = I, v opacnom pripade
pre vsetky w € Us.
Pre nasledujticu definiciu si uvedomime, ze slovo w € UsUj sa da prave jednym spdsobom pisat
v tvare w = waw1, wy € Us, w1 € Uy. (Pretoze w obsahuje podslovo OO, ktoré nie je podslovom
7iadneho slova z Us ani z Uy.)

Definicia 7.29. Vseobecnym problémom zastavenia pre M-stroje nazveme hromadnt Glohu
(Aa{OaI}JU?);%S) (7291)
kde U3 = U2U1 a

(wawy) = {

O, ak vypocet M-stroja s kdédom ws pre M-stav s kddom wy je konecny,

I, v opacnom pripade



KAPITOLA 8

Turingove stroje

V tejto kapitole zavedieme Turingove stroje. Je takmer isté (a na prikladoch sa o tom pre-
svedéime), ze Turingove stroje stacia na rieSenie v8etkych algoritmicky riesitelnych taloh, pokial st
tieto illohy vhodne zakdédované.

Opiseme najprv neformdlne Turingove stroje a ich ¢innost. Obdobne ako registrové stroje, ani
Turingove stroje nie st technické zariadenia, ale len matematické abstrakcie, bolo by v8ak mozné
realizovaf ich technicky az na nekonecnost ich pasky. Toto ohranicenie vSak nie je podstatné, lebo
ak bude mat Turingov stroj vefmi dlht koneénti pésku, tak bude pocas dlhého ¢asu pracovat tak
isto, ako keby mal nekoneénti pasku. Okrem toho si mézeme tiez predstavovat, ze paska je sice
konec¢na, ze ju vsak vzdy v pripade potreby mozno prediiit’. Rovnako ako registrové stroje, aj
Turingove stroje pracuju v diskrétnom case.

Turingov stroj sa sklada z troch casti: riadiacej jednotky, ¢itace] a zapisovace] hlavy a pasky.
Riadiaca jednotka sa mdze nachadzatf v jednom z koneéne mnohych vntitornych stavov, prijima
signaly od ¢itacej a zapisovacej hlavy a dava signaly pre jej ¢innost. Péska je linedrna a v oboch
smeroch nekonecna. Je rozdelend na policka, do kazdého z nich sa zapisuje jedno pismeno z nejakej
abecedy. O polickach pasky, do ktorych sa este nezapisovalo, predpokladdme, 7e je v nich zapisany
symbol B (z anglického ,,blank®); vo velkej vacsine pripadov bude teda symbol B napisany vo vSet-
kych polickach pasky az na ich koneény pocet a iba vynimoéne budeme uvazovat, 7e bol zaplneny
nekone¢ny pocet policok pasky. Hlava ¢ita zakazdym jedno policko pasky, odosle signal o jeho
obsahu riadiacej jednotke a po prijati signdlu od riadiacej jednotky zmeni predpisanym spésobom
obsah ¢itaného policka a vykonda predpisany pohyb o jedno policko dolava alebo doprava, alebo
zostane na mieste. Riadiaca jednotka v kazdom kroku ¢innosti Turingovho stroja najprv prijme
signal od ¢itace] a zapisovacej hlavy, potom tejto hlave odosle signal pre jej ¢innost a nakoniec
sama prejde do nového vnitorného stavu. Ak pre niektory vnatorny stav a pre niektory obsah
¢itaného policka nie je uréené dalsia ¢innost, vypodet sa ukondi.

Pristpime teraz k formalnej definicii Turingovych strojov, ich stavov a vypoctov.

Definicia 8.1. Usporiadané 5-tice tvarov

(gigjamLan),  (¢igjamNqn),  (giajam Pqn) (8.1.1)
budeme nazyvat turingovskymi instrukciami, pripadne len instrukciami alebo T-instrukciami.
(Budeme ich pisat bez ¢iarok.)

Poznamka 8.2. Odteraz pod instrukciami budeme rozumiet vidy T-instrukeie; instrukcie regis-
trovych strojov budeme nazyvat M-instrukciami. Aj pri ostatnych pojmoch z kapitoly 5, ktoré
budl zavedené v novom vyzname v tejto kapitole, budeme désledne pouzivat pismeno M (alebo
aplny néazov).

Pozndmka 8.3. Vnitorné stavy ¢; sme zaviedli v definicii 5.1(a). Symboly a; sme zaviedli v de-
finfcii 7.1(a). P, L, N st pevne zvolené symboly; zhoda symbolu N s oznadenim mnoziny vsetkych
prirodzenych ¢isel je iba ndhodna.

Definicia 8.4. Konecni mnozinu T-instrukeif, ktoré neobsahuje dve rézne instrukcie s rovnakymi
prvymi dvoma prvkami, budeme nazyvat Turingovym strojom, pripadne len T'-strojom alebo stro-
jom.

Definicia 8.5. Tak® koneénii postupnost
@iy @iy - o A3 i3,y - -G, (8.5.1)
7e 11 # 0,1, # 0, budeme nazyvat stavom Turingovho stroja, pripadne len stavom alebo T-stavom.

62
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T
zo stavu ¢1O770. Plati teda ¢1OIT0 = ¢oIO0OI. Okrem toho plati napriklad 7¢1 770 =
g2BIOOI, 10110 = 10¢:01.

Cvicenie 8.16. Opiste stav, ktorym sa kon¢i vypocet stroja 1" z prikladu 8.12 zo stavu q1w, kde
w je Tubovolné slovo v abecede {O, I'}!

Cviéenie 8.17. Rieste pre Turingove stroje cvicenia 5.14, 5.15 a 5.16!

Budeme sa teraz zaoberat moznostou rieSenia hromadnych dloh na Turingovych strojoch.
Obmedzime sa pritom na hromadné tlohy, ktorych vstupna ani vystupnd abeceda neobsahuje
symbol B. Toto obmedzenie samozrejme nie je podstatné, lebo by sme ho mohli obist réznymi
sp6sobmi, napriklad tak, zZe by sme v danej hromadnej Glohe so symbolom B vSade nahradili sym-
bol B nejakym prvkom mnoziny A, ktory sa nevyskytuje vo vstupnej ani vo vystupnej abecede
tejto hromadnej Glohy. Zjednodusi ndm vSak niektoré dalsie Givahy.

Definicia 8.18. Abecedou Turingovho stroja T' budeme nazyvat mnozinu vietkych prvkov réznych
od B na druhych a tretich miestach jeho instrukeif, pokial je t4to mnozina nepriazdna. Ak je tdto
mnozina prazdna, budeme pod abecedou stroja T rozumief mnozinu {O} (t.j. {a1}).

Poznamka 8.19. Ako uvidime dalej, druhd cast definicie 8.18 je potrebnd iba pre Giplnost a v ne-
trividlnych pripadoch sa neprejavi.
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OBR. 8.3.

Definicia 8.24. (a) Nech T je Turingov stroj a n prirodzené éislo. Znakom &% budeme oznacovat
takt n-arnu c¢iastoént funkciu f na mnozine N, ze pre vsetky y, z1, ..., z, € N plati
flz1,...,2,) = y prave vtedy, ked Rezp(OT"*OI™20...0I""0) = OIYO. Ciastoént
funkciu ®% budeme nazyvat n-drnou ciastocnou funkciou, ktort pocita stroj T

(b) Budeme hovorit, ze n-arna (¢iastocnd) funkcia f je (¢iastocne) vypocitatelnd na Turingo-
vom stroji (alebo len (Ciastocne) T-vypocitatelnd), ak existuje taky Turingov stroj T, ze
f=2a5.

Priklad 8.25. Nech T' = {(q101Lgs), (q2BILq3),(¢93BILqs), (gaBONgqo)}. Pre lubovolné priro-

dzené &islo k plati ¢;O1*O N 2 BI*H10 N g3 BI*t20 — ¢, BI*+30 N qoOT**+30, a teda

Rezr(01*0) = O1*+30. Preto @}, (k) = k + 3 pre vietky k € N.

Priklad 8.26. Nech

T ={(:10BPqs), (q21TPq2), (1201 N g3), (q31TLq3), (3BBPqa), (qaIONq0)}
Plati napriklad ¢;OTTOTITO — ¢,ITOITIO -1 I, 10ITIO L5 I1q,01TT0 L5 TTqsITTTO
L IgaITTTTIO s gaITTTTTO L5 g3 BITITITO L quIT1T1T0 Ly qoOTITTIO, a teda

T
q101I0III0 = qOIIIII0
t.j. Rezr (OI20120) = OI°0. Preto plati ®2(2,3) = 5; Tahko sa tie7 zisti, 7e pre vietky z, y plati
®2(z,y) =  + y. Teda podla definicie 8.24 je funkcia Azy(z + y) T-vypocitatelna.
Priklad 8.27. Nech
T = {(quIqu), (Q1[OP(]1), (qlBBLQQ), (QQOOL(]Q), (QQI[LQQ), (qQBBqu)}

Pre tento stroj T' plati napriklad Rezp(OOIIIO) = ITOOOI. Vseobecne, stroj T prepracuje
kazdé vstupné slovo v abecede {O, I'}, ktoré dostane na péasku, na jeho ,negativ“, v ktorom bud
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OBR. 8.5.

Definicia 8.30. Blokovii schému Turingovho stroja T' dostaneme tak, 7Ze

(a) Kazdej instrukcii (¢;a;am, X ¢n) (kde X je jeden zo symbolov P, I, N) priradime obdlznik,
do ktorého vpiseme ,a,, X“.

(b) Kazdému vnitornému stavu, ktory sa nachddza na prvom alebo na poslednom mieste
aspon jedne) instrukcie stroja 7', priradime oval, do ktorého vpiSseme tento vniitorny stav.

(c) Ak oval A patri k vntornému stavu na prvom mieste inStrukcie patriacej k obdizniku B,
vedieme §ipku od A k B. K zaciatku sipky pripiSseme pismeno z druhého miesta prislusnej
instrukceie.

(d) Ak oval A patri k vnatornému stavu na poslednom mieste instrukcie patriacej k obdf#niku
B, vedieme sipku od B k A.

(e) Ak stroj T obsahuje instrukciu zacinajicu sa vnitornym stavom g¢;, doplnime blokovi
schému zaciatkovym ovalom, od ktorého vedieme sipku ku krtzku patriacemu k vnator-
nému stavu ¢y.

(f) Nech Y je mnozina vSetkych takych z, Ze @ = B (t.j. ag) alebo z je z abecedy stroja T
a stroj T' neobsahuje instrukciu zac¢inajicu sa qoz. Ak stroj T obsahuje instrukciu konciacu
sa vniitornym stavom qg a Y # (§, doplnime blokovii schému koncovym ovalom, ku ktorému
vedieme tolko $ipok od krizku patriaceho ku gqq, kolko prvkov méa mnozina Y. Zadiatky
sipok oznac¢ime prvkami mnoziny Y.

Priklad 8.31. Blokové schémy T-strojov z prikladov 8.12, 8.27 a 8.28 sti na obrdzkoch 8.1, 8.2
a 8.3.

Turingov stroj je blokovou schémou jednozna¢ne urceny, avsak (nakolko sme neuréili celkom
detailne sposob kreslenia schémy) jeden T-stroj méze mat niekolko réznych blokovych schém (si-
tudcia je obdobnd ako pri blokovych schémach M-strojov).

Niekedy budi pre nas vihodné zjednodusené blokové schémy T-strojov, i ked tymito uz nebude
prislusny stroj urcovany jednoznac¢ne. Pre zjednodusenie blokovych schém T-strojov zavidzame:
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OBR. 8.7.

stroj vymaze aj posledny symbol slova a vrati sa k zaciatku slova na paske (ktoré je uz o dva
symboly kratsie). Potom opakuje ti istd ¢innost, a to az dovtedy, kym nezmaze celé slovo w.
V tomto pripade stroj 7" napiSe na pasku symbol I a ukon¢i vypocet. Ak sa v niektorom kroku pri
porovnivani prvého a posledného symbolu vyskytne nezhoda, stroj prerusi dalsie porovnévanie,
vymarze vSetky symboly na pdaske, napise symbol O a skonéi vypocet. Na obrazku 8.7 je blokova
schéma stroja T' zjednodusend podla niektorych bodov dohody 8.32. Nakreslenie nezjednodusenej

blokovej schémy aj napisanie instrukcif stroja T' prenechdvame citatelovi. Len na ukézku uvidzame,
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o O}(x) =20 2 Bp(a,5) = 24y

e ®}(2) = [log, x|
Cvidenie 8.42. Tabulka Turingovho stroja uréuje isté ciastoéné zobrazenie mnoziny Q x A do
mnoziny A x {P, L, N} x Q. Modifikujte definiciu Turingovho stroja tak, aby Turingove stroje boli
prave tieto ¢iastoéné zobrazenia! Potom vhodne modifikujte aj definiciu relécie ,,if‘!

Hlavne pre potreby dokazu nasledujiicej vety zavedieme:

Oznacenie 8.43. Pre lubovolna kone¢na postupnost (ko, k1, . . ., kn) prirodzenych ¢isel oznacime

znakom Slv(ko, k1, ..., kn) slovo OIFOr1% ... .0I%"0. ,
Priklad 8.44. Plati Slv(2,3,5) = OIIOIIIOIIIIIO, a teda miesto gsOIIOITIOIIIIIO mdze-
me pisat ¢3Slv(2, 3, 5).

Budeme sa teraz zaoberat otazkou vzfahu (Giastocnej) vypoéitatelnosti na Turingovych stro-
joch a (Clastocnej) vypodcitatelnosti na registrovych strojoch. Nasim najbliz§im cielom bude dékaz
vety:

Veta 8.45. Pre kazdy registrovy stroj 7 a kazdé n € N existuje taky Turingov stroj T', 7e &7, =
=P}

Dokaz: Nech ) je mnozina v8etkych vnitornych stavov v M-instrukcidch stroja Z a nech gy, qy
(u < v) s vnitorné stavy s najniz$imi indexmi, ktoré nepatria do mnoziny QU {qq, ¢1}. Oznacme
7' stroj, ktory vznikne zo 7 nahradenim q1, qq symbolmi ¢, q,. Kazdej M-instrukcii X stroja 7’
priradme Turingov stroj T’x tak, aby boli splnené nasledujiice podmienky:

(1) Ak X = (¢;S;Pqx) alebo X = (¢;S;Mqy), tak existuje jedind instrukcia stroja Tx, ktora
sa zacina ¢;, a jedin4 instrukcia T-stroja T'x, ktord sa konéf qx. Ziadne dalsie T-instrukcie
stroja T’x neobsahujl vnatorné stavy z mnoziny Q U {qo, 41, qu, qv }-

(2) Ak X = (¢iSjqrqs), tak existuje jedind T-instrukcia stroja Tx zacinajfca sa ¢;, jedina
Jeho T-instrukcia konciaca sa ¢, a jedina jeho T-instrukcia konciaca sa gs. Okrem tychto
vynimiek neobsahujti T-instrukcie stroja Tx vnatorné stavy z mnoziny @ U{qo, 1, qu, ¢v }-

(3) Ziaden vniitorny stav, ktory nepatri do mnoziny Q U {qo, 1, qu, ¢v}, sa nenachadza v in-
§trukcidch dvoch strojov Tx, Ty pre X #Y.

(4) Ak X = (¢:S;Pqx), resp. X = (¢;S;Mqy), tak pre kazdé m > j a véetky ko,... kp € N

plati
SIv(ko, .., ki1, ki k )
qiDIVIRy, ..., Rj_1,Rj, Rjgt1y...,Km
e (8.45.1)
X
= qk S]V(k’o,...,kj_l,kj—{— 1,k’j+1,...,k’m)
resp.
Tx
qz'SIV(k'Q,...,kj_l,kj,kj+1,...,km) [ m— (8 15 2)
. A45.
I:X qk SlV(ko,...,k‘j_l,kj— 1,kj+1,...,km)
(5) Ak X = (¢:S;4r¢s), tak pre kazdé m > j a vSetky ko, ..., kn € N platia vztahy
T
0 SWv(ko, .. ki_1,0,kjp, .. k) = (8.45.3)
. A5.:
= ¢, SIv(ko, .., kj1,0,kjp1, - k)
Slv(ko, ... kj_1 k; + 1,k k)
q; DIVIRg, ..., Rj_1,R; sy Kjg1ly -y Bm
o " | (8.45.4)

Tx
= qr Slv(k(), .. ~;kj—1;kj + 1, kj+]7 .. .,k’m)
Teraz vytvorme Turingov stroj 7" ako mnoZinové zjednotenie vietkych T-strojov T :

1" = | J{1x|x € 7'} (8.45.5)
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Cvicenie 8.48. (a) Pre stroj T zo vztahu (8.45.9) dokéite, ze ak pre nejaké v € (OI*)"°, w €
T
€ {0, I'}* plati g1v = gow, tak existuje prave jedno také slovo y € {O, I'}* a prave jedno

T T T
také slovo z € {O, T}*, 7e qiv E= quy, :Y B= quz a quz E= qow.
(b) Dokéazte, ze pre fubovolné y, 1, ..., 2, € Nz rovnosti ®%(z1,...,x,) = y vyplyva rovnost
DY (21,...,2n) = y. (Z, T st stéle stroje z vety 8.45.)
c¢) Dokéazte, ze pre lubovolné y, z1, ..., z, € N z rovnosti ®%(z1,...,z,) = y vyplyva rovnost
) p ya ) ) VA ) bl y yp y

DR (z1,...,20) = .
Poznamka 8.49. Ddokaz vety 8.45 ndm nielen dokazuje, ze ku kazdému M-stroju Z a ¢islu n € N
existuje taky 1-stroj, ze @7, = @7, ale ndm zaroven ukazuje, ako k danému Z a n tento stroj 1’
zostrojif. (Skutoény algoritmus na néjdenie stroja 7' vSak dostaneme az po doplneni niektorych
detailov, ktoré sme vacsinov nechali do cviceni.)
Cvidenie 8.50. Nakreslite blokovli schému T-stroja poéitajiiceho funkciu I}, ktory dostaneme
podla dokazu vety 8.45 z nejakého M-stroja Z poéitajiiceho I]!
Cvicenie 8.51. Dokazte alebo vyvratte nasledujtice tvrdenie: Ku kazdym rdéznym dvom registro-
vym strojom Z1, Z3 a kazdym dvom réznym ¢islam m,n € N existuje taky Turingov stroj T', ze
7 = a @Y = P2!
7 T 7 T
Cvicenie 8.52. Dokazte alebo vyvratte nasledujice tvrdenie: Ku kazdym dvom rdznym 7 -stro-
Jom T1, Ty a kazdym dvom réznym ¢islam m, n € N existuje taky registrovy stroj Z, ze ®F = @7,
o = @7,
7 vety 8.45 bezprostredne vyplyva
Veta 8.53. Kazda (Ciastotne) M-vypocitatelna funkcia je (¢iastoéne) T-vypocitatelna.
Veta 8.54. Kazda (Ciastocne) rekurzivna funkcia je (Ciastocne) vypocitatelnd na Turingovom
stroji.
Poznamka 8.55. Vety 8.53 a 8.54 sa daja obratit, ako ukazeme v kapitole 9. Aj vysledky nasle-
dujicich cviéeni bude mozné dostat z vysledkov kapitoly 9, prosime v8ak citatela, aby ich vyriesil
bez pouzivania tychto vysledkov.
Cvicenie 8.56. Mnozina vsetkych (¢iastocne) T-vypocitatelnych funkcii tvori normdlny klon
(¢iastoénych) funkcif na mnozine N. Dokazte!
Cvicenie 8.57. Mnozina vsetkych (Ciastoéne) T-vypocitatelnych funkcif je uzavretd vzhladom na
operacie primitivnej rekurzie a minimalizacie. Dokéazte!
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(e) tvst™(x1,...,2,) bude pre ubovolné n € N a vsetky 1, ..., x, znamenat ¢islo stavu
¢ OIF10I*20...0I*"0

(f) tvypg bude charakteristickou funkciou predikatu Tvyp,.
(g) tobs(z) bude znamenat pocet znakov I v poslednom ¢lene koneénej postupnosti T-stavov,
ktord ma ¢islo #; ak takd postupnost neexistuje, potom tobs(z) = 0.

Dokazeme teraz primitivnu rekurzivnost prave definovanych funkcif a predikatov. Na zjedno-
dusenie dalsich zdpisov zavidzame tiito dohodu:

Dohoda 9.11. Zapis (Elxl, za,. . 20 < fly1,v2, .. .,ym)) budeme chépat ako skratku za zapis

(Elxl < f(yl)y2a sy ym)) (HIQ < f(yla Y2, ym)) B (El'rn < f(yl)y2a sy ym)) Tato dohoda
plati pre Tubovolni funkciu f a Tubovoné premenné zq,2zs,...,2,, Y1,¥2, ..., ¥m. Obdobnym

sposobom budeme chépat aj zapis (Vazl, za, ..., 2y < fy1, 92, .. .,ym_)).
Cvicenie 9.12. (a) Dokaite, ze pre kazdé z € N plati:

Tstv(z) = (Fw,i,j < ) (w MODp, 20 A z=w -p?j“) (9.12.1)

(b) Dokazte, 7e Tstv je primitivne rekurzivny predikat!

Cvicéenie 9.13. Oznacme Prechy(z,y, z) predikdt znamenajici ,existuji T-stavy X, Y s ¢islami
. . . . U

z, y, T-stroj 7 s ¢islom z a taka T-instrukcia U € 7, ktord ma na stvtom mieste N, ze X Q Y«
a obdobne definujeme Prechy, (z,y, z) a Prechp(z,y, 2).

(a) Dokéazte, ze plati (pre vietky z,y,z € N):

Prechy(z,y,2) < (Tstv(z') A Tstv(y) Az #0 A
A (w, i, j k,mn<az+y)

2741 k m+1 n
(z=w pt p A y=wp!mtplt A (9.13.1)

Aex(i,w)=0 A ex(i+1,w)=0A
A ex(c(j, k), z) = 3c(n,m) + 2))

Prechp(z,y,2) <= (Tstv(z) A Tstv(y) A z #0 A
A (Fw,i,jk,mn<z+y)
(2 =w-p " pily A
A (y=w pi* pIit v opos(ly) = w-pi* - piTt) A
Aex(t,w)=0 Aex(i+1,w)=0A

A ex(c(j, k),z) =3c(n,m) + 3))

(9.13.2)

Prechp(z,y,z) <= (Tstv(z) A Tstv(y) A z £0 A
A (Elw,z,],k,m,ngx-l—y)

2741 2741 2
(x=w-p! piit" - pits V pos(l,z) =w-p} - pAT' pif.) A
ANy= w'P?mH “Pit1 ~p?$2ex(z',w) =0A

Aex(i+1,w)=0Aex(i+2,w)=0 A
A ex(c(j, k),z) =3¢c(n,m) + ]))
(9.13.3)
Prech(z,y, z) < (PrechN(af:,y, z) V Prechp(z,y,z) V Prechr(z,y, z)) (9.13.4)

(b) Dokaizte, 7e predikaty Prech, Prechy,, Prechp, Prechy st primitivne rekurzivne!
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Rozsirime teraz pojmy primitivnej rekurzivnosti, rekurzivnosti a rekurzivnej spoéitatelnosti
z mnozin prirodzenych éfsel na niektoré mnoziny slov. V dalsich ivahich sa obmedzime zdsadne
na abecedy a slovd neobsahujiice symbol B, t.j. ag. S obdobnym ohranicenim sme uz definovali po-
jem T-riesitelnosti hromadnych Gloh v kapitole 8, a tam sme tiez poukazali na jeho nepodstatnost.
Bolo v8ak vyhodné vzhladom na zvlastnu Glohu symbolu B pri nasej definicii Turingovych stro-
jov a ich vypoctov. V kapitole 7 sme takéto obmedzenie nepotrebovali, avsak pokial preberdme
pojmy z kapitoly 7 do tejto kapitoly, budeme ich pouzivat s tymto ohranicenim. (Teda napri-
klad pod reguldrnou mnozinou odteraz rozumieme tak mnozinu, ktorej ziadne slovo neobsahuje
symbol B.)

Nebudeme sa zaoberat lubovolnymi mnoZinami slov, ale iba mnozinami istého druhu, ktoré
nazveme S-mnozinami.

Definicia 9.22. Mnozinu slov nazveme S-mnoZinou, ak existuje takd koneénd podmmnozina A
mnoziny A\ {B}, 7e X C A*.

Jednym z hlavnych dévodov, pre ktory sa obmedzime na S-mnoziny, je, ze v praktickych
prikladoch sa takéto mnoziny slov vyskytuj najcastejsie. Niektoré dalsie dévody uvedieme neskér.
Cviéenie 9.23. (a) Dokaite, 7e kazda reguldrna mnozina je S-mno#Zina.

(b) Dokazte, ze mmnozinové operdcie zjednotenie, prienik a rozdiel dvoch S-mnoZin st S-

mnoziny.

(c) Dokaite, 7e ak je X S-mmozina, st aj X*, X+, X® S-mnoziny.

Zavedieme teraz cislovanie slov a pomocou neho priradime kazdej S-mnozine X istG podmno-
zinu Num(X) mnoziny N.

Definicia 9.24. (a) Cislom slova w = a;,a;, .. .a;, nazveme &islo
num(w) = 2%0 . 3% ... p Zin (9.24.1)
(b) Ciselnou mnoZinou priradenou S-mnoZine X budeme nazyvat mnozinu

Num(X) = {num(w) | w € X} (9.24.2)

vsetkych ¢isel prvkov mnoziny X.

Pozndmka 9.25. V (9.24.1) sme zvolili exponenty 2ig, 2i1, ..., 2i, namiesto ig, %1, ..., iy iba
preto, aby sa spdsob ¢islovania slov ¢o najviac zhodoval so spdsobom ¢islovania T-stavov. Niekedy
budeme aj ¢islo T-stavu X oznacovat num(X).

Teraz uz mézme definovat:

Definicia 9.26. (a) S-mmnozinu X budeme nazyvat (primitivne) rekurzivnou, ak je mnozina
Num(X) (primitivne) rekurzivna.
(b) S-mnozinu X budeme nazyvaft rekurzivne spocitatelnou, ak je mnozina Num(X) rekurzivne
spocitatelna.

Dékaz nasledujiicich troch viet ponechavame ¢itatelovi.

Veta 9.27. (a) Mnozinové zjednotenie, prienik a rozdiel (primitivne) rekurzivnych S-mnozin st
(primitivne) rekurzivne S-mnoZiny.
(b) MnoZinové zjednotenie a prienik rekurzivne spocitatelnych S-mnozin st rekurzivne spoéi-
tatelné S-mnoziny.
Veta 9.28. (a) Existuje rekurzivna S-mnoZina, ktord nie je primitivne rekurzivna.
(b) Existuje rekurzivne spoéitatelnd S-mnozina, ktora nie je rekurzivna.

Veta 9.29. Nech X je rekurzivna S-mnozina, Y C X a ¥V, X \ Y s rekurzivne spocitatelné
S-mnoziny. Potom Y je rekurzivna S-mnozina.

Poznamka 9.30. Pokial sa v predchédzajicich vetich hovori o mnozinovom rozdiele miesto o
komplemente S-mnoziny, je to spésobené tym, ze nemdzeme vo vseobecnosti definovat komplement
S-mnoziny.



80 M EKVIVALENTNOST REKURZIVNOSTI A T-VYPOCITATELNOSTI

Definicia 9.42. (a) S-zobrazenie s budeme nazyvat (primitivne) rekurzivnym, ak ciastocna funk-
cia Num(s) mé (primitivne) rekurzivne zlplnenie a ak je obor definicie Num(s) (primi-
tivne) rekurzivna mnozina.

(b) S-zobrazenie ¢ budeme nazyvat ciastocne rekurzivnym, ak je ciastocna funkcia Num(sc)
ciastocne rekurzivna.

Poznimka 9.43. 7 obdobnych dévodov ako pri pojmoch (primitivnej) rekurzivnosti a rekurzivnej
spocitatelnosti S-mnozin je mozné aj pojmy (primitivnej) rekurzivnosti a ¢iastoénej rekurzivnosti
S-zobrazen{ rozsirit na lubovolné ¢iastocné zobrazenie »: X* — Y* kde X, Y st lubovolné koneéné
neprazdne mnoziny.
Cviéenie 9.44. Dokézte, ze nasledujice S-zobrazenia s primitivne rekurzivne:

(a) s (w) = w’ pre vietky w € {0, I}"

(b) 225(w) = OwOwWO pre vietky w € {0, I}F

O, akwf£wawe{0,I}*
(c) %3(10)_{[’ akaqéw

Cvidenie 9.45. (a) Nech f je n-arna totalna funkcia a s je také zobrazenie mnoziny (OI*)" O
do mnoziny OT*O, 7e pre vietky z1,2a,...,2,, y € Nplat{ f(z1,...,2,) = y prave vtedy,
ked

»(OI""0I™*0...0I""0) = 0IYO
Dokézte, ze funkcia f je (primitivne) rekurzivna prave vtedy, ked je S-zobrazenie s¢ (pri-
mitivne) rekurzivne!

(b) Vyslovte a dokdzte obdobné tvrdenie pre ¢iastoc¢ni funkciu f a ¢iastoénl rekurzivnost!
Cvicenie 9.46. Nech 3¢ je S-zobrazenie a M je mnozina vietkych slov tvaru zs¢(z), pre ktoré je
#(x) definované.

(a) Dokézte, ze M je S-mnozinal

(b) Zistite, ¢ platia nasledujtce tvrdenia:

(1) Ak je s (primitivne) rekurzivne S-zobrazenie, je M (primitivne) rekurzivna S-
mnozina.
(2) Ak je s Giastoéne rekurzivne zobrazenie, je M Eastoéne rekurzivna S-mnozina.
(3) Ak je M rekurzivna S-mnozina, je 3¢ rekurzivne S-zobrazenie.
(c) Plati niektoré z tvrden{ obratenych k tvrdeniam z bodu (b)?

Cvicenie 9.47. Nech 1 je zobrazenie zlozené z S-zobrazeni 35, 33, t.J. pre kazdé slovo z plati
»1(x) = s2(323(x)). Rozhodnite, ¢i platia nasledujtce tvrdenia:

(a) Ak st 319, s¢3 (primitivne) rekurzivne, je aj s (primitivne) rekurzivne.

(b) Ak s s, 33 ¢iastocne rekurzivne, je aj r1 Ciastocne rekurzivne.

(c) Ak sl 51, 33 (primitivne) rekurzivne, je aj s (primitivne) rekurzivne.

(d) Ak s s¢1, 3¢9 Ciastoéne rekurzivne, je aj s3 Clastoéne rekurzivne.

Néjdeme teraz nutnt a postacujiicu podmienku riesitelnosti hromadnej tilohy na Turingovom
stroji. (Obmedzime sa pritom len na také hromadné tlohy, ktorych vstupna ani vystupné abeceda
neobsahuje symbol B; nepodstatnost tohto obmedzenia sme uz zdévodnili.)
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Veta 9.53. Hromadnd tloha (A1, As, 7, 2) je T-strojove riesitelnd prave vtedy, ked existuje také
ciastocne rekurzivne zobrazenie s, ze pre vSetky @ € Z plati 21 (z) = »(x).

Vo vacsine hromadnych tloh H = (A1, As, Z, %), s ktorymi sa stretneme, je mnozina Z re-
kurzivna, a obvykle aj primitivne rekurzivna. Casty je aj pripad, Ze s je zobrazenie mnoziny Z
do As a nie je iba Glastocné zobrazenie. Vtedy mozno podmienku z vety 9.53 zjednodusit podla
nasledujtcich viet.

Veta 9.54. Nech # = (A1, As, Z, ) je hromadn4 tiloha a Z je rekurzivne spocitatelnd S-mnozina.
Potom H je T-strojove riesitelnd prave vtedy, ked 3¢ je éiastoéne rekurzivne S-zobrazenie.

Veta 9.55. Nech H = (A1, Aa, 7, ) je hromadn4 Gloha a obor definicie zobrazenia s« je rekurzivna
S-mnoZina. Potom hromadna tloha # je T-strojove riesitelna prave vtedy, ked 3¢ je rekurzivne
S-zobrazenie.
Z vety 9.55 (ale samozrejme aj z vety 9.54) vyplyva:
Veta 9.56. (a) VSeobecny problém zastavenia (7.29.1) pre registrové stroje je T-strojove neriesi-
telny.
(b) Pre kazdy M-stav X je problém zastavenia (7.28.1) pre tento M-stav T-strojove neriesi-
telny.
(c) Existuje taky M-stroj Z, ktorého problém zastavenia (7.27.1) je T-strojove neriesitelny.
Aby sme mohli vyslovit analogickil vetu aj pre T-stroje, definujme:

Definicia 9.57. (a) Kdédom T-instrukcie (giajarXqn), X € {P,L, N}, bude slovo
QAT AT*XQI"O
(b) Kédom T-stroja bude zretazenie kddov vsetkych jeho instrukcii usporiadanych lexikogra-

ficky podla indexov ich prvych dvoch élenov.
(¢c) Kédom T'-stavu a;,a;, ... a;,qjai,,, --.a;, bude slovo

AOIAI" A . AT QI A A .. . AI'"O
Cvicenie 9.58. Definujte vseobecny problém zastavenia pre T-stroje; problém zastavenia pre T-
stav X a problém zastavenia pre T-stroj 7" Gplne analogicky k definiciAm 7.27 az 7.29.

Veta 9.59. (a) VSeobecny problém zastavenia pre T-stroje je T-strojove neriesitelny.
(b) Pre kazdy T-stav X je problém zastavenia pre tento T-stav T-strojove nerieSitelny.
(c) Existuje T-stroj, ktorého problém zastavenia je T-strojove nerisitelny.

Cvidéenie 9.60. Dokazte vetu 9.59.

Poznamka 9.61. Veta 9.59 sa ¢asto dokazuje bez prechodu k ¢fselnym funkcidm tak, 7e sa zostroji
tzv. univerzalny Turingov stroj a pren sa urobi ivaha podobna dékazu vety 2.30. Univerzalny
Turingov stroj U dostdva ako vstup kéd Tubovolného T-stroja T' a T-stavu X (najjednoduchsie:
zretazenie tychto kédov) a ako vystup dava kéd toho stavu, v ktorom konéi vypocet stroja T zo

stavu X, pokial je tento vypocet koneény; ak je tento vypocet nekonedny, stroj U sa nezastavi.



84 M CHURCHOVA TEZA

Poznamka 10.7. Churchova téza 10.6 je v skutoc¢nosti len Specidlny pripad tzv. Turingovej tézy.
Podrobnejsi rozbor Turingovej tézy a jej Specidlnych pripadov mdze Gitatel najst v [6]. Nam vsak
v dalsom bude stacit 10.6.

Churchovu tézu nie je mozné matematicky dokéazat; nie je totiz presnym matematickym tvr-
denim, nakolko sa v nej vyskytuje pojem algoritmickej (¢iastocnej) vypocitatenosti, ktory nie je
ani presne definovany, ani nemédme axiémy opisujiice jeho vztah k inym pojmom. Pri pokusoch
o takito definiciu alebo takéto axiémy uz obvykle ohrani¢ime triedu vSetkych algoritmov a opiseme
iba algoritmy istého typu. Takto teda dostaneme len (mozZno novy) §pecidlny pojem algoritmickej
(Ciastocnej) vypocitatelnosti, o ktorom sa obvykle bez principidlnych fazkosti d& dokazat, ze je
ekvivalentny s doterajsimi pojmami. To mdze byt dalsi dovod pre uznanie Churchovej tézy, nie
vSak jej matematicky dékaz.

Napriek tomu, zZe Churchovu tézu nie je mozné matematicky dokazat, a teda ani pouzivat
v dékazoch matematickych viet, méze ndm byt tato hypotéza pri dékazoch viet z tedrie algoritmov
uzitoéna. Ak sa nadm totiz podari zdévodnit platnost nejakej matematickej vety pouzitim Chur-
chovej tézy, je obvykle uz len vecou rutiny prepracovat toto zdévodnenie na presny matematicky
ddokaz. Napriklad ak pomocou Churchovej tézy dokazeme existenciu nejakého algoritmu, tak uz
obvykle bez principidlnych tazkosti dokdzeme existenciu Turingovho stroja, ktory simuluje pracu
tohto algoritmu. Pritom pouzivanie Churchovej tézy ndm ¢asto umoznuje vyhniat sa neprijemnym
technickym detailom, ktoré zneprehladfiuji presné dékazy.

Budeme teraz charakterizovat niektoré pojmy tykajlice sa ¢iastoénych funkcii na mnozine N
a podmnozin mnozin N a N” pomocou Churchovej tézy; spradvnost tychto charakterizci{ nechdme
na rozmyslenie ¢itatelovi. Znova upozorfiujeme, 7e nejde o presné matematické vety. Ide vsak
o praxou (v §irSom zmysle) overené tvrdenia.

Tvrdenie 10.8. (a) n-drna funkcia f na N je rekurzivna prave vtedy, ked existuje algoritmus,
ktory kazdej n-tici (z1,...,2,) € N” priradi hodnotu f(z1,...,2,).

(b) n-arna ciastocna funkcia f je ciastoéne rekurzivna prave vtedy, ked existuje algoritmus,
ktory kazdej n-tici (21, ...,2,) € N” prirad{ hodnotu f(z1,...,z,), pokialje f(z1,..., 2,)
definované, a ktory sa nekondi, ak f(z1,...,2,) nie je definované.

(c) Mnozina M C N” je rekurzivna prave vtedy, ked existuje algoritmus, ktory pre kazdé
(z1,...,2n) € N" d4 odpoved ,4no“, ak (z1,...,2,) € M a dad odpoved ,nie“, ak
(1,...,2n) ¢ M.

(d) Mnozina M C N” je rekurzivne spoéitatelnd prave vtedy, ked existuje algoritmus, ktory pre
kazdé (z1,...,2,) € N* d4 odpoved ,4no“, ak (z,...,2,) € M a nedd ziadnu odpoved,
ak (zq,...,2,) ¢ M.

Cviéenie 10.9. Charakterizujte obdobnym spdsobom rekurzivne a rekurzivne spocitatelné pred-
ikdty na mnozine N a rekurzivne a rekurzivne spoéitatelné podmnoziny mnoziny IN.

Casto je véak vihodnejdia in4 charakterizicia rekurzivne spocitatelnych mnozin, ako je uvedena
v 10.8. Pouzijeme pri nej trochu modifikované druhy algoritmov, ktoré budeme niekedy na odligenie
nazyvat generujiicimi algoritmami. Generujlci algoritmus bude obvykle pracovat bez zastavenia,
a pritom pri niektorych krokoch vydavat vysledok; mdze teda vydat celli postupnost vysledkov.
O mnozine vietkych vydanych vysledkov budeme hovorit, 7e je generovana tymto algoritmom,
pripadne Ze ju tento algoritmus generuje. Potom plati
Tvrdenie 10.10. Mnozina M C N” je rekurzivne spocitatelnd prave vtedy, ked existuje generu-
Jjuci algoritmus, ktory generuje mnozinu M.

Zddvodnime teraz ekvivalentnost charakterizacif rekurzivnej spocitatelnosti z 10.8(d) a 10.10.
Nech A je algoritmus z 10.8(d). Generujici algoitmus B pre th istd mnoZinu M méZe pracovat
takto:



KAPITOLA 11

Rekurzivne realne ¢isla

V tejto kapitole zavedieme rekurzivne redlne ¢isla. St to také redlne ¢isla, ktoré mozno v is-
tom (niZsie upresnenom) zmysle zadat efektivnym spdsobom. Rekurzivne redlne éisla tvoria spo-
¢itatelnt podmnozinu mnoziny vSetkych redlnych é&isel, je ich teda v zmysle mohutnosti ,,mélo“.
Napriek tomu len velmi zriedka potrebujeme iné redlne konstanty nez rekurzivne redlne éisla.

Dohodnime sa, ze (lubovolné) redlne ¢isla budeme oznacovaf gréckymi pismenami. Upozornime
na jeden podstatny rozdiel medzi redlnymi a raciondlnymi (resp. celymi) ¢islami: Kazdé racionélne
¢islo mozno zakddovat koneénym poctom prirodzenych ¢isel (ked chceme, aj jedingm), pripadne
slovom v nejakej abecede. Preto racionalne ¢isla mozno bezprostredne pouzit ako vstupy a vystupy
pri vypoctoch. Mozno najprv celé vstupy precitat, potom urobit vypocet, nakoniec celé vysledky
zapisat a vypocet skoncit. (Takto by sme vedeli pracovat aj s niektorymi iracionalnymi ¢islami,
napriklad algebraickymi.)

Naproti tomu (vSetky) redlne ¢isla nemozno takto zadat pomocou prirodzenych Cisel, slov
alebo inych kone¢nych objektov. Prakticky zadavame a pocitame len ich racionélne priblizenia,
teoreticky ich uvazujeme prostrednictvom nejakych limitnych procesov (napr. rezov alebo cauchy-
ovskych postupnosti). To sa bude tykat aj vstupu a vystupu. Ak sa nechceme celkom vzdat
naich doterajsich poziadaviek efektivnosti (s abstrakciou potencidlnej uskutoénitelnosti), musime
zacat pocitat, a aj pisat vysledok, uz pocas ¢itania vstupu. Teoreticky vypocet neskonéi nikdy, ale
na vystupe postupne vznika stale presnej$ia aproximacia presného vysledku, pricom chybu vieme
efektivne odhadnit.

Uvedme este (neformélne) trochu iné hladisko. Predstavme si, Ze pre niektoré redlne cisla
mame k dispozicii nejaké zariadenia (,,¢éierne skrinky“ alebo orakuld, trochu podobné zariadeniam
spominanym v 6. kapitole), ktoré ndm tieto éisla postupne uréuji pomocou nejakych aproximé-
cif. Spdsob tohto urcovania presne neSpecifikujeme; méze ist napriklad o postupne generovany
dekadicky alebo bindrny rozvoj zadavaného ¢&isla. Tnd moznost je, 7e dostdvame intervaly (s racio-
nalnymi koncami), v ktorych dané ¢fslo lezi a ktorych dizku si zakazdym uréime. (Tento spGsob
pokladdme za primeranej$i.) NaSou Glohou je vyrobit obdobné zariadenia pre sticet, rozdiel, sti¢in
a podiel danych ¢isel, pripadne pre ich logaritmy, odmocniny, hodnoty goniometrickych funkeif
a podobne. Mé&zeme ich vytvorit z obdobnych ¢asti, z akych sme vytvarali registrové alebo Tu-
ringove stroje a z ,Ciernych skriniek® pre argumenty. (Potrebné komponenty a ,¢ierne skrinky*
mame k dispozicii v neobmedzenom mnozstve exemplarov, ale v kazdom konkrétnom zariadeni
ich smieme pouzit len konecny pocet.) Takto vytvorené zariadenia mozno opakovane pouzit ob-
dobnym spdsobom a dostaf zariadenia, ktoré urc¢uju dalsie redlne ¢isla. Mozno reprezentovat tym
viac ¢isel, ¢im viac ,¢iernych skriniek® mame na zaciatku k dispozicii. Rekurzivne redlne ¢isla st
potom tie redlne ¢isla, ktoré mozno reprezentovat vidy, aj ked nemdme k dispozicii ziadne ,,¢ierne
skrinky“. (Vtedy naSe zostrojené zariadenia st obdobné ako registrové alebo Turingove stroje; len
ich pouzivame inak nez v predchédzajicich kapitoléch.)

Este zdovodnime, preco je zadavanie intervalov, v ktorych ¢islo lezi, primeranejsi spdsob nez
zaddvanie (napriklad) dekadického rozvoja. Samozrejme, je moiné lahko prechddzat od dekadic-
kého rozvoja k intervalom. Obréiteny spdsob je vSak podstatne tazs{. Pritom aj ked méme ,,éierne
skrinky“, ktoré davaji rozvoje, vieme vo vSeobecnosti skonstruovat len zariadenia, ktoré davaja
intervaly (Situdcia sa moze zmenit, ak budeme mat nejaké dodatoéné informécie o zadavanych

¢islach.)

Priklad 11.1. Nech dve cierne skrinky zadavajt éisla % a % Méame z nich zostavit zariadenie,

ktoré uréuje stiéet zaddvanych cisel. Ak nevieme, aké éisla st naozaj zadavané, ale vidime len (sfce
Tubovolne dlhé, ale kone¢né) casti rozvojov, tak nevieme ani zacat pfsat dekadicky rozvoj stctu.
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Cvicenie 11.6. Budeme hovorit (len v tomto cvicenf) ze funkcia f: N — Z faktoridlovo reprezen-
tuje redlne ¢islo a, ak pre vetky z € N plati

la -zl — f(z)] < 1

(a) Dokéazte, ze vSetky redlne ¢isla st faktoridlovo reprezentovatelné.
(b) Zistite, ktoré redlne ¢isla st faktoridlovo reprezentovatelné prave jednou funkciou.
(c) Zistite, ktoré redlne &isla st faktoridlovo reprezentovatelné koneéne mnohymi funkciami.

Cvienie 11.7. Nech b > 1 je celé éislo. Budeme hovorit (len v tomto cviéeni) ze funkcia f: N — Z
mocninovo reprezentuje (pri zaklade b) redlne islo «, ak pre vsetky z € N plati

b
|a-a: —f(.x')| <1
Rieste pre mocninovi reprezentovatelnost otazky z predchidzajiiceho cvicenia.

Cvilenie 11.8. Budeme hovorit (len v tomto cviceni) ze funkcia f: N — Z prvoéiselne reprezen-
tuje redlne ¢islo a, ak pre vsetky =z € N plati

|- p, —f(z)] <1

pritom p, znamend z-té prvoéislo. Rieste pre prvoéiselni reprezentovatelnost obdoby otézok z cvi-
cenia 11.6.

Definicia 11.9. Redlne ¢islo o nazveme (primitivne) rekurzivnym redlnym cislom, ak existuje
(primitivne) rekurzivna funkcia f: N — Z, ktorad ho reprezentuje.

Poznamka 11.10. Kazdé primitivne rekurzivne redlne ¢islo je zrejme aj rekurzivne. Uvedend
definicia rekurzivnych redlnych ¢isel je vSeobecne prijatd, resp. ekvivalentna s ingmi (navzdjom
ekvivalentnymi) v literattire uvddzanymi definiciami. Ale pozor, uvedend definicia primitivne re-
kurzivnych redlnych c¢isel nie je vSeobecne prijatd. Preto nasledujice vety formulujeme pre oba
pojmy aj vtedy, ked vysledky pre rekurzivnost st bezprostrednymi désledkami vysledkov pre pri-
mitivnu rekurzivnost.

Cviéenie 11.11. Dokazte, 7e redlne &fslo a je (primitivne) rekurzivne prave vtedy, ked || je
(primitivne) rekurzivne redlne é&islo.
Cvicenie 11.12. Nech ¢, d si racionédlne ¢éisla. Nazvime (len v tomto cvicenf) redlne éislo «
(primitivne) (¢, d)-rekurzivnym, ak existuje (primitivne) rekurzivna funkcia f: N — 7Z taka, ze pre
vsetky 2 € N plati

fl)—ec<ax< flz)+d
Dokézte, 7ze ak d — ¢ > 1, tak kazdé redlne &islo je (primitivne) rekurzivne prave vtedy, ked je
(primitivne) (e, d)-rekurzivne. Plati to ajpre d—c=17
Veta 11.13. Ak «, § st (primitivne) rekurzivne redlne ¢isla, tak aj ¢isla a4+ 8, aff, a — 3, st
(primitivne) rekurzivne. Ak dalej 3 # 0, tak aj % je (primitivne) rekurzivne redlne éislo.

Dékaz: Uvahy sa budl podobat dékazom viet o limite si¢tu, rozdielu, sii¢inu a podielu postupnosti.
Rozdiely st v tom, 7e nielen dokazujeme existenciu, ale zostrojujeme, a ze aproximécie musia byt
Specidlneho tvaru.

Nech rekurzivne funkcie f, g reprezentuji ¢&isla a, 5. Uvazme najprv sicet. Potrebujeme
najst funkciu h, ktord reprezentuje ¢islo a + § a vyjadrit ju tak, aby bola zrejma jej (primitivna)

rekurzivnost. Definujme h(z) = [ﬂf"_xﬂgf‘_xﬁj (teda: h(w) je celé &slo najblizsie k LEltal3e),

vzdialenost neprevysuje %) Funkcia h je (primitivne) rekurzivna a plati

f(32) +9(32) | _

1
o+ 5) -2~ ha)l < 5+ |(@+ ) -2 LD
_ 1 |3z —f(3x) | B3z —g(3z)
_3+ 3 + 3 S
U Ja-3z—f3z)]  |B-3x—g(B3z) 1 1 1
<3t 3 + 3 <g+gz+g=1



90 M REKURZIVNE REALNE CISLA

Pozndmka 11.15. (1) Tmplikacie (b) = (c¢), (¢) = (a) platia aj pre primitivnu rekurzivnost.

(2) Minimalizcia v predchadzajicom dokaze je regularna len pre iraciondlne . Ani vtedy ju
vo vSeobecnosti nevieme ohranicit, a preto veta nie je formulovana pre primitivne rekur-
zivne realne ¢isla.

(3) Napriek vete 11.14 je definicia rekurzivnych redlnych &isel v 11.9 technicky vyhodnejsia
nez mozné definicie zalozené na podmienkach (b), (¢) tejto vety. Prirodzenejsie sa prenisa
na primit{vnu rekurzivnost a lepsie sa s nou pracuje. Keby sme napriklad v dékaze vety
11.13 (len pre rekurzivnost!) pracovali s nejakou takto pozmenenou definiciou, museli by
sme rozlisovat pripady racionélneho a iraciondlneho vysledku operécif.

Pre neformalnu charakterizaciu rekurzivnosti sme pouzivali Churchovu tézu, ktora nadm umoz-
novala Tahko a prehladne, i ked nie forméalne presne, robit mnohé tivahy. Mé&Zeme ju obdobne
vyuzivat i tu a rekurzivne redlne ¢isla mdézeme pomocou nej charakterizovat napriklad takto:

Tvrdenie 11.16. Redlne &slo a je rekurzivne prave vtedy, ked ku kazdému kladnému raciondl-
nemu ¢&islu € vieme zostrojit interval s racionalnymi koncovymi bodmi a dlzkou (nanajvys) e, ktory
obsahuje a.

Bez dékazu uvedieme nasledujice tvrdenia, ktoré ukazuji, Ze skoro vsetky konkrétne (!) redlne
cisla vyskytujice sa v beznych matematickych Gvahéach st (primitivne) rekurzivne. (Pod konkrét-
nymi ¢fslami rozumieme konstanty, ktoré sa explicitne vyskytuji alebo mézu vyskytnat.) V prin-
cipe d6kazy nie st tazké a éitatel si ich mdze spravit sdm. (Nevyskytna sa v nich tie fazkosti, ktoré
bolo treba prekonat pri dékazoch, ze funkcie |az| pre a@ = e alebo niektoré o > 0 algebraické st
primitivne rekurzivne. Tam sme totiz potrebovali hodnoty z jednej strany presne, ¢o definicia 11.3

nevyzaduje.)

Veta 11.17. (a) Vsetky algebraické redlne é&isla st (primitivne) rekurzivne.
(b) Ak f(z) je nenulovy polynéms (primitivne) rekurzivnymi redlnymi koeficientmi, tak vSetky
redlne korene polynomu f(z) s (primitivne) rekurzivne.
(c) Cislae=271828... am=23.14159... s (primitivne) rekurzivne.
(d) Ak « je (primitivne) rekurzivne redlne ¢islo, tak aj sina, cosa, arctga st (primitivne)
rekurzivne redlne ¢isla. Ak okrem toho e > 0, tak aj éislo Ina je (primitivne) rekurzivne.
(e) Ak a, B si kladné (primitivne) rekurzivne redlne ¢isla a 3 # 1, tak aj c¢isla logs o a a? st
(primitivne) rekurzivne.
Cvicenie 11.18. Dok4zte aspon niektoré casti predchidzajiicej vety.

Pretoze existuje len spocitatelne mnoho rekurzivnych redlnych &isel, zrejme existuji redlne
cisla, ktoré nie st (primitivne) rekurzivne. Dva zaujimavejsie priklady uvadzame nizsie.
Veta 11.19. Existuje rastiica zhora ohraniéena primitivne rekurzivna postupnost racionélnych
¢isel, ktorej limita nie je rekurzivne realne éislo.

Dokaz: Nech h je nejakd prostd unarna primitivne rekurzivna funkcia, ktorej obor hodndt X je
nerekurzivna mnozina. Polozme

a=Y 8" (11.19.1)
z=0

Postupnost ¢iastocnych stctov uvedeného nekonecného radu je zrejme rasttica a zhora ohranicend
(napriklad ¢islom 2). Ostava dokdzat, ze « nie je rekurzivne redlne ¢islo. Nech f je funkcia, ktora
reprezentuje . Pomocou nej sa da vyjadrit charakteristickd funkcia mnoziny X takto:

xx () = ((f(2%%%) + 5) MOD 8) DIV 4 (11.19.2)

Skutoéne, ak y € X, tak [a -2%T2] MOD 8 = 4, a preto f(2%+?) MOD 8 je 3, 4 alebo 5. Potom
Xxx (y) = 0. Obdobne zistime, ze pre y ¢ X plati xx(y) = 1.

7 néjdeného vyjadrenia vidime, ze ak funkcia f je rekurzivna, tak aj yx je rekurzivna. To
vSak neplati, a preto ¢islo « nie je rekurzivne. O

Veta 11.20. Existuje rastiica zhora ohrani¢ena primitivne rekurzivna postupnost racionélnych
c¢isel, ktorej limita je rekurzivne reélne ¢islo, ale nie primitivne rekurzivne reédlne ¢islo.
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Poznémka 11.27. Nech 7;(x) je Cas vypoctu stroja 7Z; pre argument x. Netvrdili sme, Ze exis-
tuje primitivne rekurzivna funkcia F' takd, 7Ze pre Tubovolné stroje 71, Zs a vetky z € N plati
m3(x) < F(a,m(x), m(x)). To ani nie je pravda, a to ani ked sa obmedzime na stroje 71, 73,
ktoré reprezentuj primitivne rekurzivne redlne ¢isla a pocitajd v primitivne rekurzivnom case.
(Obdobne pre indexy 4, 5, 6 namiesto 3.)

Obdobné pozitivne vysledky by sme mohli dosiahnut napriklad pre exponencidlne a goniomet-
rické funkcie. Sformulujeme teraz niektoré negativne vysledky.

Veta 11.28. Neexistuje algoritmus, ktory by pre Iubovolny registrovy stroj Z zistil, ¢i Z repre-
zentuje realne cislo.

Doékaz: Ako obvykle, pouzijeme redukciu k problému zastavenia. Ku kazdému registrovému stroju
M priradime registrovy stroj Z tak, ze M sa zastavi (pri vypocte ®5,(0)) prave vtedy, ked Z ne-
reprezentuje ziadne redlne ¢islo. Ak sa M nezastavi, tak Z reprezentuje ¢islo 0.

Dosiahneme to tak, Ze pre vstup @ stroj Z najprv simuluje  krokov stroja M (alebo menej, ak
sa M skor zastavi). Ak sa stroj M nezastavil, stroj Z obnovi obsah registra R; a ukonéi vypocet;
v Rp, R zostant nuly. Ak sa M zastavil, d4 7 jednicku do registra Ry a tiez ukon¢i vypocet.
(Stroj Z vGbec nepouziva register Ra; register Rg pouzije najviac raz, a to uvedenym spdsobom.)
Treba si uvedomit, ze stroj Z vidy pocita ohrani¢ent funkciu. Pritom jedina ohranicend funkcia,
ktord reprezentuje nejaké redlne éislo, je funkcia identicky rovnd nule (ktord reprezentuje ¢islo
0). O
Veta 11.29. Neexistuje algoritmus, ktory by pre Iubovolny registrovy stroj 7 zistil, &i 7 repre-
zentuje ¢fslo 0, a to ani vtedy, ked dopredu vieme, 7e 7 reprezentuje nejaké (rekurzivne) redlne
¢islo.

Dokaz: Prispdsobime predchadzajicu konstrukeiu, ale pouzijeme len stroje M, ktoré robia aspon
jeden krok.

Stroj Z bude reprezentovaf ¢islo 0, ak sa M nezastavi, a bude reprezentovat ¢islo %, ak sa
M zastavi po presne k krokoch. Pre vstup z bude stroj Z zasa simulovat (najviac) x krokov
vypoctu stroja M. Ak sa stroj M zastavi, tak Z ,bude poznat“ k, a bude mdct vypocitat celé
¢islo najblizsie k Z. Inak moze Z daf vysledok 0. (Obsah registra Ri treba obnovovat vidy.) O

Veta 11.30. Neexistuje algoritmus, ktory by pre lubovolné dva registrové stroje zistil, éi reprezen-
tuji to isté ¢islo, a to ani vtedy, ked dopredu vieme, ze kazdy z nich reprezentuje nejaké (rekurzivne)
realne ¢islo.

Dékaz: Podla predchidzajiice] vety to nevieme urobit ani v Specidlnom pripade, ked vieme, 7e
jeden zo strojov reprezentuje ¢islo 0. O

Sformulujeme predchadzajiice vety eSte raz, trochu menej presne, ale ndzornejsie. (Tato for-
mulédciu mbézeme prijat bez vyhrad, ak prijmeme konvenciu, 7ze rekurzivne redlne éislo zasadne
uréujeme prislusnym reprezentujiicim registrovym strojom.) Priddme niekolko dalsich tvrdeni,
kotré by sa dali dokdzat podobne, alebo sa daji redukovat k predchadzajiicim.

Veta 11.31. Ziaden z nasledujiicich problémov nie je algoritmicky riesitelny:
(a) Zistit, & dané rekurzivne redlne ¢&islo je rovné nule.

(b) Zistit, ¢i dané dve rekurzivne redlne éisla st si rovné.

(c) Zistit, ¢i dané rekurzivne redlne &fslo je kladné.

(d) Zistit, ¢i dané rekurzivne redlne ¢&islo je nezdporné.

(e) Zistit, ¢i dané rekurzivne redlne &islo je zaporné.

Na rozdiel od predchadzajtcej vety, plati:

Veta 11.32. Nasledujiice problémy si1 algoritmicky riesitelné:
(a) Zistit, ¢ dané nenulové rekurzivne redlne éislo je kladné.
(b) Zistit, ktoré z dvoch navzdjom réznych rekurzivnych redlnych cisel je vicsie.

Dékaz: Na rieSenie treba jednoducho postupne pocéitat stle kratsie intervaly obsahujtice uvazované
¢isla. Skonéit mozno vtedy, ked st tieto intervaly disjunktné; potom je rozhodnutie lahké. O



KAPITOLA 12
Maly univerzalny registrovy stroj

Hlavnym a v podstate jedinym vysledkom tejto kapitoly je

Veta 12.1. Existuje registrovy stroj s 34 instrukciami, ktory pocita univerzalnu ¢iasto¢na funkciu
pre mnozinu v8etkych unarnych ¢iastoc¢ne rekurzivnych funkeii.

Jeden takyto stroj naozaj zostrojime; je zndzorneny na obrizku 12.1. Podla poétu jeho in-
Strukcii ho oznalujeme Usq. Tento stroj nepocita iastoénti funkciu muniv? z kapitoly 6, ale int
univerzalnu ¢iastoénii funkciu. Najprv stroj a jeho ¢innost zhruba popiSeme a a7z potom priddme
niektoré detaily ddkazu.

Stroj Uss nebude bezprostredne simulovat vietky registrové stroje, ale iba tzv. Specidlne re-
gistrové stroje, ktoré len pre tento 0cel zavedieme. Ocislujeme ich zasa Specidlnym sposobom
vhodnym na dekdédovanie tychto ¢isel malym poctom instrukcii. Sthrnne povedané, technické
detaily prispdsobime cielu néjst univerzdlny registrovy stroj s ¢o najmensim poc¢tom instrukcii.
(Nebudeme v8ak tomuto ciefu prispdsobovat samotnt definiciu univerzalneho registrového stroja,
teda napriklad nezavedieme Specialne vstupné a vystupné kdédovanie. Tym by sa dal pocet in-
Strukcii este dalej znizit, pricom by aj takyto stroj mal neriesitelny problém zastavenia.) Hned
upozornime Citatela, Ze nie je zndmy najmensi mozny pocet instrukcii univerzélneho registrového
stroja (ani univerzélneho Turingovho stroja). Zname horné a dolné odhady sa este od seba dost
lisia.

Stroj Usa je zndzorneny na obrazku 12.1. Pre svoj vypocet vzdy dostava v registri Ry ¢islo
simulovaného stroja (mozno ho chéapat ako ¢islo unarnej ciastoéne rekurzivnej funkcie) a v regis-
tri Ry vstup pre simulovany stroj (argument funkcie). Vysledok dava v registri Ry. Stroj Usy
pracuje v cykle; v jednom behu vzdy najprv uréi ¢islo simulovanej instrukcie; to robf ¢itacé instruk-
cif. Cislo indtrukcie sa uloii v registri Rs. Potom sa z &sla indtrukcie v dekéderi uréf operacny kbd
(t.j. pozadovand ¢innost) a ¢&islo nového vnitorného stavu, ktoré sa ulozi do Rs. Operaény kod
(jeden z troch) je urceny vystupnou Sipkou. Potom simulujici blok bezprostredne vykoné ¢innost
simulovaného stroja a este pripadne modifikuje ¢islo nasledujicej instrukcie; méze ho zmenit len
o 1. Tato modifikicia sa neprejavi zmenou obsahu registra Ra4, ale len volbou inej vystupnej sipky.
Nakoniec (mozno) nasleduje test ukoncenia a ak sa vypocet simulovaného stroja neskoncil, za¢ina
novy beh cyklu.

Specidlne registrové stroje pouzivaji tri registre: Rg, Ry a Rs. Vstup &itaji z registra Ro,
vysledok davaji v registri Rg. Keby sme povolili vstupné a vystupné kédovanie mocninami dvojky
(teda: namiesto by bolo vstupom, resp. vystupom 27), stacili by na vypocty fubovolnych (unér-
nych) ¢iastoéne rekurzivnych funkcif dva registre. V podstate tak pracuji i Specidlne stroje, len na
zadiatku vypoétu zakéduji z na 2% a na konci zasa dekéduji 27(%) na f(z). Délezit4 zmena viak
je, ze v blokovych schémach §pecidlnych registrovych strojov nemozno kombinovat pripocitavacie,
odéitavacie a rozhodovacie bloky Tubovolne, ale len v skupindch zodpovedajtcich trom castiam
simula¢ného bloku. (Treba zachovat &fsla registrov, ale pochopitelne nie &fsla vnttornych stavov.)
Kazda takato skupina instrukcii ma jeden vstup a najviac dva vystupy. Ak ma dva vystupy, musia
sa indexy zodpovedajicich vnatornych stavov 1i§it o jednicku (pri¢om vystupu na nulu zodpoveda
vysst). Da sa vSak overit, ze tieto obmedzenia nevadia.

Pri ¢islovani Specidlnych registrovych strojov sa pouziva funkcia

F(z,y) = y-ty nenulovy ¢len postupnosti {(z + 1) MOD Y}y=o

Pomocou ¢inskej zvyskovej vety sa da ukézat, Ze pre kazda konecnt postupnost (ai,as, ..., ax)
kladnych celych ¢isel existuje a také, ze pre vetky i = 1,... k plati F(z,1) = a;.

Priradme trom typom skupin instrukcii{ spominanym vyssie éfsla 0, 1, 2 v poradi zhora nadol
podla simulaéného bloku na obrazku 12.1. Cislo 2 simulovaného stroja je definované tak, 7e ak i
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0: (q1; 0, 99,2, 0) 17: (q15; 2, 99, 2, 1) 34: (qu2; 1, 99, 4, 0)
1: (g2; 1, 99,2, 0) 18: (q12; 2, 99, 1 1) 35: (q1s; 1, 99, 3, 0)
2: (gs; 1,99, 1,0) 19: (q13, 2,99, 0, 1) 36: (q15; 1, 99, 4, 1)
3: (q 2, 99, 1, 0) 20: (qls, 2 99 1 2) 37: (qlz, 1, 99, 3, 1)
4: (q:_a,, 2, 99, 0, 0) 21: (qu; 2 99 0 2) 38: ((113; 1, 99, 2, 1)
5: (g2; 3, 99,0, 0) 22: (q14; 1, 99, 0, 2) 39: (q15; 1, 99, 3, 2)
6: (¢4 2, 99,0, 0) 23: (q10; 0, 99, 0, 2) 40: (q12; 1, 99, 2, 2)
7 (gs; 2, 99,1, 1) 24: (qu1; 0, 99, 0, 1) A1: (qus; 1, 99, 1, 2)
8: (q14; 2, 99,0, 1) 25: (gs; 0,99, 1,2) 42: (q15; 1, 99, 2, 3)
9: (q10; 1, 99, 0, 1) 26: (q7; 0,99,1,1) 43: (g1 1, 99, 1, 3)
10: (115 1, 99, 0, 0) 27: (gs; 0,99, 2, 2) 44: (qua: 1, 99, 0, 3)
11: (ge; 1,99,1, 1) 28: (q10; 0, 99, 2, 1) 45: (q1s; 1,99, 1, 4)
12: (q7; 1,99, 1, 0) 29: (q11; 0, 99, 2, 0) 46: (q12; 1, 99, 0, 4)
13: (gs; 1,99,2, 1) 30: (ge; 0,99, 3, 1) AT: (q14; 0, 99, 0, 4)
14: (q10,1 99, 2, 0) 31: (¢7; 0,99, 3, 0) 48: (go; 0,99, 0, 4)
15: (q12,2 99, 2, 0) 32: (gs; 0,99, 4, 1)

16: (q13; 2, 99, 1, 0) 33: (q10; 0, 99, 4, 0)

OBR. 12.3. Ukazka vypoctu bloku prvej etapy pre z = 2.

Definicia 12.7. Budeme hovorit, ze z je F'-¢islom R3a-stroja X, ak pre kazdia jeho instrukciu A
plati F(z,i) = 3k + typ(A), kde i je prva zlozka instrukcie, k je jej tretia zlozka a typ(A) je 0, 1
alebo 2, podla toho, & je A prvého, druhého, alebo tretieho tvaru z definicie 12.6.

Lema 12.8. Kazdy R3a-stroj ma aspon jedno F-cislo.

Dékaz: Zostavime koneénti postupnost kladnych é&isel, kde i-ty ¢len bude zodpovedat instrukeii
zacinajlcej q;; chybajice ¢leny doplnime lubovolne. Potom aplikujeme vetu 12.3. O
Poznamka 12.9. Jeden R3a-stroj mé nekoneéne mnoho F-¢isel, a aj obratene, jedno éislo mdze
zodpovedaft viacerym R3a-strojom. (Vsetky ale maji rovnaki komponentu obsahujiicu instrukciu
8 ¢1 na prvom mieste. Stroj Uss bude simulovat vlastne len tiito komponentu.)

Veta 12.10. Pre kazd( unarnu ¢iastocne rekurzivnu funkciu existuje R3a-stroj, ktory ju pocita.
Dékaz: Vypocet R3a-stroja, ktory poéita funkciu f, mdze prebiehat v nasledujticich troch etapach:

(1) Zakédovanie vstupu; z ¢isla  sa vypocita 2°.

(2) Vypocet 2/(®) 7 hodnoty 27; nech tato cast neskonéi, ak f(z) nie je definované.

(3) Dekédovanie vystupu; z cisla 2/(#) sa vypodita f(x).

Pre prvil a tretiu etapu, ktoré nezavisia od f, uviddzame blokové schémy prislusnych casti
R3a-stroja na obrazkoch 12.2 a 12.4; na obrazkoch 12.3 a 12.5 st ukdzky ich vypocétov. Pre
sprehladnenie schém st §ipky, ktoré sa nepouzijii v ziadnom vypocte, skratené a nasmerované do
znaku e; Tahko zistime, kam p6vodne smerovali. V ukdzkach vypocétov sa uvadza i register R;
(s obsahom 99; pri simulécii na Us4 ¢islo stroja), hoci ho R3a-stroje nepouzivaji.

V druhej etape sa pouzivaji len dva registre, Ry a Rs a pracuje sa v podstate s jedinou
celoéiselnou premennou; jej pociatoéna hodnota je 2%. My si ju ale predstavime ako 2¢.3%.5%...p0
a budeme chapat exponenty v rozklade ako obsahy registrov. Ich zmenam o jednicku zodpoveda
nésobenie alebo delenie vhodnym é&islom a ich testom na nulu testy na delitelnost (uvedenymi
prvocislami). VSetko to zrejme mozno urobit pomocou zakladnych instrukeif registrovych strojov.
MozZno to ale urobit aj pomocou R3a-instrukcii. Detaily nechdvame ¢&itatelovi. Zostavime vsak
7 R3a-instrukeif niektoréd makroinstrukeie, ktoré mu pri tom mézu pomdct. St znézorné na obrazku
12.6; vlavo je symbol pre makroinstrukciu, vpravo jej rozpis. Dve schémy na obrazku 12.7 ukazujt
pouzitie makroinstrukeii pre vypocet x — ax + b a delenie ¢islom d s rozlisenim zvyskov miestom
vystupu. Na obrazku 12.6 vidime pripoéitanie jednicky do registra R, resp. R3. (Bohuzial nevieme
tak jednoducho urobit odéitanie jednicky a test na nulu.) Dalej je tam instrukeia GoTo, ktora
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qi qi
—> Ry P —> 4j —> R23P > R3ZMOP [
ia
qi qi
—> Rs P —> q; —> R23P > R207Z M ? qj
ia
qi qs
—> GO TO — 45 —> R23P > R20Z M n= R3ZMQOP ? 45
Y y
dk
qm GO TO > dm
qi n q; n
—> R20ZM —> R20ZM
qk+1

\a_» In \a—> GO TO —> qn

OBR. 12.6. Makroinstrukcie R3a-strojov.

Cvienie 12.11. Nakreslite takQt blokovii schému (bez pripisanych vnttornych stavov) z blokov
v definicii 12.6, v ktorej aspon niektoré prvky musia byt chdpané ako makroinstrukcie. (Nech inak
nie je mozné vyhovujicim spésobom pripisat vnitorné stavy.)

Cvicéenie 12.12. N4ijdite nejaky R3a-stroj, ktory pocita funkciu f(x) = 2241, napiste podmienky
pre jeho ¢islo a odhadnite toto ¢islo. (Netreba hladaf najmensie rieSenie, ale nezvacsujte &islo stroja

zbytocne.)
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