Tvorba efektąvnych algoritmov

RNDr. Pavol Ěuriĺ, CSc. Katedra informatiky MFF UK e-mail: duris@fmph.uniba.sk

December 1997

Abstrakt

Tento text vznikol ako materiăl ku prednăĺke "Tvorba efektąvnych algoritmov" pre 3. roĞnąk ĺtčdia informatiky na Matematicko-fyzikălnej fakulte Univerzity KomenskĆho. Tăto prednăĺka voŇne nadvĎzuje na prednăĺku "Algoritmy a ĺtruktčry čdajov" (2. roĞnąk), a preto sa aj tento text Ğasto odkazuje na znalosti z tejto prednăĺky. Nemă slčŚi§ ani ako năhrada za skriptă, ani ako năhrada za prednăĺku. Predstavuje len mierne prepracovanč verziu poznămok k tejto prednăĺke.

JednotlivĆ kapitoly obvykle nepodăvajč ucelenŸ pohŇad na problematiku. ĘaŚiskom celĆho textu je kapitola 4, ktoră podăva struĞnŸ prehŇad jednotlivŸch metćd tvorby efektąvnych algoritmov. VhodnĆ prąklady ĞitateŇ năjde m.i. v kapitolăch 1 aŚ 3. Kapitoly 1 aŚ 3 sčĞasne tvoria vhodnĆ rozĺąrenie poznatkov oproti prednăĺke "Algoritmy a ĺtruktčry čdajov". Kapitola 5 podăva čvod do NP-čplnŸch problĆmov (je ĞiastoĞne doplnenă o materiăly z prednăĺky "Tećria zloŚitosti" z bloku "MatematickĆ metćdy"). Na zăver, v kapitole 6, sa ĞitateŇ mŞŚe oboznămi§ so struĞnŸm čvodom do tzv. aproximatąvnych algoritmov.

Autori textu nezodpovedajč za prąpadnĆ chyby, ktorĆ sa v ďom nachădzajč.

2 1 VYHĲADŔVANIE, TRIEDENIE A SŮVISIACE PROBLŘMY

1 VyhŇadăvanie, triedenie a sčvisiace problĆmy

V tejto kapitole sa budeme venova§ triedeniu a vyhŇadăvaniu. Oproti prednăĺke "Algoritmy a ĺtruktčry čdajov" uvedieme niektorĆ Čalĺie algoritmy (hŇadanie k-teho najmenĺieho prvku) a zavedieme niektorĆ novĆ dătovĆ ĺtruktčry (2-3 stromy, ĺtruktčry pre UNION/FIND-SET problĆm). Takisto si rozĺąrime vedomosti o zloŚitosti problĆmu triedenia (dolnŸ odhad priemernĆho prąpadu).

1.1 HŇadanie k-teho najmenĺieho prvku

Nech U je lineărne usporiadană mnoŚina. Nad touto mnoŚinou majme danč n-prvkovč postupnos§ S. Nie je §aŚkĆ napąsa§ algoritmus, ktorŸ năjde minimălny (resp. maximălny) prvok takejto mnoŚiny v Ğase O(n). Takisto nie je problĆmom v takom istom Ğase năjs§ druhŸ najmenĺą prvok (na rieĺenie staĞą prida§ jednu premennč a pre kaŚdŸ prvok jedno porovnanie).

Vezmime si teraz o nieĞo vĺeobecnejĺiu člohu: danĆ je celĆ Ğąslo k (1 ≤ k ≤ n). Je potrebnĆ năjs§ v postupnosti S jej k-ty najmenĺą prvok.

Ak budeme postupova§ v duchu predchădzajčcich čvah, dospejeme k nasledujčcemu algoritmu: v pamĎti budeme uchovăva§ doteraz năjdenŸch k najmenĺąch prvkov. Postupne budeme prechădza§ postupnos§ a pre kaŚdŸ prvok pomocou k operăcią zaktualizujeme uvedenč ĺtruktčru. TakŸmto spŞsobom dostăvame algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou ^(k.n), a teda vo vĺeobecnosti aŚ ^(n^2). Tento vŸsledok je neuspokojivŸ.

Ěalĺąm prirodzenŸm rieĺenąm je utriedi§ celč postupnos§ a potom sa jednoducho pozrie§ na k-ty najmenĺą prvok. TakĆto rieĺenie năm dăva Ğasovč zloŚitos§ ^(n. log n). Otăzkou vĺak zostăva, Ği existuje algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou porovnateŇnou s hŇadanąm minimălneho prvku (doteraz uvedenĆ vŸsledky sč totiŚ asymptoticky horĺie ako O(n)). SkutoĞne v Čalĺom texte ukăŚeme, Śe existuje algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou O(n).

Idea rŸchleho algoritmu spoĞąva v pouŚitą metćdy "RozdeŇuj a panuj". ProblĆm rozsahu n zredukujeme na jeden podproblĆm rozsahu n/5 a jeden podproblĆm rozsahu najviac 3n/4.

De˛nącia 1.1 Mediăn n-prvkovej postupnosti je jej ⌈n/2⌉-tŸ najmenĺą prvok.

Algoritmus 1

procedure SELECT(k,S) begin

if |S| < 50 then begin utrieČ S return k-ty najmenĺą prvok v utriedenej postupnosti end else begin

rozdeŇ S do ⌊|S|/5⌋ pĎ§prvkovŸch postupnostą utrieČ pĎ§prvkovĆ postupnosti nech M je postupnos§ mediănov pĎ§prvkovŸch postupnostą m ← SELECT(⌈|M |/2⌉, M ) (1) rozdeŇ prvky z S do troch postupnostą S_1, S_2, S_3 tak, aby S_1 obsahovala vĺetky prvky z S menĺie neŚ m S_2 obsahovala vĺetky prvky z S rovnĆ m S_3 obsahovala vĺetky prvky z S vĎĞĺie neŚ m

if |S_1| ≥ k then return SELECT(k,S_1) (2) else

if |S_1| + |S_2| ≥ k then return m else return SELECT(k − |S_1| − |S_2|, S_3) (3) end end Lema 1.2 Pre veŇkosti mnoŚąn S_1 a S_3 v algoritme 1 platą: |S_1| ≤ 3n/4, |S_3| ≤ 3n/4.

4 1 VYHĲADŔVANIE, TRIEDENIE A SŮVISIACE PROBLŘMY

CviĞenie 1.3 UvaŚujte takŸto algoritmus pre hŇadanie k-teho najmenĺieho prvku:

procedure SEL(k,S) begin

if |S| < 50 then begin

utrieČ S return k-ty najmenĺą prvok v utriedenej postupnosti end else begin

m ← ŇubovoŇnŸ prvok z S rozdeŇ prvky z S do troch postupnostą S_1, S_2, S_3 tak, aby S_1 obsahovala vĺetky prvky z S menĺie neŚ m S_2 obsahovala vĺetky prvky z S rovnĆ m S_3 obsahovala vĺetky prvky z S vĎĞĺie neŚ m

if |S_1| ≥ k then return SELECT(k,S_1) else

if |S_1| + |S_2| ≥ k then return m else return SELECT(k − |S_1| − |S_2|, S_3) end end AkŸ je poĞet porovnaną algoritmu SEL v najhorĺom a priemernom prąpade?

CviĞenie 1.4 Sč danĆ dve polia A[1..N ], B[1..N ] rovnakej dŊŚky N . Obe polia sč vzostupne utriedenĆ. Năjdite Ğo najefektąvnejĺą algoritmus, ktorŸ năjde mediăn postupnosti, ktoră by vznikla zlčĞenąm oboch tŸchto polą (Ğasovă zloŚitos§ O(log N )).

CviĞenie 1.5 V krajine je postavenŸch n vrtnŸch veŚą. Nech i-ta veŚa mă sčradnice (x_i, y_i) (moŚno predpoklada§, Śe Śiadne dve veŚe nemajč rovnakč x-ovč sčradnicu). InŚinieri sa rozhodli postavi§ potrubie vedčce od vŸchodu na zăpad a ku kaŚdej vrtnej veŚi postavi§ prąpojku. Năjdite Ğo najefektąvnejĺą algoritmus, ktorŸ urĞą, na akč y-ovč sčradnicu je potrebnĆ potrubie postavi§, aby sčĞet dŊŚok prąpojok k veŚiam bol minimălny (Ğasovă zloŚitos§ O(n)).

1.2 PriemernŸ poĞet porovnaną triediacich algoritmov

Pri skčmaną poĞtu porovnaną triediacich algoritmov sme sa doteraz stretli s tŸmito tvrdeniami:

• Na utriedenie n prvkov v priemernom prąpade staĞą O(n log n) porovnaną (viČ. vlastnosti algoritmov HEAPSORT a QUICKSORT).

• Na utriedenie n prvkov v najhorĺom prąpade je potrebnŸch ˙(n log n) (viČ. rozhodovacie stromy) a staĞą O(n log n) porovnaną (viČ. vlastnosti algoritmu HEAPSORT).

V tejto kapitole sa budeme zaobera§ priemernŸm prąpadom triediacich algoritmov a stanovąme, akŸ poĞet porovnaną je potrebnŸch v priemernom prąpade na utriedenie n prvkov.

De˛nącia 1.7 Striktne binărny strom je strom, v ktorom mă kaŚdŸ vrchol okrem listov prăve dvoch synov.

OznaĞenie: Nech D_T je suma hŊbok listov stromu T . Nech d(m) = min{D_T | T je striktne binărny strom s m listami}

Lema 1.8 Nech T_R je rozhodovacą strom s m listami. Potom D_{TR} ≥ m log m.

6 1 VYHĲADŔVANIE, TRIEDENIE A SŮVISIACE PROBLŘMY

1.3 Algoritmy na dynamickŸch mnoŚinăch

Na dynamickŸch mnoŚinăch (dynamickĆ preto, lebo povoŇujeme aj operăcie, ktorĆ menia tieto mno- Śiny) budeme uvaŚova§ tieto zăkladnĆ operăcie:

MEMBER(a,S) zistą, Ği prvok a patrą do mnoŚiny S,

INSERT(a,S) do mnoŚiny S pridă prvok a,

DELETE(a,S) z mnoŚiny S odstrăni prvok a,

MIN(S) năjde najmenĺą prvok mnoŚiny S,

UNION(S_1,S_2 ) vytvorą zjednotenie mnoŚąn S_1 a S_2 (predpokladăme, Śe mnoŚiny S_1 a S_2 sč disjunktnĆ),

FIND-SET(a) năjde mnoŚinu S, do ktorej patrą a.

MnohĆ praktickĆ problĆmy moŚno redukova§ na podproblĆmy, ktorĆ moŚno abstraktne formulova§ ako postupnos§ uvedenŸch zăkladnŸch operăcią na nejakej dynamickej mnoŚine. Prąklad: Pri lexikălnej analŸze kompilătory Ğasto pouŚąvajč operăcie MEMBER, INSERT; niektorĆ editory umoŚďujč kontrolu preklepov (operăcie MEMBER, INSERT); mnohĆ greedy algoritmy pouŚąvajč operăcie UNION, FIND-SET.

De˛nącia 1.10 Nech σ je koneĞnă postupnos§ zăkladnŸch operăcią na dynamickŸch mnoŚinăch. Ăasovă zloŚitos§ postupnosti σ je mnoŚstvo Ğasu (vyjadrenĆ ako funkcia dŊŚky postupnosti σ), ktorĆ treba na vykonanie inĺtrukcią postupnosti σ.

Poznămka: Postupnos§ σ vykonăvame on-line spŞsobom, t.j. algoritmus sa nemŞŚe "pozrie§" na

j-tu operăciu v σ skŞr, ako vykonă operăcie 1, 2, . . ., j − 1.

1.3.1 Realizăcia slovnąka hashovanąm Od slovnąka poŚadujeme, aby Ğo najefektąvnejĺie dokăzal realizova§ ŇubovoŇnč postupnos§ operăcią skladajčcu sa z operăcią MEMBER, INSERT a DELETE. Pomerne jednoduchŸm rieĺenąm problĆmu je pouŚitie hashovania.

Veta 1.11 Ak hashovacia funkcia h : U → {0, 1, . . ., m − 1} zobrazuje U rovnomerne na mnoŚinu

{0, 1, . . ., m − 1}, potom priemernă zloŚitos§ postupnosti σ dŊŚky n ≤ m je O(n) (predpokladăme, Śe mnoŚina reprezentujčca slovnąk je na zaĞiatku vykonania postupnosti σ prăzdna).

DŞkaz: Vĺetky (vzhŇadom na hashovaciu funkciu) rŞzne vŸpoĞty na n prvkovŸch vstupnŸch postupnostiach a_1 . . . a_n moŚno reprezentova§ čplnŸm m-ărnym stromom vŸĺky n (koreď je zaĞiatok vŸpoĞtu, list koniec vŸpoĞtu). KaŚdej hrane stromu prideŇme cenu takto: Nech w je ŇubovoŇnŸ vrchol hŊbky i (0 ≤ i ≤ n − 1) a nech tomuto vrcholu zodpovedă (vzhŇadom na Ğas§ vŸpoĞtu koreď { vrchol w) stav, kde dŊŚka j-teho zoznamu je l_j (1 ≤ j ≤ m). Potom cena hrany z w do jeho j-teho syna je c_j = l_j + 1. KeČŚe ∑_m j=1 l_j = i, potom m∑ j=1 c_j = i + m

PoĞet vrcholov hŊbky i je m^i (0 ≤ i ≤ n). Z kaŚdĆho vrcholu hŊbky i vychădza smerom k jeho synom m hrăn a suma cien tŸchto hrăn je i + m.

KaŚdă z hrăn vychădzajčca z niektorĆho vrcholu s hŊbkou i (smerom k jeho synom) leŚą na m^{n−i−1} cestăch z koreďa k listom.

Nazvime cenou cesty z koreďa do listu sčĞet cien hrăn leŚiacich na tejto ceste.

8 1 VYHĲADŔVANIE, TRIEDENIE A SŮVISIACE PROBLŘMY

Algoritmus 2

procedure SEARCH(a,v) begin

if kaŚdŸ syn vrcholu v je list then return v else begin

s_i ← i-ty syn vrcholu v

if a ≤ L[v] then return SEARCH(a,s_1) else

if v mă dvoch synov or a ≤ M [v] then return SEARCH(a,s_2) else return SEARCH(a,s_3) end end Pomocou algoritmu 2 teraz Ňahko zrealizujeme procedčru MEMBER. Procedčra zistą, Ği je prvok a v mnoŚine S reprezentovanej 2-3 stromom s koreďom v.

Algoritmus 3

procedure MEMBER(a,v) begin

w ←SEARCH(a,v) l_i ← i-ty syn vrcholu w

if E[l_i] = a pre nejakĆ i then return "ăno" else return "nie" end Lema 1.14 Algoritmus 3 zistą, Ği 2-3 strom T s n listami obsahuje list s hodnotou a v najhorĺom prąpade v Ğase O(log n).

DŞkaz: Lema je dŞsledkom lemy 1.13. 2

Operăcia INSERT. Nech v je koreď 2-3 stromu reprezentujčceho mnoŚinu S. Nech prvok a nepatrą do mnoŚiny S. `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı̀ȷ́ı 3:7

1:3

1 3 `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı̀ȷ́ı `ȷ́ı

5:6 8:9

5 8 7 9 `ȷ́ı^6

obr. 3: 2-3 strom T reprezentujčci mnoŚinu S = {1, 3, 5, 6, 7, 8, 9}

Nech f je vŸsledkom procedčry SEARCH(a,v). Vytvorąme novŸ list s hodnotou a a pripojąme ho ako syna k vrcholu f tak, aby nebolo poruĺenĆ usporiadanie hodnŞt v listoch stromu. MŞŚe nasta§ jedna z nasledujčcich moŚnostą:

1. f mă troch synov. V tomto prąpade sme ząskali 2-3 strom reprezentujčci S ∪ {a}.

10 1 VYHĲADŔVANIE, TRIEDENIE A SŮVISIACE PROBLŘMY

2. f mă dvoch synov l a s. Nech Čalej f mă ŇavĆho brata g (v prąpade pravĆho brata postupujeme obdobne). Potom nastăva jedna z tŸchto moŚnostą:

• g mă troch synov. Potom odpojąme od g jeho najpravejĺieho syna, pripojąme ho ku f ako najŇavejĺieho syna, odstrănime l a skonĞąme.

• g mă dvoch synov. Potom odpojąme s od f a pripojąme s na g ako najpravejĺieho syna.

Potom odstrănime l a pokraĞujeme rekurząvne smerom ku koreďu stromu odstraďovanąm f. `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı̀ȷ́ı 5:7

1:5

1 5 `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı̀ȷ́ı `ȷ́ı

6:7 8:9

6 8 7 9

obr. 6: VŸsledok operăcie DELETE(3,v) pre strom T

Poznămka: V algoritme pre DELETE takisto ako v predchădzajčcich prąpadoch netreba zabudnč§ na aktualizăciu hodnŞt L a M .

Lema 1.16 Algoritmu pre DELETE odstrăni prvok z 2-3 stromu s n listami v Ğase O(log n). Naviac tento algoritmus upravą pŞvodnŸ 2-3 strom na 2-3 strom s n − 1 listami.

DŞkaz: DŞkaz je obdobnŸ ako u lemy 1.15. 2

ImplementaĞnĆ poznămky. Vrcholy 2-3 stromu obvykle implementujeme ako zăznamy s tŸmito atribčtmi: pointer na otca, pointre na synov, hodnoty L, M a E. VstupnŸmi parametrami pre operăcie MEMBER, INSERT a DELETE sč potom hodnota prvku a a pointer ukazujčci na koreď 2-3 stromu T , ktorŸ po ukonĞeną operăcie bude ukazova§ na koreď vŸslednĆho stromu.

Veta 1.17 Ăasovă zloŚitos§ postupnosti σ, ktoră sa skladă z n operăcią typu MEMBER, INSERT, DELETE alebo MIN, je v najhorĺom prąpade O(n log n).

DŞkaz: V priebehu vykonăvania operăcią v σ poĞet listov v prąsluĺnŸch 2-3 stromoch neprekoĞą

n. KeČŚe prvok s najmenĺou hodnotou sa nachădza v najŇavejĺom liste 2-3 stromu, operăciu MIN moŚno vykona§ v najhorĺom prąpade v Ğase O(log n). Ěalej tvrdenie vety vychădza z lemy 1.14, 1.15 a 1.16. 2

1.3.3 UNION/FIND-SET problĆm

Majme mnoŚiny S_i = {i} pre vĺetky i = 1, 2, . . ., n. Ůlohou bude v tomto prąpade zostroji§ algoritmus, ktorŸ by (Ğo najefektąvnejĺie) vykonal ŇubovoŇnč postupnos§ operăcią typu UNION(S_i,S_j ) a FIND-SET(l).

Prąklad: Operăcie UNION/FIND-SET moŚno pouŚi§ naprąklad pri hŇadaną sčvislŸch komponentov grafu. Algoritmus s vyuŚitąm tŸchto operăcią by vyzeral asi takto:

pre kaŚdŸ vrchol v ∈ V vytvor mnoŚinu {v} pre kaŚdč hranu (u, v) ∈ E:

12 1 VYHĲADŔVANIE, TRIEDENIE A SŮVISIACE PROBLŘMY

DŞkaz: PodŇa lemy 1.19 mă kaŚdŸ strom vytvorenŸ poĞas vykonăvania postupnosti σ vŸĺku nanajvŸĺ log_2 m. Preto je moŚnĆ vykona§ kaŚdč operăciu FIND-SET v σ v Ğase O(log m). Operăciu UNION moŚno vykona§ v Ğase O(1). 2

Poznămka: V prąpade, keČ S_i nie sč tvaru S_i = {i}, ale naprąklad S_i obsahujč reălne Ğąsla, textovĆ re§azce apod., moŚno ich prvky zotriedi§ a potom v Ğase O(log n) binărnym vyhŇadăvanąm năjs§ prąsluĺnĆ Ğąslo j (pre procedčru FIND-SET(j)).

1.3.4 ZrŸchlenie algoritmu pre UNION/FIND-SET problĆm Nech j je vrchol stromu T s koreďom l. Modi˛kujeme algoritmus 5 (procedčru FIND-SET(j)) tak, aby kaŚdŸ vrchol vyskytujčci sa na ceste z vrcholu j do koreďa l bol odpojenŸ od svojho otca a napojenŸ priamo na koreď l.

Tčto metćdu nazŸvame metćdou kompresie cesty a mŞŚeme ju realizova§ takto:

Algoritmus 6

procedure FIND-SET(j) begin

if p[j] ≠ j then p[j] ←FIND-SET(p[j]) return p[j] end Modi˛kujme taktieŚ algoritmus 4 (procedčru UNION(l_i,l_j)) tak, aby strom reprezentujčci mno- Śinu S_i ∪ S_j bol vytvorenŸ nie podŇa kritĆria vŸĺok ale podŇa poĞtu vrcholov stromov T_i a T_j^5.

De˛nącia 1.21 Nech F (0) = 1 a nech F (i + 1) = 2^{F (i)} pre i ≥ 0. Potom log^∗ n := min{k|F (k) ≥ n}. Poznămka: log^∗ n je extrĆmne pomaly rastčca funkcia, naprąklad log^∗ n ≤ 5 pre vĺetky n ≤ 2^{65536}.

Veta 1.22 Ăasovă zloŚitos§ n-prvkovej postupnosti σ skladajčcej sa z n operăcią UNION a FIND- SET je v najhorĺom prąpade O(n log^∗ n), ak pouŚijeme modi˛kovanĆ algoritmy UNION a FIND-SET.

CviĞenia CviĞenie 1.10 Majme postupnos§ k zăkladnŸch slovnąkovŸch operăcią, priĞom tieto operăcie pracujč iba s Ğąslami od 1 po n. V takomto prąpade je moŚnĆ udrŚiava§ pole A[1..n] tak, aby A[i] = 1 prăve vtedy, keČ i ∈ S. Toto pole je potrebnĆ na zaĞiatku inicializova§ a tak tento algoritmus mă Ğasovč zloŚitos§ O(n + k). Je moŚnĆ modi˛kova§ tento algoritmus tak, aby jeho Ğasovă zloŚitos§ bola O(k) (tj. odstrăni§ inicializaĞnč făzu)?^6

CviĞenie 1.11 KoŇko existuje 2-3 stromov reprezentujčcich mnoŚinu Ğąsel {1, . . . , 6}?

CviĞenie 1.12 Pokčste sa detailne analyzova§ rieĺenie UNION/FIND-SET problĆmu, ak pri operăcii UNION pouŚąvame kritĆrium poĞtu vrcholov (tak ako v kapitole 1.3.4), ale neskracujeme cesty.

CviĞenie 1.13 Pokčste sa detailne analyzova§ rieĺenie UNION/FIND-SET problĆmu so skracovanąm cesty (ale s pŞvodnou operăciou UNION), ak predpokladăme, Śe najprv vykonăme vĺetky operăcie UNION a potom vĺetky operăcie FIND-SET.

CviĞenie 1.14 Majme N ĺčŇkov dynamitu a postupnos§ operăcią SPOJ(i,j) (spoji§ ĺčŇky i a j zăpalnou ĺnčrou) a ROZPOJ(i,j) (rozpoji§ ĺčŇky i, j, ak sč zăpalnou ĺnčrou spojenĆ). Dynamit moŚno odstreli§, ak medzi kaŚdŸmi dvoma ĺčŇkami vedie cesta po zăpalnŸch ĺnčrach. Năjdite Ğo najefektąvnejĺą algoritmus, ktorŸ zistą, Ği po vykonaną operăcie moŚno dynamit odpăli§, alebo nie.

5h[l_i] a h[l_j] budč teraz obsahova§ namiesto vŸĺok stromov ich poĞty vrcholov 6Hint: Pomocou druhĆho poŇa sa pokčste rozląĺi§ neinicializovanŸ prvok poŇa a inicializovanŸ.

14 2 GRAFOVŘ ALGORITMY

2 GrafovĆ algoritmy

MnoŚstvo praktickŸch problĆmov moŚno sformulova§ v pojmoch tećrie grafov. Z tohto hŇadiska mă tăto Ğas§ tećrie algoritmov mimoriadne veŇkŸ praktickŸ vŸznam. V tejto kapitole rozdiskutujeme niektorĆ zo zăkladnŸch problĆmov, ktorĆ majč rieĺenie v polynomiălnej Ğasovej zloŚitosti (najlacnejĺia kostra, najlacnejĺie cesty).

2.1 Najlacnejĺia kostra grafu

De˛nącia 2.1 Nech G = (V, E) je neorientovanŸ sčvislŸ graf s ohodnotenŸmi hranami, (tj. pre G je dană cenovă funkcia h : E → R; R je mnoŚina reălnych Ğąsel).

1. Kostra grafu G je ŇubovoŇnŸ neorientovanŸ strom (V, T ), T ⊆ E, spăjajčci vĺetky vrcholy z V (t.j. ŇubovoŇnĆ dva vrcholy z V sč spojenĆ cestou v strome (V, T )).

2. Cena kostry je ∑ e∈T h(e). 3. KostrovŸ les pre graf G je ŇubovoŇnă mnoŚina stromov {(V_1, T_1), . . . , (V_k, T_k)}, k ≥ 1 takă, Śe V = ∪^k_{i=1}V_i, V_i ∩ V_j = ∅ pre i ≠ j, v kaŚdom strome (V_i, T_i) sč spojenĆ vĺetky vrcholy z V_i a T_i ⊆ E ∩ (V_i × V_i) pre kaŚdĆ i (kaŚdŸ strom (V_i, T_i) je kostra grafu (V_i, E ∩ (V_i × V_i))).

Lema 2.2 Nech G = (V, E) je sčvislŸ neorientovanŸ graf a nech S = (V, T ) je kostra grafu G. Potom:

1. Pre vĺetky u, w ∈ V je cesta medzi u a w v S jedină.

2. Po pridaną ŇubovoŇnej hrany z E − T do S vznikne jedină kruŚnica.

DŞkaz: Ăas§ 1 vyplŸva z toho, Śe keby boli v S dve cesty medzi u a w, potom by bola v S kruŚnica.

r r r pp w u r r r r r r r r

obr. 7: Ak sč medzi u a w dve cesty, existuje v grafe kruŚnica

Ăas§ 2. KeČŚe S je kostra (t.j strom spăjajčci vĺetky vrcholy), existuje medzi ŇubovoŇnŸmi vrcholmi jedină cesta (pozri Ğas§ 1) a preto po pridaną ŇubovoŇnej hrany z E − T musą vzniknč§ jedină kruŚnica. 2

Lema 2.3 Nech G = (V, E) je sčvislŸ neorientovanŸ graf a h je cenovă funkcia na hranăch E. Nech {(V_1, T_1), . . . , (V_k, T_k)}, k > 1 je kostrovŸ les pre graf G. Nech H = ∪^k_{i=1}T_i. Nech (u, w) je najlacnejĺia hrana z E − H takă, Śe ∃i, 1 ≤ i ≤ k,u ∈ V_i a w /∈ V_i. Potom existuje kostra grafu G obsahujčca vĺetky hrany z H ∪ {(u, w)}, ktorej cena nie je vĎĞĺia neŚ cena najlacnejĺej kostry grafu G obsahujčcej vĺetky hrany z H.

DŞkaz: Nech S = (V, T ) je ŇubovoŇnă najlacnejĺia kostra grafu G obsahujčca hrany z H. Ak T obsahuje hranu (u, w), potom lema 2.3 platą.

Nech teda (u, w) /∈ T . Z lemy 2.2 Ğas§ 2 vyplŸva, Śe pridanie hrany (u, w) do T vytvorą jedinč kruŚnicu (pozri obr. 8). Tăto kruŚnica musą obsahova§ nejakč hranu (u^′, w^′) takč, Śe u^′ ∈ V_i a w^′ /∈ V_i. PodŇa predpokladu h(u, w) ≤ h(u^′, w^′), lebo (u^′, w^′) /∈ ∪^k_{i=1}T_i = H.

Nech S^′ = (V, T^′), kde T^′ = (T ∪ {(u, w)}) − {(u^′, w^′)}. S^′ nemă kruŚnicu, lebo jedină kruŚnica bola preruĺenă odstrănenąm hrany (u^′, w^′). Naviac, vĺetky vrcholy vo V sč v grafe S^′ spojenĆ, lebo existuje cesta medzi u^′ a w^′ v S^′ (cesta medzi vrcholmi x a y, ktoră v S viedla cez hranu (u^′, w^′),

16 2 GRAFOVŘ ALGORITMY

DŞkaz:

Sprăvnos§ programu. Indukciou na poĞet vykonanŸch cyklov v riadkoch (5) aŚ (8) (t.j. na poĞet hrăn pridanŸch do T ) moŚno dokăza§, Śe po vykonaną l cyklov (l = 0, 1, 2, . . ., |V | − 2) sč splnenĆ predpoklady lemy 2.3 (pre k = |V | − l; kaŚdă z mnoŚąn V_i je niektoră mnoŚina FIND-SET(v) pre v ∈ V ). Vykonanie jednĆho cyklu totiŚ spŞsobą (volanąm procedčry UNION) nahradenie mnoŚąn V_i a V_j mnoŚinou V_i ∪ V_j prăve vtedy, keČ hrana (u, w), pre ktorč platą V_i = FIND-SET(u) ≠ FIND-SET(w) = V_j spăja stromy (V_i, T_i) a (V_j , T_j). Teda novŸ kostrovŸ les (pre lemu 2.3) moŚno dosta§ z kostrovĆho lesa {(V_1, T_1), . . . , (V_k, T_k)} nahradenąm stromov (V_i, T_i) a (V_j , T_j) stromom (V_i ∪ V_j, T_i ∪ T_j ∪ {(u, w)}). Preto z lemy 2.3 vyplŸva, Śe algoritmus năjde najlacnejĺiu kostru grafu G. Ăasovă zloŚitos§. Inicializăcia v riadkoch (1) a (2) potrebuje Ğas O(|V |) a triedenie v riadku (3) potrebuje Ğas O(|E| log |E|). V riadkoch (5) aŚ (8) sa vyskytne najviac O(|E|) operăcią FIND-SET a prăve |V | − 1 operăcią UNION, ktorŸch vykonanie vyŚaduje Ğas najviac O(|V | + |E| log |V |) (pozri vetu 1.20). Algoritmus vykonă prąkaz v riadku (7) prăve (|V | − 1)krăt, priĞom vykonanie jednĆho prąkazu potrebuje Ğas O(1). Teda celkovă zloŚitos§ algoritmu je v najhorĺom prąpade O(|E| log |E|), lebo |V | − 1 ≤ |E| pre sčvislĆ grafy. 2

Poznămka: Existuje inŸ algoritmus pre najlacnejĺiu kostru grafu so zloŚitos§ou O(|E|+|V | log |V |), ktorŸ je vŸhodnŸ pre hustĆ grafy (t.j. grafy s veŇkŸm poĞtom hrăn).

CviĞenia

CviĞenie 2.1 Nech je danŸ graf G = (V, E), V = {1, 2, . . ., n} a cenovă funkcia h takă, Śe h(u, v) = { cena hrany (u, v), ak (u, v) ∈ E, ∞ inak.

Nech h(u, v) > 0 pre vĺetky u, v ∈ V . UvaŚujme nasledovnŸ algoritmus:

begin q ← 0 S ← {v_0} D[v_0] ← 0 pre kaŚdŸ vrchol v ∈ V \ {v_0}: D[v] ← h(v_0, v) while S ≠ V do begin

vyber w ∈ V \ S takŸ, Śe hodnota D[w] je minimălna S ← S ∪ {w} q ← q + D[w] pre kaŚdŸ v ∈ V \ S: D[v] ← min{D[v], h(w, v)} end return q end DokăŚte, Śe tento algoritmus poĞąta cenu najlacnejĺej kostry grafu G^7.

CviĞenie 2.2 Odhadnite Ğasovč zloŚitos§ algoritmu z cviĞenia 2.1 a porovnajte ju s Ğasovou zloŚitos§ou algoritmu 7. Kedy je vŸhodnejĺie pouŚi§ algoritmus z cviĞenia 2.1 a kedy algoritmus 7?

CviĞenie 2.3 V cviĞeną 2.1 sme predpokladali, Śe vĺetky hrany majč kladnĆ ohodnotenia. Je moŚnĆ tento algoritmus pouŚi§ aj pre hrany, ktorĆ majč zăpornĆ ohodnotenia? Ak nie, je moŚnĆ ho upravi§ tak, aby sa dal pouŚi§?

7Vĺimnite si năpadnč podobnos§ s algoritmom 8

18 2 GRAFOVŘ ALGORITMY

2. Ak v ∈ V \ S, potom D[v] je cena najlacnejĺej cesty z v_0 do v spomedzi ciest, ktorĆ celĆ s vŸnimkou vrcholu v leŚia v S.

Platnos§ invariantu dokăŚeme indukciou vzhŇadom na |S|.

Pre |S| = 1 (tj. pri prvom prechode) mă najlacnejĺia cesta z v_0 do v_0 cenu 0 a cesta z v_0 do v celă s vŸnimkou vrcholu v leŚiaca v mnoŚine S pozostăva z hrany (v_0, v).

Nech Čalej invariant platą pre |S| = k. Nech w ∈ V \ S je vrchol, ktorŸ vyberieme na zăklade podmienky v riadku (5). Najprv sporom ukăŚeme, Śe D[w] je cena najlacnejĺej cesty z v_0 do w.

Nech teda existuje cesta P z v_0 do w, kde |P | < D[w]. PodŇa indukĞnĆho predpokladu je D[w] cena najlacnejĺej cesty z v_0 do w spomedzi takŸch ciest, ktorĆ celĆ okrem vrcholu w leŚia v S. Preto musą na ceste P existova§ vrchol (rŞzny od w), ktorŸ nepatrą do S. Nech v je prvŸ takŸto vrchol. OznaĞme Q čsek cesty P od v_0 po v. S vŸnimkou vrcholu v leŚia vĺetky vrcholy cesty Q v mnoŚine S. Potom ale podŇa indukĞnĆho predpokladu musą plati§ D[v] ≤ |Q|. SčĞasne, keČŚe ceny hrăn sč nezăpornĆ, platą |Q| ≤ |P | < D[w] a teda D[v] < D[w], Ğo je v spore s podmienkou vŸberu vrcholu w v riadku (5). Preto D[w] musą by§ cena najlacnejĺej cesty z v_0 do w.

Teda tvrdenie 1 zostăva v platnosti aj po pridaną vrcholu w do S. Z riadkov (7) a (8) vyplŸva, Śe aj tvrdenie 2 zostane v platnosti aj po pridaną w do S.

V kaŚdom kroku cyklu pridăme do mnoŚiny S prăve jeden vrchol a teda po koneĞnom poĞte krokov cyklus skonĞą. Sprăvnos§ algoritmu 8 vychădza priamo z platnosti invariantu po skonĞeną cyklu. 2

Poznămka: Algoritmus pre rieĺenie problĆmu 2 mŞŚeme pouŚi§ aj pre rieĺenie problĆmu 1. Navyĺe nie je znămy asymptoticky rŸchlejĺą algoritmu pre rieĺenie problĆmu 1.

Poznămka: Je znămy algoritmus pre rieĺenie problĆmu 2 so zloŚitos§ou O(|V |.|E|), priĞom neuva- Śujeme obmedzenie ohodnoteną hrăn na nezăpornĆ Ğąsla. Algoritmus zistą

• Ği existuje v grafe cyklus zăpornej ceny dosiahnuteŇnŸ z vrcholu v_0,

• ak takŸ cyklus neexistuje, potom pre kaŚdŸ vrchol v vypoĞąta cenu najlacnejĺej cesty z v_0 do v. Poznămka: Algoritmus 8 moŚno upravi§ tak, aby bolo moŚnĆ năjs§ najlacnejĺie cesty. Pre kaŚdŸ vrchol v si budeme v P [v] pamĎta§ Ğąslo vrcholu, ktorŸ mu predchădza na doteraz năjdenej najlacnejĺej ceste^8 . Po skonĞeną algoritmu bude teda najlacnejĺou cestou z v_0 do v cesta (v_0, . . . , P [P [v]], P [v], v).

Na zaĞiatku je potrebnĆ poloŚi§ pre kaŚdĆ v P [v] = v_0. Ak modi˛kujeme D[v] v riadku (8) algoritmu 8, je potrebnĆ modi˛kova§ prąsluĺnŸm spŞsobom aj pole P , tj. riadok (8) nahradąme takto:

if D[w] + h(w, v) < D[v] then begin D[v] ← D[w] + h(w, v) P [v] ← w end 2.2.2 Floyd{Warshallow algoritmus

V tejto Ğasti uvedieme algoritmus, ktorŸ rieĺi problĆm 3 v Ğase O(|V |^3).

Je danŸ orientovanŸ graf G = (V, E) s cenami hrăn z R, priĞom sa v ďom nenachădza cyklus zăpornej ceny. Nech je graf G reprezentovanŸ incidenĞnou maticou W = (w_{ij}), priĞom ak (i, j) ∈ E, potom w_{ij} je cena hrany (i, j), ak (i, j) /∈ E tak w_{ij} = ∞ a Čalej w_{ii} = 0 pre kaŚdĆ i.

VŸstupom algoritmu bude matica C^{(n)} = (c^{(n)}_{ij} ), kde c^{(n)}_{ij} je cena najlacnejĺej cesty z vrcholu i do vrcholu j.

8Je dobrĆ si uvedomi§, Śe ak najlacnejĺia cesta z vrcholu v0 do v prechădza vrcholom w, potom Ğas§ tejto cesty z v0 do w je najlacnejĺou cestou z v0 do w.

20 CviĞenie 2.8 UvaŚujme ohodnotenie hrăn grafu G takĆ, Śe platą ak (u, v) ∈ E potom 0 ≤ h(u, v) ≤ 1. Pri takomto ohodnoteną spoŇahlivos§ cesty v grafe G je sčĞin ohodnoteną jednotlivŸch hrăn na tejto ceste. Napąĺte algoritmy, ktorĆ năjdu najspoŇahlivejĺie cesty v grafe z vrcholu v_0 do vĺetkŸch ostatnŸch vrcholov, resp. z kaŚdĆho do kaŚdĆho vrcholu grafu G.^9

CviĞenie 2.9 Podobne ako v predchădzajčcom cviĞeną năjdite algoritmy pre tzv. najĺirĺiu cestu. Żąrka cesty je maximum ohodnoteną hrăn na tejto ceste.

CviĞenie 2.10 DanŸch je N letąsk svojimi sčradnicami, Čalej je danŸ dolet lietadla t (po preleteną vzdialenosti t musą lietadlo nutne pristă§ na niektorom letisku). Ěalej sč danĆ dve letiskă s a t. Medzi kaŚdŸmi dvoma letiskami, ktorŸch vzdialenos§ je nanajvŸĺ rovnă doletu lietadla, lietadlo letą po priamke. Napąĺte algoritmus, ktorŸ năjde trasu pre lietadlo:

a) s najmenĺąm poĞtom medzipristătą,

b) s najmenĺou celkovou vzdialenos§ou.

CviĞenie 2.11 DanŸch je N miest. Medzi tŸmito mestami premăva M autobusov. Autobusy premăvajč vŚdy iba priamo z jednĆho mesta do niektorĆho inĆho mesta. U kaŚdĆho autobusu vieme: z ktorĆho mesta vychădza, Ğas odchodu, do ktorĆho mesta prichădza, Ğas prąchodu. Cesta Śiadneho autobusu netrvă viac ako 24 hodąn.

Napąĺte algoritmus, ktorŸ pre zadanŸ rozpis autobusov zistą, ako sa najrŸchlejĺie moŚno dosta§ zo zadanĆho mesta s do inĆho zadanĆho mesta t (nezabudnite na Ğakacie doby na spoje).

CviĞenie 2.12 Na sądlisku Ăąselnąkovo je N kriŚovatiek oĞąslovanŸch od 1 po N . KriŚovatky sč pospăjanĆ ulicami rŞznej dŊŚky (pod ulicou rozumieme čsek cesty nepreruĺenŸ kriŚovatkou). Popri kaŚdej ulici stoja smetiaky. Smetiari, ktorą majč depo na kriŚovatke 1, majč k dispozącii jedinĆ smetiarske auto, ktorŸm kaŚdŸ deď musia vyprăzdni§ vĺetky smetiaky v Ăąselnąkove.

Năjdite algoritmus, ktorŸ urĞą najkratĺiu moŚnč trasu smetiarskeho auta v Ăąselnąkove, priĞom auto vychădza z kriŚovatky Ğąslo 1, prejde vĺetky ulice a vrăti sa spĎ§ na kriŚovatku Ğąslo 1.

2.3 Ěalĺia literatčra

[AHU76] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D: The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley 1976

[CLR90] Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L.: Introduction to Algorithms, MIT Press and McGraw-Hill, 1990

[KUĂ83] KuĞera L.: KombinatorickĆ algoritmy, SNTL Praha 1983

[PLE83] Plesnąk J.: GrafovĆ algoritmy, VEDA 1983

9PouvaŚujte nad vlastnos§ami logaritmu.

22 3 ALGORITMY NA MATICIACH

Veta 3.2 (Strassen) Na vynăsobenie dvoch matąc typu n×n staĞą O(n^{log2 7}) aritmetickŸch operăcią.

DŞkaz: Nech A a B sč dve matice typu n × n, nech n = 2^k. RozdeŇme kaŚdč z matąc A a B na ĺtyri podmatice typu^n_2 ×^n_2 . Teda AB = ( A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ) ( B_{11} B_{12} B_{21} B_{22} ) = ( C_{11} C_{12} C_{21} C_{22} )

PodŇa lemy 3.1 moŚno vĺetky podmatice C_{ij} vypoĞąta§ pomocou 7 sčĞinov a 18 sčĞtov/rozdielov matąc typu^n_2 ×^n_2 . Rekurząvnym aplikovanąm tohoto algoritmu moŚno vypoĞąta§ sčĞin dvoch matąc typu n × n s pouŚitąm T (n) jednoduchŸch aritmetickŸch operăcią, kde T (n) ≤ 7T ( n 2 ) + 18 (n 2 )_2 , pre n ≥ 2. Preto T (n) = O(7^{log2 n}) = O(n^{log2 7}).

Ak n nie je mocnina Ğąsla 2, potom doplďme obe matice A a B nulami tak, aby boli typu 2^k × 2^k, kde n < 2^k ≤ 2n. CelkovŸ poĞet operăcią postaĞujčci na vykonanie algoritmu popąsanĆho vyĺĺie na takto rozĺąrenŸch maticiach bude O((2^k)^{log2 7}) = O((2n)^{log2 7}) = O(n^{log2 7}). 2

Poznămka: Strassenova metćda năsobenia matąc je pre malĆ (n ≤ 45) alebo riedke matice nepraktickă. Vieme sące tčto metćdu implementova§ tak, Śe Ğas potrebnŸ na năsobenie dvoch matąc typu n × n je nanajvŸĺ cn^{log2 7} ≈ cn^{2.81}, ale c je znaĞne veŇkă konĺtanta. Pre riedke matice existuje ĺpeciălny algoritmus lepĺą neŚ Strassenov.

Poznămka: Existujč asymptoticky rŸchlejĺie ale znaĞne komplikovanejĺie algoritmy neŚ Strassenov. V roku 1990 mal najrŸchlejĺą algoritmus Ğasovč zloŚitos§ O(n^{2.376}). Najlepĺą ząskanŸ dolnŸ odhad zloŚitosti năsobenia matąc je ˙(n^2).

3.1.1 Năsobenie booleovskŸch matąc

De˛nącia 3.3 Nech A = (a_{ij} ), B = (b_{ij}) sč booleovskĆ matice typu n × n. BooleovskŸ sčĞin matąc

A a B je booleovskă matica C = (c_{ij}) typu n × n, kde

c_{ij} = n⋁ k=1 a_{ik} ∧ b_{kj}.

V nasledujčcom texte opąĺeme algoritmus pre booleovskĆ năsobenie matąc.

Algoritmus 10

1. StrassenovŸm algoritmom (pozri vetu 3.2) vypoĞątame celoĞąselnŸ sčĞin matąc A a B. VŸslednč maticu oznaĞme C^′ = (c^′_{ij} )

2. KeČŚe a_{ik} ∧ b_{kj} = 0 ⇔ a_{ik}b_{kj} = 0, tak c_{ij} = 0 ⇔ c^′_{ij} = 0. Preto pre vŸslednč booleovskč maticu bude plati§ c_{ij} = { 0 , ak c^′_{ij} = 0, 1 inak

Poznămka: Strassenov algoritmus nemoŚno pouŚi§ priamo na vŸpoĞet booleovskĆho sčĞinu matąc, keČŚe pre booleovskĆ matice nie je de˛novanŸ rozdiel matąc (resp. opaĞnă matica), ale tieto sa v Strassenovom algoritme pouŚąvajč (pozri dŞkaz vety 3.2).

24

2. Năjdeme LUP dekompoząciu matice A v Ğase O(M (n)) (viČ. 1). Potom vyrieĺime systĆm rovnąc Ly = b a nakoniec vyrieĺime systĆm rovnąc U P x = y. Oba tieto systĆmy moŚno rieĺi§ spĎtnou substitčciou v Ğase O(n^2). Teda celkovŸ Ğas potrebnŸ na vyrieĺenie systĆmu Ax = b je O(M (n)) + O(n^2) = O(M (n)), lebo M (n) ≥ 2^{2+ε}M (n/2) ≥ 2^{2 log2 n}M (1) = n^2M (1).

3. Tvrdenie vyplŸva z 1 a z toho, Śe A^{−1}=(LU P )^{−1}=P^{−1}U^{−1}L^{−1} (matice P^{−1}, U^{−1} a L^{−1} moŚno vypoĞąta§ v Ğase O(n^2)).

4. Tvrdenie vyplŸva z 1 a z toho, Śe det(A)=det(LU P )=det(L) det(U ) det(P ) (det(P ) = ±1, priĞom znamienko moŚno zisti§ v Ğase O(n^2) podŇa parity permutăcie, det(L) = 1 a det(U ) je sčĞin prvkov na diagonăle, ktorŸ vieme vypoĞąta§ v Ğase O(n)). 2 DŞsledok 3.8 Tvrdenia vety 3.7 platia pre nejakŸ Ğas M (n) ≤ cn^{2.81}.

DŞkaz: Z dŞkazu vety 3.2 vyplŸva Śe Ğas potrebnŸ na vŸpoĞet sčĞinu dvoch matąc typu n × n (oznaĞme ho M (n)) Strassenovou metćdou nie je menĺą, neŚ Ğas potrebnŸ na vŸpoĞet 7 sčĞinov (nejakŸch) dvoch matąc typu^n_2 ×^n_2 . Teda M (n) ≥ 7M (^n_2 ) = 2^{2+ε}M (^n_2 ) pre ε = log_2 7 − 2 > 0. 2

CviĞenia CviĞenie 3.6 Năjdite algoritmus pre LUP dekompoząciu s Ğasovou zloŚitos§ou O(n^3).

CviĞenie 3.7 MŞŚe ma§ singulărna matica LUP dekompoząciu?

3.3 Ěalĺia literatčra

[AHU76] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D: The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley 1976

[CLR90] Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L.: Introduction to Algorithms, MIT Press and McGraw-Hill, 1990

[MŃK85] Mąka S.: NumerickĆ metody algebry, SNTL 1985

26 4 METŢDY TVORBY EFEKTŃVNYCH ALGORITMOV

4.2 VoŇba vhodnej ĺtruktčry čdajov

AbstraktnŸ dătovŸ typ je abstrakcia nad dătovŸmi ĺtruktčrami, kde neuvaŚujeme skutoĞnĆ uloŚenie dăt, ale iba to, akĆ operăcie sa budč na ĺtruktčre vykonăva§.

Prąklad: Slovnąk je abstraktnŸ dătovŸ typ, u ktorĆho povaŚujeme operăcie MEMBER, INSERT, DELETE.

Pri tvorbe algoritmu musąme rozhodnč§, akŸmi dătovŸmi ĺtruktčrami budeme realizova§ jednotlivĆ abstraktnĆ dătovĆ typy potrebnĆ v algoritme. Pri tom musąme bra§ ohŇad na to, aby najpouŚąvanejĺie operăcie boli realizovanĆ Ğo najefektąvnejĺie. Prąklad: Realizăcia slovnąka:

Implementăcia MEMBER INSERT DELETE Pole O(n) O(1) O(n) UtriedenĆ pole O(log n) O(n) O(n) 2-3 stromy O(log n) O(log n) O(log n)

Prąklad: Prioritnă fronta je abstraktnŸ dătovŸ typ, od ktorĆho poŚadujeme operăcie INSERT, MIN, DELETE MIN.

Implementăcia INSERT MIN DELETE MIN Pole O(1) O(n) O(n) UtriedenĆ pole O(n) O(1) O(1) Halda O(log n) O(1) O(log n) 2-3 stromy O(log n) O(log n) O(log n)

CviĞenia CviĞenie 4.4 UkăŚte, ako moŚno miernou modi˛kăciou 2-3 stromu dosiahnu§ realizăciu prioritnej fronty, v ktorej sa dă operăcia MIN vykona§ v Ğase O(1) a aby Ğasovă zloŚitos§ ostatnŸch operăcią zostala zachovană.

CviĞenie 4.5 Na obrăzku je pohŇad na sądlisko spredu. JednotlivĆ domy sa na obrăzku javia ako obdŊŚniky, priĞom poznăme ich vŸĺku a x-ovč sčradnicu ŇavĆho a pravĆho okraja. Spodnč stranu majč vĺetky obdŊŚniky na tej istej priamke. Zostrojte algoritmus, ktorŸ urĞą postupnos§ čseĞiek tvoriacich "hornŸ" obrys sądliska (siluetu). PouŚite modi˛kăciu prioritnej fronty, ktoră umoŚďuje efektąvnu realizăciu operăcie DELETE.

CviĞenie 4.6 Dană postupnos§ slov z {0, 1}^+. JednotlivĆ slovă sč na vstupe oddelenĆ medzerami. Ůlohou je zisti§, ktorĆ slovo sa vyskytuje v postupnosti najviac krăt. Pokčste sa năjs§ algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou O(n), kde n je sčĞet dŊŚok vĺetkŸch slov.

4.3 Princąp vyvăŚenosti

Pri năvrhu algoritmov sa Ğasto stretneme s prąpadmi, keČ sa vŸpoĞet rozdeŇuje na niekoŇko podčloh, alebo sa nejakă dătovă ĺtruktčra rozdeŇuje na menĺie podĺtruktčry. Efektąvnos§ takŸchto algoritmov moŚno Ğasto zvŸĺi§ tŸm, Śe sa snaŚąme, aby medzi jednotlivŸmi podobjektami (Ği uŚ podvŸpoĞtami alebo podĺtruktčrami) bola istă vyvăŚenos§.

Prąklad: Algoritmus QUICKSORT, ktorŸ vyberă pivotnŸ prvok năhodne, mă v priemernom prąpade Ğasovč zloŚitos§ O(n log n). V najhorĺom prąpade (keČ za pivotnŸ prvok vyberieme vŚdy minimum) vĺak tento algoritmu mă Ğasovč zloŚitos§ O(n^2). Ak vĺak za pivotnŸ prvok voląme naprąklad mediăn (viČ. strana 2), Ğąm zaistąme, Śe pole sa rozdelą na dve rovnakĆ Ğasti (s rozdielom nanajvŸĺ jeden prvok), dostăvame aj v najhorĺom prąpade Ğasovč zloŚitos§ O(n log n).

Prąklad: VŸĺka binărneho prehŇadăvacieho stromu je v priemernom prąpade log n a vyhŇadăvanie v takomto strome mă teda Ğasovč zloŚitos§ O(log n). V najhorĺom prąpade vĺak vŸĺka takĆhoto stromu mŞŚu by§ aŚ n a teda Ğasovă zloŚitos§ vyhŇadanie prvku v najhorĺom prąpade je O(n).

28 4 METŢDY TVORBY EFEKTŃVNYCH ALGORITMOV

u ← (a + b)(c + d) v ← ac w ← bd z ← v2^n + (u − v − w)2^{n/2} + w

ĂitateŇ Ňahko ukăŚe na zăklade predchădzajčcej čvahy, Śe dve n-bitovĆ Ğąsla moŚno vynăsobi§ v Ğase T (n), kde T (n) = 3T (n/2) + tn pre nejakĆ t ≥ 0 a kaŚdĆ n, ktorĆ je mocninou dvojky (pozor, a + b a c + d mŞŚu by§ (^n_2 + 1)-bitovĆ Ğąsla). PodŇa vety 4.1 teda T (n) = O(n^{log2 3}) = O(n^{1.59}).

Prąklad: Metćdu RozdeŇuj a panuj vyuŚąvame aj pri konĺtrukcii tŸchto algoritmov: Strassenovo năsobenie matąc (pozri strana 22), hŇadanie k-teho najmenĺieho prvku (pozri strana 2), quicksort, binărne vyhŇadăvanie.

Poznămka: Bez dŞkazu uveČme eĺte jedno tvrdenie, ktorĆ je o nieĞo vĺeobecnejĺie, ako tvrdenie 4.1.

Veta 4.2 Nech a ≥ 1, b > 1 sč konĺtanty, nech f je funkcia a nech T (n) je de˛novană rekurentne ako nezăpornă funkcia T (n) = aT (n/b) + f(n). Potom T (n) mŞŚe by§ asymptoticky ohraniĞenă takto:

• ak f(n) = O(n^{logb a−ε}) pre nejakĆ ε > 0, potom T (n) = ^(n^{logb a}),

• ak f(n) = ^(n^{logb a}), potom T (n) = ^(n^{logb a} log n),

• ak f(n) = ˙(n^{logb a+ε}) pre nejakĆ ε > 0 a ak af(n/b) ≤ cf(n) pre nejakĆ 0 < c < 1 a pre vĺetky dostatoĞne veŇkĆ n, potom T (n) = ^(f(n)).

CviĞenia CviĞenie 4.7 Năjdite algoritmus na năjdenie konvexnĆho obalu mnoŚiny bodov metćdou "RozdeŇuj a panuj" s Ğasovou zloŚitos§ou O(n log n)^{10}.

CviĞenie 4.8 Rieĺte cviĞenie 4.5 metćdou "RozdeŇuj a panuj".

CviĞenie 4.9 Je dană postupnos§ (kladnŸch aj zăpornŸch) Ğąsel a_1 . . . a_n. Napąĺte program, ktorŸ năjde sčvislč podpostupnos§ tejto postupnosti s najvĎĞĺąm moŚnŸm sčĞtom (metćdou "RozdeŇuj a panuj" v Ğase O(n log n)).

CviĞenie 4.10 Pokčste sa năjs§ lineărny algoritmus pre rieĺenie člohy z predchădzajčceho cviĞenia.

CviĞenie 4.11 V rovine je danŸch n bodov. Năjdite algoritmus, ktorŸ năjde medzi nimi dvojicu bodov s najmenĺou vzdialenos§ou (Ğasovă zloŚitos§ O(n log n)).

4.5 DynamickĆ programovanie

DynamickĆ programovanie, podobne ako metćda "RozdeŇuj a panuj", zostroją rieĺenie problĆmu pomocou rieĺeną podproblĆmov. Na rozdiel od "RozdeŇuj a panuj" metćda dynamickĆho programovania rieĺi problĆm "zdola-nahor" (bottom-up) a to tak, Śe postupuje od menĺąch podproblĆmov k vĎĞĺąm. MedzivŸsledky zapisujeme do tabuŇky, Ğąm moŚno zabezpeĞi§, Śe kaŚdŸ podproblĆm je rieĺenŸ prăve raz. V niektorŸch aplikăciăch inŸch metćd ("RozdeŇuj a panuj" alebo backtracking) mŞŚe totiŚ dochădza§ k viacnăsobnĆmu rieĺeniu niektorŸch podproblĆmov, Ğo zaprąĞiną spravidla horĺiu Ğasovč zloŚitos§.

Poznămka: DynamickĆ programovanie nemusą vies§ k efektąvnemu algoritmu, ak nepotrebujeme pre vŸpoĞet celkovĆho problĆmu pozna§ rieĺenia vĺetkŸch podproblĆmov.

Prąklad: Floyd-Warshallow algoritmus (pozri stranu 19), rieĺenie problĆmu năsobenia re§azca matąc, 0-1 knapsack problĆmu (viČ. niŚĺie).

10Hint: utrieČte body podŇa x-ovej sčradnice a rozdeŇte člohu tak, aby ste dostali dva menĺie disjunktnĆ konvexnĆ obaly.

30 4 METŢDY TVORBY EFEKTŃVNYCH ALGORITMOV

Lema 4.3 Nech T (m) je Ğas vŸpoĞtu procedčry RP(i,j) pre m = j − i + 1. Platą T (m) ≥ 2^{m−1}.

DŞkaz: Matematickou indukciou. Pre m = 1 platą T (1) ≥ 1. Nech platą T (l) ≥ 2^{l−1} pre l < m.

T (m) = T (j − i + 1) ≥ j−1∑ k=i (T (k − i + 1) + T (j − k)) = m−1∑ l=1 (T (l) + T (m − l)) =

= 2 m−1∑ l=1 T (l) ≥ 2 m−1∑ l=1 2^{l−1} = 2(2^{m−1} − 1) ≥ 2^{m−1} 2 Z neefektąvnej procedčry RP s Ğasovou zloŚitos§ou ˙(2^n) moŚno Ňahko vyrobi§ efektąvnu procedčru RPM tak, Śe si budeme pamĎta§, Ği uŚ boli jednotlivĆ podproblĆmy vyrieĺenĆ alebo nie (aby nedochădzalo k ich viacnăsobnĆmu rieĺeniu).

Algoritmus 13

procedure RPM(i,j) begin

if procedčra RPM eĺte nebola volană s parametrami i a j then begin

if i = j then m[i, j] ← 0 else m[i, j] ← min_{i≤k<j}{RPM(i, k) + RPM(k + 1, j) + r_{i−1}r_kr_j} end return m[i, j] end Lema 4.4 Procedčra RPM(1,n) vypoĞąta hodnoty tabuŇky m[1 . . . n, 1 . . .n] v Ğase O(n^3).

DŞkaz: Nazvime lacnŸm volanąm procedčry RPM(i, j) takĆ volanie, Śe prąsluĺnč hodnotu uŚ nemusąme poĞąta§ (tj. procedčra RPM uŚ bola volană aspoď raz s tŸmito parametrami). Inak je volanie procedčry drahĆ.

Pre vŸpoĞet RPM(1,n) platą:

• Pre kaŚdč dvojicu i, j (1 ≤ i ≤ j ≤ n) sa vyskytne prăve jedno drahĆ volanie RPM(i, j), priĞom ak nepoĞątame Ğas potrebnŸ na vykonanie Čalĺąch (rekurząvnych) volaną RPM, potrebuje takĆto volanie Ğas O(n).

• CelkovŸ poĞet lacnŸch volaną je O(n^3), lacnĆ volanie je totiŚ vŚdy vyvolanĆ nejakŸm drahŸm volanąm a kaŚdĆ drahĆ volanie vyvolăva najviac 2n − 2 volaną (lacnŸch aj drahŸch). KaŚdĆ lacnĆ volanie vyŚaduje Ğas O(1).

Teda celkovŸ Ğas potrebnŸ na vĺetky volania je O(n^3). 2

Ukăzali sme si dva spŞsoby ako efektąvne rieĺi§ problĆm năsobenia re§azca matąc: pomocou dynamickĆho programovania a pomocou metćdy rozdeŇuj a panuj so zapamĎtanąm medzivŸsledkov. Obidva algoritmy majč zloŚitos§ O(n^3). PouŚitie metćdy rozdeŇuj a panuj zavădza do rieĺenia rekurziu, preto mă rieĺenie pomocou dynamickĆho programovania urĞitĆ vŸhody.

4.5.2 0-1 knapsack problĆm DanŸch n objektov s văhami w_1, w_2, . . . , w_n (kde w_i sč prirodzenĆ Ğąsla), cenami v_1, v_2, . . . , v_n a Čalej je danĆ prirodzenĆ Ğąslo W . Ůlohou je vybra§ niektorĆ z objektov tak, aby celkovă cena vybranŸch objektov bola najvĎĞĺia a zăroveď aby ich celkovă văha neprekroĞila hodnotu W , tj. năjs§ Ğąslo max S⊆{1,2,...,n} { ∑ i∈S v_i| ∑ i∈S w_i ≤ W }.

32 CviĞenia CviĞenie 4.16 Năjdite algoritmus, ktorŸ urĞą vyplatenie sumy na najmenĺą moŚnŸ poĞet platidiel v sčstave slovenskŸch platidiel. MoŚno pouŚi§ greedy algoritmus?

CviĞenie 4.17 Je moŚnĆ predchădzajčce cviĞenie rieĺi§ greedy algoritmom v kaŚdom systĆme platidiel? Ak ăno, dokăŚte, ak nie, năjdite kontraprąklad.

CviĞenie 4.18 Măme k dispozącii tlaĞiareď, ktoră si vie v pamĎta§ tvary k znakov. Pomocou operăcie Download(i, x) je moŚnĆ na i-tu poząciu v pamĎti tlaĞiarne (1 ≤ i ≤ k) zapąsa§ tvar znaku x. TlaĞiareď mŞŚe tlaĞi§ len tie znaky, ktorĆ mă uloŚenĆ v pamĎti, priĞom na zaĞiatku tlaĞenia je pamĎ§ tlaĞiarne prăzdna. DanŸ je text, ktorŸ je potrebnĆ na tlaĞiarni vytlaĞi§. Năjdite spŞsob, ako to spravi§ pouŚitąm najmenĺieho moŚnĆho poĞtu operăcią Download. DokăŚte sprăvnos§ văĺho algoritmu.

CviĞenie 4.19 UrĞite podmienku pouŚiteŇnosti greedy algoritmu na vyplăcanie peďazą v systĆme s troma druhmi platidiel.

4.7 Ěalĺia literatčra

[AHU76] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D: The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley 1976

[BE192] Bentley J.: Perly programovania, Alfa Bratislava 1992

[BE288] Bentley J.: More Programming Pearls, Confessions of a Coder, Addison-Wesley 1988

[CLR90] Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L.: Introduction to Algorithms, MIT Press and McGraw-Hill, 1990

[PRE85] Preparata F. P., Shamos M. I.: Computational Geometry (an Introduction), Springer Verlag 1985

[SED88] Sedgewick R.: Algorithms, Addison-Wesley 1988

34 5 NP-ŮPLNOSĘ

De˛nącia 5.1 Trieda P je mnoŚina jazykov L takŸch, pre ktorĆ existuje polynćm p(n) a k-păskovŸ deterministickŸ Turingov stroj M s Ğasovou zloŚitos§ou p(n), ktorŸ akceptuje jazyk L.

Trieda NP je mnoŚina jazykov L takŸch, pre ktorĆ existuje polynćm p(n) a k-păskovŸ nedeterministickŸ Turingov stroj M s Ğasovou zloŚitos§ou p(n), ktorŸ akceptuje jazyk L.

De˛nącia 5.2 Jazyk L ⊆ ˚^∗ je polynomiălne transformovateŇnŸ na jazyk L_0 ⊆ ˚^∗_0, ak existuje jednopăskovŸ deterministickŸ Turingov stroj M s polynomiălnou Ğasovou zloŚitos§ou p(n), ktorŸ slovo x ∈ ˚^∗ pretransformuje na slovo y ∈ ˚^∗_0 , priĞom platą, Śe x ∈ L prăve vtedy y ∈ L_0.

De˛nącia 5.3 Jazyk L_0 je NP-čplnŸ, ak L_0 ∈ NP a kaŚdŸ jazyk z NP je polynomiălne transformovateŇnŸ na L_0.

Veta 5.4 Nech L je ŇubovoŇnŸ NP-čplnŸ jazyk. L ∈ P prăve vtedy, keČ P = NP.

DŞkaz: Nech P = NP. Potom zrejme L patrą do P. Nech L ∈ P a nech L^′ ⊆ ˚^∗ je ŇubovoŇnŸ jazyk z

NP. Potom existujč polynćmy p_1(n), p_2(n), deterministickŸ Turingov stroj M_1 s Ğasovou zloŚitos§ou p_1(n) a deterministickŸ Turingov stroj M_2 s Ğasovou zloŚitos§ou p_2(n) takĆ, Śe M_1 transformuje L^′ na L a M_2 akceptuje L. Nech M_3 je deterministickŸ Turingov stroj, ktorŸ na vstupe x ∈ ˚^∗ najprv simuluje vŸpoĞet stroja M_1 na vstupe x (vŸstupom stroja M_1 nech je slovo y, zrejme |y| ≤ p_1(|x|)) a potom M_3 simuluje vŸpoĞet stroja M_2 na vstupe y. Teda M_3 akceptuje L^′. Ăas vŸpoĞtu stroja M_3 na vstupe x je p_1(|x|) + p_2(|y|) ≤ p_1(|x|) + p_2(p_1(|x|)). KeČŚe p_1(n) aj p_2(n) sč polynćmy, aj p_1(n) + p_2(p_1(n)) je polynćm. Preto L^′ ∈ P a teda P = NP. 2

Je dŞleŚitĆ si uvedomi§, Śe Turingove stroje sč schopnĆ (napriek svojej jednoduchosti a nedokonalosti) rieĺi§ v polynomiălnom Ğase prăve vĺetky tie problĆmy, ktorĆ sč rieĺiteŇnĆ v polynomiălnom Ğase beŚnŸmi poĞątaĞmi, ba dokonca dokonalejĺąmi vŸpoĞtovŸmi modelmi { tzv. idealizovanŸmi reălnymi poĞątaĞmi.

IdealizovanŸ reălny poĞątaĞ R mă neohraniĞenč pamĎ§, mă beŚnĆ inĺtrukcie (napr. ako PC) a na vstupe dŊŚky n je dŊŚka pamĎ§ovĆho slova (aj registrov) p(n), kde p(n) je nejakŸ polynćm.

Pri takŸchto poĞątaĞoch vĺak treba dăva§ pozor na preteĞenie: poĞątaĞ R nemŞŚe na vstupe dŊŚky n vykona§ program x ← 2 for i ← 1 to n do x ← x^2

lebo x = 2^{2n} po vykonaną programu a dŊŚka zăpisu takĆhoto x je 2^n > p(n) (pre dos§ veŇkĆ n).

Dă sa dokăza§, Śe ak R akceptuje jazyk L v polynomiălnom Ğase, potom L ∈ P . Idea dŞkazu spo- Ğąva v tom, Śe Turingov stroj mŞŚe simulova§ vykonanie inĺtrukcią poĞątaĞa R typu "zăpis do/Ğątanie z pamĎte" v polynomiălnom Ğase, lebo R pouŚije poĞas vŸpoĞtu najviac polynomiălne veŇa rŞznych adries a Turingov stroj si mŞŚe na jednej zo svojich păsok vytvăra§ zoznam tŸchto adries a hodnŞt uloŚenŸch na nich. Je zrejmĆ, Śe vykonanie ostatnŸch inĺtrukcią poĞątaĞa R mŞŚe Turingov stroj simulova§ tieŚ v polynomiălnom Ğase.

Ĳahko sa dă dokăza§, Śe platą aj obrătenĆ tvrdenie.

Podobne moŚno de˛nova§ aj nedeterministickŸ idealizovanŸ poĞątaĞ N R, ktorŸ je schopnŸ vykona§ inĺtrukciu goto(L_1, L_2, . . . , L_k). Pre N R platia podobnĆ tvrdenia ako pre R. Teda triedy P a NP mŞŚeme tieŚ de˛nova§ pomocou poĞątaĞov R a N R.

CviĞenia

CviĞenie 5.1 Majme dvojice pozącia; §ah rozumne kćdovanĆ pomocou 0 a 1, kde pozącia je ĺachovă pozącia a §ah je ĺachovŸ §ah (pozącia mŞŚe by§ aj nezmyselnă, §ah nemusą sčvisie§ s danou poząciou. UvaŚujme jazyk SACH ako takč podmnoŚinu dvojąc pozącia; §ah, Śe pozącia na ĺachovnici je zmysluplnă a §ah z danej pozącie je sčĞas§ou vą§aznej stratĆgie §ahajčceho hrăĞa. Platą SACH ∈ NP?

36 5 NP-ŮPLNOSĘ

4. medzi kon˛gurăciami Q_i, Q_{i+1} je zmena v nanajvŸĺ jednom poląĞku păsky a to v tom poląĞku, ktorĆ bolo v kon˛gurăcii Q_i snąmanĆ hlavou,

5. zmena stavu, polohy hlavy a obsahu păsky medzi stavmi Q_i, Q_{i+1} sa riadi prechodovou funkciou stroja M ,

6. Q_0 je poĞiatoĞnă kon˛gurăcia,

7. Q_{p(n)} je akceptujčca kon˛gurăcia,

Teraz zostrojąme booleovskĆ vŸrazy A,. . . ,G, ktorŸch splniteŇnos§ je postupne ekvivalentnă uvedenŸm podmienkam 1,. . .,7.

1. Nech A_t je ekvivalentnĆ podmienke, Śe v kon˛gurăcii Q_t je snąmanĆ prăve jedno poląĞko păsky, t.j. A_t = U (H_{1,t}, H_{2,t}, . . . , H_{p(n),t}) a nech A = ⋀ t=1,...,p(n) At. 2. Nech B_{i,t} je ekvivalentnĆ podmienke, Śe v kon˛gurăcii Q_t je na i-tom poląĞku păsky prăve jeden symbol, t.j. B_{i,t} = U (C_{i,1,t}, C_{i,2,t}, . . . , C_{i,m,t}) a nech B = ⋀ i,t=1,...,p(n) Bi,t. 3. Nech C_t je ekvivalentnĆ podmienke, Śe v Q_t sa stroj nachădza prăve v jednom stave, t.j.

C_t = U (S_{0,t}, . . . , S_{s,t}) a nech C = ⋀ t=1,...,p(n) Ct. 4. Nech D_t je ekvivalentnĆ podmienke 4 pre prechod z kon˛gurăcie Q_{t−1} do kon˛gurăcie Q_t, t.j.

nech D_t = ⋀ i,j ((C_{i,j,t−1} ⇔ C_{i,j,t}) ∨ H_{i,t}) a nech D = ⋀ t=1,...,p(n) Dt. 5. Nech E_{i,j,k,t} je splnenĆ prăve, keČ nastane jedna z tŸchto moŚnostą:

(a) i-te poląĞko na păske neobsahuje symbol j v Ğase t, (b) hlava nesnąma poląĞko i v Ğase t, (c) M nie je v stave k v Ğase t, (d) nasledujčca kon˛gurăcia Q_{t+1} vznikla z Q_t prechodom podŇa prechodovej funkcie δ stroja M . Teda: E_{i,j,k,t} = ¬C_{i,j,t} ∨ ¬H_{i,t} ∨ ¬S_{k,t} ∨ ⋁ l (C_{i,jl,t+1} ∧ S_{kl ,t+1} ∧ H_{i+ml ,t+1}) , priĞom l prebieha cez vĺetky trojice (q_{kl} , X_{jl} , m_l) ∈ δ(q_k, X_j ) (m_l ∈ {−1, 0, +1}). Potom teda E = ⋀ i,j,k,t Ei,j,k,t. 6. Zostrojąme F , ktorĆ zodpovedă podmienke 6 (tj. Q_0 je poĞiatoĞnă kon˛gurăcia):

F = S_{0,0} ∧ H_{1,0} ∧ ⋀ 1≤i≤n C_{i,ji,0} ∧ ⋀ n+1≤i≤p(n) C_{i,1,0}, kde vstupnĆ slovo je w = X_{j1} X_{j2} . . . X_{jn} a X_1 je znak blank.

7. Zostrojąme G, ktorĆ zodpovedă podmienke 7 (tj. Q_{p(n)} je akceptujčca kon˛gurăcia): G = S_{s,p(n)}. PoloŚme teraz w_0 = A ∧ B ∧ C ∧ D ∧ E ∧ F ∧ G; z doteraz uvedenĆho je zrejmĆ, Śe w_0 je splniteŇnĆ prăve vtedy keČ existuje akceptujčca postupnos§ kon˛gurăcią a teda keČ w ∈ L.

Vĺimnime si Čalej, Śe zăpis w_0 obsahuje nanajvŸĺ O(p^4(n)) symbolov a (triviălne), Śe w_0 moŚno vytvori§ pre konkrĆtny vstup w v polynomiălnom Ğase. Ukăzali sme teda, Śe ŇubovoŇnŸ jazyk L ∈ NP je polynomiălne transformovateŇnŸ na SAT a teda SAT je NP-čplnŸ. 2

De˛nącia 5.7 BooleovskŸ vŸraz je v konjunktąvnom normălnom tvare, ak je tento vŸraz v tvare sčĞinu sčĞtu literălov, kde literăl je booleovskă premennă, alebo jej negăcia. Ak kaŚdŸ z tŸchto sčĞtov mă najviac k literălov je v k-konjunktąvnom normălnom tvare.

38 5 NP-ŮPLNOSĘ

Zvoląme L_0 = CSAT. Nech B = B_1 ∧ B_2 ∧ . . . ∧ B_k je booleovskŸ vŸraz v konjunktąvnom normălnom tvare. Pre B zostrojąme graf G, ktorŸ bude ma§ toŇko vrcholov, koŇko je vŸskytov literălov v B. Hranou budč spojenĆ kaŚdĆ dva vrcholy, ktorĆ odpovedajč literălom vyskytujčcim sa v rŞznych podvŸrazoch B_i a B_j , i ≠ j, priĞom tieto literăly nie sč navzăjom komplementărne (tj. α a ¬α). t tt t ttt_p q ¬q r r ¬q p

obr. 11: Graf priradenŸ formule B = (p ∨ q) ∧ (¬q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r)

DokăŚeme teraz, Śe B je splniteŇnŸ prăve vtedy, keČ G obsahuje k-kliku. Nech B mă hodnotu 1 pre nejakĆ priradenie hodnŞt 0 a 1 booleovskŸm premennŸm. Potom v kaŚdom B_i vyberme prăve jeden literăl s hodnotou 1. Vrcholy grafu G zodpovedajčce tŸmto vŸskytom literălov sč navzăjom pospăjanĆ hranami, lebo sa vyskytujč v rŞznych podvŸrazoch B_i a Śiadne dva z nich nie sč komplementărne (inak by nemohli ma§ obidva hodnotu 1). Teda G obsahuje k-kliku. Podobne sa dă dokăza§, Śe ak G obsahuje k-kliku, potom B je splniteŇnŸ.

Aby bol dŞkaz tvrdenia kompletnŸ, staĞą uŚ len ukăza§, Śe kćd vŸrazu B moŚno v polynomiălnom Ğase (vzhŇadom na jeho dŊŚku) transformova§ na kćd dvojice (k, G). To je ale zrejmĆ z konĺtrukcie grafu G pre danŸ vŸraz B. 2

Veta 5.14 Jazyk HP patrą do triedy P.

5.2.3 OptimalizaĞnĆ versus rozhodovacie problĆmy De˛nącia 5.15 Nech (V, E) je graf a nech c : E → N_0 je ŇubovoŇnă funkcia. Trojicu G = (V, E, c) budeme nazŸva§ ohodnotenŸ graf.

OhodnotenŸ graf (V, E, c) budeme kćdova§ podobne ako graf (V, E), ale s tŸm rozdielom, Śe v zozname hrăn budč namiesto dvojąc (i, j) ∈ E trojice (i, j, c(i, j)), kde (i, j) ∈ E a Ğąsla c(i, j) budč kćdovanĆ binărne. Dvojicu (k, G), kde k je nezăpornĆ celĆ Ğąslo a G je graf s ohodnotenŸmi hranami budeme kćdova§ re§azcom binărny zăpis k; kćd grafu G

De˛nącia 5.16 Nech POC (problĆm obchodnĆho cestujčceho | rozhodovacia verzia) je mnoŚina kćdov dvojąc (k, G), kde k ≥ 0 a G je kompletnŸ ohodnotenŸ graf, priĞom graf G obsahuje hamiltonovskč kruŚnicu s cenou najviac k.

Veta 5.17 Jazyk POC je NP-čplnŸ.

DŞkaz: Je zrejmĆ, Śe POC ∈ NP. DokăŚeme, Śe jazyk HAM je polynomiălne transformovateŇnŸ na POC. KeČŚe HAM je NP-čplnŸ, bude aj jazyk POC NP-čplnŸ.

Pre graf G = (V, E) zostrojąme dvojicu (k, G^′), kde k = 0 a G^′ = (V, V × V, c) je kompletnŸ ohodnotenŸ graf, priĞom c(i, j) = { 0 ak (i, j) ∈ E 1 inak

DokăŚeme, Śe G mă hamiltonovskč kruŚnicu prăve vtedy, keČ G^′ mă hamiltonovskč kruŚnicu s cenou najviac k = 0.

Nech G mă hamiltonovskč kruŚnicu. Potom zrejme G^′ mă hamiltonovskč kruŚnicu s cenou 0.

40 Veta 5.21 Nech A je ŇubovoŇnŸ NP-optimalizaĞnŸ problĆm s cieŇom min, relăciou R a hodnotovou funkciou m, ktorĆho rozhodovacą problĆm L = {x; zăpis k |x ∈ ˚^∗∧k ∈ N ∧(∃y)((x, y) ∈ R∧m(x, y) ≤ k)} je NP-čplnŸ. Nech L moŚno akceptova§ deterministicky v Ğase t(n). Potom konĺtrukĞnŸ problĆm pre A moŚno rieĺi§ deterministicky v Ğase r(n)t(s(n)) pre vhodnĆ polynćmy r a s.

Poznămka: Nie je je znăme, Ği tăto veta platą aj bez predpokladu, Śe L je NP-čplnŸ. DŞkaz: V prvom kroku pre danĆ x năjdeme (ak existuje) hodnotu k = min_{y∈Σ}� {m(x, y)|(x, y) ∈ R}. Nech q je polynćm ohraniĞujčci Ğas vŸpoĞtu funkcie m. Po q(|x| + |y|) krokoch vŸpoĞtu mŞŚe ma§ vypoĞątană hodnota m(x, y) v tvare binărneho zăpisu najviac 2^{q(|x|+|y|)} Ğąslic, t.j. m(x, y) ≤ 2^{q(|x|+|y|)} ≤ 2^{q0 (|x|)} pre vhodnĆ q^′ (lebo |y| ≤ p(|x|)). Binărnym prehŇadăvanąm intervalu ⟨ 0, 2^{q0(|x|)} ⟩ moŚno năjs§ Ğąslo k pouŚitąm algoritmu na rozpoznăvanie L (zis§ujeme, Ği re§azec (x; zăpis k) patrą do L).

Pre danĆ x a k zostrojąme niektorĆ optimălne rieĺenie y, pre ktorĆ platą (x, y) ∈ R ∧ m(x, y) = k. Nech L^′ = {x; zăpis k; z|x ∈ ˚^∗ ∧ k ∈ N ∧ pre x existuje y takĆ, Śe (x, y) ∈ R ∧ m(x, y) ≤ k ∧ z je pre˛x re§azca y}. Jazyk L^′ patrą do triedy NP(nedeterministicky si pre x a k zostrojąme y a deterministicky overąme, Śe z je pre˛x y, (x, y) ∈ R, m(x, y) ≤ k. KeČŚe L je NP-čplnŸ, musą by§ L^′ polynomiălne transformovateŇnŸ na L, t.j. kaŚdŸ re§azec (x; zăpis k; z) je polynomiălne transformovateŇnĆ na nejakĆ w, priĞom platą (x; zăpis k; z) ∈ L^′ ⇔ w ∈ L.

HŇadanŸ re§azec y zostrojąme postupnŸm predlŚovanąm uŚ năjdenĆho pre˛xu. Ak u0 = (x; zăpis k; z0) ∈ L^′ alebo u1 = (x; zăpis k; z1) ∈ L^′ (t.j. ak u0^′ ∈ L resp. u1^′ ∈ L, Ğo sa dă zisti§ pomocou algoritmu pre rozpoznăvanie L), tak z0, resp. z1 je dlhĺą năjdenŸ pre˛x L. 2

PodobnĆ dŞkazy majč aj nasledujčce vety:

Veta 5.22 Nech A je ŇubovoŇnŸ NP-optimalizaĞnŸ problĆm, ktorĆho rozhodovacą problĆm L moŚno akceptova§ deterministicky v Ğase t(n) (L nemusą by§ NP-čplnŸ). Potom hodnotovŸ problĆm pre A moŚno rieĺi§ deterministicky v Ğase r(n)t(s(n)) pre vhodnĆ polynćmy r a s.

Veta 5.23 Nech A je ŇubovoŇnŸ NP-optimalizaĞnŸ problĆm. Nech L_0 je ŇubovoŇnŸ NP-čplnŸ problĆm, ktorŸ moŚno deterministicky akceptova§ v Ğase t(n). Potom konĺtrukĞnŸ problĆm pre A moŚno rieĺi§ deterministicky v Ğase r(n)t(s(n)) pre vhodnĆ polynćmy r a s.

DŞsledok 5.24 Ak P = NP, potom konĺtrukĞnŸ problĆm kaŚdĆho NP-optimalizaĞnĆho problĆmu moŚno rieĺi§ deterministicky v polynomiălnom Ğase.

5.3 Ěalĺia literatčra

[AHU76] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D: The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley 1976

[PAP94] Papadimitriou C. H.: Computational Complexity, Addison-Wesley 1994

42 6 APROXIMATŃVNE ALGORITMY

V prąpade, Śe kompletnŸ ohodnotenŸ graf spŊďa trojuholnąkovč nerovnos§, poznăme tieŚ deterministickŸ polynomiălny aproximaĞnŸ algoritmus pre POC-OPT. Tento algoritmus năjde hamiltonovskč kruŚnicu ~H, pre ktorč platą c( ~H) ≤ 2c(H^∗), kde H^∗ je hamiltonovskă kruŚnica s minimălnou cenou a c(H) je cena hamiltonovskej kruŚnice H.

Algoritmus 15

1. Năjdi najlacnejĺiu kostru K grafu G

2. Algoritmom pre prehŇadăvanie do hŊbky prehŇadăvaj kostru K a vŚdy, keČ je navĺtąvenŸ vrchol, ktorŸ predtŸm eĺte nebol navĺtąvenŸ, zaraČ ho do tvoriacej sa hamiltonovskej kruŚnice ~H.

Veta 6.4 Nech G je kompletnŸ ohodnotenŸ graf spŊďajčci trojuholnąkovč nerovnos§. Algoritmus 15 năjde v polynomiălnom Ğase hamiltonovskč kruŚnicu ~H grafu G, pre ktorč platą c( ~H) ≤ 2c(H^∗), kde H^∗ je hamiltonovskă kruŚnica s minimălnou cenou.

DŞkaz: KeČŚe K je najlacnejĺia kostra grafu G, musą plati§ c(K) ≤ c(H^∗), lebo inak by sme po odstrăneną ŇubovoŇnej hrany z H^∗ dostali lacnejĺiu kostru neŚ K.

Nech p(K) je cena cesty pri prehŇadăvaną kostry K. Platą p(K) = 2c(K), lebo po kaŚdej hrane kostry K prejde algoritmus prăve dvakrăt. r r r rr r_{?/R`RÌ6} : -_{R3I}`^{Y=œ}9

obr. 13: Cesta pri prehŇadăvaną K r r r rr r

obr. 14: Năjdenă hamiltonovskă kruŚnica

Z trojuholnąkovej nerovnosti vyplŸva, Śe c( ~H) ≤ p(K) = 2c(K) ≤ 2c(H^∗). 2

Pre grafy nespŊďajčce trojuholnąkovč nerovnos§ platą nasledujčce tvrdenie.

Veta 6.5 Ak by pre nejakĆ α > 1 existoval deterministickŸ polynomiălny algoritmus, ktorŸ by pre kaŚdŸ kompletnŸ ohodnotenŸ graf G naĺiel hamiltonovskč kruŚnice ~H takč, Śe c( ~H) ≤ αc(H^∗), kde H^∗ je najlacnejĺia hamiltonovskă kruŚnica grafu G, potom by existoval deterministickŸ polynomiălny algoritmus rieĺiaci POC-OPT, (t.j. potom by platilo P = NP).

De˛nącia 6.6 Nech A je ŇubovoŇnŸ NP-optimalizaĞnŸ problĆm s cieŇom min (max), relăciou R a hodnotovou funkciou m. Nech m^∗(x) = min{m(x, y)|(x, y) ∈ R}. ProblĆm A je α aproximovateŇnŸ, α ≥ 1, ak existuje deterministickŸ polynomiălny algoritmus M , ktorŸ pretransformuje vstup x na vŸstup y, priĞom (x, y) ∈ R a platą αm^∗(x) ≥ m(x, M (x)) pre skoro vĺetky (t.j. aŚ na koneĞnŸ poĞet) x (obdobne sa dă zade˛nova§ aproximovateŇnos§ pre cieŇ max).

ProblĆm A je dobre aproximovateŇnŸ, ak je α aproximovateŇnŸ pre kaŚdĆ α > 1. ProblĆm A je neaproximovateŇnŸ, ak nie je α aproximovateŇnŸ pre Śiadne α > 1.

Poznămka: Ak P = NP, de˛nącia je bezpredmetnă (pozri dŞsledok 5.24), ale z praktickĆho hŇadiska mă vŸznam aproximova§ polynomiălny algoritmus napr. algoritmom s niŚĺąm stupďom polynćmu.

Veta 6.7 Ak P ≠ NP, potom existujč NP-optimalizaĞnĆ problĆmy A, B a C takĆ, Śe

• A je dobre aproximovateŇnŸ, ale jeho rozhodovacą problĆm nepatrą do P

• B je α aproximovateŇnŸ pre nejakĆ α > 1, ale nie je dobre aproximovateŇnŸ

• C je neaproximovateŇnŸ

Prąklad: AproximovateŇnos§ niektorŸch NP-optimalizaĞnŸch problĆmov:

RNDr. Pavol Ěuriĺ, CSc.

Tvorba efektąvnych algoritmov

(materiăly k prednăĺke)

Spracovali Bronislava Brejovă, Martin GaŚăk a Tomăĺ Vinaľ Sadzba programom LaTEX

Verzia 2.0 Nepreĺlo jazykovou čpravou