Obsah

1 VyhŇadăvanie, triedenie a sčvisiace problĆmy 2 1.1 HŇadanie k-teho najmenĺieho prvku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 PriemernŸ poĞet porovnaną triediacich algoritmov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 Algoritmy na dynamickŸch mnoŚinăch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.3.1 Realizăcia slovnąka hashovanąm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.3.2 Realizăcia slovnąka pomocou 2-3 stromov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.3.3 UNION/FIND-SET problĆm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.3.4 ZrŸchlenie algoritmu pre UNION/FIND-SET problĆm . . . . . . . . . . . . . 12 1.4 Ěalĺia literatčra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2 GrafovĆ algoritmy 14 2.1 Najlacnejĺia kostra grafu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.2 Najlacnejĺie cesty v grafe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2.1 Dijkstrov algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2.2 Floyd{Warshallow algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.3 Ěalĺia literatčra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3 Algoritmy na maticiach 21 3.1 Strassenov algoritmus năsobenia matąc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.1.1 Năsobenie booleovskŸch matąc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.2 LUP dekompozącia matąc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.3 Ěalĺia literatčra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 4 Metćdy tvorby efektąvnych algoritmov 25 4.1 Princąp neustăleho zlepĺovania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 4.2 VoŇba vhodnej ĺtruktčry čdajov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 4.3 Princąp vyvăŚenosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 4.4 Metćda "RozdeŇuj a panuj" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 4.5 DynamickĆ programovanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 4.5.1 ProblĆm năsobenia re§azca matąc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 4.5.2 0-1 knapsack problĆm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.6 Greedy algoritmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 4.7 Ěalĺia literatčra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 5 NP-čplnos§ 33 5.1 Triedy P a NP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 5.2 NP-čplnĆ problĆmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 5.2.1 BooleovskĆ vŸrazy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 5.2.2 NP-čplnĆ problĆmy na neohodnotenŸch grafoch . . . . . . . . . . . . . . . . 37 5.2.3 OptimalizaĞnĆ versus rozhodovacie problĆmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 5.3 Ěalĺia literatčra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 6 Aproximatąvne algoritmy 41

1.1 HŇadanie k-teho najmenĺieho prvku 3

DŞkaz: ZoraČme (v neklesajčcom poradą "zŇava doprava") jednotlivĆ (utriedenĆ) pĎ§prvkovĆ postupnosti podŇa veŇkosti ich mediănov^1 | pozri obr. 1 (stŊpce predstavujč jednotlivĆ pĎ§prvkovĆ postupnosti utriedenĆ neklesajčco "zhora dolu"). ObdŊŚnik B obsahuje 3 ⌈⌊n/5⌋/2⌉ prvkov a hodnota kaŚdĆho z nich je aspoď m. Preto |S_1| ≤ n − |B| = n − 3 ⌈⌊n/5⌋/2⌉ ≤ 3n/4 pre n ≥ 50. Podobne tvrdenie platą pre S_3 (v dŞkaze pouŚi obdŊŚnik A). 2

e ee e e e e ee ee e e e ee e e ee e e ee e e e e . . . . . . � � A

B utriedenă M m œ - ⌊n/5⌋

obr. 1: Odhad veŇkostą |S_1|, |S_3|

Veta 1.3 Algoritmus SELECT năjde k-ty najmenĺą prvok v n-prvkovej postupnosti S v Ğase O(n).

DŞkaz: Nech T (n) je Ğas potrebnŸ na năjdenie k-teho najmenĺieho prvku v n prvkovej postupnosti. KeČŚe |S_1| ≤ 3n/4 a |S_3| ≤ 3n/4 (pozri lemu 1.2), rekurząvne volanie v riadku (2) alebo (3) potrebuje Ğas nanajvŸĺ T (3n/4). Rekurząvne volanie v riadku (1) potrebuje Ğas nanajvŸĺ T (n/5). Vĺetky ostatnĆ Ğasti algoritmu potrebujč Ğas O(n).

Teda existuje c (c > 0) takĆ, Śe T (n) ≤ T (n/5) + T (3n/4) + cn. Indukciou Ňahko dokăŚeme, Śe T (n) ≤ 20cn.

DŞkaz korektnosti algoritmu prenechăvame na ĞitateŇa. 2

V Čalĺom uvedieme tvrdenia, ktorĆ ukazujč, Śe nie je moŚnĆ zostroji§ algoritmus s asymptoticky lepĺou Ğasovou zloŚitos§ou ako O(n), Ği uŚ uvaŚujeme o priemernom alebo najhorĺom prąpade.

De˛nącia 1.4 HŊbka vrcholu w v strome T je dŊŚka cesty z w do koreďa stromu T .

Veta 1.5 Ak T je rozhodovacą strom, ktorŸ hŇadă k-ty najmenĺą prvok v mnoŚine S (|S| = n), potom kaŚdŸ list stromu T mă hŊbku aspoď n − 1.

DŞsledok 1.6 Năjdenie k-teho najmenĺieho prvku v S potrebuje aspoď n − 1 porovnaną v priemernom aj najhorĺom prąpade.

CviĞenia CviĞenie 1.1 UvaŚujme algoritmus 1. Je nutnĆ, aby sme rozdeŇovali pŞvodnč postupnos§ prăve na pĎ§prvkovĆ postupnosti, alebo je moŚnĆ toto Ğąslo zmeni§ (naprąklad na trojprvkovĆ alebo sedemprvkovĆ)? Bude takăto zmena ma§ vplyv na Ğasovč zloŚitos§ algoritmu, ak ăno, akŸ?

CviĞenie 1.2 PreĞo pre menej ako 50 prvkov postupujeme v algoritme 1 odliĺne? Je dŞleŚitĆ, Śe je to prăve 50? AkŸ bude ma§ vplyv zmena tohoto Ğąsla na Ğasovč zloŚitos§ algoritmu?

1Vĺimnite si, Śe algoritmus nezoraČuje pĎ§prvkovĆ postupnosti ako na obr. 1, namiesto toho hŇadă prvok m ako mediăn postupnosti M

1.2 PriemernŸ poĞet porovnaną triediacich algoritmov 5

DŞkaz: Nech T je striktne binărny strom s m listami, ktorĆho suma hŊbok listov D_T je minimălna, tj. D_T = d(m). Nech T_1 je ŇavŸ podstrom a T_2 je pravŸ podstrom stromu T . Nech i je poĞet listov stromu T_1. Potom poĞet listov T_2 je m − i. Zrejme platą

D_T = i + D_{T1} + (m − i) + D_{T2}

(hŊbka kaŚdĆho z i listov stromu T_1 je v strome T o jedno vĎĞĺia ako v strome T_1 a to istĆ platą pre m − i listov stromu T_2).

KeČŚe T mă minimălnu hodnotu D_T , musą tieŚ plati§ D_{T1} = d(i) a takisto D_{T2} = d(m − i) (inăĞ by bolo moŚnĆ nahradi§ ŇavŸ podstrom T_1 stromu T podstromom T^′_1, ktorŸ by mal hodnotu D_T 0_1 menĺiu a tŸm by sme zmenĺili hodnotu D_T ; podobne pre T_2).

Teda d(m) = m + d(i) + d(m − i). Matematickou indukciou Ňahko dokăŚeme, Śe d(m) ≥ m log m, lebo funkcia f(x) = x log x + (m − x) log(m − x) nadobčda minimum pre x = m/2.

KeČŚe T_R je striktne binărny strom s m listami, musą plati§: D_{TR} ≥ d(m) ≥ m log m. 2 Veta 1.9 KaŚdŸ algoritmus triediaci porovnăvanąm urobą v priemernom prąpade ˙(n log n) porovnaną za predpokladu, Śe vĺetky permutăcie postupnosti n prvkov sa na vstupe vyskytujč s rovnakou pravdepodobnos§ou.

DŞkaz: Nech A je ŇubovoŇnŸ algoritmus triediaci porovnăvanąm. Nech n je ŇubovoŇnŸ rozsah vstupu a nech T^n_A je rozhodovacą strom triediaci n prvkov zodpovedajčci algoritmu A. Strom T^n_A mă prăve n! listov (pre kaŚdč permutăciu na vstupe prăve jeden list) a suma hŊbok jeho listov je celkovŸ poĞet porovnaną, ktorĆ vykonă algoritmus A na vĺetkŸch n! vstupnŸch permutăciăch. Teda priemernŸ poĞet porovnaną algoritmu A na vstupoch rozsahu n je na zăklade lemy 1.8 D_T n_A n! ≥ log n! ≥ log ( n 2 ) n_2 = ˙(n log n). 2 CviĞenia CviĞenie 1.6 UkăŚte, Śe na năjdenie minimălneho prvku v danej postupnosti je potrebnŸch aspoď

⌈^n_2 ⌉ porovnaną. UkăŚte, Śe zloŚitos§ tohto problĆmu^2 vzhŇadom na operăcie porovnania je n − 1.

CviĞenie 1.7 UvaŚujme problĆm sčĞasnĆho năjdenia minimălneho aj maximălneho prvku v danej postupnosti prvkov. Năjdite rieĺenie pouŚąvajčce ⌈3n/2⌉−2 porovnaną. DokăŚte, Śe menej porovnaną nestaĞą.^3

CviĞenie 1.8 UkăŚte, Śe druhŸ najmenĺą prvok z n prvkov sa dă năjs§ pomocou n + ⌈log_2 n⌉ − 2 porovnaną.

CviĞenie 1.9 UkăŚte, Śe na vyhŇadanie prvku v utriedenom poli je potrebnŸch v priemernom prąpade ˙(log n) porovnaną.

2ZloŚitos§ou tP (n) problĆmu P , kde n je veŇkos§ vstupu, rozumieme min{t(A, n)|A ∈ AP }, kde t(A, n) je poĞet prąsluĺnŸch operăcią (v naĺom prąpade porovnaną) algoritmu A pre najhorĺą prąpad vstupu n a AP je mnoŚina vĺetkŸch algoritmov rieĺiacich problĆm P .

3MŞŚete pouŚi§ metćdu stavovŸch priestorov: OznaĞme a poĞet neporovnanŸch, b poĞet porovnanŸch vŚdy menĺąch, c poĞet porovnanŸch vŚdy vĎĞĺąch a d poĞet ostatnŸch prvkov a sledujme poĞet porovnaną potrebnŸch na zmenu stavu (n, 0, 0, 0) → (0, 1, 1, n − 2).

1.3 Algoritmy na dynamickŸch mnoŚinăch 7

Suma cien vĺetkŸch m^n ciest z koreďa do m^n listov je teda n−1∑ i=0 m^i(i + m)m^{n−i−1} = m^n n−1∑ i=0 (1 + i m ). Z toho vyplŸva, Śe priemernŸ Ğas potrebnŸ na "spracovanie" n prvkovej postupnosti je O( n−1∑ i=0 (1 + i m )) = O(n)

pre n ≤ m, lebo cena cesty z koreďa do listu je čmernă Ğasu potrebnĆmu na spracovanie prąsluĺnej n prvkovej postupnosti. 2

Poznămka: NevŸhodou hashovania je zloŚitos§ v najhorĺom prąpade aŚ ˙(n^2) | naprąklad

σ=(INSERT(a_1,S), INSERT(a_2,S), . . . , INSERT(a_n,S), MEMBER(a_1,S), . . . , MEMBER(a_n,S)), kde h(a_1) = h(a_2) = . . . = h(a_n).

1.3.2 Realizăcia slovnąka pomocou 2-3 stromov V kapitole 1.3.1 sme sa zoznămili s problĆmom slovnąka a s jeho rieĺenąm pomocou hashovania. V tejto kapitole si ukăŚeme inĆ rieĺenie a to pomocou 2-3 stromov.

De˛nącia 1.12 2-3 strom je strom, v ktorom kaŚdŸ vrchol, ktorŸ nie je list, mă dvoch alebo troch synov a vĺetky cesty z koreďa do listov sč rovnako dlhĆ.

Lineărne usporiadanč mnoŚinu S moŚno reprezentova§ 2-3 stromom priradenąm prvkov z S listom 2-3 stromu (zŇava doprava od najmenĺieho prvku po najvĎĞĺą).

OznaĞenie: Nech E[l] oznaĞuje prvok z S priradenŸ listu l. Nech v je vrchol 2-3 stromu, ktorŸ nie je list. Nech L[v] (resp. M [v]) oznaĞuje najvĎĞĺą prvok z S priradenŸ listom podstromu, ktorĆho koreďom je najŇavejĺą (resp. druhŸ) syn vrcholu v. `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı 2:4

1:2

1 2 `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı 3:4 5:6

3 5 4 6 R^{L:M}

W^E

obr. 2: 2-3 strom reprezentujčci mnoŚinu S = {4, 1, 3, 6, 2, 5}

Lema 1.13 Nech T je 2-3 strom s vŸĺkou h. Potom poĞet vrcholov stromu T je medzi 2^{h+1} − 1 a (3^{h+1} − 1)/2 a poĞet listov je medzi 2^h a 3^h.

DŞkaz: Matematickou indukciou vzhŇadom na vŸĺku stromu h. 2

Operăcia MEMBER. Nech v je koreď 2-3 stromu reprezentujčceho mnoŚinu S. Uvedieme procedčru SEARCH(a, v), ktoră prehŇadăva strom T od koreďa k listom, priĞom vyuŚąva hodnoty L a M v jednotlivŸch vrcholoch. Algoritmus postupuje metćdou podobnou binărnemu prehŇadăvaniu. V prąpade, Śe a ∈ S, procedčra vrăti vrchol w, ktorŸ je otcom listu s hodnotou a. Ak a ∉ S, potom bude vŸsledkom procedčry vrchol w, pod ktorŸ by bol zaradenŸ list s hodnotou a.

1.3 Algoritmy na dynamickŸch mnoŚinăch 9

2. f mă ĺtyroch synov. Vytvorąme novŸ vrchol g, odpojąme od f jeho dvoch ŇavŸch synov a pripojąme ich na g a g pripojąme na otca f. Ak mă otec vrcholu f po tejto operăcii troch synov, ząskali sme 2-3 strom reprezentujčci S ∪ {a}, v opaĞnom prąpade pokraĞujeme rekurząvnym spŞsobom smerom ku koreďu stromu, aŚ kŸm Śiadny vrchol nemă ĺtyroch synov.

Poznămka: V algoritme pre INSERT treba tieŚ priebeŚne upravova§ hodnoty L a M .

Lema 1.15 Algoritmus pre INSERT vsunie novŸ prvok do 2-3 stromu s n listami v najhorĺom prąpade v Ğase O(log n). Naviac algoritmus zachovăva usporiadanie hodnŞt v listoch a vŸslednŸ strom je 2-3 strom.

DŞkaz: Nech T je 2-3 strom s n listami. Z lemy 1.13 vyplŸva, Śe vŸĺka stromu T je nanajvŸĺ log n. Preto năjdenie vrcholu f =SEARCH(a,v), kde v je koreď stromu T , potrebuje Ğas O(log n). Vsunutie novĆho listu do stromu potrebuje Ğas O(1). Năslednă moŚnă čprava na 2-3 strom, pri ktorej algoritmus postupuje pozdŊŚ cesty od vrcholu f do koreďa v, potrebuje Ğas najviac O(log n).

Druhă Ğas§ lemy vyplŸva priamo z realizăcie algoritmu INSERT. 2 `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı 3:7

1:2

1 3 `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı 5:6 8:9

5 8 7 9 `ȷ ´ı_6 `ȷ ´ı_2

obr. 4: VŸsledok operăcie INSERT(2,v) pre strom T `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı `ȷ ´ı

5:9

3:5

1 3 `ȷ ´ı_{7:9} `ȷ ´ı_{1:3} `ȷ ´ı `ȷ ´ı 4 5 `ȷ ´ı_{4:5} `ȷ ´ı `ȷ ´ı 6 7 `ȷ ´ı_{6:7} `ȷ ´ı `ȷ ´ı 8 9 `ȷ ´ı_{8:9}

obr. 5: VŸsledok operăcie INSERT(4,v) pre strom T

Operăcia DELETE. Nech v je koreďom 2-3 stromu reprezentujčceho mnoŚinu S, nech a ∈ S. Nech l je list s hodnotou a. Nech Čalej f je vŸsledkom procedčry SEARCH(a,v)^4.

MŞŚe nasta§ jedna z nasledujčcich moŚnostą:

1. f mă troch synov. Potom moŚno odstrăni§ l a skonĞi§.

4Teda f je otcom listu l s hodnotou a

1.3 Algoritmy na dynamickŸch mnoŚinăch 11

if FIND-SET(u)≠FIND-SET(v) then

UNION(FIND-SET(u),FIND-SET(v))

De˛nącia 1.18 VŸĺka stromu T je dŊŚka najdlhĺej cesty z koreďa stromu T do jeho listov. VŸĺka vrcholu w stromu T je vŸĺka podstromu stromu T , ktorĆho koreďom je vrchol w.

Dynamickč mnoŚinu S_i moŚno reprezentova§ koreďovŸm stromom T_i, ktorĆho mnoŚina hrăn bola vytvorenă operăciami UNION (pozri Čalej).

Informăcie o hranăch a koreďoch stromov reprezentujčcich jednotlivĆ mnoŚiny moŚno kćdova§ v celoĞąselnŸch poliach p[1 . . .n], h[1 . . . n] takto:

• Ak p[j] = j, potom vrchol j je koreďom niektorĆho stromu a h[j] je vŸĺka tohto stromu.

• Ak p[j] = l pre l ≠ j, potom vrchol j je synom vrcholu l (v niektorom strome).

Pred vykonanąm postupnosti σ (keČ S_i = {i} pre vĺetky i), platą p[i] = i a h[i] = 0 pre vĺetky i. Napąĺeme procedčru UNION(l_i,l_j), ktorej vstupnĆ hodnoty l_i, l_j sč korene stromov reprezentujčcich mnoŚiny S_i, S_j . Procedčra vytvorą strom reprezentujčci mnoŚinu S_i ∪ S_j .

Algoritmus 4

procedure UNION(l_i,l_j) begin

if h[l_j] < h[l_i] then pripoj koreď l_j ako syna na koreď l_i else pripoj koreď l_i ako syna na koreď l_j end Poznămka: V procedčre UNION sč vynechanĆ detaily sčvisiace s prąpadnou čpravou hodnŞt p[l_i],

p[l_j ], h[l_i], h[l_j].

Procedčra FIND-SET(j) pre danŸ vrchol j stromu T reprezentujčceho mnoŚinu S vrăti koreď stromu T .

Algoritmus 5

procedure FIND-SET(j) begin

if p[j] = j then return j else return FIND-SET(p[j]) end Lema 1.19 Na vytvorenie stromu s vŸĺkou h treba aspoď 2^h − 1 operăcią typu UNION.

DŞkaz: Indukciou vzhŇadom na h. Tvrdenie zrejme platą pre h = 0. Predpokladajme, Śe tvrdenie platą pre vĺetky stromy s vŸĺkou najviac h. Nech T je strom s vŸĺkou h + 1, ktorŸ bol vytvorenŸ operăciou UNION zo stromu T_1 s vŸĺkou i ≤ h a zo stromu T_2 s vŸĺkou j ≤ h, kde i ≤ j.

Ak by i < j ≤ h alebo i = j < h, potom by T mal vŸĺku najviac h (pozri algoritmus 4), Ğo je v spore s predpokladom. Teda i = j = h. PodŇa indukĞnĆho predpokladu bolo treba aspoď 2^h − 1 operăcią UNION na vytvorenie T_1 a Čalĺąch aspoď 2^h − 1 operăcią UNION na vytvorenie T_2, Ğo je spolu s operăciou UNION, ktoră vytvorą T , aspoď 2^{h+1} − 1 operăcią UNION. Preto tvrdenie platą aj pre vĺetky stromy s vŸĺkou h + 1. 2

Veta 1.20 Nech S_i = {i} pre i = 1, 2, . . ., m. Ăasovă zloŚitos§ postupnosti σ skladajčcej sa z najviac

m − 1 operăcią UNION a z n operăcią FIND-SET je v najhorĺom prąpade O(m + n log m).

1.4 Ěalĺia literatčra 13

CviĞenie 1.15 Majme postupnos§ W = (W_1, . . ., W_n) slov. Năjdite Ğo najefektąvnejĺą algoritmus, ktorŸ năjde postupnos§ Ğąsel V = (V_1, . . . , V_n), priĞom V_i = 0, ak sa medzi slovami W_1, . . ., W_{i−1} nenachădza preĺmyĞka slova W_i, alebo V_i = k < i, ak existuje slovo W_k (k < i), Śe W_k je preĺmyĞkou slova W_i (ak ich je viac, nech k je najmenĺie moŚnĆ).

1.4 Ěalĺia literatčra

[AHU76] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D: The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley 1976

[CLR90] Cormen T. H., Leiserson C. E., Rivest R. L.: Introduction to Algorithms, MIT Press and McGraw-Hill, 1990

[KN373] Knuth D. E.: The Art of Computer Programming. Volume 3: Sorting and Searching, Addison-Wesley 1973

[WIE91] Wiederman J.: Vyhledăvăną, SNTL Praha 1991

[WIR87] Wirth N.: Algoritmy a ĺtruktčry čdajov, Alfa Bratislava 1987

2.1 Najlacnejĺia kostra grafu 15 Ø Œ ø Æ s s s s s s . . .

. . . . . .

.

V_i u u^′ w w^′

y x

obr. 8: PŞvodnă a novă cesta z x do y

vedie v S^′ cez vrcholy w^′, . . . , w, u, . . ., u^′, viČ obr. 8). Teda S^′ je kostra grafu G, ktorej cena nie je vĎĞĺia neŚ cena kostry S, keČŚe h(u, w) ≤ h(u^′, w^′). 2

Nasledujčci greedy algoritmus năjde najlacnejĺiu kostru grafu. Vstupom je neorientovanŸ sčvislŸ graf G = (V, E) s ohodnotenŸmi hranami. Vrcholy sč reprezentovanĆ prirodzenŸmi Ğąslami 1, 2, . . ., |V |, hrany spolu s cenami sč danĆ v zozname.

Algoritmus 7 (Kruskal)

begin T ← ∅ (1) pre kaŚdŸ vrchol v ∈ V vytvor mnoŚinu {v} (2) utrieČ hrany v E podŇa cien v neklesajčcom poradą (3) pre kaŚdč hranu v (u, w) ∈ E v poradą podŇa neklesajčcih cien: (4) begin

if FIND-SET(u) ≠ FIND-SET(w) then begin (5) T ← T ∪ {(u, w)} (6) UNION(FIND-SET(u), FIND-SET(w)) (7) end (8) end return T end

ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi

ffiflfflfi 1 2

3

4 5

6 7 1 4 20

17

30 9

25 16

15 23

3 28 ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi

ffiflfflfi ffiflfflfi ffiflfflfi 1 2

3

4 5

6 7 1 4

17

9 23

3 →

G (V, T )

obr. 9: Prąklad Kruskalovho algoritmu

Veta 2.4 Algoritmus 7 năjde najlacnejĺiu kostru grafu G = (V, E) s Ğasovou zloŚitos§ou v najhorĺom prąpade O(|E| log |E|).

2.2 Najlacnejĺie cesty v grafe 17

2.2 Najlacnejĺie cesty v grafe

De˛nącia 2.5 Nech G = (V, E) je orientovanŸ graf s ohodnotenŸmi hranami, tj. pre G je dană funkcia h : E → R. Cesta v grafe G je postupnos§ vrcholov [v_0, v_1, . . . , v_k], kde (v_{i−1}, v_i) ∈ E pre i = 1, 2, . . ., k. Cena cesty P = [v_0, v_1, . . . , v_k] je ∑_k i=1 h(v_{i−1}, v_i). Cenu cesty P oznaĞme symbolom |P |. V sčvislosti s cenou cesty năs budč zaująma§ tri problĆmy:

1. Năjs§ pre danč dvojicu vrcholov u, v cenu najlacnejĺej cesty z u do v.

2. Năjs§ pre danŸ vrchol v_0 ∈ V cenu najlacnejĺej cesty z v_0 do v pre vĺetky v ∈ V .

3. Năjs§ cenu najlacnejĺej cesty z u do v pre vĺetky u, v ∈ V .

2.2.1 Dijkstrov algoritmus Ak sč ceny hrăn grafu nezăpornĆ reălne Ğąsla, potom moŚno problĆm 2 rieĺi§ DijkstrovŸm algoritmom. Algoritmus dostane ako vstup orientovanŸ graf G(V, E), vrchol v_0 a ĞiastoĞnč funkciu h : V × V → R^+_0 . Predpokladăme, Śe h(u, u) = 0, ak (u, v) ∈ E tak h(u, v) je ohodnotenie hrany (u, v). Vrcholy grafu sč reprezentovanĆ celŸmi Ğąslami 1, 2, . . ., |V | a predpokladăme, Śe funkciu h moŚno vypoĞąta§ v Ğase O(1). Po skonĞeną algoritmu bude pre kaŚdŸ vrchol v ∈ V v D[v] uloŚenă cena najlacnejĺej cesty z v_0 do v.

Poznămka: Pre jednoduchos§ ĞiastoĞnč funkciu h zčplnąme tak, Śe v prąpade (u, v) /∈ E poloŚąme

h(u, v) = ∞. V tomto zmysle potom pre ŇubovoŇnč postupnos§ vrcholov [v_0, v_1, . . . , v_k] vieme vypoĞąta§ cenu zodpovedajčcej cesty, priĞom ak pre nejakĆ i (0 ≤ i < k) platą (v_i, v_{i+1}) /∈ E, cena uvedenej cesty bude ∞.

Algoritmus 8 (Dijkstra)

begin

S ← {v_0} (1) D[v_0] ← 0 (2) pre kaŚdŸ vrchol v ∈ V \ {v_0}: D[v] ← h(v_0, v) (3) while S ≠ V do begin (4) vyber w ∈ V \ S takŸ, Śe hodnota D[w] je minimălna (5) S ← S ∪ {w} (6) pre kaŚdŸ v ∈ V \ S: (7) D[v] ← min{D[v], D[w] + h(w, v)} (8) end end Veta 2.6 Algoritmus 8 vypoĞąta cenu najlacnejĺej cesty z v_0 do kaŚdĆho vrcholu grafu G v najhorĺom prąpade v Ğase O(|V |^2).

DŞkaz:

Ăasovă zloŚitos§: Riadok (5) a tieŚ aj cyklus v riadkoch (7) a (8) potrebujč Ğas O(|V |). Riadok (6) potrebuje Ğas O(1). KeČŚe riadky (5) aŚ (8) sč vykonanĆ (|V | − 1) krăt a riadky (1) aŚ (3) potrebujč Ğas O(|V |), na vykonanie algoritmu staĞą Ğas O(|V |^2).

Korektnos§: Korektnos§ algoritmu ukăŚeme metćdou invariantov. Stanovąme invariant, ktorŸ bude platnŸ pred zaĞatąm kaŚdej iterăcie cyklu while (riadky (4) aŚ (8)) resp. po jeho skonĞeną. Pre kaŚdĆ v ∈ V : 1. Ak v ∈ S, potom D[v] je cena najlacnejĺej cesty z v_0 do v, priĞom existuje cesta z v_0 do v celă leŚiaca v S s cenou D[v].

2.2 Najlacnejĺie cesty v grafe 19

Algoritmus 9 (Floyd{Warshall)

begin n ← |V | C^{(0)} ← W

for k ← 1 to n do for i ← 1 to n do for j ← 1 to n do

c^{(k)}_{ij} ← MIN(c^{(k−1)}_{ij} , c^{(k−1)}_{ik} + c^{(k−1)}_{kj} )

return C^{(n)} end Veta 2.7 Algoritmus 9 vypoĞąta cenu najlacnejĺej cesty z kaŚdĆho vrcholu i do kaŚdĆho vrcholu j v najhorĺom prąpade v Ğase O(|V |^3).

DŞkaz:

Ăasovă zloŚitos§: Zrejmă.

Korektnos§ algoritmu: Indukciou vzhŇadom na k moŚno dokăza§, Śe c^{(k)}_{ij} je cena najlacnejĺej cesty z vrcholu i do vrcholu j, ktorej vĺetky vnčtornĆ vrcholy sč z mnoŚiny {1, 2, . . ., k} (vnčtornĆ vrcholy cesty sč vĺetky vrcholy cesty okrem jej prvĆho a poslednĆho vrcholu). 2

Poznămka: Podobne ako v prąpade algoritmu 8 moŚno aj algoritmus 9 upravi§ tak, aby okrem hodnŞt c^{(k)}_{ij} poĞątal aj hodnoty p^{(k)}_{ij} , kde p^{(k)}_{ij} je predposlednŸ vrchol najlacnejĺej cesty z vrcholu i do vrcholu j, ktorej vĺetky vnčtornĆ vrcholy sč z mnoŚiny {1, 2, . . ., k}. Pomocou hodnŞt p^{(n)}_{ij} moŚno zostroji§ najlacnejĺiu cestu medzi ŇubovoŇnŸmi dvoma vrcholmi grafu G. Pre p^{(k)}_{ij} platą nasledujčci vz§ah:

p^{(k)}_{ij} = nil , ak k = 0 ∧ (i = j ∨ w_{ij} = ∞) i , ak k = 0 ∧ i ≠ j ∧ w_{ij} < ∞ p^{(k−1)} ij , ak k > 0 ∧ c^{(k−1)}_{ij} ≤ c^{(k−1)}_{ik} + c^{(k−1)}_{kj} p^{(k−1)} kj , ak k > 0 ∧ c^{(k−1)}_{ij} > c^{(k−1)}_{ik} + c^{(k−1)}_{kj} Vz§ah moŚno dokăza§ matematickou indukciou.

CviĞenia CviĞenie 2.4 UkăŚte, Śe Dijkstrov algoritmus nefunguje pre zăpornĆ dŊŚky hrăn. Năjdite Ğas§ v dŞkaze sprăvnosti Dijkstrovho algoritmu, kde sa podmienka nezăpornosti hrăn vyuŚąva.

CviĞenie 2.5 Năjdite algoritmus Ğasovej zloŚitost O(|V |^3), ktorŸ năjde najkratĺie cesty z vrcholu v_0 do vĺetkŸch ostatnŸch vrcholov, ak neuvaŚujeme podmienku nezăpornosti hrăn, ale iba podmienku, Śe v grafe G sa nenachădza cyklus zăpornej dŊŚky.

CviĞenie 2.6 UkăŚte, Śe Floyd-Warshallow algoritmus nefunguje, ak sa v grafe nachădza cyklus zăpornej dŊŚky. Năjdite, kde sa tăto podmienka vyuŚije v dŞkaze sprăvnosti Floyd-Warshallowho algoritmu.

CviĞenie 2.7 Hamiltonovskă kruŚnica je kruŚnica v grafe G, ktoră prechădza cez vĺetky vrcholy grafu G. UkăŚte, Śe problĆm, Ği v grafe G existuje Hamiltonovskă kruŚnica moŚno rieĺi§ v polynomiălnom Ğase, ak moŚno v polynomiălnom Ğase rieĺi§ problĆm năjdenia najkratĺąch ciest z kaŚdĆho vrcholu do kaŚdĆho, ak neuvaŚujeme Śiadne obmedzenia na ohodnotenie hrăn.

21 3 Algoritmy na maticiach

V tejto kapitole sa budeme zaobera§ vŸpoĞtovou zloŚitos§ou năsobenia matąc. Uvidąme, Śe Ğasovă zloŚitos§ O(n^3) priamoĞiareho algoritmu na năsobenie matąc nie je optimălna. UkăŚeme si algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou O(n^{2.81}). Najlepĺą algoritmus znămy do roku 1990 mă Ğasovč zloŚitos§ O(n^{2.376}). MnoŚstvo inŸch problĆmov je moŚnĆ zredukova§ na năsobenie matąc. V tŸchto prąpadoch pouŚitąm lepĺieho năsobenia matąc dostaneme efektąvne rieĺenia, ktorĆ majč niŚĺiu Ğasovč zloŚitos§, ako by sa na prvŸ pohŇad dalo predpoklada§ (naprąklad rieĺenie sčstav lineărnych rovnąc).

3.1 Strassenov algoritmus năsobenia matąc

Zlepĺenie priamoĞiareho algoritmu năsobenia matąc spoĞąva v pouŚitą techniky "rozdeŇuj a panuj". PriamoĞiare pouŚitie tejto techniky vĺak neprinesie oĞakăvanŸ vŸsledok.

Pokčsme sa vynăsobi§ matice rozmeru 2n × 2n pomocou operăcią năsobenia a sĞątania matąc rozmeru n × n (kaŚdč maticu rozdeląme na ĺtyri podmatice rozmeru n × n): AB = ( A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ) ( B_{11} B_{12} B_{21} B_{22} ) = ( A_{11}B_{11} + A_{12}B_{21} A_{11}B_{12} + A_{12}B_{22} A_{21}B_{11} + A_{22}B_{21} A_{21}B_{12} + A_{22}B_{22} )

Takto sme pŞvodnŸ problĆm năsobenia dvoch matąc rozmerov 2n × 2n previedli na 8 năsobeną a 4 sĞątania matąc rozmerov n × n. Nech T (n) je poĞet operăcią potrebnŸch na năsobenie năsobenie dvoch matąc rozmerov n × n. Pri pouŚitą metćdy rozdeŇuj a panuj dostăvame rekurentnŸ vz§ah

T (n) = 8T ( n 2 ) + ^(n^2).

Rieĺenąm tohto rekurentnĆho vz§ahu dostăvame T (n) = ^(n^3). PouŚitąm tejto metćdy sme teda nedosiahli Śiadne zlepĺenie.

KŇčĞom k rieĺeniu je năjdenie takĆho spŞsobu năsobenia matąc rozmerov 2 × 2, pri ktorom sa pouŚije menĺą poĞet năsobeną.

Lema 3.1 SčĞin dvoch matąc typu 2 × 2 moŚno vypoĞąta§ pomocou 7 năsobeną a 18 sĞątaną/odĞątaną.

DŞkaz: Pre sčĞin matąc ( a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} ) ( b_{11} b_{12} b_{21} b_{22} ) = ( c_{11} c_{12} c_{21} c_{22} )

platą

c_{11} = m_1 + m_2 − m_4 + m_6 c_{12} = m_4 + m_5 c_{21} = m_6 + m_7 c_{22} = m_2 − m_3 + m_5 − m_7, kde m_1 = (a_{12} − a_{22})(b_{21} + b_{22}) m_2 = (a_{11} + a_{22})(b_{11} + b_{22}) m_3 = (a_{11} − a_{21})(b_{11} + b_{12}) m_4 = (a_{11} + a_{12})b_{22} m_5 = a_{11}(b_{12} − b_{22}) m_6 = a_{22}(b_{21} − b_{11}) m_7 = (a_{21} + a_{22})b_{11} 2

3.2 LUP dekompozącia matąc 23

CviĞenia

CviĞenie 3.1 Na vynăsobenie dvoch komplexnŸch Ğąsel tvaru a + bi staĞia ĺtyri năsobenia reălnych Ğąsel ((a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i). Năjdite spŞsob, ako vynăsobi§ dve komplexnĆ Ğąsla pomocou troch năsobeną. UkăŚte, Śe je to najmenĺą moŚnŸ poĞet năsobeną.

CviĞenie 3.2 Predpokladajme, Śe by sme matice nedelili na ĺtyri Ğasti (2 × 2), ale na viac Ğastą. KoŇko najviac operăcią năsobenia by sme mohli pouŚi§ pri deleną na devĎ§ Ğastą (3 × 3) resp. na 16 Ğastą (4 × 4), aby sme dostali algoritmus asymptoticky lepĺą ako Strassenov algoritmus?

CviĞenie 3.3 PriamoĞiary algoritmus năsobenia dvoch n-cifernŸch Ğąsel vyŚaduje O(n^2) operăcią. Pokčste sa năjs§ asymptoticky lepĺą algoritmus.

CviĞenie 3.4 OrientovanŸ graf G = (V, E) măme danŸ pomocou matice susednosti A (t.j. a[u, v] = 1, ak (u, v) ∈ E a a[u, v] = 0, ak (u, v) /∈ E). Ůlohou je năjs§ maticu B, pre ktorč bude plati§ b[u, v] = 1, ak existuje orientovană cesta z u do v a b[u, v] = 0 inak. Năjdite algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou O(n^{2.81} log n).

CviĞenie 3.5 Rieĺte predchădzajčcu člohu pre neorientovanŸ graf. Viete năjs§ algoritmus aj s lepĺou Ğasovou zloŚitos§ou ako O(n^{2.81} log n)?

3.2 LUP dekompozącia matąc

LUP dekompozącia je jednou z metćd, ako redukova§ niektorĆ problĆmy na năsobenie matąc. SamotnŸ algoritmus năjdenia LUP dekompozącie uvădza§ nebudeme, pretoŚe je pomerne komplikovanŸ. DŞleŚitŸm faktom vĺak pre năs je, Śe tento algoritmus mă rovnakč Ğasovč zloŚitos§ ako năsobenie matąc v ďom pouŚitĆ (Ğasovo najnăroĞnejĺia operăcia). UkăŚeme teda aspoď niekoŇko problĆmov, ktorĆ moŚno efektąvne rieĺi§ redukciou na problĆm LUP dekompozącie.

De˛nącia 3.4 Nech A = (a_{ij} ) je matica typu n × n nad R. A je hornă trojuholnąkovă matica, ak

a_{ij} = 0 pre 1 ≤ j < i ≤ n.

A je jednotkovă dolnă trojuholnąkovă matica, ak a_{ij} = 0 pre 1 ≤ i < j ≤ n a a_{ii} = 1 pre 1 ≤ i ≤ n. A je permutaĞnă matica, ak a_{ij} ∈ {0, 1} pre 1 ≤ i, j ≤ n a v kaŚdom riadku a v kaŚdom stŊpci mă A prăve jednu jednotku.

De˛nącia 3.5 LUP dekompozącia matice A je trojica matąc L, U , P typu n × n, kde LU P = A,

L je jednotkovă dolnă trojuholnąkovă matica, U je hornă trojuholnąkovă matica a P je permutaĞnă matica.

Lema 3.6 Pre kaŚdč regulărnu ĺtvorcovč maticu existuje LUP dekompozącia.

Veta 3.7 Predpokladajme, Śe pre kaŚdĆ n vieme năsobi§ dve matice typu n × n v Ğase M (n), kde pre kaŚdĆ m a nejakĆ ε > 0 platą M (2m) ≥ 2^{2+ε}M (m).

Potom pre kaŚdč maticu A typu n × n moŚno v Ğase O(M (n)):

1. Zisti§, Ği A je regulărna a ak je, potom năjs§ jej LU P dekompoząciu.

2. Ak A je regulărna, năjs§ rieĺenie systĆmu lineărnych algebraickŸch rovnąc Ax = b.

3. Ak A je regulărna, năjs§ inverznč maticu A^{−1}.

4. VypoĞąta§ determinant matice A.

DŞkaz:

1. Tvrdenie uvădzame bez dŞkazu. PrąsluĺnŸ algoritmus mŞŚe ĞitateŇ năjs§ v [AHU76], [CLR90].

25 4 Metćdy tvorby efektąvnych algoritmov

V tejto kapitole sa budeme zaobera§ niektorŸmi technikami, ktorĆ sa pouŚąvajč pri tvorbe efektąvnych algoritmov. Vo vĺeobecnosti neexistuje univerzălna metćda konĺtrukcie efektąvnych algoritmov. Napriek tomu vĺak Ğasto moŚno pouŚi§ niektorč z nasledujčcich metćd:

Princąp neustăleho zlepĺovania. O kaŚdom algoritme, o ktorom sa zatiaŇ nepodarilo dokăza§ Śe sa nedă zlepĺi§, treba predpoklada§, Śe sa zlepĺi§ dă.

VoŇba vhodnej ĺtruktčry čdajov. SpŞsob organizăcie dăt pri vŸpoĞte algoritmu Ğasto vŸrazne vplŸva na jeho efektąvnos§. Preto voŇbou vhodnej ĺtruktčry čdajov mŞŚeme ząska§ efektąvnejĺą algoritmus.

Princąp vyvăŚenosti (Balancing). NavrhovanĆ algoritmy Ğasto pouŚąvajč rekurząvne schĆmy vŸpoĞtu alebo rekurząvne dătovĆ ĺtruktčry. V tŸchto prąpadoch sa ukazuje, Śe je vŸhodnĆ z hŇadiska efektąvnosti, aby medzi jednotlivŸmi podĺtruktčrami (prąpadne podvŸpoĞtami) bola istă vyvăŚenos§.

Metćda "RozdeŇuj a panuj" (Divide and conquer). Rozdeląme člohu na niekoŇko menĺąch podčloh, ktorĆ rieĺime samostatne. Potom z ich vŸsledkov vypoĞątame celkovŸ vŸsledok.

DynamickĆ programovanie. Tăto metćda je podobnă ako "rozdeŇuj a panuj" | rieĺenie problĆmu takisto dostăvame z rieĺeną podproblĆmov. V dynamickom programovaną postupujeme zdola nahor. Vyrieĺime podproblĆmy a uloŚąme si vŸsledky, aby mohli by§ pouŚitĆ pri vŸpoĞte vĎĞĺąch problĆmov.

Greedy algoritmy. Pri hŇadaną optimălneho rieĺenia danĆho problĆmu si pri vŸpoĞte zvoląme vŚdy lokălne najlepĺiu moŚnos§. Tento prąstup vedie k rŸchlemu algoritmu, musąme vĺak dăva§ pozor na to, aby rieĺenie bolo korektnĆ.

4.1 Princąp neustăleho zlepĺovania

Pri skčmaną urĞitĆho problĆmu je zvykom postupova§ z dvoch străn: na jednej strane sa snaŚąme năjs§ stăle efektąvnejĺą algoritmus a takto năjdenŸ algoritmus năm poskytuje hornŸ odhad zloŚitosti problĆmu. Na druhej strane sa snaŚąme năjs§ Ğo najlepĺą dolnŸ odhad.

Z tohto hŇadiska o kaŚdom algoritme, o ktorom sa zatiaŇ nepodarilo dokăza§, Śe ho nemoŚno zlepĺi§, treba predpoklada§, Śe sa zlepĺi§ dă.

Prąklad: Algoritmus QUICKSORT mă v priemernom prąpade zloŚitos§ O(n log n). Ukăzali sme, Śe zloŚitos§ triedenia v priemernom prąpade je ˙(n log n). V tomto prąpade sme teda dosiahli zhodu dolnĆho a hornĆho odhadu.

Prąklad: Năsobenie matąc: klasickă metćda O(n^3), Strassenova metćda O(n^{2.81}), najlepĺą vŸsledok do roku 1990 O(n^{2.376}). Znămy dolnŸ odhad ˙(n^2).

Prąklad: Năsobenie n-bitovŸch Ğąsel: klasickă metćda O(n^2), metćda "RozdeŇuj a panuj" O(n^{1.59}), ShŤnhage{Strassenova metćda pomocou Fourierovej transformăcie O(n log n log log n)

CviĞenia V nasledujčcich cviĞeniach năjdite viacero algoritmov s rŞznymi ĞasovŸmi zloŚitos§ami, pokčste sa Ğo najviac pribląŚi§ k uvedenĆmu dolnĆmu odhadu. Pokčste sa tieŚ ukăza§ uvedenŸ dolnŸ odhad.

CviĞenie 4.1 DanĆ je n-prvkovĆ pole A. Zostavte algoritmus, ktorŸ pre danĆ celĆ Ğąslo k (−n <

k < n) cyklicky posunie prvky poŇa A o k miest doprava. DolnŸ odhad je ˙(n).

CviĞenie 4.2 Dană je postupnos§ n celŸch (kladnŸch i zăpornŸch) Ğąsel. Năjdite v nej podpostupnos§ po sebe nasledujčcich Ğlenov postupnosti s najvĎĞĺąm sčĞtom. DolnŸ odhad je ˙(n).

CviĞenie 4.3 DanĆ sč sčradnice n bodov v rovine. Năjdite konvexnŸ obal tŸchto bodov (konvexnŸ obal je najmenĺą konvexnŸ mnohouholnąk, ktorŸ tieto body obsahuje). DolnŸ odhad je ˙(n log n).

4.4 Metćda "RozdeŇuj a panuj" 27

Ak vĺak zabezpeĞąme, aby podstromy pod ŇubovoŇnŸm prvkom mali pribliŚne rovnakč vŸĺku (tzv. vyvăŚenĆ stromy), ząskame vŚdy strom s vŸĺkou pribliŚne log n a teda vyhŇadăvanie v takomto strome mă Ğasovč zloŚitos§ O(log n) aj v najhorĺom prąpade.

Prąklad: 2-3 stromy (viČ. strana 7), AVL stromy, Ğerveno-Ğierne (RB) stromy, stromy pre UNION/ FIND-SET problĆm (viČ. strana 11), binărne prehŇadăvacie stromy, algoritmus SELECT pre hŇadanie k-teho najmenĺieho prvku (viČ. strana 2).

4.4 Metćda "RozdeŇuj a panuj"

Metćda je zaloŚenă na tom, Śe problĆm rozdeląme na niekoŇko podproblĆmov, podobnŸch ako pŞvodnŸ problĆm, ale menĺieho rozsahu. Potom rekurząvne vyrieĺime tieto podproblĆmy a nakoniec zostrojąme rieĺenie celĆho problĆmu pomocou rieĺeną podproblĆmov.

Ak sa podarą rozdeli§ problĆm rozsahu n na d problĆmov rozsahu n/c, priĞom celkovŸ Ğas potrebnŸ na rozklad na podproblĆmy a konĺtrukciu rieĺenia problĆmu pomocou rieĺeną podproblĆmov nepresiahne Ğas bn, potom moŚno Ğasovč zloŚitos§ odhadnč§ pomocou nasledujčcej vety.

Veta 4.1 Nech b, c, d sč nezăpornĆ konĺtanty. Rieĺenie rekurentnej rovnice

T (n) = { bn pre n = 1, dT (n/c) + bn pre n > 1, je pre n = c^k

T (n) = O(n) ak d < c, O(n log n) ak d = c, O(n^{logc d}) inak.

DŞkaz: Ak n = c^k, potom platą T (n) ≤ bn + dT (n/c) ≤ bn + bn d c + bn d^2 c^2 + · · · + bn ( d c )_{logc n}

= bn logc n∑

i=0 r^i,

kde r = d/c. Ak r < 1, potom rad ∑_{logc n} i=0 r^i konverguje, ĞiŚe

T (n) ≤ bn logc n∑

i=0 r^i ≤ ∞∑ i=0 r^i ≤ hn, pre nejakč vhodnč kladnč konĺtantu h. Ak r = 1, potom

T (n) ≤ bn(log_c n + 1)

Ak r > 1, potom

T (n) ≤ bn logc n∑

i=0 r^i = bn r^{1+logc n} − 1 r − 1 = bc^{logc n} (_d c )_{1+logc n} − 1 d c − 1 = O(d^{logc n}) = O(n^{logc d}) . 2 Prąklad: Sč danĆ dve n-bitovĆ Ğąsla x a y. Pokčsme sa năjs§ efektąvny algoritmus, ktorŸ tieto dve Ğąsla vynăsobą. Nech x = a2^{n/2} + b a y = c2^{n/2} + d, kde a, b, c, d sč n/2 bitovĆ Ğąsla. Potom sčĞin z = xy moŚno vypoĞąta§ takto:

4.5 DynamickĆ programovanie 29

4.5.1 ProblĆm năsobenia re§azca matąc Prąkladom problĆmu, ktorŸ sa dă efektąvne rieĺi§ pouŚitąm metćdy dynamickĆho programovania je problĆm năsobenia re§azca matąc.

DanŸch je n matąc M_1, . . ., M_n, kde M_i je matica typu r_{i−1} × r_i. Ůlohou je vypoĞąta§ sčĞin tŸchto matąc s minimălnym celkovŸm poĞtom skalărnych năsobeną, priĞom predpokladăme, Śe sčĞin matice typu p × q s maticou q × r potrebuje pqr skalărnych năsobeną (tj. matice năsobąme klasickŸm spŞsobom)^{11}.

PoĞet rŞznych spŞsobov, ako vypoĞąta§ sčĞin n matąc, tj. poĞet rŞznych uzătvorkovaną, je P (n), kde P (n) = { 1 ak n = 1, ∑_{n−1} k=1 P (k)P (n − k) inak

MoŚno ukăza§, Śe

P (n) = 1 n ( 2n − 2 n − 1 ) = ˙(4^n/n^{3/2})

Preskčmanąm vĺetkŸch moŚnostą vŸpoĞtu sčĞinu n matąc vedie k neefektąvnemu algoritmu s exponenciălnou zloŚitos§ou. Pomocou dynamickĆho programovania zostrojąme algoritmus so zloŚitos§ou O(n^3).

Nech sč danĆ Ğąsla r_0, . . . , r_n, kde r_{i−1}×r_i je typ matice M_i. Zavedieme pole m[1 . . . n, 1 . . .n], kde m[i, j] bude minimălny poĞet skalărnych năsobeną potrebnŸch na vŸpoĞet sčĞinu matąc M_i, . . . , M_j. V pomocnom poli s[1 . . . n, 1 . . .n] budeme uklada§ Ğąslo s[i, j] = k, ktorĆ urĞuje, ako treba pri optimălnom năsobeną matąc re§azec uzătvorkova§ (tj. urĞuje takĆto uzătvorkovanie: (M_i × · · · × M_k) × (M_{k+1} × · · · × M_j ), priĞom re§azec M_i, . . . , M_k năsobąme podŇa hodnŞt m[i, k] a s[i, k] a re§azec M_{k+1}, . . . , M_j podŇa hodnŞt m[k + 1, j] a s[k + 1, j]).

Algoritmus 11

begin

for i ← 1 to n do m[i, i] ← 0 for l ← 1 to n − 1 do

for i ← 1 to n − l do begin j ← i + l Nech k ∈ {i, i + 1, . . . , j − 1} je takŸ index, pre ktorŸ je hodnota vŸrazu m[i, k] + m[k + 1, j] + r_{i−1}r_kr_j minimălna m[i, j] ← m[i, k] + m[k + 1, j] + r_{i−1}r_kr_j s[i, j] ← k end end Hodnoty tabuŇky m[1 . . . n, 1 . . .n] je moŚnĆ vypoĞąta§ aj pouŚitąm metćdy rozdeŇuj a panuj.

Procedčra RP(i, j) vypoĞąta hodnoty tabuŇky m[k, l] pre vĺetky i ≤ k ≤ l ≤ j, tj. pre vĺetky podre§azce re§azca matąc M_iM_{i+1} . . . M_j . Celč tabuŇku teda vypoĞątame prąkazom RP(1,n).

Algoritmus 12

procedure RP(i,j) begin

if i = j then m[i, j] ← 0 else m[i, j] ← min_{i≤k<j}{RP(i, k) + RP(k + 1, j) + r_{i−1}r_kr_j} return m[i, j] end 11Naprąklad: nech M1 je typu 10 × 30, M2 je typu 30 × 5, M3 je typu 5 × 100 a M4 typu 100 × 10. Pri uzătvorkovaną (M1 × (M2 × M3)) × M4 je poĞet năsobeną 55000 a pri uzătvorkovaną (M1 × M2) × (M3 × M4) vyŚaduje rieĺenie člohy iba 7000 operăcią.

4.6 Greedy algoritmy 31

Nech V (w, j) = max_{S⊆{1,2,...,j}}{ ∑ i∈S v_i| ∑ i∈S w_i ≤ w}, pre j = 1, 2, . . ., n a w = 0, 1, . . ., W . Ak optimălny vŸber objektov pre V (w, j + 1) obsahoval objekt s indexom j + 1, po odobratą tohto objektu dostaneme vŸber s celkovou văhou o w_{j+1} menĺou a s celkovou cenou o v_{j+1} menĺou, priĞom tento vŸber je zrejme optimălny pre V (w − w_{j+1}, j). Ak optimălny vŸber pre V (w, j +1) neobsahuje objekt s indexom j + 1, potom V (w, j + 1) = V (w, j). Teda pre kaŚdĆ j a w platą V (w, j + 1) = max{V (w, j), v_{j+1} + V (w − w_{j+1}, j)}. DynamickŸm programovanąm moŚno rieĺi§ 0-1 knapsack problĆm v Ğase O(nW ) a to postupnŸm vypŊďanąm tabuŇky V [0 . . . W, 0 . . .n] pouŚijčc vz§ah V [w, j] = { max{V [w, j − 1], v_j + V [w − w_j , j − 1]} ak 0 < j ≤ n 0 ak j = 0

VŸslednou hodnotou je Ğąslo V [W, n].

CviĞenia CviĞenie 4.12 Je dană postupnos§ Ğąsel a_1, . . . , a_n. Năjdite najdlhĺiu rastčcu vybranč podpostupnos§ tejto postupnosti (tj. Ğąsla 1 ≤ i_1 < i_2 < . . . < i_k ≤ n takĆ, Śe a_{i1} < a_{i2} < . . . < ai_k a k je najvĎĞĺie moŚnĆ) (v Ğase O(n^2) dynamickŸm programovanąm, moŚno vylepĺi§ na O(n log n)).

CviĞenie 4.13 Leteckă spoloĞnos§ prevădzkuje k liniek medzi mestami 1, . . ., n, priĞom kaŚdă linka spăja dve z tŸchto miest. Vyhrali ste leteckŸ zăjazd, pri ktorom văm leteckă spoloĞnos§ zaplatą vami vybranŸ okruŚnŸ let postupne cez mestă 1, a_1, . . ., a_{l−1}, n, a_{l+1}, . . . , a_m, 1, priĞom 1 < a_1 < . . . < a_{l−2} < n a n > a_{l+1} > . . . > a_m > 1 a Śiadne mesto (okrem 1) nenavĺtąvite viackrăt a prepravujete sa len linkami tejto leteckej spoloĞnosti. Năjdite takčto okruŚnč trasu, ktoră prechădza cez najvĎĞĺą moŚnŸ poĞet miest (Ğasovă zloŚitos§ O(n^2)).

CviĞenie 4.14 Je dană postupnos§ celŸch kladnŸch Ğąsel V_1, . . . , V_n. Chceme z nej vybra§ podpostupnos§ s maximălnym sčĞtom takč, Śe z ŇubovoŇnŸch troch za sebou idčcich Ğlenov pŞvodnej postupnosti aspoď jeden vyberieme a aspoď jeden nevyberieme (Ğasovă zloŚitos§ O(n)).

CviĞenie 4.15 UvaŚujme nasledujčci spŞsob kompresie: ak măme v postupnosti znakov n-krăt sa za sebou opakujčcu podpostupnos§ P , mŞŚeme ju nahradi§ postupnos§ou n[P ]. Naprąklad

2[11[a]bc] je kćdom postupnosti: aaaaaaaaaaabcaaaaaaaaaaabc.

Je zadană postupnos§ znakov a. . . z. Năjdite algoritmus, ktorŸ năjde jeho najkratĺą moŚnŸ komprimovanŸ zăpis vyĺĺieuvedenou metćdou, priĞom dŊŚka zăpisu je poĞet znakov vrătane zătvoriek a Ğąslic.

4.6 Greedy algoritmy

Greedy algoritmy sa pouŚąvajč na rieĺenie optimalizaĞnŸch problĆmov. Globălne optimălne rieĺenia hŇadajč (alebo vytvărajč) pomocou postupnosti lokălne optimălnych rozhodnutą, ktorĆ uŚ Čalej nie sč revidovanĆ. Obvykle sč to iteratąvne algoritmy, v ktorŸch lokălne optimălne rozhodnutia redukujč problĆmy na podproblĆmy menĺieho rozsahu, v dŞsledku Ğoho sč mnohĆ z tŸchto algoritmov rŸchle. Prąklad: Dijkstrov algoritmus (pozri stranu 17), Kruskalov algoritmus (pozri stranu 15) Prąklad: DanŸch je n objektov s văhami w_1, w_2, . . . , w_n (kde w_i sč prirodzenĆ Ğąsla), cenami

v_1, v_2, . . . , v_n a Čalej je danĆ prirodzenĆ Ğąslo W . Ůlohou je vybra§ Ğasti niektorŸch objektov tak, aby celkovă cena vybranŸch Ğastą bola najvĎĞĺia a zăroveď aby ich celkovă văha neprekroĞila hodnotu W , tj. năjs§ Ğąslo max α1,α2,...,α_n∈<0,1> { n∑ i=1 α_iv_i| n∑ i=1 α_iw_i ≤ W }. Tento problĆm sa nazŸva racionălny knapsack problĆm a je ho moŚnĆ rieĺi§ pomocou greedy algoritmu v Ğase O(n log n) (a v Ğase O(n) metćdou rozdeŇuj a panuj).

33 5 NP-čplnos§

Doteraz sme sa zaoberali algoritmami, ktorĆ mali polynomiălnu Ğasovč zloŚitos§, tj. na vstupoch rozsahu n potrebujč Ğas O(n^k) pre nejakĆ k. Nie vĺetky problĆmy sa vĺak dajč rieĺi§ v polynomiălnom Ğase.

Prąklad: ProblĆm zastavenia Turingovho stroja nemoŚno algoritmicky rieĺi§. Existujč aj problĆmy, pre ktorĆ existuje algoritmickĆ rieĺenie, ale neexistuje algoritmickĆ rieĺenie v polynomiălnom Ğase.

Prakticky rieĺiteŇnĆ algoritmy sč takĆ, ktorĆ moŚno rieĺi§ algoritmami v polynomiălnom Ğase. Exponenciălne algoritmy sč totiŚ pre vĎĞĺie rozsahy vstupov z ĞasovĆho hŇadiska nerealizovateŇnĆ (na rozdiel od polynomiălnych algoritmov s nązkym stupďom polynćmu).

Poznămka: Hoci exponenciălna funkcia 2^n rastie rŸchlejĺie neŚ ŇubovoŇnă polynomiălna funkcia s premennou n, pre malĆ hodnoty n mŞŚe by§ algoritmus s Ğasovou zloŚitos§ou T (2^n) rŸchlejĺą neŚ mnohĆ polynomiălne algoritmy (napr. 2^n < n^{10} pre n < 59).

5.1 Triedy P a NP

Pre niektorĆ problĆmy nie je znăme, Ği je ich moŚnĆ algoritmicky rieĺi§ v polynomiălnom Ğase, alebo nie. Existujč niektorĆ triedy problĆmov, ktorĆ majč z tohto hŇadiska ĺpeciălny vŸznam.

Triedu problĆmov, ktorĆ sa dajč rieĺi§ deterministickŸm algoritmom v polynomiălnom Ğase, nazveme triedou P problĆmov. Triedu problĆmov, ktorĆ sa dajč rieĺi§ nedeterministickŸm algoritmom v polynomiălnom Ğase nazveme triedou NP problĆmov.

Zjavne platą, Śe P ⊆ NP. V sčĞasnej dobe vĺak nevieme poveda§, Ği platą aj P = NP, alebo nie. Teda existujč člohy v NP, u ktorŸch nevieme năjs§ polynomiălny deterministickŸ algoritmus, ale sčĞasne ani nevieme dokăza§, Śe takŸ algoritmus neexistuje. O niektorŸch problĆmoch vĺak vieme poveda§ o nieĞo viac.

O problĆme A z triedy NP hovorąme, Śe je NP-čplnŸ, ak pre ŇubovoŇnŸ problĆm B z triedy NP platą, Śe je polynomiălne redukovateŇnŸ na tento problĆm. To znamenă, Śe problĆm B moŚno rieĺi§ tak, Śe nejakŸm polynomiălnym algoritmom pretransformujeme vstup pre problĆm B na vstup pre problĆm A, năjdeme rieĺenie problĆmu A a potom toto rieĺenie opĎ§ polynomiălnym algoritmom prevedieme na rieĺenie problĆmu B.

Vĺimnime si, Śe problĆmy z triedy NP-čplnŸch majč jednu zaująmavč vlastnos§. Ak by sme totiŚ dokăzali rieĺi§ ŇubovoŇnŸ problĆm z tejto triedy polynomiălnym deterministickŸm algoritmom, dokăzali by sme aj vĺetky ostatnĆ problĆmy z NP rieĺi§ v polynomiălnom Ğase^{12}.

NiektorĆ NP-čplnĆ problĆmy sč veŇmi podobnĆ problĆmom, ktorĆ vieme rieĺi§ deterministicky v polynomiălnom Ğase. Prąklad:

Det. polynomiălny Ğas NP-čplnŸ problĆm 2-splniteŇnos§ 3-splniteŇnos§ HranovĆ pokrytie grafu VrcholovĆ pokrytie grafu Najkratĺie cesty v grafe Najdlhĺie cesty v grafe Lineărne diofant. rovnice KvadratickĆ diofant. rovnice Racionălny knapsack problĆm 0-1 knapsack problĆm

Teraz zavedieme pojmy tried P, NP a NP-čplnŸch problĆmov trochu formălnejĺie | na TuringovŸch strojoch. Turingov stroj dokăŚe vykona§ v polynomiălnom Ğase kaŚdŸ vŸpoĞet, ktorŸ sa dă vykona§ v polynomiălnom Ğase na beŚnom poĞątaĞi a mă tč vŸhodu, Śe sa dă jednoducho a presne matematicky popąsa§.

Poznămka: Pre jednoduchos§ budeme Čalej uvaŚova§ iba polynćmy s nezăpornŸmi koe˛cientami.

12Ak o niektorom problĆme vieme, Śe patrą do triedy NP-čplnŸch problĆmov, stoją za zamyslenie to, Ği sa zaobera§ hŇadanąm polynomiălneho rieĺenia takĆhoto problĆmu. Od roku 1971 sa to totiŚ eĺte nikomu nepodarilo, navyĺe sa predpokladă, Śe takŸ algoritmus neexistuje. V praxi nemă vĎĞĺinou zmysel sa zaobera§ pąsanąm exponenciălneho algoritmu, preto schodnă cesta v tomto prąpade vedie cez năjdenie nejakĆho deterministickĆho polynomiălneho aproximaĞnĆho algoritmu.

5.2 NP-čplnĆ problĆmy 35

5.2 NP-čplnĆ problĆmy

5.2.1 BooleovskĆ vŸrazy BooleovskĆ vŸrazy obsahujčce booleovskĆ premennĆ, logickĆ spojky ¬, ∨, ∧, ⇐, ⇔ a zătvorky (, ) budeme kćdova§ tak, Śe jednotlivĆ premennĆ oĞąslujeme Ğąslami 1, 2, . . . a tieto premennĆ v booleovskom vŸraze nahradąme ich Ğąslami v binărnom tvare.

Prąklad: BooleovskŸ vŸraz (p ∨ q) ⇒ (¬p ∨ q ∧ r) mă kćd (1 ∨ 10) ⇒ (¬1 ∨ 10 ∧ 11).

BooleovskŸ vŸraz je splniteŇnŸ, ak existuje aspoď jedno priradenie hodnŞt 0,1 premennŸm takĆ, Śe hodnota vŸrazu je 1.

Prąklad: (p ∨ q) ∧ ¬r je splniteŇnŸ (p = 1, q = 0, r = 0). (p ∨ q) ∧ ¬p ∧ ¬q je nesplniteŇnŸ.

De˛nącia 5.5 Nech SAT je mnoŚina vĺetkŸch splniteŇnŸch booleovskŸch vŸrazov (SAT je jazyk nad abecedou {¬, ∨, ∧, ⇐, ⇔, (, ), 0, 1}). Veta 5.6 (Cook, Levin) SAT je NP-čplnŸ jazyk.

DŞkaz: ĂitateŇ Ňahko ukăŚe, Śe SAT patrą do mnoŚiny NP jazykov. Zostăva teda uŚ len ukăza§, Śe kaŚdŸ jazyk z mnoŚiny NP je polynomiălne transformovateŇnŸ na jazyk SAT.

Nech L ∈ NP. Nech M je prąsluĺnŸ nedeterministickŸ jednopăskovŸ^{13} Turingov stroj s polynomiălnou Ğasovou zloŚitos§ou p(n), ktorŸ akceptuje L. Nech M mă stavy q_0, q_1, . . . , q_s a păskovĆ symboly X_1, X_2, . . . , X_m. Nech w je vstup pre M , nech |w| = n. Nech q_s je jedinŸ jeho koncovŸ stav a nech po prejdeną do q_s stroj M v Čalĺąch krokoch v tomto stave zotrvăva bez posunu hlavy.

Ak M akceptuje w, potom existuje postupnos§ kon˛gurăcią Q_0, Q_1, . . . , Q_q, kde q < p(n), Q_0 je poĞiatoĞnă kon˛gurăcia, Q_q je akceptujčca kon˛gurăcia, Q_{i−1} ⊢ Q_i pre 1 ≤ i ≤ q a Śiadna kon˛gurăcia nezaberă viac ako p(n) poląĞok păsky.

Skonĺtruujeme booleovskŸ vŸraz w_0, ktorŸ bude splniteŇnŸ prăve vtedy, ak existuje prąsluĺnă akceptujčca postupnos§ kon˛gurăcią (tj. ak Turingov stroj akceptuje w). Nasledujčce premennĆ pouŚijeme vo vŸraze w_0 ako propoziĞnĆ premennĆ:

C_{i,j,t} (1 ≤ i ≤ p(n), 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ t ≤ p(n)) bude 1 prăve vtedy, keČ păska M bude pri vŸpoĞte v Ğase t na svojom i-tom poląĞku obsahova§ symbol X_j ,

S_{k,t} (0 ≤ k ≤ s, 0 ≤ t ≤ p(n)) bude 1 prăve vtedy, keČ M bude pri vŸpoĞte v Ğase t v stave q_k,

H_{i,t} (1 ≤ i ≤ p(n), 0 ≤ t ≤ p(n)) bude 1 prăve vtedy, keČ poloha hlavy M bude pri vŸpoĞte v Ğase t Ğąta§ poląĞko i.

Măme teda O(p^2(n)) propoziĞnŸch premennŸch. Tieto premennĆ je teda moŚnĆ reprezentova§ postupnos§ami dŊŚky c log n (pre nejakč konĺtantu c) znakov {0, 1}.

Pre zjednoduĺenie si zaveČme predikăt

U (x_1, x_2, . . ., x_r) := (x_1 ∨ x_2 ∨ . . . ∨ x_r) ∧ ⋀ i,j,i≠j (¬x_i + ¬x_j) ,

ktorŸ je splnenŸ, keČ prăve jedna premennă z x_1, . . ., x_r je 1. Vĺimnime si, Śe pokiaŇ by sme formălne zapąsali predikăt U , jeho kćd by mal pre r premennŸch dŊŚku O(r^3).

Je zrejmĆ, Śe postupnos§ kon˛gurăcią Q_0, Q_1, . . ., Q_{p(n)} je akceptujčca sekvencia prăve vtedy, keČ:

1. v kaŚdej kon˛gurăcii hlava snąma prăve jedno poląĞko păsky,

2. na kaŚdom poląĞku păsky sa nachădza naraz prăve jeden symbol,

3. v kaŚdej kon˛gurăcii sa stroj nachădza v prăve jednom stave,

13k-păskovŸ Turingov stroj s polynomiălnou Ğasovou zloŚitos§ou moŚno simulova§ jednopăskovŸm TuringovŸm strojom pri polynomiălnom năraste Ğasovej zloŚitosti

5.2 NP-čplnĆ problĆmy 37

Prąklad:

(p ∨ q) ∧ (q ∨ ¬p ∨ r) je v 3-konjunktąvnom normălnom tvare p ∧ q ∨ r nie je v konjunktąvnom normălnom tvare p ∧ (q ∨ r) je v konjunktąvnom normălnom tvare

De˛nącia 5.8 Nech CSAT resp. k-SAT je mnoŚina splniteŇnŸch booleovskŸch vŸrazov v konjunktąvnom resp. v k-konjunktąvnom normălnom tvare.

Veta 5.9 CSAT aj 3-SAT sč NP-čplnĆ jazyky.

Poznămka: DŞkaz tejto vety je podobnŸ ako dŞkaz vety 5.6, staĞą prąsluĺnĆ booleovskĆ vŸrazy vytvăra§ v 3-konjunktąvnom normălnom tvare.

Veta 5.10 2-SAT patrą do triedy P.

5.2.2 NP-čplnĆ problĆmy na neohodnotenŸch grafoch De˛nącia 5.11 Nech G = (V, E) je neorientovanŸ graf. VrcholovĆ pokrytie grafu G je podmnoŚina

V^′ ⊆ V takă, Śe pre kaŚdč hranu (v, w) ∈ E aspoď jeden z vrcholov v, w patrą do V^′.

HranovĆ pokrytie grafu G je podmnoŚina E^′ ⊆ E takă, Śe kaŚdŸ vrchol z V prislčcha niektorej hrane z E^′.

Graf G je k-zafarbiteŇnŸ, ak moŚno jeho vrcholy zafarbi§ k farbami tak, aby Śiadne dva vrcholy spojenĆ hranou nemali rovnakč farbu.

Graf G mă k-kliku, ak v G existuje kompletnŸ podgraf s k vrcholmi.

Graf G = (V, E) budeme kćdova§ tak, Śe vrcholy grafu oĞąslujeme Ğąslami 1, 2, . . ., |V | a kćd grafu G bude re§azec obsahujčci zoznam vrcholov a zoznam hrăn, priĞom Ğąsla vrcholov sč v binărnom tvare. Dvojicu (k, G), kde k je nezăpornĆ celĆ Ğąslo budeme kćdova§ re§azcom

binărny zăpis k; kćd grafu G s s ss_1 10 11 100

obr. 10: Graf, ktorĆho kćd je 1, 10, 11, 100, (1, 10), (1, 100), (1, 11), (100, 11)

De˛nącia 5.12 Nech VP je mnoŚina kćdov dvojąc (k, G), kde k ≥ 0 a G je graf majčci vrcholovĆ pokrytie pozostăvajčce z k vrcholov. Nech HP je mnoŚina kćdov dvojąc (k, G), kde G je graf majčci hranovĆ pokrytie pozostăvajčce z k hrăn. Nech F je mnoŚina kćdov dvojąc (k, G), kde G je kzafarbiteŇnŸ graf. Nech K je mnoŚina kćdov dvojąc (k, G), kde G mă k-kliku (tj. čplnŸ podgraf s k vrcholmi). Nech HAM je mnoŚina kćdov grafov G, ktorĆ majč hamiltonovskč kruŚnicu^{14}.

Veta 5.13 Jazyky VP, F, K a HAM sč NP-čplnĆ.

DŞkaz: DokăŚeme, Śe K je NP-čplnŸ jazyk, pri dŞkazoch pre jazyky VP, F a HAM sa postupuje obdobne. Zrejme platą, Śe K ∈ NP. StaĞą teda pre nejakŸ NP-čplnŸ jazyk L_0 dokăza§, Śe je polynomiălne transformovateŇnŸ na jazyk K. Z toho totiŚ vyplŸva, Śe kaŚdŸ jazyk L ∈ NP je polynomiălne transformovateŇnŸ na K, lebo kaŚdŸ jazyk L ∈ NP je polynomiălne transformovateŇnŸ na L_0 a L_0 je transformovateŇnŸ na K.

14z formălneho hŇadiska sč mnoŚiny VP, HP, F, K a HAM jazyky nad abecedou {0, 1, (, ), ; , "Ğiarka"}

5.2 NP-čplnĆ problĆmy 39

Obrătene, nech G^′ mă hamiltonovskč kruŚnicu s cenou najviac k = 0. Potom takăto hamiltonovskă kruŚnica musą ma§ cenu 0, lebo cena kaŚdej hrany je nezăpornă, a teda nemŞŚe obsahova§ Śiadnu hranu s cenou 1. Z konĺtrukcie grafu G^′ vyplŸva, Śe takăto hamiltonovskă kruŚnica je tieŚ hamiltonovskou kruŚnicou grafu G.

Preto kćd grafu G patrą do HAM prăve vtedy, keČ kćd dvojice (0, G^′) patrą do POC. 2

De˛nącia 5.18 POC-OPT (problĆm obchodnĆho cestujčceho | optimalizaĞnă verzia): Pre danŸ kćd kompletnĆho ohodnotenĆho grafu treba năjs§ hamiltonovskč kruŚnicu s minimălnou cenou.

Je zrejmĆ, Śe problĆm POC je polynomiălne transformovateŇnŸ na problĆm POC-OPT (tzn. Śe ak by existoval deterministickŸ polynomiălny algoritmus rieĺiaci POC-OPT, potom by tieŚ existoval deterministickŸ polynomiălny algoritmus akceptujčci jazyk POC).

Platą to aj obrătene, lebo POC-OPT moŚno vypoĞąta§ pomocou algoritmu pre POC. Nech n je dŊŚka kćdu grafu G. Cena kaŚdej hamiltonovskej kruŚnice grafu G je medzi 0 a 2^n −1, lebo ceny hrăn sč kćdovanĆ binărne. Cenu najlacnejĺej hamiltonovskej kruŚnice grafu G năjdeme binărnym prehŇadăvanąm intervalu 0, . . . , 2^n−1 pomocou algoritmu pre POC, tj. najprv zistąme, Ği (2^{n−1}, G) ∈ POC, ak ăno, potom zis§ujeme, Ği (2^{n−2}, G) ∈ POC, inak zis§ujeme, Ği (2^{n−1} + 2^{n−2}, G) ∈ POC, atČ., aŚ kŸm nezistąme cenu najlacnejĺej hamiltonovskej kruŚnice grafu G. Nech jej cena je C. Potom prąsluĺnč hamiltonovskč kruŚnicu năjdeme pomocou POC takto: zvĎĞĺujeme postupne ceny jednotlivŸch hrăn z grafu G o 1 a zakaŚdŸm pomocou algoritmu pre POC zistąme, Ği v takto upravenom grafe existuje hamiltonovskă kruŚnica s cenou najviac C. Ak ăno, potom v grafe G existuje hamiltonovskă kruŚnica s cenou C neobsahujčca vybranč hranu. V opaĞnom prąpade je vybrană hrana sčĞas§ou hŇadanej hamiltonovskej kruŚnice s cenou C | v tomto prąpade cenu tejto hrany znąŚime na pŞvodnč hodnotu. Takto pokraĞujeme, aŚ kŸm nepreskčmame vĺetky hrany^{15}.

De˛nącia 5.19 NP-optimalizaĞnŸ problĆm A je danŸ cieŇom (min, max), polynomiălne ohraniĞenou relăciou R ⊆ ˚^∗ × ˚^∗ (t.j. pre R existuje polynćm p takŸ, Śe ak x, y ∈ R, potom |y| ≤ p(|x|)) a hodnotovou funkciou m : ˚^∗ × ˚^∗ → N , priĞom R aj p sč vypoĞątateŇnĆ deterministicky v polynomiălnom Ğase, t.j. {x; y|(x, y) ∈ R} ∈ P a pre (x, y) ∈ R moŚno hodnotu m(x, y) moŚno vypoĞąta§ deterministicky v polynomiălnom Ğase (t.j. v Ğase q(|x| + |y|)). Relăciu R mŞŚeme chăpa§ ako problĆm(vstup) × rieĺenie(vŸstup) a m je kvalita rieĺenia. Prąklad: POC-OPT:

• cieŇ je min

• R = {(x, y)|x je kompletnŸ graf, y je hamiltonovskă kruŚnica grafu x}

• m(x, y) = cena hamiltonovskej kruŚnice y grafu x

De˛nącia 5.20 Pre NP-optimalizaĞnŸ problĆm (s cieŇom min) mŞŚeme de˛nova§ tri problĆmy:

• KonĺtrukĞnŸ problĆm : pre danĆ x zostroj (ak existuje) y takĆ, Śe (x, y) ∈ R ∧ m(x, y) = min_y0_{∈Σ}� {m(x, y^′)}

• HodnotovŸ problĆm : pre danĆ x a k ∈ N zisti, Ği (∃y)((x, y) ∈ R ∧ m(x, y) ≤ k)

• Rozhodovacą problĆm : pre danĆ x a k ∈ N zisti, Ği (∃y)((x, y) ∈ R∧m(x, y) ≤ k). Rozhodovacą problĆm mŞŚeme formulova§ ako jazyk L = {x; zăpis k |x ∈ ˚^∗ ∧ k ∈ N ∧ (∃y)((x, y) ∈ R ∧ m(x, y) ≤ k)} Poznămka: Pre NP-optimalizaĞnĆ problĆmy s cieŇom max je moŚnĆ de˛nova§ konĺtrukĞnŸ, hodnotovŸ a rozhodovacą problĆm analogicky.

15Vĺimnite si, Śe v prąpade, Śe existuje kruŚnica s cenou najviac C, ktoră neobsahuje prąsluĺnč hranu, neznąŚime cenu tejto hrany na pŞvodnč hodnotu. Ak by totiŚ v grafe G existovalo viacero hamiltonovskŸch kruŚnąc s cenou C, nenaĺli by sme vĺetky hrany Śiadnej z nich.

41 6 Aproximatąvne algoritmy

De˛nącia 6.1 ProblĆm VP-OPT (problĆm vrcholovĆho pokrytia | optimalizaĞnă verzia): Pre danŸ kćd grafu G treba năjs§ vrcholovĆ pokrytie s minimălnym poĞtom vrcholov.

Je zrejmĆ, Śe problĆm VP-OPT nie je Ňahĺą neŚ NP-čplnŸ problĆm VP. Preto nepoznăme Śiadny deterministickŸ polynomiălny algoritmus rieĺiaci problĆm VP-OPT.

Preto sa mă v tomto prąpade zmysel zaobera§ aproximaĞnŸmi algoritmami pre VP-OPT. Uvedieme aproximaĞnŸ deterministickŸ polynomiălny algoritmus, ktorŸ pre danŸ graf G = (V, E) năjde vrcholovĆ pokrytie ~V , pre ktorĆ platą, Śe | ~V | ≤ 2|V^∗|, kde V^∗ je vrcholovĆ pokrytie grafu G s minimălnym poĞtom vrcholov.

Algoritmus 14

begin

~V ← ∅ (1) E^′ ← E (2)

while E^′ ≠ ∅ do begin (3) nech (u, v) je ŇubovoŇnă hrana z E^′ (4) ~V ← ~V ∪ {u, v} (5) odstrăď z E^′ kaŚdč hranu incidentnč s vrcholom u alebo v (6) end end s s s s s s s � � � � � � 1

2 3 6

4 5

7

obr. 12: Prąklad Ğinnosti algoritmu pre VP-OPT, ~V = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, V^∗ = {2, 4, 6}, vybranĆ hrany (2, 3), (4, 5), (6, 7).

Veta 6.2 Algoritmus 14 năjde v polynomiălnom Ğase vrcholovĆ pokrytie ~V grafu G, priĞom platą

| ~V | ≤ 2|V^∗|, kde V^∗ je optimălne vrcholovĆ pokrytie.

DŞkaz: ~V je zrejme vrcholovĆ pokrytie grafu G (z E^′ sč postupne odstraďovanĆ vĺetky hrany pokrytĆ vrcholmi pridanŸmi do ~V ).

DokăŚeme, Śe | ~V | ≤ 2|V^∗|. Nech A ⊆ E je mnoŚina hrăn, ktorĆ sč vybranĆ v riadku 4. Z riadku 6 vyplŸva, Śe Śiadne dve hrany z A nemajč spoloĞnŸ vrchol. KeČŚe s kaŚdou vybranou hranou pribudnč do ~V dva vrcholy (pozri riadok 5), platą | ~V | = 2|A|.

KeČŚe vrcholy z V^∗ pokrŸvajč vĺetky hrany z E (a teda aj z A) a Śiadne dve hrany z A nemajč spoloĞnŸ vrchol, musą plati§, Śe |V^∗| ≥ |A|, teda 2|V^∗| ≥ 2|A| = | ~V |. 2

De˛nącia 6.3 KompletnŸ ohodnotenŸ graf G = (V, V × V, c) spŊďa trojuholnąkovč nerovnos§, ak pre kaŚdĆ tri vrcholy u, v, w ∈ V platą c(u, w) ≤ c(u, v) + c(v, w) .

43

• 0 − 1 Knapsack je dobre aproximovateŇnŸ.

• Bin-packing je^3_2 aproximovateŇnŸ (pozri cviĞenie 6.1), ale nie je^3_2 − ϵ aproximovateŇnŸ (ak P ≠ NP). • NeaproximovateŇnĆ problĆmy (ak P ≠ NP):

{ maximălna klika grafu { 0 − 1 programovanie { najdlhĺia cesta v grafe medzi dvoma vrcholmi { problĆm obchodnĆho cestujčceho bez trojuholnąkovej nerovnosti

CviĞenia CviĞenie 6.1 Bin-packing: DanŸ je objem ĺkatule S a N predmetov s objemami a_1, . . . , a_N . Nech

K^∗ je najmenĺą poĞet ĺkatčŇ, do ktorŸch je moŚnĆ pouklada§ uvedenĆ predmety tak, Śe v kaŚdej ĺkatuli sa nachădzajč predmety s celkovŸm objemom nanajvŸĺ S. Năjdite algoritmus, ktorŸ năjde nejakĆ zabalenie predmetov do ĺkatčŇ, priĞom ak poĞet pouŚitŸch ĺkatčŇ oznaĞąme K, musą plati§ a) K ≤ 2K^∗, b) K ≤ ⌈^3_2 K^∗⌉.