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�� Abstrakcia programu� Podstatou abstrakcie je �od�ltrovanie� nepodstatn�ch inform�ci��
ktor� nie s� v�znamn� pri anal�ze probl�mov s�visiacich s predmetom �t�dia� t�j� v tomto pr�pade
pri �t�diu vlastnost� riadiacich �trukt�r programov�

Te�ria programov�ch sch�m sa zaober� �t�diom vlastnost� riadiacich �trukt�r� nez�visle od
funkci� a predik�tov� pou�it�ch v programe� Riadiaca �trukt�ra sch�my zachov�va �trukt�ru ria 
denia programu� Abstrahuje sa v�ak od funkci� a predik�tov pou�it�ch v programe t�m� �e ich
nahrad�me �form�lnymi� symbolmi funkci� a predik�tov� D�sledkom oddelenia �peci�ck�ch vlast 
nost� interpret�cie od �trukt�ry riadenia je mo�nos� lep�ieho pochopenia z�kladn�ch rysov riadiacich
�trukt�r�

Programov� sch�ma reprezentuje cel� triedu programov s rovnakou �trukt�rou riadenia� R�zny 
mi interpret�ciami symbolov funkci� a predik�tov m��me dosta� r�zne programy� Ak teda nejak�
vlastnos�� t�kaj�ca sa riadiacej �trukt�ry� plat� pre sch�mu S� plat� pre ka�d� program P � ktor� je
�in�tanciou� sch�my S�

�� Triedy programov�ch sch�m� V z�vislosti na tom� ak� typy riadiacich �trukt�r sa �tudu 
j� uva�ujeme r�zne triedy programov�ch sch�m� napr� �tandardn� sch�my� �trukturovan� sch�my�
rekurz�vne sch�my� at!� Ka�d� z uveden�ch tried sch�m zachov�va podstatn� vlastnosti a zvl��tnos 
ti niektorej z �ostro sledovan�ch� tried programov �fortranovsk�� pascalovsk�� resp� funkcion�lne
programy��

Jednou zo z�kladn�ch ot�zok te�rie programov�ch sch�m je �t�dium v�razovej sily riadiacich
�trukt�r� t�j� porovn�vanie jednotliv�ch tried programov�ch sch�m� Dosiahnut� v�sledky umo�uj�
hlb�ie vnikn�� do tajov odstraovania rekurzie pomocou iter�cie� do teoretick�ch z�kladov �truk 
turovan�ho programovania� at!�

	� R�zne stupne abstrakcie� Pri de�n�cii programov�ch sch�m m��me vych�dza� z r�znych
�rovn� abstrakcie� Podstatou je ur�i� element�rne objekty� t�j� objekty� ktor�ch vn�torn� �trukt�ra
sa !alej nebude analyzova�� Tak�mito element�rnymi objektami m��u by� symboly premenn�ch�
funkci� a predik�tov alebo symboly element�rnych pr�kazov� Ak je tak�mto element�rnym pr�kazom
prira!ovac� pr�kaz� st�va sa vlastne ��iernou skrinkou�� Pri takomto stupni abstrakcie nie je potom
mo�n� analyzova� napr� vn�torn� vlastnosti stavu v�po�tu �stav pracovn�ch premenn�ch��
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�tandardn� programov� sch�my
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�� Symboly� Symbolmi s� individu�lne premenn�� funk�n� symboly� predik�tov� symboly a
�peci�lne symboly�

Individu�lne premenn� � X " fx� y� z� � � �g

� vstupn� premenn� � Xx � x " fx�� � � � � xkg
� v�stupn� premenn� � Xz � z " fz�� � � � � zmg
� pracovn� premenn� � Xy � y " fy�� � � � � yng

Funk�n� symboly � F "
S�
i�� F

i

� pre f � F n plat� arity�f� " n

� F n " ff� g� h� � � �g � n�arne symboly

� F � " fa� b� � � �g � kon�tanty

Predik�tov� symboly � B "
S�
i��B

i

� pre p � Bn plat� arity�p� " n

� B� " f�� �g � logick#e kon�tanty$ true� false

�peci�lne symboly � %� &� �� �� $"� $

�� V�razy a pr�kazy� Z�kladn�mi syntaktick�mi objektami s� v�razy a predik�ty �booleovsk�
v�razy�� Z nich sa kon�truuj� pr�kazy�

Termy � T " ft� ti� � � �g

�



�� F � � T � X � T �

�� ak f � F n� t�� � � � � tn � T potom f�t�� � � � � tn� � T �

Predik�ty � P " fqg

�� B� � P �

�� ak p � Bn� t�� � � � � tn � T potom p�t�� � � � � tn� � P �

Pr�kazy � C " fst� sti� � � �g

�� po�iato�n� � begin %y& $" %t��x�� � � � � tn�x�&�

�� koncov� � end %z& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�&�

� prira!ovac� � %y& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�&�
� pr�kaz skoku � goto i�

�� podmienkov� � if p�x� y� then st � kde st je priradenie alebo pr�kaz skoku�

�� pr�kaz s n�vest�m � i $ st �st � priradenie� podmienka� skok��

De�n�cia syntaxe podmienkov�ho pr�kazu ur�uje� �e podmienku reprezentuje predik�tov� symbol�
Tak�e podmienkou nem��e by� formula vytvoren� pomocou logick�ch spojok resp� oper�ci� �not�
and� or�� preto�e t�m by sme do sch�m zaviedli niektor� �xne interpretovan� symboly�

	� �tandardn
 programov
 sch�ma� �tandardn� programov� sch�mu tvor� kone�n� postup 
nos� pr�kazov S " fst�� st�� � � � � stn� stn��g� kde

�� st� je po�iato�n� pr�kaz�

�� stn�� je koncov� pr�kaz�


� sti �� � i � n� je podmienkov�� prira!ovac� alebo skokov� pr�kaz s n�vest�m i�

� skok mieri na n�vestie z intervalu � �� n � alebo na n�vestie end�

Pr�klad� gra�ck� reprezent�cia sch�my$

S$ begin %y�� y�& $" %x� a&

�$ if p�y�� then goto end
�$ %y�� y�& $" %f�y��� g�y�� y��&

$ goto �

end %z& $" %y�&

�



z $" y���

�
�

y�� y� $" f�y��� g�y�� y��

�

�
�

�
�p�y��

�

y�� y� $" x� a

�

�

�

�

Programov� sch�ma nemus� obsahova� koncov� pr�kaz� ke! �v graf�rskej terminol�gii� neexistuje
�iadna �hrana�� ktor� do neho vedie�

��� Program � interpretovan� sch�ma

�� Interpret
cia �tandardnej programovej sch�my� Interpret�ciou programovej sch�my S
naz�vame dvojicu I " �D� i�� kde

� D � obor interpret�cie�

� i � interpreta�n� mor�zmus�

� �a � F � i�a� � D

� �f � F n i�f� � Dn �� D

� �c � B� i�c� � f�� �g
� �p � Bn i�p� � Dn �� f�� �g

Pojem interpret�cie sa d� priamo�iaro roz��ri� na termy a predik�ty �k premenn�ch v terme�$

� i�t� � Dk �� D

� i�q� � Dk �� f�� �g

�� Program� Programom naz�vame dvojicu �S�I�� kde S je programov� sch�ma a I interpret� 
cia�

Pr�klad� Tromi r�znymi interpret�ciami sch�my S odvod�me principi�lne odli�n� programy� dokon 
ca s r�znymi obormi interpret�cie� Jedin�m spolo�n�m prvkom t�chto programov je t� ist� �truk 
t�ra riadenia�

	



S$ begin %y�� y�& $" %x� a&

�$ if p�y�� then goto end
�$ %y�� y�& $" %f�y��� g�y�� y��&

$ goto �

end %z& $" %y�&

I� N

a �
p y� " �
f y� � �
g y� 	 y�

I� N

a �
p y� " �
f y� � �
g y� ' y�

I� (�

a nil
p isnil�y��
f tail�y��
g head�y���y�

� �S�I�� po)c#*ta faktori#al x

� �S�I�� po)c#*ta sumu � ' � ' � � �' x

� �S�I�� obracia ret+azec x

��� V�po	et interpretovanej sch�my

V tejto �asti zavedieme z�kladn� pojmy umo�uj�ce neform�lne pop�sa� �opera�n�� v�znam �ubo 
voln�ho programu �interpretovanej sch�my� P " �S� I��

�� V�poet programu� Pri de�n�cii v�po�tu programu P so vstupom v � ozna�enie �S�I� v� �
predpoklad�me� �e

� v je ohodnotenie vstupn�ch premenn�ch � v $ Xk
x �� Dk�

� prirodzen� opera�n� s�mantiku so simult�nnym priraden�m�

� ohodnotenie v�stupn�ch premenn�ch ako d�sledok ukon�enia v�po�tu � Xm
z �� Dm�

Ohodnotenie vstupn�ch premen�ch zodpoved� priradeniu hodn�t do vstupn�ch premenn�ch �napr�
oper�ciou read�� Ohodnotenie v�stupn�ch premenn�ch zodpoved� priradeniu hodn�t do v�stup 
n�ch premenn�ch �simul�cia pr�kazu write��

Predpoklad�me� �e v�po�et programu �interpretovanej sch�my� sa de�nuje v s�lade so zau�� 
van�m �tandardom pre t�to triedu programov� �peci�ckou �rtou je len simult�nne priradenie� ktor�
treba interpetova� takto$ v danom stave pracovn�ch premenn�ch sa �paralelne� vyhodnotia v�etky
v�razy na pravej strane priradenie a nov� stav v�po�tu vznikne priraden�m v�sledkov vyhodnotenia
do premenn�ch na �avej strane�

��



�� V�sledok v�potu� V�sledkom v�po�tu je hodnota val�S� I� v�
� de�novan� ohodnoten�m d v�stupn�ch premen�ch z� ak sa v�po�et skon���

� nede�novan�� ak sa v�po�et neskon���

V�znam dan�ho programu de�nuje bu! vstupno�v�stupn� charakteriz�cia programu �funkcia� ale 
bo hist�ria jeho v�etk�ch mo�n�ch v�po�tov�

	� Hist�ria v�potu� Hist�riu �ubovoln�ho v�po�tu je mo�n� charakterizova� r�znymi sp�sob 
mi� bu! postupnos�ou stavov alebo postupnos�ou kon�gur�ci�� Uveden� dva pr�stupy sa zrete�ne
odli�uj� stupom abstrakcie�

� Stav v�po�tu %y�� � � � � yn& � hodnoty pracovn�ch premenn�ch�

� Kon�gur�cia %y�� � � � � yn&k � stav s udan�m n�vestia k pr�ve vykonan�ho pr�kazu�

� V�po�tov� postupnos� � postupnos� stavov �kon�gur�ci�� po ka�dom kroku v�po�tu�

��
 Vlastnosti programov�ch sch�m

�� Divergencia a zastavenie� Hovor�me� �e program P " �S� I� sa zastav�� ak pre ka�d� ohod 
notenie v vstupn�ch premenn�ch x je hodnota val�S�I� v� de�novan��

De�n�cia � Sch�ma S sa zastav�� ak pre ka�d� interpret�ciu I sa zastav� program �S�I��

Hovor�me� �e program P " �S�I� diverguje� ak pre �iadne ohodnotenie v vstupn�ch premenn�ch x
nie je hodnota val�S�I� v� de�novan��

De�n�cia � Sch�ma S diverguje� ak pre ka�d� interpret�ciu I diverguje program �S�I��

Divergencia je du�lnym� nie v�ak komplement�rnym� probl�mom k probl�mu zastavenia, Nie je
�a�k� skon�truova� sch�mu� ktor� sa pri jednej interpret�cii zastav� a pri inej diverguje�

�� Ekvivalencia a izomor�zmus� Hovor�me� �e sch�my S�� S� s� kompatibiln�� ak maj� rov 
nak� vektory vstupn�ch a v�stupn�ch premenn�ch� Programy �S�� I��� �S�� I�� s� kompatibiln�� ak
s� kompatibiln� sch�my S�� S� a obory interpret�ci� I��I� s� rovnak��

Dva kompatibiln� programy �S�� I��� �S�� I�� s� ekvivalentn� �ozna�enie 
�� ak pre rovnak�
ohodnotenia vstupn�ch premenn�ch v s� hodnoty val�S�� I�� v�� val�S��I�� v� bu! obe nede�novan�
alebo obe rovnak��

De�n�cia 	 Dve kompatibiln� sch�my S�� S� s� ekvivalentn�� ak pre v�etky intepret�cie I s� pro�

gramy �S��I�� �S�� I� ekvivalentn��

Uveden� pojem ekvivalencie programov zodpoved� tzv� silnej ekvivalencii�

De�n�cia � Dve kompatibiln� sch�my S�� S� s� izomorfn� 	ozna
enie �"�� ak pre ka�d� interpret��

ciu I a pre ka�d� ohodnotenie v s� postupnosti stavov v�poctov �S�� I� v� a �S��I� v� rovnak��

��



Ekvivalencia sch�m je de�novan� na z�klade vstupno�v�stupnej charakteriz�cie� t�j� ekviva 
lentn� sch�my po��taj� pri ka�dej interpret�cii rovnak� funkcie� Nezauj�ma n�s hist�ria v�po�tu�
Na druhej strane� izomor�zmus sch�m vy�aduje rovnak� hist�rie v�po�tov pre v�etky interpret�cie�
Ke!�e hist�riu v�po�tu m��eme de�nova� r�znymi sp�sobmi �napr� postupnos�ami stavov� kon�g 
ur�ci��� de�n�cia pojmu izomor�zmu sch�m zavis� od zvolenej hist�rie v�po�tu� V danom pr�pade
sme izomor�zmus de�novali na z�klade hist�rie stavov v�po�tov�

��� Herbrandove interpret�cie

�� Herbrandovo univerzum� Herbrandovo univerzum H pozost�va z re�azcov symbolov� zo 
strojen�ch zo vstupn�ch premenn�ch a funk�n�ch symbolov$

� ak xi � Xx potom �xi� � H�

� ak a � F � potom �a� � H�

� ak f � F n- �t��� � � � � �tn� � H potom �f�t�� � � � � tn�� � H�

Pr�klad� Herbrandovo univerzum pre �abecedu� x � Xx� a � F �� h � F �� g � F �

H " f�a�� �x�� �h�a��� �h�x��� �g�x� x��� �g�a� a��� �g�a� x��� �g�x� a��� �h�h�a���� �h�h�x����
�h�g�a� a���� �h�g�a� x���� �h�g�x� a���� �h�g�x� x���� �g�h�a�� a��� �g�a� h�a���� � � �g

�� Herbrandova vo�n
 interpret
cia� Herbrandovou interpret�ciou �tandardnej programovej
sch�my S naz�vame dvojicu IH " �H� iH�� kde$

� H je Herbrandovo univerzum�

� iH je interpreta�n� mor�zmus$

� �x � Xx iH�x� " �x��

� �a � F � iH�a� " �a��

� �f � F n iH�f� � Hn �� H n�tici �t��� � � � � �tn� prirad� �f�t�� � � � � tn���
� Interpret�cia premenn�ch a funk�n�ch symbolov je �pevn��� vo�n� je interpret�cia predik�tov�

� Existuje nekone�ne ve�a Herbrandov�ch interpret�ci� danej netrivi�lnej sch�my� odli�uj�cich
sa interpret�ciou predik�tov�ch symbolov�

� Herbrandove interpret�cie �zastupuj�� triedu v�etk�ch interpret�ci#��

��� Zladen� interpret�cie

�� Zladenie v�potov a symbolick�ch v�potov�

De�n�cia � Interpret�cia I s ohodnoten�m v je zladen� s vo�nou interpret�ciou IH s ohodnoten�m

predik�tov pr�ve vtedy� ke� pre ka�d� p � Bn

iH�p���t��� � � � � �tn�� � i�p��iv�t��� � � � � iv�tn���

��



Zatia� �o v�po�tov� cesta programom �S�I� je de�novan� v�berom vstupn�ch hodn�t �ohodnoten�m
vstupn�ch premenn�ch�� pri symbolickom v�po�te �S�IH� je v�po�tov� cesta charakterizovan� in 
terpret�ciou predik�tov�ch symbolov� In�mi slovami� pri v�po�toch programu �S�I� je pevn�
interpret�cia �ujme sch�mu S a interpret�ciu I�� de�novan� v �asti ���� S interpret�ciou I� a
ohodnoten�m vstupu v " %x� �& je zladen� interpret�cia� pri ktorej

p��x�� " false p��f�x��� " false p��f�f�x���� " true�

V tomto pr�pade dostaneme nasleduj�ci v�po�et �de�novan� postupnos�ou stavov� a �zladen��
symbolick� v�po�et �charakterizovan� postupnos�ou symbolick�ch stavov��

%�� �& %�x�� �a�&
%�� �& %�f�x��� �g�x� a��&
%�� �& %�f�f�x���� �g�f�x�� g�x� a���&
%�& %�g�f�x�� g�x� a���&

�� Vlastnosti zladen�ch intepret
ci�� Prv� z vlastnost� zaru�uje existenciu zladenej inter 
pret�cie�

Lema � Ku ka�dej interpret�cii I symbolov danej sch�my S a ka�d�mu ohodnoteniu vstupn�ch

premenn�ch v existuje vo�n� interpret�cia IH � ktor� je s ou zladen� 	a naopak��

D�kaz� Nech �I� �p � Bn$ T " T �
p�I ' T �

p�I � kde

T k
p�I " f�t�� � � � � tn� $ i�p��iv�t��� � � � � iv�tn�� " kg�

Interpret�ciu IH � zladen� s I� de�nuje predpis$

iH�p���t��� � � � � �tn�� " k�

ak �t�� � � � � tn� � T k
p�I �

V pr�pade zladen�ch intepret�ci� v�po�et a �zladen�+ symbolick� v�po�et prech�dzaj� �tou
istou cestou� v diagrame toku riadenia danej sch�my� Form�lne je t�to vlastnos� formulovan� v
leme � �o v�po�toch pri zladen�ch interpret�ci�ch��

Lema � Nech S je sch�ma� I jej interpret�cia� v ohodnotenie vstupov a IH vo�n� interpret�cia
zladen� s I a v� Potom pre j�te kon�gur�cie %d�� � � � � dn&js a %�t��� � � � � �tn�&js v�poctov �S� I� v��
�S�IH � �x�� plat� s " s a iv�ti� " di pre v�etky i �� �� n ��

D�kaz� indukciou vzh�adom na v�po�et� V ka�dom induk�nom kroku treba bra� do �vahy v�etky
mo�n� pr�kazy�

Lema o v�po�toch pri zladen�ch interpret�ci�ch je k�u�ov�m v�sledkom pre d�kaz nasleduj�cich
tvrden��

�




Veta �

�� Sch�ma S sa zastav� pr�ve vtedy� ke� sa zastav� v�pocet pre ka�d� Herbrandovu interpret�ciu

sch�my S�

�� Dve kompatibiln� sch�my S�� S� s� ekvivalentn� vtedy a len vtedy� ke� pre ka�d� Herbrandovu

interpret�ciu IH sa programy �S��IH�� �S�� IH� bu� oba zacyklia alebo sa oba zastavia� pri
om

plat�

val�S��IH � �x�� " val�S�� IH � �x���

�� Dve kompatibiln� sch�my S�� S� s� izomorfn� pr�ve vtedy� ke� pre ka�d� Herbrandovu inter�

pret�ciu je v�poctov� postupnos� stavov S� identick� s v�poctovou postupnos�ou stavov S��

D�kaz� zrejme� ak plat� niektor� vlastnos� pre v�etky interpret�cie� mus� plati� aj pre Herbrandove�
Opa�n� implik�cia$

�� Zastavenie$ D�sledok uveden�ch liem�

�� Ekvivalencia$ Nech S� 
 S� na triede vo�n�ch interpret�ci�� t�j�

�IH $ val�S��IH � �x�� " val�S�� IH � �x���

Potom pre v�etky interpret�cie I a ohodnotenia v existuje zladen� interpret�cia IH tak�� �e
�S�� I�� �S��IH� alebo oba cyklia alebo

val�S��I� v� " iv�val�S��IH � x���

Analogick� valstnos� plat� pre S� �d�sledok lemy ��� Tak�e programy �S��I�� �S��I� bu! oba
cyklia alebo sa oba zastavia s rovnak�m v�sledkom�


� Izomor�zmus$ Anal�gia s ekvivalenciou�

�



Kapitola �

Nerozhodnute�nos� vlastnost� sch�m

Prv�m krokom pri �t�diu vlastnost� programov�ch sch�m je odpove! na ot�zku� �i vieme rozhodn���
�i dan� vlastnos� plat� alebo nie�

Ako ukazuj� nasleduj�ce pr�klady� v jednotliv�ch konkr�tnych pr�padoch sa d� �viac alebo
menej� �ahko uk�za�� �e dan� sch�ma �dan� sch�my� sp�a analyzovan� vlastnos��

Pr�klad� Najprv uk��eme� �e sch�ma S� sa zastav�� Zrejme� vzh�adom na pr�kaz �� nem��e pr�s� do
hry pre �iadnu interpret�ciu cyklus �$ � � � goto �� V pr�pade cyklu �$ � � � goto � s� dve mo�nosti�
Ak pri skoku z pr�kazu � plat� p�a� v�po�et sa okam�ite zastav�� Ak p�a� neplat� a v pr�kaze  plat�
p�fa� �in�� kon��me�� cyklus sa jedenkr�t �oto��� ale �ahko over�me� �e potom sa v�po�et zastav��
Tak�e� pre �ubovoln� Herbrandovu interpret�ciu IH sa v�po�et �S� IH� zastav��

Podobne jednoducho uk��eme� �e sch�my S�� S� s� ekvivalentn�� Sch�mu S� dostaneme z S�
vynechan�m �zbyto�n�ho� pr�kazu ��

S�$ begin %y& $" %a&

�$ if p�y� then goto �
�$ if p�y� then goto �

$ %y& $" %f�y�&
$ if p�y� then goto �
�$ goto end
�$ %y& $" %a&
�$ if p�y� then goto end
�$ %y& $" %f�y�&
	$ goto �

end %z& $" %y&

S�$ begin %y& $" %a&

�$ if p�y� then goto �
�$ %y& $" %f�y�&

$ if p�y� then goto �
$ goto end
�$ %y& $" %a&
�$ if p�y� then goto end
�$ %y& $" %f�y�&
�$ goto �

end %z& $" %y&

Pr�klad� Podrobnou anal�zou kompatibiln�ch sch�m S�� S�� S� �ahko odhal�me� �e sch�my S�� S�
s� ekvivalentn� a izomorfn� �vzh�adom na hist�riu stavov�� Sch�mu S� dostaneme z S� rozvinut�m
cyklu� Nie s� v�ak izomorfn� vzh�adom na hist�riu kon�gur�ci�� Na druhej strane s� sch�my S�� S�
s�ce ekvivalentn� ale nie s� izomorfn� �ani vzh�adom na hist�riu stavov��

��



S�$ begin %y& $" %x&

�$ if p�y� then goto end
�$ %y& $" %f�y�&

$ goto �

end %z& $" %y&

S�$ begin %y& $" %x&

�$ if p�y� then goto end
�$ %y& $" %f�y�&

$ if p�y� then goto end
$ %y& $" %f�y�&
�$ goto 


end %z& $" %y&

S�$ begin %y& $" %x&

�$ if p�y� then goto end
�$ if p�f�y�� then goto �

$ %y& $" %f��y�&
$ goto �
�$ %y& $" %f�y�&

end %z& $" %y&

��� Rozhodovacie probl�my

Rozhodovac� probl�m pre programov� sch�my odpoved� na z�sadn� ot�zku� �i pre dan� triedu
sch�m P a dan� vlastnos� sch�m � existuje v�eobecn� algoritmus� ktor� pre �ubovoln� sch�mu
S � P �resp� �ubovoln� dvojicu sch�m S�� S� � P� ur��� �i plat� vlastnos� ��S� �resp� ��S�� S���
alebo nie�

Probl�m je rozhodnute	n� ak existuje v�eobecn� algoritmus� ktor� pre �ubovoln� sch�mu �dvo 
jicu sch�m� z danej triedy sch�m odpovie� �i sch�ma �dvojica sch�m� sp�a dan� vlastnos� alebo
nie� Probl�m je nerozhodnute	n�� ak tak�to v�eobecn� algoritmus pre dan� vlastnos� neexistuje�

Probl�m je �iasto�ne rozhodnute	n� ak existuje proced�ra� ktor� pre �ubovoln� sch�mu �dvojicu
sch�m� z danej triedy sch�m odpovie kladne� ke! sch�ma �dvojica sch�m� sp�a dan� vlastnos� a
odpovie z�porne alebo sa neskon��� ke! sch�ma �dvojica sch�m� dan� vlastnos� nesp�a�

Pre triedu �tandardn�ch programov�ch sch�m S sa �tuduj� �tyri rozhodovacie probl�my$ prob

l�m zastavenia� probl�m divergencie� probl�m ekvivalencie� probl�m izomor�zmu� Uk��eme� �e
v triede �tandarn�ch programov�ch sch�m s� v�etky �tyri z�kladn� probl�my nerozhodnute�n��
Probl�my divergencie� ekvivalencie a izomor�zmu nie s� ani �iasto�ne rozhodnute�n�� Probl�m
zastavenia je �iasto�ne rozhodnute�n��

D�kaz nerozhodnute�nosti sa opiera o redukciu dvoch nerozhodnute�n�ch probl�mov �peci�lnej
triedy dvojp�skov�ch automatov na r�zne varianty probl�mu divergencie� Nerozhodnute�nos� plat�
u� pre relat�vne �zku podtriedu �tandardn�ch sch�m� Nerozhodnute�nos� ostatn�ch probl�mov je
d�sledkom nerozhodnute�nosti divergencie�

��



��� Nerozhodnutenos� probl�mu divergencie

Nerozhodnute�nos� probl�mu divergencie dok��eme pre triedu sch�m S� � S redukciou nerozhod 
nute�n�ch probl�mov triedy dvojp�skov�ch automatov A na �divergen�n�� probl�my sch�m z S��
t�j� uk��eme� �e ka�d� automat A � A sa d� simulova� nejakou sch�mou S � S��
Veta � Pre sch�my S � S� nie s� nasleduj�ce probl�my ani 
iastocne rozhodnute�n��

� S diverguje pre v�etky interpret�cie I�
� existuje interpret�cia I tak�� �e program �S� I� diverguje�

Pri d�kaz tejto vety postupne zade�nujeme triedu dvojp�skov�ch automatov A� triedu sch�m S� a
o pop��eme techniku redukcie automatov z A na sch�my z S��

�� Dvojp
skov� konen� automat� Uva�ujme triedu dvojp�skov�ch kone�n�ch automatov A�
de�novan�$

� vstupmi$ nekone�n� re�azce znakov nad dvojprvkovou abecedou (� " fa� bg��

� oper�ciami$ tail�xw� " w� head�xw� " x�

� stavmi$ po�iato�n�� prechodov�� akceptuj�ci� odmietac��

�
�

�
�start

�

y�� y� $" w�w

�

�

accept

�

yi $" tail�yi�

��
�

�
�head�yi�

�
a

�
b

�

reject

Automat A rozde�uje mno�inu vstupn�ch slov (� do troch tried$

� Accept�A� � mno�ina akceptovan�ch slov�

��



� Reject�A� � mno�ina odmietnut�ch slov�

� Loop�A� � mno�ina slov� pre ktor� automat cykl� �nekone�n� vstupn� slovo��

Zrejme plat� (� " Accept�A� �Reject�A� � Loop�A��

V nasleduj�cej leme s� sformulovan� niektor� vlastnosti triedy dvojp�skov�ch kone�n�ch au 
tomatov�

Lema ��

� Probl�m �Accept�A� " �� nie je ani 
iastocne rozhodnute�n��

� Probl�m �Loop�A� �" �� nie je ani 
iastocne rozhodnute�n��

�� Podtrieda sch�m S�� Z�kladnou my�lienkou d�kazu nerozhodnute�nosti de�novan�ch vlast 
nost� �tandardn�ch programov�ch sch�m je redukcia triedy dvojp�skov�ch automatov A na pod 
triedu �tandardn�ch sch�m S��

Podtrieda S� je de�novan� nasleduj�cimi syntaktick�mi ohrani�eniami$

Symboly�

� F � " fag� F � " ffg� F i " � pre i � �

� B� " fpg� Bi " � pre i � �

� Xx " ��Xy " fy�� y�g�Xz " fzg

Pr�kazy�

� begin %y�� y�& $" %a� a&

� i$ %yj& $" %f�yj�& pre j " �� �
i'�$ if p�yj� then st

� i$ goto i

� end %z& $" %a&

Herbrandove interpret�cie�

� Herbrandovo univerzum � f�a�� �f i�a��g�
� Slovo w � f�� �g� d#l)zky n �resp� nekone�n� slovo� zodpoved� vo�nej interpret�cii IH � ak pre

v�etky k �� � k � n� plat� iH�p���fk�a��� " wk�

Uvedenou kon�trukciou chceme dosiahn�� vlastnos�$ ak na p�sky automatu A d�me �ubovo�n� slovo
w� potom symbolick� v�po�et �S�IH�� kde IH je interpret�cia zladen� s w sa zastav� pr�ve vtedy�
ke! A akceptuje w�

��



	� Redukcia probl�mu divergencie� Pri redukcii triedy automatov A na sch�my z triedy S�
skon�truujeme ku ka�d�mu dvojp�skov�mu automatu A dve sch�my S�� S�� t�m� �e prelo��me$

� po�iato�n� stav � po�iato�n� pr�kaz�

� prechodov� stav � dvojpr�kaz�

� akceptuj�ci stav � koncov� pr�kaz�

� odmietac� stav

� schema S� � ve)cny cyklus�

� sch�ma S�� � koncov� pr�kaz�

Pri redukcii zodpoved� ka�d�mu automatu A so vstupn�m slovom w sch�ma S� � S� �resp� S�� � S��
s interpret�ciou iH�p� zladenou s w� Jednoduchou indukciou vzh�adom na po�et modi�k�ci� yi
dok��eme zladenie v�po�tov automatu a sch�m$

�

yi $" f�yi�

��
�

�
�p�yi�

�
�

�
�

�

yi $" tail�yi�

��
�

�
�head�yi�

�
�

�
�

inicializ�cia pracovnej premennej yi$

yi $" a yi $" w�w�w� � � �
stav po prvej modi�k�cii pracovnej premennej yi$

yi $" f�a� yi $" w�w� � � �
iH�p���f�a��� " w� head�w�w� � � �� " w�

stav premennej yi po �k � ���modi�k�ci�ch$

yi $" fk���a� yi $" wk��wkwk�� � � �
stav po k�tej modi�k�cii pracovnej premennej yi$

yi $" fk�a� yi $" wkwk�� � � �
iH�p���fk�a��� " wk head�wkwk�� � � �� " wk

Podstata d�kazu vety 	 spo��va vo vyu��t� nasleduj�cich vlastnost� redukcie automatov na sch�my�

Veta �� Ka�d� interpret�cia IH sa d� pop�sa� nekonecnou postupnos�ou w � f�� �g� tak� �e plat�

wi " x pr�ve vtedy� ke� iH�p��f i�a�� " x�

�	



� Accept�A� " � � �IH $ �S��IH� diverguje�

� Loop�A� �" � � �IH $ �S���IH� diverguje�

D�kaz� V oboch pr�padoch vyu�ijeme jednoduch� sch�mu d�kazu sporom$ aby sme dok�zali p� q
predpoklad�me� �e plat� p a neplat� q a naopak�

Nech Accept�A� " � ale existuje IH tak�� �e sa symbolick� v�po�et �S��IH� zastav�� Ke!�e iH�p�
je zladen� s nejak�m vstupn�m slovom w a akceptuj�ci stav je jedin�� automat A mus� slovo w
akceptova�� �o je v spore s predpokladom�

Ostatn� �asti d�kazu vety �� sa opieraj� o analogick� �vahy �cvi�enie��

��� Nerozhodnutenos� probl�mov zastavenia�
ekvivalencie a izomor�zmu

Veta �� Probl�m zastavenia sch�m v S� je nerozhodnute�n� 	je v�ak 
iastocne rozhodnute�n���

My�lienka d�kazu� Probl�m zastavenia je komplement�rnym probl�mom k probl�mu divergenciu
pre nejak� interpret�ciu� Z tohoto titulu je probl�m zastavenia nerozhodnute�n��
My�lienka proced�ry ��iasto�ne rie�iacej� tento probl�m m��e by� zalo�en� na simul�cii nedeter 
ministick�ho symbolick�ho v�po�tu programovej sch�my pomocou preh�ad�vania do ��rky�

Veta �	 Probl�my ekvivalencie a izomor�zmu sch�m z S� nie s� ani 
iastocne rozhodnute�n��

My�lienka d�kazu sporom�

� Nech S� je �ubovoln� sch�ma a S� diverguj�ca sch�ma� Z rozhodnute�nosti probl�mu ekviva 
lencie sch�m by vypl�vala aj rozhodnute�nos� divergencie S��

� Nech S� je �ubovoln� sch�ma a S� sch�ma� ktor� vznikne nahraden�m koncov�ho pr�kazu
pr�kazom end goto end� S� je izomorfn� s S� pr�ve vtedy� ke! S� diverguje� Z rozhodnu 
te�nosti probl�mu izomor�zmu sch�m by vypl�vala aj rozhodnute�nos� divergencie�

Pr�kazom end goto end sme si v d�kaze trochu �zjednodu�ili� �lohu� preto�e form�lne koncov�
pr�kaz neobsahuje pr�kaz skoku� Presn� kon�trukciu d�kazu nech�vame pre �itate�a ako jednoduch�
technick� cvi�enie�

��
 Vlastnosti podtried �tandardn�ch sch�m

Ke!�e v�etky z�kladn� vlastnosti programov�ch sch�m s� pre triedu �tandardn�ch sch�m nerozhod 
nute�n�� �tuduj� sa tieto vlastnosti na r�znych podtriedach �tandardn�ch sch�m� Cie�om je de� 
nova� �rozumn�� triedy sch�m s rozhodnute�n�mi vlastnos�ami� resp� odhali� �hranice� nerozhod 
nute�nosti�

��



��	�
 Podtriedy �tandardn�ch sch�m

R�zne podtriedy �tandardn�ch sch�m sa daj� de�nova� bu! syntaktick�mi ohrani�eniami �stanove 
n�m dodato�n�ch syntaktick�ch pravidiel� alebo s�mantick�mi ohrani�eniami �ur�en�m vlastnost�
pr�pustn�ch interpret�ci���

�� Syntaktick� ohranienia� dodato�n� syntaktick� ohrani�enia

stromov� sch�my � graf sch�my neobsahuje cyklus�

Janovove sch�my � monadick� symboly nad jedinou pracovnou premennou�

konzervat�vne sch�my � premenn� z �avej strany priradenia sa vyskytuje aj na pravej strane pri 
ra!ovacieho pr�kazu�

progres�vne sch�my � premenn� z �avej strany prira!ovacieho pr�kazu je pou�it� na pravej strane
nasleduj�ceho pr�kazu priradenia�

�� S�mantick� ohranienia� vlastnosti pr�pustn�ch interpret�ci�

liber�lne sch�my � pri �ubovolnej interpret�cii IH sa ten ist� v�raz po��ta nanajv�� jeden kr�t�

vo	n� sch�my � ke! pre ka�d� cestu ved�cu z po�iato�n�ho pr�kazu existuj� interpret�cia a ohod 
notenie vstupn�ch premenn�ch tak�� �e v�po�et sleduje t�to cestu�

dosiahnute	n� sch�my � obsahuje len dosiahnute�n� pr�kazy� t�j� pre ka�d� pr�kaz v sch�me existuje
interpret�cia� pri ktorej sa pr�kaz vykon��

priechodn� sch�my � obsahuje len dosiahnute�n� hrany� t�j� pre ka�d� hranu v sch�me existuje
interpret�cia� pri ktorej sa hranou �prejde��

V pr�pade sch�m� de�novan�ch na z�klade s�mantick�ch ohrani�en�� je pr�slu�nos� k triede �zvy�a 
jne� nerozhodnute�nou vlastnos�ou� Explicitne t�to vlastnos� dok��eme pre triedu vo�n�ch sch�m�

��	�� Von� sch�my

De�n�cia �� Sch�ma S je vo�n� pr�ve vtedy� ke� pre ka�d� cestu ved�cu z pociatocn�ho pr�kazu

existuj� interpret�cia I a ohodnotenie vstupn�ch premenn�ch v tak�� �e v�po
et �S�I� v� sleduje

t�to cestu�

In�mi slovami� sch�ma je vo�n�� ak ka�d� kone�n� cesta za��naj�ca po�iato�n�m pr�kazom je po�i 
ato�n�m segmentom nejak�ho v�po�tu�

Jednoduch�m d�sledkom de�n�cie je� �e sch�ma� ktor� pri symbolickom v�po�te testuje t�m
ist�m predik�tov�m symbolom p ten ist� vektor termov t dvakr�t �resp� viackr�t� nem��e by�
vo�n�� Ak ozna��me hrany ved�ce z if�pr�kazu p��t� resp� p��t�� potom cesta � � � p��t� � � � p��t� � � �
evidentne nereprezentuje �iadny v�po�et �je nepr�pustn���

Pr�klad� Anal�zou sch�my S� zist�me� �e po�et opakovan� cyklov �$ � � � goto � a $ � � � goto
� mus� by� rovnak�� S� teda nie je vo�n�� napr� 
�n�sobn� oto�enie prv�ho cyklu a ��n�sobn�
opakovanie druh�ho cyklu nie je �pr�pustnou cestou��

��



S�$ begin %y�� y�& $" %a� a&

�$ if p�y�� then goto 
�$ %y�& $" %f�y��&

$ goto �
$ if p�y�� then goto end
�$ %y�� y�& $" %g�y��� f�y��&
�$ goto 

end %z& $" %y�&

Cvienie� Uva�ujme triedu sch�m S�� ktor� dostaneme modi�k�ciou po�iato�n�ho pr�kazu v
de�n�cii triedy S� na begin %y�� y�& $" %a� b&� Dok��te� �e S� je triedou vo�n�ch sch�m�

�� Z
kladn� vlastnosti vo�n�ch sch�m�

Veta �� Probl�my divergencie a zastavenia vo�n�ch sch�m s� rozhodnute�n��

D�kaz� Vo�n� sch�ma diverguje pr�ve vtedy� ke! v grafe sch�my neexistuje cesta z po�iato�n�ho do
koncov�ho pr�kazu� Ak toti� existuje� mus� by� pr�pustn�� t�j� existuje interpret�cia a ohodnotenie�
pri ktor�ch sa v�po�et zastav� ��o je v spore s predpokladom��
Analogicky� vo�n� sch�ma sa zastav�� ak v grafe sch�my neexistuje cyklus�

Veta �� Probl�m izomor�zmu vo�n�ch sch�m je rozhodnute�n��

D�kaz� Ku ka�dej vo�nej sch�me S prirad�me regul�rnu gramatiku nasleduj�cou kon�trukciou�
Netermin�lnymi symbolmi s� stavy si� zodpovedaj�ce jednotliv�m n�vestiam v sch�me S �sb a
se s� stavy pre n�vestia begin a end�� Mno�inu termin�lnych symbolov de�nujeme t�m� �e ku
ka�d�mu priradeniu �v pr�kaze s n�vest�m i� prirad�me termin�lny symbol ai a ku ka�dej podmienke
p prirad�me dvojicu termin�lnych symbolov p�� p�� Po�iato�n�m stavom je sb a pravidl� zostroj�me
z pr�kazov sch�my pod�a nasleduj�ceho vzoru$

begin %y& $" %t��x�� � � � � tn�x�& sb � abs�
i$ %y& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�& si � aisi��
i$ goto k si � sk
i$ if p�x� y� then %y& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�& si � p�aisi��

si � p�si��
i$ if p�x� y� then goto k si � p�sk

si � p�si��
end %z& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�& se � ae

Ozna�me L�S� regul�rny jazyk� generovan� regul�rnou gramatikou odvodenou z vo�nej sch�my
S� Z kon�trukcie vypl�va� �e v pr�pade vo�n�ch sch�m� ku ka�dej Herbrandovskej interpret�cii
predik�tov�ch symbolov �t�j� ku ka�d�mu symbolick�mu v�po�tu� zodpoved� pr�ve jedno slovo v
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jazyku L�S��
Ako cvi�enie doporu�ujeme dok�za�� �e dve kompatibiln� vo�n� sch�my S�� S� s� izomorfn� pr�ve
vtedy� ke! jazyky L�S�� a L�S�� generuj� tie ist� mno�iny slov �vyu�ite napr� vlastnos� p�L'p�L "
L��
Z rozhodnute�nosti posledne spomenut�ho probl�mu vypl�va rozhodnute�nos� izomor�zmu sch�m�

Pozn�mka� Sk�ste �na�i�� my�lienku d�kazu na izomor�zmus� de�novan� na z�klade hist�rii kon 
�gur�ci� �resp� in�ch hist�ri���

Probl�m �� Probl�m ekvivalencie vo�n�ch sch�m je zatia� otvoren��

�� O �al��ch vlastnostiach vo�n�ch sch�m�

Tvrdenie �� Existuje �tandardn� sch�ma S� ku ktorej neexistuje ekvivalentn� vo�n� sch�ma�

N
rt d�kazu� Uva�ujme sch�mu S� z �asti ����� Z anal�zy v�stupn�ch hodn�t vypl�va� �e v
z�vislosti na interpret�cii s� v�sledkami termy typu gkfkx� Pod�a d�kazu vety �� vo�n� sch�my
�generuj� regul�rne v�sledn� termy�� tak�e uveden� sch�ma sa ned� prelo�i� do ekvivalentnej vo�nej
sch�my�

V d�sledku tohoto tvrdenia neexistuje ani algoritmus� transformuj�ci dan� �tandardn� sch�mu
S do ekvivalentnej vo�nej sch�my�

Veta �� Probl�m pr�slu�nosti �ubovo�nej �tandardnej sch�my do triedy vo�n�ch sch�m nie je ani


iastocne rozhodnute�n��

D�kaz� tejto vety sa dosiahne redukciou Postovho probl�mu priradenia na probl�m vo�nosti�

	� Postov probl�m priradenia� Postov syst�m nad abecedou ( " fa� bg tvor� kone�n� mno�i 
na

C " f�u�� v��� � � � � �un� vn�g
dvoj�c slov ui� vi � (�� Rieen�m Postovho syst�mu je k�tica �i�� i�� � � � � ik� �kde � � ij � n� k � ��
tak�� �e

ui�ui� � � � uik " vi�vi� � � � vik �
Pr�klad� �tvorica ��� �� �� 
� je rie�en�m Postovho syst�mu C " f�b� bbb�� �babbb� ba�� �ba� a�g� pre 
to�e babbb b b ba " ba bbb bbb a�
Na druhej strane syst�m C " f�ab� bbb�� �a� ba�� �b� bb�g nem� rie�enie� preto�e jvij � juij�

Postov probl�m priradenia � M� dan� Postov syst�m nad abecedou ( rieenie�

Veta �� Postov probl�m priradenia je nerozhodnute�n� 	je v�ak 
iastocne rozhodnute�n���

D�sledok �� Du�lny probl�m nie je ani 
iastocne rozhodnute�n��

�




�� Redukcia probl�mu vo�nosti sch�my na Postov probl�m� Ku ka�d�mu Postovmu sys 
t�mu Cn " f�u�� v��� � � � � �un� vn�g nad abecedou ( " fa� bg skon�truujeme sch�mu SCn tak�� �e
SCn nie je vo�n� pr�ve vtedy ke! Cn m� rie�enie� t�j�

SCn je vo	n� pr�ve vtedy� ke� Cn nem� rieenie�

Veta �� Probl�m vo�nosti sch�my nie je ani 
iastocne rozhodnute�n��

D�kaz� Princ�p redukcie budeme demon�trova� na pr�klade kon�trukcie sch�my SC�
� zodpoveda 

j�cej Postovmu syst�mu C��

SC�
$begin %y�� y�� y�& $" %a� a� b&

�$ if p�y�� then goto �
�$ %y�& $" %f�y��&

$ if p�y�� then goto ��
$ %y�& $" %f�y��&
�$ if p�y�� then goto ��
�$ %y�� y�& $" %u��y��� v��y��&
�$ goto �

�$ %y�� y�& $" %u��y��� v��y��&
	$ goto �

��$ %y�� y�& $" %u��y��� v��y��&
��$ goto �

��$ %y�� y�& $" %u��y��� v��y��&
�
$ %y�& $" %f�y��&
�$ if p�y�� then goto ��
��$ %y�& $" %f�y��&
��$ goto �
��$ if p�y�� then goto end
��$ if p�y�� then goto end
�	$ %y�& $" %f�y��&

end %z& $" %y�&

Pri kon�trukcii sch�my SCn �nez�visle od n� s� pou�it� nasleduj�ce symboly$

F � " fa� bg� F � " ff� fa� fbg� B� " fpg� Xy " fy�� y�� y�g�
Premennou y� sa kontroluje generovanie nejakej k�tice �i�� � � � ik�� Ku ka�dej Herbrandovskej

interpret�cii s ohodnoten�m predik�tu p zodpoved� pr�ve jedna k�tica� V danom pr�klade napr�
interpret�cia p��b�� p��fb�� p��f�b�� p��f�b�� p��f�b�� p��f�b�� p��f�b� generuje trojicu ��������

Priradenie do y� �y�� simuluje postupn� kompoz�ciu ui �vi�� Ozna�enie %yi&$"%w�yi�&� kde
w " �� � � � �m � (� je �ubovoln� slovo� je skratkou pre priradenie %yi&$"%f���f���� � � f�m�yi� � � ���&�
Pokra�uj�c v uvedenom pr�klade� vygenerovan�m trojice ������� sa z�rove generuj� slov� y� "
u�u�u� a y� " v�v�v��

�



�Nevo�nos�� sch�my SCn vznik� len vtedy� ke! po skon�en� kon�trukcie slov plat� y� " y�� Cesta
������end je nepr�pustn� ak y� " y�� t�j� pr�ve vtedy� ke! m� C� rie�enie�

��	�� Janovove sch�my

�� Syntax Janovov�ch sch�m� Trieda Janovov�ch sch�m je de�novan� nasleduj�cimi syntak 
tick�mi ohrani�eniami$

� F � " � a F i " �� Bi " � pre i � ��

� Xx " fxg� Xy " fyg�Xz " fzg�
� symboly sa aplikuj� len na y�

Janovove sch�my s� podtriedou monadick�ch sch�m �obsahuj� len un�rne symboly��

Skuto�nos�� �e Janovove sch�my obsahuj� len jednu premenn�� mo�no interpretova� tak� �e
premenn� reprezentuje �monolitn�� stav� Tento stupe abstrakcie neuva�uje �trukt�ru stavu �pra 
covn� premenn���

�� Vz�ah Janovov�ch a vo�n�ch sch�m�

Veta �	 Probl�m vo�nosti Janovovej sch�my je rozhodnute�n��

D�kaz� Evidentne� dan� Janovova sch�ma nie je vo�n� pr�ve vtedy� ke! v nej existuje cesta
obsahuj�ca dva rovnak� testovacie pr�kazy �t�j� s rovnak�m predik�tov�m symbolom�� medzi kto 
r�mi nie je priradenie�

Veta �� Ka�d� Janovova sch�ma sa d� prelo�i� do ekvivalentnej vo�nej Janovovej sch�my�

My�lienka d�kazu� Existuje tzv� �pln� mno�ina transform�ci�� ktor� transformuje �ubovo�n�
Janovovu sch�mu do k�nonick�ho �norm�lneho� tvaru� Janovove sch�my v k�nonickom tvare s�
vo�n��
pln� mno�ina �ekvivalentn�ch� transform�ci� sa opiera o z�kladn� transform�ciu� ktorou sa odstra 
uj� dva za sebou nasleduj�ce testy pracovnej premennej predik�tom p� medzi ktor�mi premenn�
nie je modi�kovan��

	� Vlastnosti Janovov�ch sch�m� V�etky z�kladn� vlastnosti s� pre triedu Janovov�ch sch�m
rozhodnute�n��

Veta �� Probl�my divergencie� zastavenia a izomor�zmu Janovov�ch sch�m s� rozhodnute�n��

D�kaz� Tvrdenie vypl�va z prelo�ite�nosti Janovov�ch sch�m do vo�n�ch sch�m a rozhodnute�nosti
uveden�ch probl�mov v triede vo�n�ch sch�m�

Veta �� Probl�m ekvivalencie Janovov�ch sch�m je rozhodnute�n��

N
rt d�kazu� Pri dokazovan� sa opierame o nasleduj�cu vlastnos�� Dve Janovove sch�my s�
ekvivalentn� pr�ve vtedy� ke! pre ka�d� Herbrandovsk� interpret�ciu s ohodnoten�m predik�tov sa
bu! oba v�po�ty nezastavia� alebo sa oba zastavia a �generuj�� rovnak� re�azce fk � � � f�f�x�
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��	�	 Na hranici medzi rozhodnutenos�ou a nerozhodnutenos�ou

Syntaktick� ohrani�enia triedy �tandardn�ch sch�m m��u vies� k triedam� pre ktor� s� rozhodova 
cie probl�my alebo nerozhodnute�n� �napr� trieda sch�m S�� alebo rozhodnute�n� �napr� trieda
Janovov�ch sch�m�� V nasleduj�com preh�ade tried sch�m ilustrujeme jemnosti� od ktor�ch m��e
z�le�a� rozhodnute�nos� resp� nerozhodnute�nos� probl�mu divergencie� Triedy sch�m S� a S� z
nasleduj�cej tabu�ky s� �syntaktick�m� zov�eobecnen�m tried S��S�� ktor� boli de�novan� v pred 
ch�dzaj�cich �astiach tejto kapitoly�

S� � divergencia nerozhodnute�n�$ fy�� y�g� fa� f�g� fp�g
� begin %y�� y�& $" %a� a&� end %z�� z�& $" %y�� y�&

� p�y��� p�y��� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

S� � divergencia rozhodnute�n�$ fy�� y�g� fa� b� f�g� fp�g
� begin %y�� y�& $" %a� b&� end %z�� z�& $" %y�� y�&

� p�y��� p�y��� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

S� � divergencia nerozhodnute�n�$ fy�� y�g� fxg� ff�g� fp�g
� begin %y�� y�& $" %f�x�� f�x�&� end %z�� z�& $" %y�� y�&

� p�y��� p�y��� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

S� � divergencia nerozhodnute�n�$ fy�� y�g� fx�� x�g� ff�g� fp�g
� begin %y�� y�& $" %x�� x�&� end %z�� z�& $" %y�� y�&

� p�y��� p�y��� %y�& $" %y�&� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

S� � divergencia rozhodnute�n�$ fy�� y�g� fx�� x�g� ff�g� fp�g
� p�y��� p�y��� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

S� � divergencia nerozhodnute�n�$ fy�� y�g� fx�� x�g� ff�g� fp�g
� p�y��� %y�& $" %y�&� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

S	 � divergencia rozhodnute�n�$ fy�� y�g� fx�� x�g� ff�� g�g� fp�g
� p�y��� p�y��� %y�& $" %y�&� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %g�y��&

S
 � divergencia rozhodnute�n�$ fy�� y�g� fx�� x�g� ff�g� fp�g
� p�y�� y��� %y�& $" %y�&� %y�& $" %y�&� %y�& $" %f�y��&� %y�& $" %f�y��&

K���ovou vlastnos�ou tried S��S��S	 je� �e hodnoty pracovn�ch premenn�ch y�� y� s� �oddelite�n���
Existuje interpret�cia a ohodnotenie vstupov� pri ktor�ch s� hodnoty t�chto pracovn�ch premen 
n�ch v�dy r�zne� t�j� predik�tom p sa nikdy netestuje t� ist� hodnota viackr�t� Na druhej strane
pri triedach S��S��S��S� t�to vlastnos� v�eobecne neplat� �napr� v S� je probl�mom prenos obsahu
z y� do y���

V kontexte probl�mu prekladu tried sch�m �pozri kapitolu � je pozoruhodn� fakt� �e v rozhod 
nute�n�ch pr�padoch sa daj� sch�my z dan�ch tried prelo�i� �v��inou� do vo�n�ch sch�m�

��



Kapitola �

Porovn�vanie tried
programov�ch sch�m

Uva�ujme triedy programov�ch sch�m S��S�� Hovor�me� �e

� trieda S� je silnej�sia ako trieda S� �ozna�enie S� w S��� ak ku ka�dej sch�me S� � S� existuje
S� � S� tak�� �e S� 
 S� �trieda S� je prelo�ite�n� do S���

� trieda S� je ostro silnej�ia ako trieda S� �S� � S��� ak S� je silnej�ia ako S� a existuje
S� � S�� ku ktorej neexistuje ekvivalentn� sch�ma S� � S��

� triedy S��S� s� rovnocenn�� ak S� w S� a S� w S��
� trieda S� je efekt�vne prelo�ite�n
 do S� ak existuje algoritmus� ktor� transformuje �ubo 

voln� sch�mu S� � S� do ekvivalentnej sch�my S� � S��
� triedy S��S� s#u efekt�vne rovnocenn�� ak S� je efekt�vne prelo�ite�n� do S� a S� je efekt�vne

prelo�ite�n� do S��
Pr�klad� pre triedy vo�n�ch V� Janovov�ch J a �tandardn�ch sch�m S plat�

J � V � S�
Vlastnosti vypl�vaj� jednak z v�sledkov predch�dzaj�cej kapitoly a dvak priamo z de�n�ci� u 
va�ovan�ch tried sch�m �ka�d� vo�n� sch�ma je �tandardn�- vo�n� sch�my m��u� na rozdiel od
Janovov�ch� vyu�i� viac pracovn�ch premenn�ch��

Pr�klad� Uva�ujme sch�my s r�znymi riadiacimi kon�trukciami$

S$ begin %y�� y�& $" %x� a&

�$ if p�y�� then goto end
�$ %y�� y�& $" %f�y��� g�y�� y��&

$ goto �

end %z& $" %y�&

W $ begin %y�� y�& $" %x� a&

while p�y�� do %y�� y�& $" %f�y��� g�y�� y��& od

end %z& $" %y�&

��



R$ begin %y�� y�& $" %x� a&

��y�� y�� �" if p�y�� then y� else ��f�y��� g�y�� y���

end %z& $" %��x� a�&

��� �trukt�rovan� sch�my

�� Syntax �trukt�rovan�ch sch�m�

Symboly � ako pri �tandardn�ch sch�mach�

Termy a predik�ty � ako pri �tandardn�ch sch�mach�

Pr�kazy � C " fst� sti� � � �g

�� po�iato�n� � begin %y& $" %t��x�� � � � � tn�x�&

�� koncov� � end %z& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�&


� prira!ovac� � %y& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�&

� zlo�en� � st� - st��

�� pr�kaz cyklu � while p�x� y� do st od

�� podmienkov� � if p�x� y� then st� else st� �

�trukt�rovan� sch�my � W " fW�Wi� � � �g

begin %y& $" %t��x�� � � � � tn�x�&
st

end %z& $" %t��x� y�� � � � � tn�x� y�&

�� S�mantika �trukt�rovan�ch sch�m�

Interpret�cia� program� stav a v�sledok v�po�tu � ako pri �tandardn�ch sch�mach�

V�po�et � prirodzen� opera�n� s�mantika so simult�nnym priraden�m �analogicky� ako pri �tan 
dardn�ch sch�mach��

��



��� Porovnanie �tandardn�ch a �trukt�rovan�ch sch�m

Veta �� Ku ka�dej �trukt�rovanej sch�me W existuje ekvivalentn� �tandardn� sch�ma SW � t�j�

W v S�

D�kaz� indukciou vzh�adom na �trukt�ru tela st sch�my W � Ako �vodn� krok indukcie prelo��me
st na � $ st� .al�� priebeh kon�trukcie z�vis� od pr�kazu i $ st$

� i $ %y& $" %t�x� y�& � pri preklade op��eme�

� i $ if q then st� else st� � prelo��me na fragment sch�my v stpci ��

� i $ st�- st� � prelo��me do fragmentu zo stpca ��

� i $ while q do st od � prelo��me do fragmentu v stpci 
�

i $ if q then goto j ' �
i' � $
� � � st�
j � � $
j $ goto k
j ' � $
� � � st�
k � � $
k $ � � �

i $
� � � st�
j � � $
j $
� � � st�
k � � $
k $ � � �

i $ if q then goto i' �
i' � $ goto j ' �
i' � $
� � � st
j � � $
j $ goto i
j ' � $ � � �

Po kone�nom po�te induk�n�ch krokov v�sledn� program SW neobsahuje �trukt�rovan� pr�kazy�
D�kaz ekvivalencie W a SW je priamo�iary�

Veta �� Neexistuje �trukt�rovan� sch�ma W � W� ekvivalentn� s vo�nou �tandardnou sch�mou

S$ begin %y& $" %x&

�$ if p��y� then goto 

�$ goto end

$ if p��y� then goto �
$ goto end
�$ %y& $" %f�y�&
�$ goto �

end %z& $" %y&

D�kaz� predpokladajme� �e existuje W � W tak�� �e W 
 S� Evidentne W mus� obsahova�
aspo jeden cyklus s podmienkou p� �alebo p��� Vzh�adom na predpoklad W 
 S existuj� vo�n�
interpret�cie IH � pri ktor�ch sa cyklus while p� do � � � od vykon�� Uva�ujme IH $

�	



� i�p���t� " � pre v�etky t � H�

� i�p���t� " � len pre tie t � H� ktor� sa vyskytuj� pri v�po�te �W� IH � �x��� k�m sa neza�ne
v�po�et cyklu s predik�tom p� �i�p���t� " � len pre kone�n� po�et termov z H��

Potom sa symbolick� v�po�et �S�IH � �x�� sa zastav�� zatia� �o �W�IH � �x�� cykl� � spor s predpo 
kladom S 
W �

D�sledok �� W � S�

��� Rekurz�vne sch�my

�� Syntax rekurz�vnych sch�m�

Symboly �

� funk�n� a predik�tov� symboly � ako pri �tandardn�ch sch�mach�

� vstupn� a pracovn� premenn� � ako pri �tandardn�ch sch�mach�

� v�stupn� premenn� � z�

� funk�n� premenn� � / "
S�
i�� /i�

� /n $ f�� �i� � � �g � n��rne funk�n� premenn��

Termy � T " ft%�&�x� y�� u� s� � � �g

� z�klad ako pri �tandardn�ch sch�mach�

� ak � � /n� t�� � � � � tn � T � potom ��t�� � � � � tn� � T �

� ak q � B� t�� t� � T � potom if q then t� else t� � T �

Rekurz�vne sch�my � R " fR�Ri� � � �g

R$ begin %y& $" %u�x�&

���y� �" t�%�&�x� y�
���

�n�y� �" tn%�&�x� y�

end %z& $" %s%�&�x�&


�



�� Neform
lna s�mantika rekurz�vnych sch�m � rekurz�vne programy�

Interpret�cia � I " �D� i�

Rekurz�vny program � P " �R�I�

Ohodnotenie vstupn�ch premenn�ch � v $ Xk
x �� Dk

V�po�et programu P so vstupom v � �R� I� v�

� v�po�tov� postupnos� � ��  ��  � � �  �i  � � ��

� stav v�po�tu � term �i�

� vstupn� term �� " i�s%�&�v�x��� v�x��� � � � � v�xn����

� krok v�po�tu �i  �i�� pozost�va z dvoch f�z$

� stav �i�� vytvor�me zo stavu �i nahraden�m naj�avej�ieho a najvn�tornej�ieho v�skytu
symbolu �j � zodpovedaj�cim v�razom i�tj %�&�� � ����

� v stave �i��� pop�sanom v predch�dzaj�cej f�ze� uskuto�n�me v�etky mo�n� zjednodu�e 
nia� de�novan� interpret�ciou �predde�novan�mi oper�ciami��

V�sledok v�po�tu � val�R�I� v�

� val�R�I� v� " d � ak sa d ned� ani prep�sa� rekurz�vnymi de�n�ciami ani zjednodu�i��

� val�R�I� v� nie je de�novan� � v pr�pade nekone�n�ho v�po�tu�

Pr�klad� Uva�ujme rekurz�vnu sch�mu R� a interpret�ciu I$

R�$ begin %y�� y�& $" %x� x&

��y�� y�� �" if p�y�� then f��y��
else if p�y�� then ��f��y��� a�

else ��f��y��� ��y�� f��y����

end %z& $" %��x� x�&

I N

a �
p y " �
f� y ' �
f� y � �

Program P " �R��I� po��ta zn�mu Ackermannovu funkciu$


�



P $ begin %y�� y�& $" %x� x&

��y�� y�� �" if y� " � then y� ' �
else if y� " �

then ��y� � �� ��
else ��y� � �� ��y�� y� � ���

end %z& $" %��x� x�&

V�po�et programu �R��I� fx �� �g�$
���� ��  ���� ���� ���  ���� ���� ���  ���� ��  


Pod�iarknut� funk�n� premenn� boli v nasleduj�com kroku �f�ze� �nahraden�� zodpovedaj�cim
v�razom na pravej strane rekurz�vnej de�n�cie�

	� Model pre form
lny popis operanej s�mantiky� Modelom pre popis opera�nej s�man 
tiky deklarat�vnych programovac�ch jazykov s� syst�my na prepisovanie termov �trs � term rewriting
systems�� V nasleduj�cich riadkov s� zhrnut� z�kladn� pojmy z te�rie prepisovania termov�

Prepisovacie pravidlo� orientovan� dvojica termov �orientovan� rovnos��

l �� r�

kde l� r � T a V ar�r� � V ar�l��

Syst�m na prepisovanie termov� kone�n� mno�ina prepisovac�ch pravidiel

R " fl� �� r�� � � � � ln �� rng�

Prepisovac� krok� prep�sanie uzavret�ho termu s �termu bez premenn�ch� prepisovac�m syst�mom
R do termu t

s�R t

� ak existuje podterm u termu s �ozna�enie s%u&� a pravidlo l �� r � R tak�� �e u " �l
�hovor�me� �e u je R�redex��

� potom v�sledkom prep�sania termu s syst�mom R je term t " s%�r&�

V�po�tov� postupnos�� rel�cia ��
R �R�odvodenie� � re0ex�vny a tranzit�vny uz�ver �prepisovacej�

rel�cie �R

� term t je R�reducibiln�� ak existuje term u tak�� �e t�R u �obsahuje R�redex��

� term t je R�ireducibiln�� ak sa ned� prep�sa� �iadnym pravidlom� t�j� neobsahuje �iadny
R�redex�

� term u je R�norm�lnym tvarom termu t� ak t��
R u a u je R�ireducibiln� term�


�



� R�odvodenie s��
R t je R�norm�lne� ak t je R�norm�lnym tvarom termu s�

Vlastnosti prepisovac�ch syst�mov� prepisovac� syst�m R

� sa zastav�� ak neexistuje nekone�n� odvodenie s� �R s� �R � � � �R sn �R � � ��
� je jednozna�ne normalizuj�ci� ak pre ka�d� dve R�norm�lne odvodenia s��

R t a s��
R u

plat� t " u�

� je kanonick�� ke! sa zastav� a je jednozna�ne normalizuj�ci�

�� Form
lna operan
 s�mantika rekurz�vnych programov� Uva�ujme prepisovac� syst�m

P " R ' Z�

kde R je mno�ina interpretovan�ch rekurz�vnych de�n�ci� dan�ho rekurz�vneho programu a Z je
k�nonick� prepisovac� syst�m zodpovedaj�ci pravidl�m� ktor� charakterizuj� vlastnosti predde�no 
van�ch funkci� �zjednodu�uj�ce pravidl���

V�po�tov� krok� popisuje �metapravidlo� �riadiace poradie aplik�cie prepisovac�ch pravidiel P �$

sP t 
 �val
R ��

Z

� pri kroku �val
R sa pou�ije niektor� z pravidiel R na redukcii naj�avej�ieho z najvn� 

tornej��ch R�redexov termu t� t�j� naj�avej�ieho podtermu� ktor�ho vlastn� podtermy
neobsahuj� symboly funk�n�ch premenn�ch�

� krokom ��
Z sa term prep��e do Z�norm�lneho tvaru�

V�sledok v�po�tu� term t je v�sledkom rekurz�vneho v�po�tu programu P � ak je P�norm�lnym
tvarom vzh�adom na prepisovac� syst�m P a v�po�tov� krok P � t�j� t je Z�ireducibiln�m
termom� ktor� neobsahuje �iadny symbol funk�nej premennej�

Pozn�mka� Krok �val
R �form�lne za de�nuje tzv� v�po�tov�m pravidlom� zodpoved� volaniu �vy 

hodnoteniu� parametrov �hodnotou�� ktor� sa vyu��va napr� pri implement�cii Lispu� .al�ie
�v�po�tov� pravidl�� budeme de�nova� a analyzova� pri podrobnej�om �t�diu opera�nej a deno 
ta�nej s�mantiky funkcion�lnych jazykov �pozri �asti ������

��
 Porovnanie �tandardn�ch a rekurz�vnych sch�m

Uva�ujme �tandardn� sch�my s jedin�m v�stupom�

Veta 	� Ka�d� �tandardn� sch�ma S sa d� prelo�i� do ekvivalentnej rekurz�vnej sch�my RS� t�j�

S v R�
D�kaz� Pred ka�d� pr�kaz sti sch�my S predrad�me funk�n� premenn� �i�x� y�� resp� �b�x� y��
�e�x� y� �deliace body�� Po takejto �prave je ka�d� pr�kaz �oblo�en�� dvojicou funk�n�ch pre 
menn�ch �i i $ st �i��� Pri zmene riadenia �pr�kaz goto j� predpoklad�me� �e pr�kaz je oblo�en�
�i i $ � � � goto j �j � V !al�om kroku prevedieme sp1atn� substit�cie� na z�klade ktor�ch odvod�me
vz�ahy medzi �i� �j $







� �b begin %y& $" %t�x�& ��

z � ���x� t�x��

� �e end %z& $" %t�x� y�&

�e�x� y� � t�x� y�

� �i i $ %y& $" %t�x� y�& �i��

�i�x� y� � �i���x� t�x� y��

� �i i $ goto j �j

�i�x� y� � �j�x� y�

� �i i $ if p�x� y� then %y& $" %t�x� y�& �i��

�i�x� y� � if p�x� y� then �i���x� t�x� y�� else �i���x� y�

� �i i $ if p�x� y� then goto j �j

�i�x� y� � if p�x� y� then �j�x� y� else �i���x� y�

D�kaz ekvivalencie p�vodnej �tandardnej a skon�truovanej rekurz�vnej sch�my dostaneme indukciou
vzh�adom na v�po�ty sch�m$

� funk�n� premenn� �i zodpovedaj� n�vestiam �tandardnej sch�my �simuluj� tok riadenia��

� vektor argumentov y v rekurz�vnych de�n�ci�ch funk�n�ch premenn�ch �i zodpoved� vektoru
pracovn�ch premenn�ch �simuluje sa n�m zmena stavu v�po�tu��

Po zjednodu�enie syst�mu rekurz�vnych de�n�ci� jednoduch�m dosaden�m dostaneme ekvivalentn�
sch�my S a RS �

Pr�klad�

S$ begin %y�� y�& $" %x� a&

�$ if p�y�� then goto end
�$ %y�� y�& $" %f�y��� g�y�� y��&

$ goto �

end %z& $" %y�&

�b�y�� y�� " z " ���x� a�
���y�� y�� " if p�y�� then �e�y�� y�� else ���y�� y��
���y�� y�� " ���f�y��� g�y�� y���
���y�� y�� " ���y�� y��
�e�y�� y�� " y�

z $" ���x� a�

���y�� y�� � if p�y�� then y� else ���f�y��� g�y�� y���






Veta 	� K rekurz�vnej sch�me RA neexistuje �iadna ekvivalentn� �tandardn� sch�ma�

RA$ begin %y& $" %a&

��y� �" if p�y� then f�y� else h���g��y��� ��g��y���

end %z& $" %��a�&

D�kaz� Uva�ujme podtriedu Herbrandov�ch interpret�ci� fI�ngn��$

� Herbrandovo univerzum zo symbolmi a� f� g�� g�� h�

� p�t� " �� ke! t obsahuje n v�skytov symbolov gi�

V�stupn� hodnoty val�RA�I�n� pre n " �� �� �� � � �$

n " � z " s� " f�a��
n " � z " s� " h�fg�a� fg�a��
n " � z " s� " h�h�fg�g�a� fg�g�a�� h�fg�g�a� fg�g�a��� at!�

Evidentne� rekurz�vna sch�ma �po��ta� v�razy sn pre �ubovoln� n� Ka�d� v�raz sn sa d� reprezen 
tova� �pln�m bin�rnym stromom Tn hbky n� ktor�ho vn�torn� uzly s� ozna�en� symbolom h a
listy �pr�slu�n�mi� re�azcami symbolov �podtermami� nad abecedou f� gi� a�

.al�� postup d�kazu pozost�va z nasleduj�cich krokov$

� Hra s kamemi na bin�rnom strome �pravidl� umiestnenia a odobratia kamea��

� Minim�lny po�et kameov pre pokrytie korea stromu�

� Na pokrytie stromu Tn treba pr�ve n' � kameov�

� S�vislos� medzi hrou a nutn�mi priradeniami �v�etky podstromy s� navz�jom r�zne��

V d�sledku predch�dzaj�cich �vah� na v�po�et v�razu sn treba aspo n premenn�ch� Ke!�e
�tandardn� sch�ma m� len kone�n� po�et premenn�ch� nem��e �vypo��ta�� v�etky v�razy sn� K
danej rekurz�vnej sch�me teda nem��e existova� ekvivalentn� �tandardn� sch�ma�

D�sledok 	� S � R�

��� �iasto	ne interpretovan� sch�my

Obohatenie triedy �tandardn�ch sch�m o interpretovan� objekty �premenn�� predik�tov� a funk�n�
symboly��


�



�� Sch�my s interpretovan�mi predik
tov�mi symbolmi� � Wp

� kon�tanty � true� false�

� logick� spojky$ ������

Vlastnosti� � porovnanie tried sch�m Wp� S

� Wp " S�

�� Sch�my s po�tadlami� � Sc

� kone�n� po�et po��tadiel � premenn�ch yc �vstupn� inicializ�cia ���

� oper�cie$ yc $" yc ' �� yc $" yc � �- predik�t$ yc " ��

Vlastnosti� � porovnanie tried sch�m Sc�S�c�S�c�S�R

� Sc � S� S�c " S� S�c " Sc�
� Sc �w R� Sc �v R�

	� Sch�my so z
sobn�kmi� � Ss

� kone�n� po�et z�sobn�kov � premenn�ch ys �vstupn� inicializ�cia empty��

� oper�cie$ ys $" push�y�� y $" toppop�ys�- predik�t$ ys " empty�

Vlastnosti� � porovnanie tried sch�m Ss�S�s�S�s�S�R

� Ss � S�

� Ss �v R� Ss � R� S�s " R� S�s � S�s�
� Sc � Ss�


�



�as� II

Spr�vnos� programov



�� �peci�k
cia programu� Predpoklad�me� �e �peci�k�cia programu je presn�m popisom po 
�iadaviek� vyjadruj�cim �o m� navrhovan� program urobi�� Naj�astej�ie sa vyjadruje pomocou
vstupno�v�stupnej charakteriz�cie� pop�sanej v danom �peci�ka�nom jazyku dvojicou podmienok$

vstupn� podmienka � vymedzuje mno�inu zmyslupln�ch vstupov�

v�stupn� podmienka � charakterizuje vlastnosti po�adovan�ch v�stupov�

Ako peci�ka�n� jazyk budeme pou��va� predik�tov� po�et �� r�du �roz��ren� o aritmetiku��

�� �Spr
vne� programy� Spr�vnos� programu je relat�vna vlastnos� vyjadruj�ca� �e dan� pro 

gram vyhovuje �spa� danej �peci�k�cii� t�j� vstupnej podmienke p a v�stupnej podmienke q$

tot�lna spr�vnos� � vzh�adom na podmienky p� q$
pre ka�d� vstup� spaj�ci vstupn� podmienku p� sa program P zastav� a v�stupn� hodnoty
spaj� v�stupn� podmienku q�

zastavenie � vzh�adom na podmienku p$
pre ka�d� vstup� vyhovuj�ci vstupnej podmienke p sa program P zastav��

�iasto�n� spr�vnos� � vzh�adom na podmienky p� q$
pre ka�d� vstup� spaj�ci vstupn� podmienku p� pre ktor� sa program P zastav�� zodpoveda 
j�ce v�stupn� hodnoty spaj� v�stupn� podmienku q�

	� Met�dy dokazovania� Spomedzi met�d na dokazovanie spr�vnosti programov spomenieme
tri najzn�mej�ie� Floydovu met�du� Hoareovu met�du a met�du intermitentov� Prv� dve met�dy
boli navrhnut� v prvom rade na dokazovanie �iasto�nej spr�vnosti programov� Nesk�r boli roz��ren�
aj na dokazovanie zastavenia programov �uvedieme my�lienku d�kazu zastavenia programu modi 
�k�ciou Floydovej met�dy�� Met�da intermitentov je met�dou pre dokazovanie tot�lnej spr�vnosti�

Kr�tka charakteriz�cia spomenut�ch met�d$

Floydova met�da � d�kaz �iasto�nej spr�vnosti programu sa redukuje na d�kaz platnosti �peci�lne
odvoden�ch form�l �peci�ka�n�ho jazyka�

Hoareova met�da � pri dokazovan� �iasto�nej spr�vnosti sa vyu��va �pecializovan� logick� �infer 
en�n�� syst�m pre dokazovanie tzv� invariantn�ch �indukt�vnych� form�l fpg P fqg�

Met�da intermitentov � pri dokazovan� tot�lnej spr�vnosti programu sa vyu��vaj� �pecializovan�
formuly �intermitenty�� zaru�uj�ce� �e program aspo raz dospeje do miesta v programe� ku
ktor�mu s� pripojen��

D�kazov� techniky pou�it� v uveden�ch met�dach vyu��vaj� pri dokazovan� ��iasto�nej� spr�v 
nosti programov dve z�kladn� induk�n� met�dy$

v�po�tov� indukcia � indukcia vzh�adom na priebeh v�po�tu �prechod ciest��

truktur�lna indukcia � indukcia vzh�adom na �trukt�ru programu resp� �trukt�ru toku d�t�
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Kapitola �

Induk�n� met�dy pri dokazovan�
spr�vnosti

V nasleduj�cich troch kapitol�ch bud� prezentovan� tri z�kladn� met�dy dokazovania ��iasto�nej
a2alebo tot�lnej� spr�vnosti programov� Vych�dzaj� z r�znych princ�pov a s� ur�en� pre r�zne
triedy programovac�ch jazykov� Z h�adiska �te�rie dokazovania� sa v�ak odli�uj� v prvom rade
pou�it�mi induk�n�mi technikami�

V tejto kapitolke stru�ne zhrnieme princ�py dvoch z�kladn�ch induk�n�ch techn�k� v�po�tovej
a �truktur�lnej �noetherovskej� indukcie�


�� V�po	tov� indukcia

V�po�tov� indukcia je indukciou vzh�adom na �vybran�� stavy v�po�tu� Pri v�po�tovej indukcii
treba uk�za�

� �e dan� vlastnos� plat� pre vstupn� stav�

� ak plat� dan� vlastnos� pre �ubovo�n� stav v�po�tu� potom plat� aj vo v�etk�ch nasleduj�cich
stavoch�

Uva�ujme nasleduj�ce ozna�enia$

� next�P� s� � mno�ina stavov� generovan�ch programom P zo stavu s�

� next��P� s� � re0ex�vny a tranzit�vny uz�ver next�

� S " next��P� s�� � v�etky stavy� dosiahnute�n� z dan�ho vstupn�ho stavu s��

� � � tot�lny predik�t nad S�

Princ�p v�potovej indukcie�

f��s�� � ��s � S�%��s� " ��s� � next�P� s�� ��s��&g " ��s � S���s��


	



Princ�p v�po�tovej indukcie sa vyu��va vo Floydovej met�de� Sta�� uva�ova� stavy v�po�tu
zodpovedaj�ce deliacim bodom programu a de�nova� mno�inu next�P� s� tak� aby pozost�vala zo
stavov �deliacich bodov�� do ktor�ch sa dostaneme z dan�ho stavu �deliaceho bodu� po v�etk�ch
kone�n�ch cest�ch ved�cich z tohoto deliaceho bodu�


�� �truktur�lna �noetherovsk�� indukcia

�truktur�lna indukcia je zov�eobecn�m �klasickej� matematickej indukcie� Na rozdiel od matema 
tickej indukcie �pracuje� �truktur�lna indukcia na �iasto�ne usporiadanej mno�ine �S����

Ni��ie uveden� pravidlo �truktur�lnej indukcie plat� za predpokladu� �e

� � je dobre zalo�en� �iasto�n� usporiadanie na S�

� � je tot�lny predik�t nad S�

Princ�p �truktur
lnej indukcie�

��a � S� f%��b � S��a � b  ��b��&  ��a�g " ��c � S���c�

D�kaz sporom� Predpoklad�me� �e plat� �induk�n�� predpoklad ale neplat� d�sledok tvrdenia�
t�j� existuje c � S tak�� �e neplat� ��c�� Nech M je mno�ina v�etk�ch prvkov� pre ktor� neplat� ��
Preto�e usporiadanie � je dobre zalo�en� na S� mus� v M existova� minim�lny prvok m� Ke!�e
v�etky prvky men�ie ako m nepatria do M � plat� pre ne predik�t �� Teda pod�a induk�n�ho
predpokladu mus� plati� aj ��m�� �o je v spore s predpokladom�

Princ�p �truktur�lnej indukcie sa vyu��va v dvoch met�dach� Hoareovej met�de a tzv� met�de
intermitentov� Pou��va sa v�ak odli�ne�

Indukcia vzh	adom na trukt�ru programu � Hoareova met�da

� usporiadanie � je de�novan� rel�ciou �by� podtermom��

Indukcia vzh	adom na tok d�t � met�da intermitentov

� rel�cia � je de�novan� na hodnot�ch stavu v�po�tu�

�



Kapitola �

Floydova met�da

Z�kladom Floydovej met�dy je redukcia d�kazu �iasto�nej spr�vnosti programu na dokazovanie
form�l �peci�ka�n�ho jazyka �napr� predik�tov�ch form�l�� Pri zd�vodnen� met�dy vyu��vame
v�po�tov� indukciu�

��� D�kaz spr�vnosti Floydovou met�dou

D�kaz �iasto�nej spr�vnosti programu Floydovou met�dou pozost�va zo �tyroch krokov$

� Program rozdel�me deliacimi bodmi na kone�n� cesty �po�iato�n�� koncov�� resp� vn�torn�
body��

� Pre ka�d� vn�torn� deliaci bod sformulujeme invariant IA�x� y� � podmienku� ktor� plat�
pri ka�dom prechode deliacim bodom� Po�iato�n�mu deliacemu bodu zodpoved� vstupn�
podmienka� koncov�mu v�stupn� podmienka�

� Ku ka�dej kone�nej ceste AB odvod�me a dok��eme veri�ka�n� podmienku$ ak pri prechode
deliacim bodom A je splnen� podmienka IA potom po prechode cestou AB bude v deliacom
bode B splnen� podmienka IB

�x� y IA�x� y� 3 RAB�x� y�  IB�x� rAB�x� y���

S�mantick� vlastnosti cesty$

� RAB�x� y� � podmienka pre prechod cesty AB�

� rAB�x� y� � modi�k�cia pracovn�ch premenn�ch pri prechode AB�

� Over�me �dok��eme� platnos� v�etk�ch odvoden�ch veri�ka�n�ch podmienok�

Veta 		 Ak pre v�etky cesty v programe P 	de�novan� deliacimi bodmi� platia zodpovedaj�ce ve�

ri�ka
n� podmienky� potom je program P 
iastocne spr�vny�

D�kaz� tvrdenie vypl�va z tranzitivity implik�cie �indukcia vzh�adom na v�po�et��

Veri�ka�n� podmienky s� posta�uj�cimi podmienkami pre �iasto�n� spr�vnos� programu� Uve 
den� met�da sa d� priamo�iaro pou�i� aj pre formulovanie posta�uj�cich podmienok �iasto�nej
spr�vnosti programovej sch�my�

�



��� Invariant

Invarianty s� podmienky � formuly �peci�ka�n�ho jazyka �napr� formuly predik�tov�ho po�tu�
viazan� na �ubovo�n� �deliace� body programu� Charakterizuj� vz�ah medzi priebehom v�po� 
tu �dynamick� poh�ad� a platnos�ou podmienok viazan�ch k deliacim bodom v�po�tu �statick�
poh�ad��

Invariant je podmienka splnen� v�dy� ke! v�po�et programu prech�dza deliacim bodom �nie je
v�ak zaru�en�� �e v�po�et dan� bod dosiahne��

Existuj� r�zne mo�nosti vyjadrenia invariantu� vyjadruj�ce napr�$

� vz�ah vstupn�ch a pracovn�ch premenn�ch IA�x� y��

� vz�ah v�stupn�ch a pracovn�ch premenn�ch IA�y� z� �podciel+��

Pr�klad� Uva�ujme program� ktor� pre x�� x� � � po��ta nsd�x�� x�� " maxfu $ ujx� 3 ujx�g�

P $ begin %y�� y�& $" %x�� x�&

�$ if y� " � then goto end
�$ if y� � y� then goto �

$ %y�� y�& $"%y�� y�&
$ goto �
�$ %y�& $" %y� � y�&
�$ goto �

end %z& $" %y�&

Invariant I � vz�ah medzi vstupn�mi a pracovn�mi premenn�mi

I��x�� x�� y�� y�� " y� � � 3 y� � � 3 �y� �" � � y� �" �� 3

maxfu $ ujy� 3 ujy�g " maxfu $ ujx� 3 ujx�g
Invariant S � vz�ah medzi v�stupn�mi a pracovn�mi premenn�mi

S��y�� y�� z� " y� � � 3 y� � � 3 �y� �" � � y� �" �� 3z " maxfu $ ujy� 3 ujy�g
Kon�trukcia invariantu k dan�mu deliacemu bodu programu je nerozhodnute�n�m probl�mom�

Niektor� zo zn�mych heurist�k� o ktor� sa m��eme pri n�vrhu invariantu opiera�� uv�dzame v �asti
����

��� Kon�trukcia veri�ka	n�ch podmienok

Sptn� substit�cia � Rnew
AB �x� y� "44 rnewAB �x� y� "44

cesta programom �pr�kaz�
Rold
AB�x� y� " true roldAB�x� y� " y

�



Princ�p kontrukcie � indukcia vzh�adom na sptn� prechod cestou$ ak za pr�kazom RAB�x� y� a
rAB�x� y�� potom pred n�m

� pr�zdny pr�kaz$ �pr�kaz skoku�

RAB�x� y� rAB�x� y�

� priradenie y $" t�x� y�$

RAB�x� t�x� y�� rAB�x� t�x� y��

� T�vetva podmienky p�x� y�$

RAB�x� y� 3 p�x� y� rAB�x� y�

� F�vetva podmienky p�x� y�$

RAB�x� y� 3 �p�x� y� rAB�x� y�

Pr�klad� kon�trukcie RAB a rAB
R� y� � x r� %y� ' �� y� ' y�� y� ' �&

pF $ y� � x

R� true r� %y� ' �� y� ' y�� y� ' �&

%y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y�� y� ' �&

R� true r� %y�� y�� y�&

�� Pr�klad d�kazu spr
vnosti programu� Uva�ujme program P � ktor� pre x � � po��ta
bpxc� V�stupn� podmienka sa d� vyjadri� formulou z� � x � �z ' ����

P $ begin %y�� y�� y�& $" %�� �� �&

�$ %y�& $" %y� ' y�&
�$ if y� � x then goto end

$ %y�� y�& $"%y� ' �� y� ' �&
$ goto �

end %z& $" %y�&

Invarianty �

IB�x� $ x � �

I��x� y�� y�� y�� $ �y�� � x 3 y� " �y� ' ��� 3 y� " �y� ' ��

IE�x� z� $ z� � x � �z ' ���






Veri�ka�n� podmienky �

� cesta B�$
�x %IB�x� 3 true I��x� �� �� ��&

� cesta ��$
�x� y�� y�� y� %I��x� y�� y�� y�� 3 y� � x I��x� y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' ��&

� cesta �E$
�x� y�� y�� y� %I��x� y�� y�� y�� 3 y� � x IE�x� y��&

�� Pr�klad d�kazu spr
vnosti sch�my� Princ�p d�kazu �iasto�nej spr�vnosti programov Floy 
dovou met�dou je mo�n� zov�eobecni� aj pre ��tandardn�� sch�my� Pre dan� sch�mu je cie�om
sformulova� veri�ka�n� podmienky zaru�uj�ce �iasto�n� spr�vnos� �ubovo�n�ho programu� ktor�
dostaneme interpret�ciou danej sch�my�

Pri d�kaze �iasto�nej spr�vnosti programu P � ktor� dostaneme interpret�ciou sch�my S� potom
u� sta�� iba sformulova� jednotliv� invarianty �resp� vstupn� a v�stupn� podmienky� a dok�za�
interpretovan� veri�ka�n� podmienky�

Uva�ujme nasleduj�cu programov� sch�mu S

S$ begin %y�� y�& $" %x� a&

�$ if p��y�� b� then goto 
�$ %y�� y�& $" %f��y�� c�� f��y�� a�&

$ goto �
$ if p��y�� a� then goto end
�$ %y�� y�& $" %g��y�� d�� g��y�� a�&
�$ goto �

end %z& $" %g��y�� d�&

Polo��me deliace body na po�iato�n� pr�kaz� pr�kazy s n�vestiami � a  a na koncov� pr�kaz� In 
varianty pre dan� body ozna�me IB�x�� I��x� y�� y��� I��x� y�� y�� a IE�x� z�� Pre jednotliv� kone�n�
cesty odvod�me podmienky pre prechod cesty a zodpovedaj�ce modi�k�cie premenn�ch�

RB� $ true rB� $ %y�� y�& $" %x� a&
R�� $ p��y�� b� r�� $ %y�� y�& $" %y�� y�&
R�� $ �p��y�� a� r�� $ %y�� y�& $" %g��y�� d�� g��y�� a�&
R�� $ �p��y�� b� r�� $ %y�� y�& $" %f��y�� c�� f��y�� a�&
R�E $ p��y�� a� r�E $ %z& $" %g��y�� d�&

Posledn�m krokom je sformulovanie veri�ka�n�ch podmienok pre jednotliv� cesty s pou�it�m nein 
terpretovan�ch objektov�

� cesta B�$ �x %IB�x� 3 true I��x� x� a�&

� cesta �$ �x� y�� y� %I��x� y�� y�� 3 p��y�� b�  I��x� y�� y��&





� cesta �$ �x� y�� y� %I��x� y�� y�� 3 �p��y�� a�  I��x� g��y�� d�� g��y�� a��&

� cesta ��$ �x� y�� y� %I��x� y�� y�� 3 �p��y�� b�  I��x� f��y�� c�� f��y�� a��&

� cesta E$ �x� y�� y� %I��x� y�� y�� 3 p��y�� a�  IE�x� g��y�� d�&

��
 D�kaz zastavenia programu

Princ�p pou�it� vo Floydovej met�de dokazovania �iasto�nej spr�vnosti je mo�n� vyu�i� aj pri
dokazovan� zastavenia �ukon�enia v�po�tu� programu� V postupe uvedenom v �asti ��� prirad�me
k deliacemu bodu funkciu� ktor� zobrazuje stav v�po�tu do dobre zalo�enej mno�iny� Na z�klade
takejto funkcie vyjadr�me veri�ka�n� podmienku konvergencie programu�

Dobre �zalo�en�� mno�ina � mno�ina W s �iasto�n�m usporiadan�m �� v ktorom neexistuje ne 
kone�n� klesaj�ca postupnos� x� � x� � � � � � xn � � � � prvkov z W �

Zobrazenie stavu v�po�tu do dobre zalo�enej mno�iny W �

� ku ka�d�mu deliacemu bodu A prirad�me funkciu

uA $ Dx �Dy ��W�

� ku ka�dej kone�nej ceste AB postav�me veri�ka�n� podmienku konvergencie

�x� y p�x� 3 RAB�x� y�  %uA�x� y� � uB�x� rAB�x� y��&�

Veta 	� Ak s� v�etky podmienky ukon
enia� skon�truovan� k programu P a vstupnej podmienke p�
pravdiv� potom sa program P zastav� pre v�etky vstupy spaj�ce podmienku p�

D�kaz� tvrdenie vypl�va z tranzitivity implik�cie �indukcia vzh�adom na cesty v programe�

Pozn�mka� veri�ka�n� podmienky ukon�enia �konvergencie programu� je mo�n� zoslabi� pomocou
invariantov CIA�x� y� a CIB�x� y�$

�x� y %CIA�x� y�  uA�x� y� �W &

�x� y %CIA�x� y� 3 RAB�x� y�&  %CIB�x� rAB�x� y�� 3 uA�x� y� � uB�x� rAB�x� y��&

�� Pr�klad d�kazu zastavenia programu� Uva�ujme zn�my program P � ktor� pre x � � po�� 
ta bpxc�

P $ begin %y�� y�� y�& $" %�� �� �&

�$ %y�& $" %y� ' y�&
�$ if y� � x then goto end

$ %y�� y�& $"%y� ' �� y� ' �&
$ goto �

end %z& $" %y�&

�



Invarianty �

CIB�x� $ x � �

CI��x� y�� y�� y�� $ �y� � x 3 y� � ��

Zobrazenie �

u��x� y�� y�� y�� $ x� y�

Veri�ka�n� podmienky ukon�enia �

� �x %CIB�x� 3 true CI��x� �� �� ��&

� �x� y %CI��x� y� 3 y� ' y� � x CI��x� y� ' �� y� ' y�� y� ' ��&

�x� y %CI��x� y� 3 y� ' y� � x&  %u��x� y� � u��x� y� ' �� y� ' y�� y� ' ��&

� �x� y %CI��x� y�  u��x� y� � N &

�



Kapitola �

Hoareova met�da

Hoareova met�da pre dokazovanie �iasto�nej spr�vnosti �trukt�rovan�ch programov sa opiera o
vytvorenie �pecializovan�ho logick�ho �inferen�n�ho� syst�mu nad indukt�vnymi formulami� Ak
odvod�me v takomto syst�me indukt�vnu formulu fpg P fqg� �trukt�rovan� program P je �iasto�ne
spr�vny vzh�adom na vstupn� podmienku p a v�stupn� podmienku q�

��� Logick� syst�m

Na �vod stru�ne uv�dzame z�kladn� pojmy z te�rie d�kazov�

Form�lny jazyk � dobre vytvoren� formuly �� ��

S�mantika � platnos� �pravdivos�� form�l$ j" �-
formula � plat� v danej triede modelov resp� v danom konkr�tnom modeli�

Logick� �inferen�n�� dokazovac�� syst�m � dokazate�nos� form�l$ � �-
formula � sa d� dok�za� �odvodi�� z axi�m a inferen�n�ch pravidiel syst�mu

�� � � ��n
�

�

Zdrav� inferen�n� pravidlo � z platn�ch form�l �i �t�j� j" �i pre v�etky i� inferuje platn� d�sledok�
j" ��

D�kaz � formula � je dokazate	n� �t�j� � �� ak existuje postupnos� form�l ��� ��� � � � � �n �form�lny
d�kaz formuly �� tak�� �e

� � 
 �n

� pre ka�d� i� �� � i � n� bu! �i je axi�ma alebo existuje pravidlo

�j� � � � � � �jk
�i

tak�� �e v�etky �jm �� � m � k� s� �lenmi postupnosti ��� � � � � �i���

�



Vlastnosti syst�mu �

zdrav� syst�m � dokazate�n� s� len pravdiv� formuly

� �  j" ��

�pln� syst�m � ka�d� pravdiv� formula je dokazate�n�

j" �  � ��

��� Indukt�vna �invariantn�� formula

Indukt�vne formuly charakterizuj� vstupno�v�stupn� vz�ahy programov�ch segmentov �pr�kazov�
programov��

Indukt�vnou formulou fpg S fqg sa popisuje vstupno�v�stupn� charakteriz�cia programov�ho
segmentu S s t�m� �e podmienka p je vstupn�m invariantom a podmienka q je v�stupn�m in 
variantom S� V�znam indukt�vnej formuly z�vis� od v�znamu podmienok p� q a v�znamu programu
S�

De�n�cia 	� Indukt�vna formula fpg S fqg plat� 	ozna
enie j" fpg S fqg� pr�ve vtedy� ke� vstupn�
hodnoty programu 	pr�kazu� S spaj� podmienku p a po zastaven� programu S v�stupn� hodnoty S
vyhovuj� podmienke q�

Indukt�vna formula fpg S fqg teda plat�� ke! je programov� segment S �iasto�ne spr�vny
vzh�adom na vstupn� podmienku p a v�stupn� podmienku q� Analogicky m��eme de�nova� aj
indukt�vnu formulu pre tot�lnu spr�vnos� hpi S hqi�

De�n�cia 	� Indukt�vna formula hpi S hqi plat� 	ozna
enie j" hpi S hqi� pr�ve vtedy� ke� pre

v�etky vstupn� hodnoty programu 	pr�kazu� S� ktor� spaj� podmienku p sa program S zastav�

a v�stupn� hodnoty S vyhovuj� podmienke q�

V tejto predn��ke sa zameriame hlavne na indukt�vne formuly �pre �iasto�n�� spr�vnos��

Pr�klad� Uva�ujme jednoduch� indukt�vne formuly$

� fx " �g x $" x' � fx " �g � je platn� formula�

� fx " �g x $" x' � fx " �g � nie je platn� formula�

� fx " �g x $" x' � fx � �g � je platn� formula� ale � � �

Tretia formula evidentne plat�� ale oproti prvej je v�stupn� podmienka �vzh�adom na vstupn� a
programov� segment � pr�kaz priradenia� pr�li� vo�n� �slab��� alebo naopak vstupn� je �vzh�adom
na v�stupn�� pr�li� re�trikt�vna �siln���

�



�� Najslab�ia vstupn
 podmienka� Najslab�ia vstupn� podmienka k programu P a v�stupnej
podmienke q � ozna�enie wp�P� q�$

�p ak plat� fwp�P� q�g P fqg� fpg P fqg potom p " wp�P� q��

Nasleduj�ce formuly vyjadruj� najslab�iu vstupn� podmienku pre zakladn� �trukt�rovan� kon� 
trukcie$

� priradenie � wp�x $" s� q� " q%x�s&�

� kompoz�cia � wp�S�-S�� q� " wp�S�� wp�S�� q���

� vetvenie � wp�if b then S� else S� �� q� " if b then wp�S�� q� else wp�S�� q� ��

� iter�cia � wp�while b do S od� q� nevieme vyjadri� v jazyku �� r�du�

Zatia� nem�me dostato�n� form�lny apar�t� ktor� by umo�nil exaktne dok�za�� �e uveden�
formulky skuto�ne vyjadruj� najslab�ie vstupn� podmienky pre dan� pr�kaz a dan� v�stupn� pod 
mienku� Tak�to d�kaz vy�aduje form�lnu de�n�ciu v�znamu �s�mantiky� programovacieho jazyka�
�peci�ka�n�ho jazyka a jazyka form�l spr�vnosti �indukt�vnych form�l�� Vybudovanie potrebn�ho
apar�tu a zd�vodnenie uveden�ch tvrden� je s��as�ou nadstavbovej predn��ky �Form�lna s�mantika
a te�ria spr�vnosti��

Pri vyjadren� najslab�ej vstupnej podmienky sa predpoklad�� �e premenn� na �avej strane pri 
radenia neobsahuje �vnoren�� referenciu po�a �t�j� x je alebo individu�lna premenn� alebo m�
tvar a%t& a term t neobsahuje referenciu po�a a�� Probl�my s referenciou polo�iek po�a �a rie�enie
t�chto probl�mov� sa podrobnej�ie rozoberaj� v u� spomenutej nadstavbovej predn��ke �Form�lna
s�mantika a te�ria spr�vnosti��

�� Najsilnej�ia v�stupn
 podmienka� Najsilnej�ia v�stupn� podmienka k programu P a vs 
tupnej podmienke p � ozna�enie sp�P� p�$

�q ak plat� fpg P fsp�P� p�g� fpg P fqg potom sp�P� p� " q�

Nasleduj�ce formuly vyjadruj� najsilnej�iu v�stupn� podmienku pre zakladn� �trukt�rovan� kon� 
trukcie$

� priradenie � sp�x $" s� p� " �y fp%x�y& 3 x " s%x�y&g
��nov�� premenn� y sa nevyskytuje v p a s��

� kompoz�cia � sp�S�-S�� p� " sp�S�� sp�S�� p���

� vetvenie � sp�if b then S� else S� �� p� " sp�S�� p3b� � sp�S�� p3�b��
� iter�cia � sp�while b do S od� p� nevieme vyjadri��

Pozn�mky t�kaj�ce sa vyjadrenia najslab�ej vstupnej podmienky� uveden� v z�vere predch�dza 
j�ceho odseku� plne platia aj pre vyjadrenie najsilnej�ej v�stupnej podmienky�

	



��� Inferen	n� syst�m H

Uva�ujme programovac� jazyk �trukt�rovan�ho typu� ktor� vyu��va jazykov� kon�trukcie de�novan�
triedou �trukt�rovan�ch programov�ch sch�m�

Hoareova met�da dokazovania �iasto�nej spr�vnosti programov �pre �trukt�rovan� jazyky� sa
opiera o logick� syst�m pre dokazovanie �iasto�nej spr�vnosti programov zalo�en� na jazyku in 
dukt�vnych form�l fpg P fqg�

Uva�ujme form�lny inferen�n� syst�m

H " �Ax�Pr�

pre dokazovanie indukt�vnych form�l fpg S fqg� pozost�vaj�ci z mno�iny axi�m Ax a mno�iny
inferen�n�ch pravidiel Pr�

Mno�ina axi�m � Ax

� v�etky platn� formuly �peci�ka�n�ho jazyka

� axi�ma priradenia �sch�ma axi�m�

fp�x� g�x� y��g y $" g�x� y� fp�x� y�g

Inferen�n� pravidl� � Pr

� pravidlo kompoz�cie�
fpg S� fqg fqg S� frg

fpg S�-S� frg
� pravidlo alternat�vy�

fp3bg S� fqg fp3�bg S� fqg
fpg if b then S� else S� � fqg

� pravidlo iter�cie�
fp3bg S fpg

fpg while b do S od fp3�bg
� pravidlo n�sledku�

p p� q�  q fp�g S fq�g
fpg S fqg

Veta 	� Nech P je �trukt�rovan� program� p�x� vstupn� a q�x� z� v�stupn� predik�t� Ak H �
fpg P fqg potom je program P 	ifq g�

��



V oboch pr�padoch vych�dza axi�ma priradenia z vyjadrenia najslab�ej vstupnej podmienky pri 
ra!ovacieho pr�kazu�

Predpoklad� pod�a ktor�ho s� v�etky platn� formuly �peci�ka�n�ho jazyka axi�mami syst�mu
H umo�uje �prekona�� mo�n� �a ve�mi pravdepodobn�� probl�m ne�plnosti �peci�ka�n�ho jazyka
L �napr� predik�tov� kalkul prv�ho r�du s Peanovou aritmetikou�� plnos� H sa t�m uva�uje
nez�visle od �plnosti L �tzv� relat�vna �plnos���

�� Pr�klad d�kazu iastonej spr
vnosti� Uva�ujme program Q� po��taj�ci bpxc�

Q$ begin fx � �g
%y�� y�� y�& $" %�� �� �&-
while y� � x do %y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �& od-

%z& $" %y�&

end fz� � x � �z ' ���g

lohou je dok�za� indukt�vnu formulu

fx � �g bpxc fz� � x � �z ' ���g�

t�j�� �e Q je �iasto�ne spr�vny vzh�adom na vstupn� podmienku x � � a v�stupn� podmienku
z� � x � �z ' ���� Uk��eme� �e formula

R�x� y�� y�� y�� $ �y�� � x� 3 �y� " �y� ' ���� 3 �y� " �y� ' ��

je invariantom� posta�uj�cim na d5okaz �iasto�nej spr�vnosti programu Q�

�� x � �  R�x� �� �� �� �vypl�va z de�n�cie invariantu�

�� fR�x� �� �� ��g %y�� y�� y�& $" %�� �� �& fR�x� y�� y�� y��g �axi�ma priradenia�


� fx � �g %y�� y�� y�& $" %�� �� �& fR�x� y�� y�� y��g �pravidlo n�sledku pre �� a ���

� R�x� y�� y�� y�� 3 y� � x  R�x� y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �� �vypl�va z de�n�cie invariantu�

�� fR�x� y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' ��g
%y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �&
fR�x� y�� y�� y��g �axi�ma priradenia�

�� fR�x� y�� y�� y�� 3 y� � xg
%y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �&
fR�x� y�� y�� y��g �pravidlo n�sledku pre � a ���

�� fR�x� y�� y�� y��g
while y� � x do %y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �& od
fR�x� y�� y�� y�� 3 y� � xg �pravidlo iter�cie pre ���

��



�� fx � �g
%y�� y�� y�& $" %�� �� �&-
while y� � x do %y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �& od
fR�x� y�� y�� y�� 3 y� � xg �pravidlo kompoz�cie pre 
� a ���

	� R�x� y�� y�� y�� 3 y� � x  y�� � x � �y� ' ��� �vypl�va z de�n�cie invariantu�

��� fy�� � x � �y� ' ���g %z& $" %y�& fz� � x � �z ' ���g �axi�ma priradenia�

��� fR�x� y�� y�� y�� 3 y� � xg %z& $" %y�& fz� � x � �z ' ���g �pravidlo n�sledku pre 	� a ����

��� fx � �g
%y�� y�� y�& $" %�� �� �&-
while y� � x do %y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �& od -

%z& $" %y�&
fz� � x � �z ' ���g �pravidlo kompoz�cie pre �� a ����

Pri Hoareovej met�de s� posta�uj�cimi podmienkami �iasto�nej spr�vnosti programu �peci�ka�n�
formuly� ktor� vyu��va pravidlo n�sledku� t�j� v danom pr�klade formuly uveden� v bodoch ���	�

�� Pr�klad d�kazu iastonej spr
vnosti sch�m� Princ�p d�kazu �iasto�nej spr�vnosti pro 
gramov je mo�n�� podobne ako pri Floydovej met�de� zov�eobecni� pre �trukt�rovan� sch�my� Pri
form�lnom odvoden� d�kazu sa pre dan� sch�mu odvodia �veri�ka�n�� predpoklady� ktor� zaru�uj�
�iasto�n� spr�vnos� �ubovo�n�ho programu� ktor� dostaneme interpret�ciou danej sch�my�

Pre konkr�tny program P � ktor� vznikne interpret�ciou sch�my� potom u� sta�� iba sformulova�
invariant a dok�za� jeho vlastnosti �veri�ka�n� predpoklady � formuly pou�it� v d�kaze��

Uva�ujme nasleduj�cu �trukt�rovan� programov� sch�mu S

S$ begin fp�x�� x��g
%y�� y�& $" %x�� x�&
while r�y�� y�� do

if s�y�� y�� then %y�& $" %f�y�� y��& else %y�& $" %g�y�� y��& �
od

%z& $" %y�&

end fq�x�� x�� z�g

Invariant ozna�me R�x�� x�� y�� y�� a d�kaz �iasto�nej spr�vnosti bude vyzera� nasledovne�

�� p�x�� x��  R�x�� x�� x�� x�� �veri�ka�n� predpoklad�

�� fR�x�� x�� x�� x��g %y�� y�& $" %x�� x�& fR�x�� x�� y�� y��g �axi�ma priradenia�


� fp�x�� x��g %y�� y�& $" %x�� x�& fR�x�� x�� y�� y��g �pravidlo n�sledku pre �� a ���

� R�x�� x�� y�� y�� 3 s�y�� y��  R�x�� x�� f�y�� y��� y�� �veri�ka�n� predpoklad�

��



�� fR�x�� x�� f�y�� y��� y��g %y�& $" %f�y�� y��& fR�x�� x�� y�� y��g �axi�ma priradenia�

�� fR�x�� x�� y�� y�� 3 s�y�� y��g %y�& $" %f�y�� y��& fR�x�� x�� y�� y��g
�pravidlo n�sledku pre � a ���

�� R�x�� x�� y�� y�� 3 �s�y�� y��  R�x�� x�� y�� g�y�� y��� �veri�ka�n� predpoklad�

�� fR�x�� x�� y�� g�y�� y���g %y�& $" %g�y�� y��& fR�x�� x�� y�� y��g �axi�ma priradenia�

	� fR�x�� x�� y�� y�� 3 �s�y�� y���g %y�& $" %g�y�� y��& fR�x�� x�� y�� y��g
�pravidlo n�sledku pre �� a ���

��� fR�x�� x�� y�� y���g
if s�y�� y�� then %y�& $" %f�y�� y��& else %y�& $" %g�y�� y��&
fR�x�� x�� y�� y��g �pravidlo alternat�vy pre �� a 	��

��� R�x�� x�� y�� y�� 3 r�y�� y��  R�x�� x�� y�� y�� �tautol�gia�

��� fR�x�� x�� y�� y�� 3 r�y�� y��g
if s�y�� y�� then %y�& $" %f�y�� y��& else %y�& $" %g�y�� y��&
fR�x�� x�� y�� y��g �pravidlo n�sledku pre ��� a ����

�
� fR�x�� x�� y�� y��g
while r�y�� y�� do

if s�y�� y�� then %y�& $" %f�y�� y��& else %y�& $" %g�y�� y��& �
od
fR�x�� x�� y�� y�� 3 �r�y�� y��g �pravidlo iter�cie pre ����

�� fp�x�� x��g
%y�� y�& $" %x�� x�&
while r�y�� y�� do

if s�y�� y�� then %y�& $" %f�y�� y��& else %y�& $" %g�y�� y��& �
od
fR�x�� x�� y�� y�� 3 �r�y�� y��g �pravidlo kompoz�cie pre 
� a �
��

��� R�x�� x�� y�� y�� 3 �r�y�� y��  q�x�� x�� y�� �veri�ka�n� predpoklad�

��� fq�x�� x�� y��g %z& $" %y�& fq�x�� x�� z�g �axi�ma priradenia�

��� fR�x�� x�� y�� y�� 3 �r�y�� y��g %z& $" %y�& fq�x�� x�� z�g �pravidlo n�sledku pre ��� a ����

��� fp�x�� x��g
%y�� y�& $" %x�� x�&
while r�y�� y�� do

if s�y�� y�� then %y�& $" %f�y�� y��& else %y�& $" %g�y�� y��& �
od

%z& $" %y�&
fq�x�� x�� z�g �pravidlo kompoz�cie pre �� a ����

Pri d�kaze spr�vnosti programu P � ktor� vznikne interpret�ciou sch�my S� posta�uje sformulova�
invariant R�x�� x�� y�� y�� a dok�za� veri�ka�n� predpoklady �� � �� ���

�




��
 Pozn�mky o �plnosti Hoareovsk�ch kalkulov

V tejto �asti upozorujeme na probl�my s �plnos�ou Hoareovsk�ch kalkulov� ktor� vznikaj� pri
danom �peci�ka�nom jazyku v s�vislosti roz�irovan�m programovacieho jazyka� Podrobnej�ia disku 
sia o tejto problematike a d�kazy �plnosti Hoareovsk�ch syst�mov pre vybran� triedy programo 
vac�ch jazykov je s��as�ou nadstavbovej predn��ky �Form�lna s�mantika a te�ria spr�vnosti��

Uva�ujme �peci�ka�n� jazyk L� triedu modelov programov� de�novan� s�mantikou M a Hoare 
ovsk� dokazovac� syst�m H� Pr��inami ne�plnosti Hoareovsk�ch inferen�n�ch syst�mov s�$

� ne�plnos� logiky �peci�ka�n�ho jazyka L �napr� predik�tov� kalkul prv�ho r�du s Peanovou
aritmetikou�
rieenie� relat�vna �plnos�  v�etky pravdiv� formuly L s� axi�mami H�

� ne�plnos� vyvolan� nedostato�nou v�razovou silou �peci�ka�n�ho jazyka L �napr� u� ke!
programovac� jazyk obsahuje cykly�
rieenie� roz��renie �peci�ka�n�ho jazyka L � napr� de�novate�nos� wp�P� q��

� ne�plnos� vyvolan� kombin�ciou r�znych programovac�ch kon�trukci� �napr� kombin�cia
rekurzie� proced�ry ako parametre� statick�ho rozsahu premenn�ch� glob�lnych premenn�ch�
intern�ch proced�r�
rieenie� vhodne de�nova� programovac� jazyk�

� ne�plnos� vypl�vaj�ca zo zvolen�ch modelov s�mantiky �zn�mym pr�kladom je inicializ�cia
premenn�ch s dynamick�m rozsahom�
rieenie� s�mantika mus� de�nova� adekv�tnu triedu modelov�

�



Kapitola �

Met�da intermitentov

Na rozdiel od Floydovej a Hoareovej met�dy� ktor� boli navrhnut� pre dokazovanie �iasto�nej
spr�vnosti programov �hoci sa obe daj� roz��ri� aj na dokazovanie tot�lnej spr�vnosti�� je cie�om
met�dy intermitentov d�kaz tot�lnej spr�vnosti programov� Zameranie na d�kaz tot�lnej spr�vnosti
je inherentne zabudovan� v tzv� intermitentoch � podmienk�ch� ktor� sa pri tejto met�de via�u s
deliacimi bodmi�

��� Intermitent

Podobne ako invarianty� aj intermitenty s� podmienky �formuly �peci�ka�n�ho jazyka� napr� predi 
k�tov�ho po�tu� viazan� na �ubovo�n� �deliace� body programu� Rozdiel medzi obomi pojmami
spo��va vo vz�ahu medzi priebehom v�po�tu a platnos�ou podmienok viazan�ch k deliacim bodom
v�po�tu�

Intermitent je podmienka� splnen� aspo pri jednom prechode deliacim bodom �zaru�uje sa
ou� �e v�po�et prejde dan�m deliacim bodom aspo raz��

Tot�lnu spr�vnos� hpi P hqi programu P vyjadruje nasleduj�ca formula vyu��vaj�ca vlastnosti
intermitentov �vyjadren�ch klauzulou ak niekedy�$

ak niekedy p v po�iato�nom bode programu P
potom niekedy q v koncovom bode programu P �

��� D�kaz spr�vnosti met�dou intermintentov

Met�da dokazovania �tot�lnej� spr�vnosti programov pomocou intermitentov sa opiera o princ�p
�truktur�lnej indukcie�

��



My�lienku met�dy predvedieme na pr�klade jednoduch�ho programu pre v�po�et nsd dvoch
prirodzen�ch ��siel�

D$ begin %y�� y�& $" %x�� x�&

�$ if y� " y� then goto end
�$ if y� � y� then %y�& $" %y� � y�& goto �

$ if y� � y� then %y�& $" %y� � y�& goto 

$ goto �

end %z& $" %y�&

Ozna�enie$

� hpi P hqi � ak niekedy p na za�iatku P potom niekedy q na konci P �

� hpii � niekedy p v i�

Veta 	� hx� � � 3 x� � �i D hz " nsd�x�� x��i�

D�kaz�

hx� � � 3 x� � �ibegin
x� " x� hy� " x� 3 y� " x� 3 x� " x� � �i�
x� � x� hy� " x� 3 y� " x� 3 x� � x� � �i�
x� � x� hy� " x� 3 y� " x� 3 x� � x� � �i�

hz " nsd�x�� x��iend

Lema 	� hy� " a 3 y� " b 3 a " b � �i�
� hy� " a 3 y� " b 3 a � b � �i�
� hy� " a 3 y� " b 3 b � a � �i�
 hz " nsd�a� b�iend �

D�kaz� �N �N���� �a� b� � �a�� b�� � a' b � a� ' b�

�� hy� " a 3 y� " b 3 a " b � �i�
hz " nsd�a� b� " biend

�� hy� " a 3 y� " b 3 a � b � �i�
hy� " a� " a� b 3 y� " b� " bi�

fa� � �� b� � �� a� b � a� � b��nsd�a�� b�� � nsd�a� b� b� � nsd�a� b�g

a� " b� hy� " a� 3 y� " b� 3 a� " b� � �i�
hz " nsd�a�� b�� " nsd�a� b�iend � indukcia

a� � b� hy� " a� 3 y� " b� 3 a� � b� � �i�
hz " nsd�a�� b�� " nsd�a� b�iend � indukcia

b� � a� hy� " a� 3 y� " b� 3 b� � a� � �i�

��



hz " nsd�a�� b�� " nsd�a� b�iend � indukcia


� hy� " a 3 y� " b 3 b � a � �i�
hy� " a� " a 3 y� " b� " b� ai�

fa� � �� b� � �� a� b � a� � b��nsd�a�� b�� � nsd�a� b� a� � nsd�a� b�g

a� " b� hy� " a� 3 y� " b� 3 a� " b� � �i�
hz " nsd�a�� b�� " nsd�a� b�iend � indukcia

a� � b� hy� " a� 3 y� " b� 3 a� � b� � �i�
hz " nsd�a�� b�� " nsd�a� b�iend � indukcia

b� � a� hy� " a� 3 y� " b� 3 b� � a� � �i�
hz " nsd�a�� b�� " nsd�a� b�iend � indukcia

Na rozdiel od Floydovej alebo Hoareovej met�dy ned� sa pri formul�cii met�dy intermitentov
oprie� o �iadne syntaktick� objekty �cesty� zlo�ky pr�kazov�� Pou�it� usporiadanie odr��a konkr�tny
v�po�et� preto nie je mo�n� ur�i� postupnos� krokov �kuch�rku�� ktor� by priamo�iaro popisovali
met�du d�kazu�

��



Kapitola �

Kon	trukcia invariantov
a spr�vnych programov

Pri dokazovan� spr�vnosti programu ��i u� �iasto�nej alebo tot�lnej� je probl�mom dok�za� �overi���
�i dan� program zodpoved� danej �form�lnej� �peci�k�cii� Pri praktickom programovan� sme v�ak
sk�r postaven� pred probl�m skon�truova� �vytvori�� navrhn��� program� ktor� zodpoved� dan�m
po�iadavk�m� t�j� ktor� bude spr�vny �korektn�� vzh�adom na dan� vstupno�v�stupn� �peci�k�cie�

V tejto kapitole uk��eme� �e predveden� my�lienky dokazovania spr�vnosti programov je mo�n�
pou�i� aj pri systematickej kon�trukcii spr�vnych programov� Pod systematickou kon�trukciou
spr�vnych programov budeme rozumie� systematick� kon�trukciu programu spolu s d�kazom jeho
spr�vnosti�

Budeme predpoklada�� �e form�lna �peci�k�cia probl�mu je dan� dvojicou vstupno�v�stupn�ch
podmienok� Uk��eme� �e pri systematickom v�voji spr�vnych programov je mo�n� pou�i� my�lienku
u� zn�mej Hoareovej met�dy�

Pre �plnos� treba poznamena�� �e zn�ma a roz��ren� je aj modi�k�cia tohoto pr�stupu navrhnut�
E� Dijkstrom� Pri Dijkstrovej met�de sa predpoklad�� �e �peci�k�cia probl�mu je dan� �len� v�s 
tupnou podmienkou� Pri systematickom v�voji spr�vneho programu sa kon�truuje popri programe
aj najslab�ia vstupn� podmienka k danej v�stupnej podmienke a skon�truovan�mu programu�

��� N�vrh invariantov

Kon�trukcia spr�vnych programov je �zko spt� s n�vrhom �kon�trukciou� invariantov programu�
Niektor� zo zn�mych heurist�k pre kon�trukciu invariantov predvedieme na pr�klade systematickej
kon�trukcie programu� �peci�kovan�ho danou vstupnou a v�stupnou podmienkou$

p�x� $ x � � q�x� z� $ z� � x � �z ' ����

Heuristika �� v pr�pade konjunkcie vo v�stupnej podmienke je vhodn� vzia� jeden z �lenov kon 
junkcie za invariant a druh� �len pou�i� ako podmienku� kontroluj�cu cyklus�

N�vrh invariantu� I��x� y�� $ �y�� � x�

��



Pri v�bere invariantu vych�dzame z predpokladan�ho �sp�sobu spracovania�� V�sledn� hodno 
tu m��eme z�ska� postupn�m zvy�ovan�m hodnoty pracovnej premennej tak� aby invariant zostal
zachovan��

Jednoduchou aplik�ciou nazna�enej heuristiky odvod�me program$

Q�$ begin fx � �g
%y�& $" %�&-
while �y� ' ��� � x do %y�& $" %y� ' �& od -

%z& $" %y�&

end fz� � x � �z ' ���g

.al�ia modi�k�cia invariantu m��e vych�dza� z �pokusu� o optimaliz�ciu programu�

Heuristika �� v�po�tovo zlo�it� v�raz v podmienke cyklu �obsahuj�ci premenn� modi�kovan� telom
cyklu� je vhodn� nahradi� novou pracovnou premennou� pri�om je potrebn� zabezpe�i� jej
aktualiz�ciu v tele cyklu�

N�vrh invariantu� I��x� y�� y�� $ �y�� � x� 3 �y� " �y� ' ����

Na z�klade uveden�ho optimaliza�n�ho princ�pu odvod�me program$

Q�$ begin fx � �g
%y�� y�& $" %�� �&-
while y� � x do %y�� y�& $" %y� ' �� y� ' �y� ' 
& od -

%z& $" %y�&

end fz� � x � �z ' ���g

Heuristiku � mo�no vyu�i� aj pri optimaliz�cii v�razov v tele cyklu�

N�vrh invariantu� I��x� y�� y�� y�� $ �y�� � x� 3 �y� " �y� ' ���� 3 �y� " �y� ' ��

Po pr�slu�nej �prave tela cyklu dostaneme program Q
� o ktorom sme u� sk�r dok�zali� �e sp�a
dan� vstupno�v�stupn� charakteriz�ciu�

Q
$ begin fx � �g
%y�� y�� y�& $" %�� �� �&-
while y� � x do %y�� y�� y�& $" %y� ' �� y� ' y� ' �� y� ' �& od-

%z& $" %y�&

end fz� � x � �z ' ���g

�	



��� Systematick� v�voj korektn�ch programov

Cie�om je skon�truova� program P � ktor� je �iasto�ne spr�vny vzh�adom na dan� vstupn� pod 
mienku p a dan� v�stupn� podmienku q� Ozna�me probl�m kon�trukcie programu P � �iasto�ne
spr�vneho vz�adom na podmienky p� q

fpg P � fqg�

Pri rie�en� tohoto probl�mu treba vych�dza� z mo�nost� dan�ho programovacieho jazyka� V
na�om pr�pade uva�ujeme jazykov� kon�trukcie � pr�kazy priradenia� kompoz�cie� vetvenia a iter�cie�
Postup pop�san� v nasleduj�cich riadkoch sa v�ak d� priamo�iaro roz��ri� aj na !al�ie jazykov�
kon�trukcie�

�� V�vojov� kroky� Pri kon�trukcii programu vol� program�tor kon�trukciu� ktorou pl�nuje
vyrie�i� dan� probl�m� a t�m dekomponuje probl�m na �jednoduch�ie� podprobl�my� Pri formul�cii
podprobl�mov sa vyu��vaj� princ�py Hoareovej met�dy na dokazovanie �iasto�nej spr�vnosti pro 
gramov�

Priradenie � fpg P � fqg
n�vrh rieenia� P 
 x $" s

predpoklady� p q%x�s&

redukcia na podprobl�my� vyrie�en�

Ak plat� predpoklad� programov� segment �priradenie� rie�i dan� probl�m�

Kompoz�cia � fpg P � fqg
n�vrh rieenia� P 
 P�-P�

predpoklady� stanovi� �medzipodmienku� r

redukcia na podprobl�my� fpg P� frg frg P� fqg
Ak sa v !al�om priebehu kon�trukcie programu podar� stanovi� �medzipodmienku� r a vyrie�i�
podprobl�my fpg P� frg a frg P� fqg� v�sledn� program P je pod�a pravidla kompoz�cie �ias 
to�ne spr�vny vzh�adom na p a q�

Vetvenie � fpg P � fqg
n�vrh rieenia� P 
 if b then P� else P� �

predpoklady� stanovi� podmienku vetvenia b

redukcia na podprobl�my� fp3bg P� fqg fp3�bg P� fqg
Ak sa v !al�om priebehu kon�trukcie programu podar� n�js� �vetviacu� podmienku b a vyrie�i�
podprobl�my fp3bg P� fqg a fp3�bg P� fqg� v�sledn� program P je pod�a pravidla vetvenia
�iasto�ne spr�vny vzh�adom na p a q�

��



Iter
cia � fpg P � fqg
n�vrh rieenia� P 
while b do P� od

predpoklady� stanovi� podmienku cyklu b a invariant r tak�� �e p r a p3�b q

redukcia na podprobl�my� fr3bg P� frg
Ak sa v !al�om priebehu kon�trukcie programu podar� vyrie�i� podprobl�my fr3bg P� frg
a platia uveden� vlastnosti� v�sledn� program P je pod�a pravidla cyklu �iasto�ne spr�vny
vzh�adom na p a q�

Pozn�mka� Pri rie�en� probl�mu fpg P fqg m��eme plne vyu��va� aj pravidlo n�sledku� Ak dok� 
�eme frg P fsg� p  r a s  q� pod�a pravidla n�sledku je program P spr�vny aj vzh�adom na p
a q�

�� Pr�klad systematickej kon�trukcie programu� lohou je navrhn�� program� ktor� �pi 
votizuje� dan� pole A vzh�adom na hodnotu�pivota x� ktor� sa v danom poli �zaru�ene� vyskytuje�
a n�js� tak� dva indexy j � i� �e v�etky prvky na�avo od i bud� men�ie alebo rovn� prvkom na
pravej strane od j� Form�lne je �loha zadan� dvojicou podmienok

� vstupn� podmienka � p 
 �k f� � k � n 3 A%k& " xg�
� v�stupn� podmienka � q 
 j � i 3 �p� q f� � p � i 3 j � q � n  A%p& � A%q&g�
Systematick� kon�trukcia programu P spaj�ceho dan� �peci�k�ciu pozost�va z nasleduj�cich

krokov$

�� probl�m� fpg P fqg
n�vrh rieenia� P 
 P�-P�

P� 
 hinicializuj premenn� i� ji
P� 
 hprezri pole zdola cez i� zhora cez j a rob pr�slu�n� �pravyi

dekompoz�cia na podprobl�my� fpg P� frg frg P� fqg
heuristika� r 
 Ii3Ij

Ii 
 �p f� � p � i  A%p& � xg
Ij 
 �q fj � q � n  A%q& � xg

�� probl�m� fpg P� frg
n�vrh rieenia� P� 
 %i� j& $" %�� n&

dekompoz�cia na podprobl�my� vyrie�en�

treba dok�za�� p I�3In �I�3In trivi�lne plat��


� probl�m� frg P� fqg
n�vrh rieenia� P� 
 while b do P�� od

P�� 
 hzvy�uj i� zni�uj j a manipuluj polei
dekompoz�cia na podprobl�my� fp�3bg P�� fp�g

��



heuristika� p� 
 r b 
 i � j

treba dok�za�� r  p� �r  r�

p�3�b q �Ii 3 Ij 3 i � j  q�

� probl�m� fp�3bg P�� fp�g
n�vrh rieenia� P�� 
 P���-P���-P���

P��� 
 hn�jdi i na potenci�lnu v�menui
P��� 
 hn�jdi j na potenci�lnu v�menui
P��� 
 hvyme prvky na n�jden�ch i� j indexochi

dekompoz�cia na podprobl�my� fp�3bg P��� fp�g fp�g P��� fp�g fp�g P��� fp�g
heuristika� p� 
 Ii 3 Ij 3A%i& � x p� 
 Ii 3 Ij 3A%i& � x � A%j&

�� probl�m� fp�3bg P��� fp�g
n�vrh rieenia� P��� 
while b� do P���� od

P���� 
 hinkrementuj ii
dekompoz�cia na podprobl�my� fp�3b�g P���� fp�g
heuristika� b� 
 A%i& � x

treba dok�za�� p�3�b�  p� �Ii 3 Ij 3A%i& � x Ii 3 Ij 3A%i& � x�

p�3b p� �Ii 3 Ij 3 i � j  Ii 3 Ij�

�� probl�m� fp�3b�g P���� fp�g
n�vrh rieenia� P���� 
 %i& $" %i' �&

dekompoz�cia na podprobl�my� vyrie�en�

treba dok�za�� p�3b�  p�%i�i ' �& �Ii 3 Ij 3A%i& � x Ii�� 3 Ij�

�� probl�m� fp�3bg P��� fp�g
n�vrh rieenia� P��� 
while b� do P���� od

P���� 
 hdekrementuj ji
dekompoz�cia na podprobl�my� fp�3b�g P���� fp�g
heuristika� b� 
 A%j& � x

treba dok�za�� p�3�b�  p� �Ii 3 Ij 3A%i& � x3A%j& � x Ii 3 Ij 3A%i& � x � A%j&�

�� probl�m� fp�3b�g P���� fp�g
n�vrh rieenia� P���� 
 %j& $" %j � �&

dekompoz�cia na podprobl�my� vyrie)sen#e

treba dok�za�� p�3b�  p�%j�j � �& �Ii 3 Ij 3A%i& � x3A%j& � x Ii 3 Ij�� 3A%i& � x�

	� probl�m� fp�g P��� fp�g
n�vrh rieenia� P��� 
 if b� then P���� �

P���� 
 hvyme prvky a zabezpe� posuny i a ji

��



dekompoz�cia na podprobl�my� fp�3b�g P���� fp�g
heuristika� b� 
 b

��� probl�m� fp�3bg P���� fp�g
n�vrh rieenia� P���� 
 P�����-P�����

P����� 
 hzabezpe� v�menu i a ji
P����� 
 hzabezpe� posuny i a ji

dekompoz�cia na podprobl�my� fp�3bg P����� fp�g fp�g P����� fp�g
heuristika� p� 
 Ii 3 Ij 3A%i& � x � A%j&

��� probl�m� fp�3bg P����� fp�g
n�vrh rieenia� P����� 
 %A%i&� A%j&& $" %A%j&� A%i&&

dekompoz�cia na podprobl�my� vyrie�en�

treba dok�za�� p�3b p�%A%i&�A%j&� A%j&�A%i&&

�Ii 3 Ij 3A%i& � x � A%j& 3 i � j  Ii 3 Ij 3A%i& � x � A%j&�

��� probl�m� fp�g P����� fp�g
n�vrh rieenia� P����� 
 %i� j& $" %i ' �� j � �&

dekompoz�cia na podprobl�my� vyrie�en�

treba dok�za�� p�  p�%i�i ' �� j�j � �& �Ii 3 Ij 3A%i& � x � A%j&  Ii�� 3 Ij���

Uveden�m postupom� ilustruj�cim met�du systematickej kon�trukcie spr�vnych programov�
sme odvodili nasledovn� program$

P $ begin f�k f� � k � n 3 A%k& " xgg
%i� j& $" %�� n&
while i � j do

while A%i& � x do %i& $" %i ' �& od
while A%j& � x do %j& $" %j � �& od
if i � j then

%A%i&� A%j&& $" %A%j&� A%i&&
%i� j& $" %i' �� j � �& �

od

end fj � i 3 �p� q f� � p � i 3 j � q � n  A%p& � A%q&gg

V priebehu kon�trukcie sme z�rove dok�zali jeho spr�vnos� vzh�adom na dan� �vstupn� a v�stup 
n�� podmienky�

�






�as� III

S�mantika programov



�� S�mantika programov a programovac�ch jazykov� neform�lny vs� form�lny popis s� 
mantiky programov a programovac�ch jazykov

� neform�lny pr�stup � v�znam programovac�ch kon�trukci� a programov sa vyjadruje nefor 
m�lne v prirodzenom jazyku �nejednozna�nos� prirodzen�ho jazyka��

� form�lny pr�stup � v�znam programovac�ch kon�trukci� a programov sa vyjadruje vo form�l 
nom� matematickom jazyku�

�� Form
lny popis v�znamu programov� umo�uje

� de�nova� v�znam programu po��ta�ovo nez�visl�mi pojmami �na r�znych �rovniach abstrak 
cie��

� jednozna�ne pop�sa� v�znam programu �v danom modeli resp� v triede modelov��

� od�vodni� �resp� vytvori�� te�rie a inferen�n� syst�my na dokazovanie vlastnost� programov
�axi�my� zdravos� a �plnos� inferen�n�ch pravidiel at!��

� konzistentne de�nova� v�znam typov�ch aj beztypov�ch programovac�ch jazykov at!�

	� Rozdiely medzi jazykami logiky a programovania�

� r�zny poh�ad na premenn� �statick� vs� dynamick���

� mo�nos� pracova� len s kone�n�mi aproxim�ciami nekone�n�ch objektov�

� zlo�itej�ie obory interpret�cie resp� s�mantick� obory � dom�ny �vn�torn� �trukt�ra aproxi 
m�ci���

� program m��e realizova� �iasto�n� funkciu �nekone�n� v�po�et� at!�

��



Kapitola �

Form�lna s�mantika programov

Syntaktick� obor P � mno�ina spr�vne vytvoren�ch programov v danom jazyku�

S�mantick� obor M � mno�ina v�znamov�

S�mantika S � s�mantick� funkcia� zobrazuj�ca mno�inu programov do mno�iny v�znamov

S � P �� M�

S�mantika programu S%jP j& � denotuje v�znam programu P vzh�adom na s�mantiku S�

��� Porovnanie s�mantick�ch de�n�ci�

S�mantika danej triedy programov P sa d� vyjadri� r�znym sp�sobom� R�zne s�mantiky sa odli�uj�
v�berom s�mantick�ho oboru M�

De�n�cia �� S�mantika S� $ P �� M� je de�novate�n
 zo s�mantiky S� $ P �� M�� ak existuje

funkcia F $ M� �� M� tak�� �e pre ka�d� program P � P plat�

S�%jP j& " F�S�%jP j&��

S�mantiky S��S� s� ekvivalentn� ak s� navz�jom de�novate�n��

De�n�cia �� S�mantika S� $ P ��M� je podrobnej�ia ako s�mantika S� $ P ��M� pr�ve vtedy�

ke� pre �ubovoln� dva programy P�� P� � P plat�

S�%jP� j& " S�%jP� j& " S�%jP� j& " S�%jP� j&�
Du�lne� s�mantika S� je abstraktnej�ia�

Lema �� Nech S��S� s� s�mantiky nad syntaktick�m oborom P� Potom S� je de�novate�n� z S�
pr�ve vtedy� ke� S� je podrobnej�ia ako S��
D�kaz� Ak S� je de�novate�n� z S�� potom tvrdenie vypl�va priamo z de�n�cie�

Predpokladajme teda� �e S� je podrobnej�ia ako S�$

��



� P�S� � rozklad P vzh�adom na S��
� F� $ P�S� �� M� � predpis X �� S�%jP j& pre P � X�

� F� $ M� �� P�S� � predpis m �� fP� � P $ S�%jP� j& " mg�
� F�S�%jP j&� " F��F��S�%jP j&�� " S�%jP j&�

��� Kompozi	n� s�mantika

Ak program P pozost�va zo zlo�iek P�� � � � � Pn potom budeme po�adova� aby jeho v�znam S%jP j&
bol funkciou v�znamov S%jP� j&� � � � �S%jPn j& jednotliv�ch zlo�iek�

�� Indukt�vna de�n�cia syntaxe jazyka� abstraktn� syntax

� element�rne syntaktick� objekty �napr� prira!ovac� pr�kaz��

� mno�ina syntaktick�ch kontruktorov Ki $ Pn �� P�

while do od$ �BOOL STAT� STAT
if then else �$ �BOOL STAT STAT� STAT
� $ �STAT STAT� STAT

� �ubovo�n� �zlo�en�� program P v danom jazyku m� tvar P " K�P�� � � � � Pn��

�� Indukt�vna de�n�cia s�mantiky jazyka�

� charakterizuje sa v�znam element�rnych syntaktick�ch objektov �prira!ovac� pr�kaz��

� ku ka�d�mu syntaktick�mu kon�truktoru Ki sa de�nuje zodpovedaj�ci s�mantick� kontruk

tor Ki $ Mn �� M�

� s�mantika ka�d�ho zlo�en�ho pr�kazu P " K�P�� � � � � Pn� sa de�nuje s�mantick�m pravidlom

S%jK�P�� � � � � Pn� j& " K�S%jP� j&� � � � �S%jPn j&��

��� Z�kladn� pr�stupy pri popise v�znamu programov

Z�kladn� pr�stupy pri popise v�znamu programov

� opera�n� �v�po�tov�� s�mantika�

� denota�n� �matematick�� s�mantika�

� dedukt�vna �axiomatick�� s�mantika

sa odli�uj� v�berom s�mantick�ho oboru M v de�n�cii S $ P ��M�

Pri neform�lnej charakteriz�cii z�kladn�ch pr�stupov budeme vyu��va� nasleduj�cu vlastnos�
priestorov funkci��

Lema �	 D� �D� �� D�
�" D� �� �D� �� D��

Intuit�vna predstava$ za�xovan�m jedn�ho parametra bin�rnej funkcie dostaneme un�rnu funkciu�

��



�� Operan
 s�mantika�

Abstraktn� po��ta� � je de�novan� napr�

� mno�inou stavov �kon�gur�ci�� S " fs� si� � � �g�
� mno�inou element�rnych in�trukci� I " fi� ik� � � �g�
� prechodovou funkciou q $ I � S �� S�

S�mantick� obor � trieda zobrazen� mno�iny stavov S do mno�iny v�po�tov�ch postupnost� S��
t�j� postupnost� stavov �kon�gur�ci�� s�� s�� � � � � sn� � � � generovan�ch abstraktn�m po��ta�om
v priebehu v�po�tu za��naj�com vstupn�m stavom �kon�gur�ciou� s� � S�

V�znam programu � zobrazenie vstupn�ho stavu do zodpovedaj�cej v�po�tovej postupnosti�

S�mantick� funkcia �

O�P� s�� " s�� s�� � � � � sn �� � ��
O $ P � S �� S�

O $ P �� �S �� S��

S�mantick� popis jazyka �

� transform�cie stavu� realizovan� element�rnymi pr�kazmi jazyka�

� pravidl�� pod�a ktor�ch sa z postupnosti stavov �kon�gur�ci��� zodpovedaj�cich zlo�k�m pr�ka 
zov jazyka� vytvoria postupnosti stavov �kon�gur�ci��� zodpovedaj�ce pr�kazom jazyka�

�� Denotan
 s�mantika�

S�mantick� obor � priestor funkci� resp� rel�ci� nad mno�inou stavov�

V�znam programu � vstupno�v�stupn� vz�ah vyjadren� funkciou resp� rel�ciou�

S�mantick� funkcia �

M�P� s�� " sn �alebo ��

M $ P � S �� S

M $ P �� �S �� S�

S�mantick� popis jazyka �

� element�rne pr�kazy vyjadr�me ako funkciu �rel�ciu� de�novan� nad oborom stavov�

� pre ka�d� syntaktick� kon�truktor uk��eme� ako sa z funkci� �rel�ci��� zodpovedaj�cich zlo� 
k�m pr�kazu skon�truuje funkcia �rel�cia� vyjadruj�ca v�znam pr�kazu�

Intuit�vna vlastnos�� M je de�novate�n� z O�

�	



	� Dedukt�vna s�mantika�

�peci�ka�n� jazyk �

� jazyk L " fp� q� � � �g na popis vstupno�v�stupn�ch podmienok�

� najslab�ia vstupn� podmienka wp�P� q� k v�stupnej podmienke q a programu P s vlastnos�ou$
ak je splnen� wp�P� q� a program P sa skon��� mus� by� splnen� v�stupn� podmienka q�

S�mantick� obor � priestor transform�torov predik�tov L �� L�

V�znam programu � transform�tor predik�tov� de�nuj�ci napr� wp�P� q� k danej v�stupnej pod 
mienke q�

S�mantick� funkcia �

D�P� p� " q �napr� q " wp�P� p��

D $ P � L �� L

D $ P �� �L �� L�

S�mantick� popis jazyka �

� element�rne pr�kazy sa charakterizuj� transform�tormi predik�tov�

� pre ka�d� syntaktick� kon�truktor uk��eme� ako sa z transform�torov predik�tov� zodpoveda 
j�cich zlo�k�m pr�kazu skon�truuje transform�tor predik�tov vyjadruj�ci v�znam pr�kazu�

Intuit�vna vlastnos�� D je de�novate�n� z M�

��
 Ekvivalencia programov

Ekvivalencia programov je s�mantick� vlastnos�� Pri jej de�n�cii sa vych�dza z v�znamu programov�

De�n�cia �� Programy P�� P� s� ekvivalentn� vzh�adom na s�mantiku S pr�ve vtedy� ke� plat�

S%jP� j& " S%jP� j&�
Preto r�zne s�mantick� charakteriz�cie v�znamu programu ved� k r�znym ekvivalenci�m�

�� Operan
 ekvivalencia� O%jP� j& " O%jP� j&�
Pre ka�d� vstup realizuj� programy P�� P� na danom abstraktnom po��ta�i rovnak� v�po�tov�
postupnosti�

�� Denotan
 ekvivalencia� M%jP� j& " M%jP� j&�
Programy P�� P� realizuj� ten ist� vstupno�v�stupn� vz�ah �funkciu� rel�ciu��

	� Dedukt�vna ekvivalencia� D%jP� j& " D%jP� j&�
Programy P�� P� de�nuj� ekvivalentn� transform�tory predik�tov� ktor� zobrazuj� �ubovo�n� v�s 
tupn� podmienku do ekvivalentn�ch �najslab��ch� vstupn�ch podmienok�

��



Kapitola �	

Algebraick� 	trukt
ra
s�mantick�ch oborov

Z�klady te�rie s�mantick�ch oborov � dom�n postavil za�iatkom ���tich rokov americk� matema 
tik D� Scott� Podstatou tejto te�rie je �t�dium algebraick�ch �trukt�r� potrebn�ch na modelovanie
nekone�n�ch v�po�tov� kone�n�ch aproxim�ci� nekone�n�ch objektov� integr�ciu form�lnej s�man 
tiky s te�riou vypo��tate�nosti at!�

�� S�mantick� dom�ny� Pri kon�trukcii s�mantick�ch dom�n sa vych�dza z nasleduj�cich po 
�iadaviek$

� dom�na je mno�ina objektov dan�ho typu� �iasto�ne usporiadan� rel�ciou aproxim�cie v�

� nekone�n� objekt je reprezentovan� limitou jeho kone�n�ch aproxim�ci� �ka�d� postupnos�
kone�n�ch aproxim�ci� m� limitu��

� existuje najmen�ia aproxim�cia �ubovo�n�ho objektu � � �ur�uje len �pr�slu�nos�� k dom�ne��

� ka�d� prvok dom�ny sa d� vyjadri� pomocou spo�itate�nej b�zy danej dom�ny at!�

�� Charakteriz
cia v�potov funkciami� Z�kladnou po�iadavkou je vyjadri� s�mantiku �v� 
znam� �ubovo�neho programu ako �tot�lnu� funkciu nad pr�slu�nou s�mantickou dom�nou$

� matematick� apar�t mus� umo�ni� popis �ubovo�nej �ka�dej� funkcie de�novanej v�po�tom
��ubovo�n�ho� programu�

� nekone�n� v�po�et programu � v�sledok funkcie vyjadruj�cej v�znam programu je nede�no 
van� prvok � ��iadna inform�cia��

� ak dostane funkcia na vstupe viac inform�cii o argumente �lep�ia aproxim�cia� nem��e sa
zmen�i� ��rove� aproxim�cie v�sledku�

� ak je argumentom funkcie nede�novan� prvok � �t�j� v�sledok v�po�tu argumentu sa ne 
skon��� v�sledok m��e by� de�novan� �v niektor�ch pr�padoch �iadame� aby bol aj v�sledok
nede�novan�� at!�

��



	� �trukt�ra s�mantick�ch oborov� Pri �t�diu s�mantiky programov sa zvy�ajne uva�uje
jedna z troch uveden�ch algebraick�ch �trukt�r$

� �pln� �iasto�n� usporiadanie � cpo �pou��va sa naj�astej�ie��

� �pln� svzy �z�kladn� pr�stup D� Scotta pre beztypov� jazyky��

� metrick� priestory �modern� pr�stup��

���� pln� 	iasto	n� usporiadanie

�iasto�ne usporiadan� mno�ina � mno�ina C� �iasto�ne usporiadan� usporiadan�mv� t�j� rel�ciou

� re0ex�vnou � x v x

� antisymetrickou � ak x v y a y v x potom x " y

� tranzit�vnou � ak x v y a y v z potom x v z

Najmenia horn� najv�ia doln� hranica � mno�iny X � C

� z " tX � C je najmen�ou hornou hranicou X ak

� x v z pre v�etky x � X

� �y � C tak�� �e x v y pre v�etky x � X plat� z v y

� y " uX � C je najv��ou dolnou hranicou X ak

� y v x pre v�etky x � X

� �z � C tak�� �e z v x pre v�etky x � X plat� z v y

Re�azec � postupnos� fxig�� " x�� x�� x�� � � � � xn� � � � tak�� �e pre v�etky i plat� xi v xi�� �resp�
xi w xi���

pln� �iasto�n� usporiadanie � cpo �C�v�
�iasto�n� usporiadanie �C�v� s vlastnos�ou

� existuje najmen�� element vzh�adom na v� t�j� prvok � �doln�k� tak�� �e �x � C �v x

� ka�d� re�azec fxig�� m#a najmen�iu horn� hranicu t�� xi v C�

Pozn�mka� Pre �pln� zvz platia aj du�lne vlastnosti �teda existencia najv��ieho elementu a
najv��ej dolnej hranice pre re�azec�

���� Kon�trukcia cpo

�� Diskr�tne cpo� �C � f�Cg�v��

Nech �C �� C je nov�m prvkom mno�iny C� �iasto�ne usporiadanej rel�ciou$

x� v x� pr�ve vtedy� ke! x� "�C � x� " x��

Potom plat�$

��



Lema �� �C � f�Cg�v� je cpo�

D�kaz� Vzh�adom na de�n�ciu usporiadania je prvok �C doln�kom C� Usporiadanie prip���a len
trivi�lne re�azce �obsahuj� najviac dva r�zne prvky�� ktor� maj� v�dy najmen�iu horn� hranicu�

�� Priamy s�in cpo �C��v�� a �C��v��� �C� � C��v��

Uva�ujme usporiadanie na dvojiciach hx� yi � C� � C�� de�novan� rel�ciou

hx�� y�i v hx�� y�i � x� v� x� � y� v� y��

Potom plat�$

Lema �� Ak �C��v�� a �C��v�� s� cpo potom aj �C� � C��v� je cpo�

D�kaz� Prvok �C��C�
" h�C�

��C�
i je zrejme doln�kom C� �C� vzh�adom na dan� usporiadanie�

K ukon�eniu d�kazu sta�� polo�i� t�� hxi� yii " ht�� xi�t�� yii�

Cvienie� Ak �C��v�� a �C��v�� s� diskr�tne cpo� potom �C� � C��v� nemus� by� diskr�tnym
cpo�

	� Zjednotenie disjunktn�ch cpo �C��v�� a �C��v��� �C� � C�� ��v��

Uva�ujme mno�inu C " C� �C� �f�g tak�� �e � �� C� �C� a usporiadanie x v y pr�ve vtedy� ke!
x� y � C� a x v� y alebo x� y � C� a x v� y alebo x "� a y � C� � C�� Potom plat�$

Lema �� Ak �C��v�� a �C��v�� s� cpo potom aj �C�v� je cpo�

D�kaz� Priamo�iare overenie vlastnost� cpo�

�� Funkcie z cpo �C��v�� do �C��v��� �C� �� C��v��

Uva�ujme usporiadanie na funkci�ch z C� �� C�� de�novan� rel�ciou

f v g pr�ve vtedy� ke! �x � C� plat� f�x� v� g�x��

Lema �� Ak �C��v�� a �C��v�� s� cpo potom aj �C� �� C��v� je cpo�

D�kaz� 6ahko sa d� overi�� �e v�ade nede�novan� funkcia �f� C� �� C�� de�novan� v 
 not�cii
vz�ahom �f " 
x� �C�

� t�j� �x � C� �f �x� "�C�
je doln�kom priestoru funkci��

K �ubovo�n�mu re�azcu ffig�� de�nujme f " t�� fi predpisom f�x� " t�� fi�x�� Potom

� preto�e pre ka�d� i a x plat� fi�x� v� t�� fi�x�� plat� aj fi v f �

� nech fi v g pre v�etky i- pre ka�d� x � C a i plat� fi�x� vC�
t�� fi�x� vC�

g�x� a teda f v g�

�




�� Monot�nne funkcie z cpo �C��v�� do �C��v��� �C� ��m C��v��

Funkcia f � C� �� C� je monot�nna ak pre v�etky x� y � C� plat� x v� y  f�x� v� f�y��
Mno�inu v�etk�ch monot�nnych funkci� budeme ozna�ova� C� ��m C�� Uva�ujme to ist� �iasto�n�
usporiadanie na funkci�ch ako v pr�pade cpo �C� �� C��v��

Lema �� Ak �C��v��� �C��v�� s� cpo potom aj �C� ��m C��v� je cpo�

D�kaz� Ke!�e �f je evidentne monot�nna funkcia je doln�kom C� ��m C��
Uk��eme� �e t re�azca monot�nnych funkci� je monot�nna funkcia� Ak pre x�� x� � C� plat�
x� v� x�� potom fi�x�� v� fi�x�� pre v�etky i� Odtia� f�x�� " t�� fi�x�� v� t�� fi�x�� " f�x�� a
teda f�x�� v� f�x���

Cvienie� Ak pre �i plat�� �e fi�x�� v� fi�x��� potom t�� fi�x�� v� t�� fi�x���

�� Striktn� funkcie z cpo �C��v�� do �C��v��� �C� ��s C��v��

Funkcia f � C� �� C� je striktn
 ak f��C�
� "�C�

� Mno�inu striktn�ch funkci� budeme ozna�ova�
C� ��s C�� Uva�ujme op� to ist� �iasto�n� usporiadanie na funkci�ch ako v pr�pade cpo �C� ��
C��v��

Lema �� Ak �C��v��� �C��v�� s� cpo potom aj �C� ��s C��v� je cpo�

D�kaz� V�ade nede�novan� funkcia �f je zrejme striktn�� Je teda aj doln�kom cpo striktn�ch
funkci��
Pre ka�d� re�azec ffig�� striktn�ch funkci� je aj f " t�� fi striktn� funkcia ��i $ fi��C�

� "�C�
a

teda aj f��C�
� "�C�

��

Lema �� Ak C� je diskr�tne cpo� potom C� ��s C� � C� ��m C��

D�kaz� Nech x� v� x�� Potom bu! x� " �C�
a teda f�x�� " f��C�

� "�C�
v� f�x��� alebo

x� " x� a teda aj f�x�� " f�x���

�



Kapitola ��

S�mantika imperat�vnych programov

�� Syntax jednoduch�ho imperat�vneho jazyka�

� syntaktick� obory � v�razy� pr�kazy�

� syntax programovacieho jazyka�

�� Algebraick� z
klady s�mantiky�

� algebraick� �trukt�ra s�mantick�ch oborov � cpo�

� s�mantick� obory � stav pamti�

� s�mantick� funkcie�

� �metajazyk� pre popis s�mantiky�

	� Operan
 s�mantika�

� pr�kaz cyklu umo�uje nekone�n� v�po�ty �vtedy nie je de�novan� v�stupn� hodnota��

� vstupno�v�stupn� charakteriz�cia opera�nej s�mantiky�

�� Denotan
 s�mantika�

� s�mantika pr�kazu cyklu � �iasto�ne de�novan� funkcia �ke! sa v�po�et neskon��� hodnota
nie je de�novan���

� roz��renie �iasto�n�ch funkci� ( �� ( na tot�lne �(��� �� �(����

� �lohu nede�novan�ho stavu �reprezentuj�ceho nekone�n� v�po�et� bude hra� nov� stav �
�doln�k� � �� (�

� v�sledkom v�po�tu� za��naj�ceho nede�novan�m stavom nem��e by� �dobre de�novan�� stav�

� s�mantiku cyklu M%jwhile b do S odj&� pop��eme postupnos�ou funkci� � aproximuj�cich k
�oto�en�� cyklu�

��



�� Porovnanie operanej a denotanej s�mantiky�

� opera�n� vstupno�v�stupn� s�mantika a denota�n� s�mantika s� navz�jom ekvivalentn��

���� Syntax jazyka

Na pr�klade jednoduch�ho imperat�vneho programovacieho jazyka uk��eme z�kladn� princ�py for 
m�lneho pr�stupu k popisu s�mantiky programov �a programovac�ch jazykov�� S modelovan�m
!al��ch prvkov a �t imperat�vnych jazykov sa zozn�mime v nadstavbovej predn��ke �Form�lna
s�mantika a te�ria spr�vnosti��

Predpoklad�me� �e analyzovan� jazyk umo�uje

� �implicitne� deklarova� individu�lne premenn� jedin�ho typu integer �t�j� nemaj� �iadnu
�trukt�ru�� jednozna�ne identi�kuj�ce pam�ov� miesta�

� pou��va� riadiace kon�trukcie$ priradenie� kompoz�cia pr�kazov� pr�kaz vetvenia a iterat�vny
pr�kaz while�

�� Symboly� Ivar� Icon�Bcon

celo��seln� premenn� � Ivar "nt fx� y� z� � � �g�
celo��seln� kontanty � Icon "nt fm�n� � � �g�
booleovsk� kontanty � Bcon " f true � false g�

�� Syntaktick� obory� Jednotliv� syntaktick� obory Iexp�Bexp� Stat s� de�novan� jednak po 
mocou BNF� not�cie a dvak formou tzv� abstraktnej syntaxe �bez syntaktick�ho cukru��

celo��seln� v�razy � Iexp "nt fs� si� � � �g�
s $$" x j m j s� ' s� j � � � j if b then s� else s� ��

Iexp " Ivar � Icon � Iexp� Iexp � � � � � Bexp� Iexp� Iexp�

booleovsk� v�razy � Bexp "nt fb� bi� � � �g�
b $$" true j false j s� eq s� j � � � j not b j b� and b� j � � � �

Bexp " Bcon � Iexp� Iexp � � � � � Bexp � Bexp�Bexp � � � � �
pr�kazy � Stat "nt fS� Si� � � �g�

S $$" x $" s j S�-S� j if b then S� else S� � j while b do S od j skip �

Stat " Ivar � Iexp � Stat� Stat � Bexp� Stat� Stat � Bexp� Stat � f skip g�
program � pr�kaz�

Syntaktick� identita � 
 �
Iexp�
Bexp�
Stat�
dve kon�trukcie s� syntakticky identick� ak pozost�vaj� z rovnak�ch postupnost� symbolov

��



���� S�mantick� obory

Prvorad�m predpokladom �t�dia s�mantiky form�lnych jazykov je uvedomi� si rozdiel medzi syn 
taktick�mi a s�mantick�mi obormi� t�j� medzi syntaktick�mi a s�mantick�mi objektami�

�� Mno�ina cel�ch �siel� V "nt f�� �i� � � �g�

� aritmetick� funkcie na cel�ch ��slach� napr� 'V $ V � V �� V �

�� Mno�ina pravdivostn�ch hodn�t� W " ftt� ffg " T �

� rel�cie �podmno�iny V � V �� napr� "W $ V � V �� W �

� booleovsk� funkcie� napr� �W $ W ��W - �W $ W �W ��W �

� if then else fi $ W � C �C �� C pre �ubovo�n� mno�inu C

if � then c� else c� fi "

�
c� ak � " tt
c� ak � " ff

	� Mno�ina stavov� ( "df Ivar �� V "nt f�� � � �g�

� stav � � charakteriz�cia stavu pamti�

� ��x� � okam�it� hodnota premennej x v stave ��

� variant stavu �fx��g $ (� Ivar � V �� (

� �fx��g�y� " � ak x 
 y�

� �fx��g�y� " ��y� ak x �
 y�

Lema �� Pre v�etky � � (� ��� �� � V a x� y � Ivar tak�� �e x �
 y plat��

� �fx���x�g " �

� �fx���gfx���g " �fx���g

� �fx���gfy���g " �fy���gfx���g

D�kaz� priamo z vlastnost� variantu pre v�etky z � Ivar� V prv�ch dvoch bodoch sta�� dokazova�
pre dve mo�nosti �x 
 z� x �
 z� a v poslednom pre tri �z �
 x �
 y� z �
 x 
 y� z 
 x �
 y��

Cvienie� Dok��te tvrdenia lemy�

��



�� S�mantick� obory� Objekty mno��n V�W�( s� z h�adiska vz�jomnej aproxim�cie navz�jom
neporovnate�n� �reprezentuj� �pln� inform�ciu o danom objekte�� Prirodzen�m predpokladom je
uva�ova� ich roz��renie na diskr�tne cpo$

� pravdivostn� hodnoty W� " W � f�Wg�

� cel� ��sla V� " V � f�V g�

� stavy (� " ( � f��g

� �� fx��g "���

Roz��renie s�mantick�ch dom�n o � treba premietn�� aj do de�n�cie �s�mantickej� funkcie
if�then�else��� t�j� pre �ubovo�n� cpo C� polo�me

if � then c� else c� fi "

�����
c� ak � " tt
c� ak � " ff
�C ak � "�W

�

Evidentne� Lema �� plat� aj pre roz��ren� mno�inu stavov (��

���� S�mantika v�razov

Pri de�novan� s�mantiky v�razov s� jednotliv�m syntaktick�m objektom priraden� s�mantick�
objekty� teda je de�novan� vz�jomn� vz�ah Bexp a W � resp� Iexp a V � S�mantick� funkcia V
�resp� W� prira!uje v�znam celo��seln�m �booleovsk�m� v�razom v z�vislosti od konkr�tneho stavu
v�po�tu (�� Obe funkcie s� de�novan� s�be�nou indukciou vzh�adom na kon�trukciu termov�

Symboly funkci� v syntaxi jazyka �'� and� if�then�else�� at!�� striktne odli�ujeme od ich
s�mantick�ch pro�aj�kov �'V � �W � if�then�else�� at!���

�� V�znam celo�seln�ch v�razov� V $ Iexp �� �(� ��s V��� � � (

� V%jxj&� "df ��x�

� V%jmj&� "df �m

� V%js� ' s� j&� "df V%js� j&� 'V V%js� j&�

� � � �

� V%jif b then s� else s� �j&� "df if W%jbj&� then V%js� j&� else V%js� j&� �

� V%jsj& ��"df�V

��



�� V�znam booleovsk�ch v�razov� W $ Bexp �� �(� ��s W��� � � (

� W%j true j&� "df tt

� W%j false j&� "df ff

� W%js� eq s� j&� "df V%js� j&� "W V%js� j&�
� � � �

� W%j not bj&� "df �WW%jbj&�
� W%jb� and b� j&� "df W%jb� j&� �W W%jb� j&�
� � � �

� W%jbj& ��"df�W

Pr�klad� Nech ��x� " 
� ��y� " � potom

V%jif x eq y then x' z else y ' � �j&� " ��

D�kaz�
V%jif x eq y then x' z else y ' � �j&� "
if W%jx eq y j&� then V%jx ' z j&� else V%jy ' �j&� � "
V%jy ' �j&� " V%jy j&� ' V%j�j&� " ��y� ' � "  ' � " �

ke! W%jx eq y j&� " V%jxj&� "W V%jy j&� " ��x� "W ��y� " 
 "W  " ff

Cvienie� Dok��te� �e v stave �� de�novanom v predch�dzaj�com pr�klade plat�

W%j true and not �x eq y�j&� " tt�

���
 Opera	n� vstupno�v�stupn� s�mantika

Vo v�eobecnosti sa opera�nou s�mantikou popisuje program ako funkcia� ktor� po�iato�n�mu stavu
v�po�tu prirad� postupnos� stavov popisujucich v�po�et�

O $ Stat �� �(� ��s (�� ��

Cie�om tejto kapitoly je pop�sa� opera�n� i v�po�tov� s�mantiku jazyka a porovna� obe de�n�cie� Z
tohoto d�vodu pou�ijeme v tejto �asti tzv� vstupno�v�stupn� charakteriz�ciu opera�nej s�mantiky

Ov $ Stat �� �(� ��s (���

S�mantick� funkcia Ov s�ce popisuje vstupno�v�stupn� vz�ah� ale je de�novan� na striktne ope 
ra�n�ch z�kladoch �v�po�tov�ch postupnostiach�� Z�sadn� rozdiel medzi vstupno�v�stupnou ope 
ra�nou s�mantikou a denota�nou s�mantikou �ktor� je v�dy charakterizovan� vstupno�v�stupn�m
vz�ahom� je v tom� �e denota�n� s�mantika je vyjadren� matematick�m apar�tom bez opera�n�ho
vplyvu�

Pre zjednodu�enie z�pisu budeme s�mantick� funkciu� de�nuj�cu vstupno�v�stupn� opera�n�
s�mantiku ozna�ova� O �namiesto Ov��

�	



� O%jx $" sj&� "df �fx�V%jsj&�g
� O%jS�-S� j&� "df O%jS� j&��� kde �� " O%jS� j&�
� O%jif b then S� else S� �j&� "df if W%jbj&� then O%jS� j&� else O%jS� j&� fi

� O%jwhile b do S odj&� "df

� �� � (� ak existuje n � � a ��� � � � � �n tak�� �e �i � (� � " ��� �� " �n a �i " O%jS j&�i��
�pre i " �� �� � � � � n�� W%jbj&�i " tt �pre i " �� �� � � � � n� �� a W%jbj&�n " ff

� ��� inak

Pozn�mka� S�mantika iter�cie m� zrete�ne opera�n� charakter �vyu��va v�po�tov� postupnos���
Stav O%jwhile b do S odj&� "�� m��e nasta� v dvoch pr�padoch� Ak je podmienka� kontroluj�ca
cyklus v�dy splnen�� teda �i W%j b j&�O%j Si j&�� " tt� resp� v pr�pade nekone�n�ho v�po�tu pri
vyhodnocovan� podmienky b� teda �i� �e �i "�� a W%jbj&�i "�W �

Cvienie� De�nujte ��tandardn�� �nie vstupno�v�stupn�� opera�n� s�mantiku dan�ho jazyka�

Lema �	 �S � Stat O%jS j& ��"���

D�kaz� indukciou vzh�adom na �trukt�ru S$

� S 
 x $" s $ O%jS j& ��"�� fx�V%jsj& ��g "���

� S 
 S�-S� $ O%jS�-S� j& �� " O%jS� j&�O%jS� j& ��� "ind�hyp� O%jS� j& ��"ind�hyp����

� S 
 if b then S� else S� � $ O%jS j& �� " if W%jb j& �� then � � � fi " if �W then � � � fi "
���

���� Denota	n� s�mantika

M $ Stat �� �(� ��s (��

� M%jx $" sj& "df 
�� �fx�V%jsj&�g
� M%jS�-S� j& "df 
�� M%jS� j&�M%jS� j&��

� M%jif b then S� else S� �j& "df 
�� if W%jbj&� then M%jS� j&� else M%jS� j&� fi

� M%jwhile b do S odj& "df t�� �i� kde

� �� " 
�� ��

� �i�� " 
�� if W%jbj&� then �i�M%jS j&�� else � fi� pre i � �

Pozn�mka� Postupnos� aproxim�ci� �i vyjadruje� �o sa d� vypo��ta� s i oto�eniami cyklu �ak je na
v�po�et zo stavu � potrebn�ch viac opakovan�� �i��� "����

��



Pr�klad� Pre ka�d� stav � � ( plat�
M%jx $" �- y $" x' �j&� " M%jy $" x' �j&�M%jx $" �j&�� " M%jy $" x ' �j&�fx�V%j�j&�g "
M%jy $" x' �j&�fx��g " �fx��gfy�V%jx ' �j&�fx��gg "
�fx��gfy��V%jxj&�fx��g ' V%j�j&�fx��g�g " �fx��gfy���fx��g�x� ' ��g "
�fx��gfy��� ' ��g " �fx��gfy��g�

Cvienie� Uk��te� �e pre z �
 x� z �
 y� x �
 y a �ubovoln� stav � � ( plat�

M%jz $" x- x $" y- y $" z j&�fx��gfy�
g " �fx�
gfy��gfz��g�

Lema �� �S � Stat M%jS j& � (� ��s (��

D�kaz� indukciou vzh�adom na i dok��eme� �e f�ig�� je re�azcom striktn�ch funkci�� Pr�pad
�� v �� vypl�va priamo z de�n�cie ��� Pri d�kaze �i�� v �i�� treba uva�ova� pre �ubovo�n� �� tri
pr�pady � " W%jbj&��$

� � "�W $ zrejme �i������ "��" �i�������

� � " tt$ z induk�nej hypot�zy �i�M%jS j&��� v �i���M%jS j&����
� � " ff $ zrejme �i������ " �� " �i�������

Ke!�e �i s� striktn� funkcie� t�� �i existuje a M%jS j& je striktn� funkcia� preto�e (� ��s (� je cpo�

Pr�klady�

�� M%jwhile true do S odj& " t�� �i
� �� " 
�� ��

� �i�� " 
�� if W%jtruej&� then �i�M%jS j&�� else � fi " 
�� ��

�� M%jwhile false do S odj& " t�� �i
� �� " 
�� ��

� �i�� " 
�� if W%jfalsej&� then �i�M%jS j&�� else � fi " 
�� �


� M%jwhile x � � do x $" x� � odj&�fx��g " �fx��g pre � � ($

�i " 
�� if W%jx � �j&� then �i���M%jx $" x� �j&�� else � fi

� ����fx��g� "��

� ����fx��g� " ����fx��g� "��

� ����fx��g� " ����fx��g� " ����fx��g� "��

� ����fx��g� " ����fx��g� " ����fx��g� " �fx��g
� �i��fx��g� " �fx��g pre i � 
�

Tak�e �t�� �i���fx��g� " t�� �i��fx��g� " t�� �fx��g " �fx��g

��



���� Porovnanie opera	nej a denota	nej s�mantiky

Lema �� Nech S� " skip a Si " Si��-S� Potom

O%jwhile b do S odj&� "

� �� � (� ak �n $ n � � tak�e� ze �� " O%jSn j&�� W%jb j&�O%jSm j&�� " tt pre m " �� �� � � � � n� � a

W%jbj&�O%jSn j&�� " ff �

� �� v opa
nom pr�pade�

D�kaz� priamo z de�n�cie O � na z�klade opera�n�ho popisu v�znamu kompoz�cie sa eliminuj�
medzistavy�

Lema �� Pre v�etky �� �� � ( a i � � plat� �� " �i��� pr�ve vtedy� ke� �j $ � � j � i tak�� �e 	pre

k " �� �� � � � � j � ��

� �� " M%jSj j&��
� W%jbj&�M%jSk j&�� " tt a W%jbj&�M%jSj j&�� " ff �

D�kaz� indukciou vzh�adom na i �intu�cia,�� Lema oznamuje existenciu najmen�ej aproxim�cie
�j� ktor� pre vstup � vypo��ta v�sledok �j��� �"��� Ak �i��� �"��� k �ubovoln�mu vstupn�mu
stavu � � ( dostaneme �� �"��� ak sa d� cyklus vypo��ta� na menej itera�n�ch krokov ako i� Pre
�j sa j kr�t testuje podmienka� ale telo cyklu sa vykon� j � � kr�t�

Veta �� �S � Stat O%jS j& " M%jS j&�

D�kaz� indukciou vzh�adom na �trukt�ru S� Ak S nie je pr�kaz cyklu� v�sledok vypl�va priamo z
de�n�cie� Pre S 
while b do S� od uva�ujme dva pr�pady$

Pr�pad O%jS j&� " ��  M%jS j&� " ��$

� �� � ($
Pod�a lemy �� �n � � $ �� " O%j Sn� j&�� �pre m " �� �� � � � � n � �� W%j b j&�O%j Sm� j&�� " tt a
W%jb j&�O%jSn� j&�� " ff � Ke!�e na z�klade induk�nej hypot�zy plat� O%jS� j& " M%jS� j&� �n �
� $ �� " M%jSn� j&�� W%jb j&�M%jSm� j&�� " tt �pre m " �� �� � � � � n� �� a W%jb j&�M%jSn� j&�� " ff �
Uva�ujme re�azec funkci�

� �� " 
�� ��

� �i�� " 
�� if W%jbj&� then �i�M%jS� j&�� else � fi pre i � ��

Ke!�e z lemy �� vypl�va �� " �i��� pre i � n ' �� dostaneme$ �� " t�� �i��� " �t�� �i�� "
M%jS j&��

� �� "��$
Potom mus� plati� �k $ �k��� " �� a teda aj M%j S j&� " ��� Predpokladajme opak� t�j�
�e existuje j tak�� �e �j��� " �� � (� Potom pod�a lemy ��� induk�nej hypot�zy a lemy ��
�n � � $ ��� " O%jSn� j&�� �pre m " �� �� � � � � n���W%jbj&�O%jSm� j&�� " tt aW%jbj&�O%jSn� j&�� " ff �
Tak�e O%jS j&� " �� � (� �o je v spore s predpokladom�

��



Pr�pad M%jS j&� " ��  O%jS j&� " ��$

Predpokladajme� �e O%jS j&� " ��� �" ��� Na z�klade predch�dzaj�cej �vahy aj M%jS j&� " ���� �o je
v spore s predpokladom�

�




Kapitola ��

S�mantika rekurz�vnych
funkcion�lnych programov

�� Rekurz�vny program� kon�trukcia� zn�ma z funkcion�lneho programovania � pozost�va zo
syst�mu rekurz�vnych de�n�ci�� napr�

P $ ��x� y� �" if x " � then � else ��x� �� ��x� y�� ��

T�to kon�trukcia m��e by� ch�pan� v dvoch v�znamoch

� ako rovnica �deklarat�vno�denota�n� v�znam��

� ako nahr�dzanie �avej strany pravou �opera�no�v�po�tov� v�znam��

�� Denotan
 s�mantika� najmen�� pevn� bod rekurz�vnej de�n�cie

� funkcia f je rie�en�m rovnice ��x� " t%�&�x� ak f�x� 
 t%f &�x� v silnej ekvivalencii�

� jednozna�n� rie�enie f� � najmen�� pevn� bod t%�&�

� pre zjednodu�enie budeme uva�ova� funkcie z Dn �� D � nie je to na �kor v�eobecnosti�
v�sledky platia aj pre �v�eobecnej�ie� funkcie�

� rie�enie pr�kladu � f� �x� y� $ if x � � then � else � ��

	� Operan
 s�mantika� v�po�et prepisovan�m termov

� deterministick� charakter v�po�tu � v�po�tov� pravidl��

� �volanie hodnotou� � ���� �� �v ���� ���� ��� �v � � � ��
v�

� �volanie menom� � ���� �� �n ���� ���� ��� �n ��

�



�� Vz�ah operanej a denotanej s�mantiky�

� funkcia� vypo��tan� programom P s pravidlom r � crP �

� cvP �x� y� $ if x " � then � else � ��

� cnP �x� y� $ if x � � then � else � � �

� korektn� v�po�tov� pravidlo r � f� 
 crP �

� �volanie hodnotou� nie je korektn� pravidlo�

���� Syntaktick� obory

Symboly �

� premenn� � X "nt fx� y� xi� � � �g
� symboly funkci� F "

S�
i�� F

i$ fF � F n � arity�f� " n

� predik�tov� symboly B "
S�
i��B

i$ p � Bn � arity�p� " n

� funk�n� premenn� / "
S�
i�� /i$ � � /n � arity��� " n

Termy � Exp " ft� ti� � � �g resp� Bexp " fb� bi� � � �g

� X � Exp� F � � Exp� B� � Bexp

� ak fF � F n� t�� � � � � tn � Exp� potom fF �t�� � � � � tn� � Exp

� ak p � Bn� t�� � � � � tn � Exp� potom p�t�� � � � � tn� � Bexp

� ak b � Bexp� t�� t� � Exp� potom if b then t� else t� � � Exp

� ak � � /n� t�� � � � � tn � Exp� potom ��t�� � � � � tn� � Exp

Pozn�mka� Ozna�en�m fF zv�razujeme� �e symbol je syntaktick� objekt�

Rekurz�vna de�n�cia � ��x�� � � � � xn� �" t%�&�x�� � � � � xn�

Program � �telo� programu t�%��� � � � � �n&�x� so syst�mom rekurz�vnych de�n�ci�

���x� �" t�%��� � � � � �n&�x�

���x� �" t�%��� � � � � �n&�x�

���
�n�x� �" tn%��� � � � � �n&�x�

��



���� Obory interpret�cie a s�mantick� obory

�� Interpret
cia symbolov�

� obor interpret�cie D��

� symboly funkci� z F n s� interpretovan� tot�lnymi funkciami z Dn
� �� D��

� obor interpret�cie W� " ftt� ffg�
� predik�tov� symboly z Bn s� interpretovan� tot�lnymi funkciami �predik�tmi� z Dn

� ��W��

�� S�mantick� obory�

Diskr�tne cpo �

� D " D� � f�g �D 
 D� z predch�dzaj�cej kapitoly��

� W " W� � f�g �W 
W� z predch�dzaj�cej kapitoly��

� siln� ekvivalencia � x 
 y pr�ve vtedy� ke! x v y a z�rove y v x �d�sledok$ �
���

Priestor �monot�nnych� funkci� � ff� fi� � � �g

Dn �� D�

Ozna�enie � 7 "df �Dn ��D� �

Priestor �spojit�ch� funkcion�lov � f�� �i� � � �g

�Dn �� D� �� �Dn �� D��

V !al�om budeme budova� te�riu len pre monot�nne funkcie a spojit� funkcion�ly�

	� Monot�nne funkcie z Dn �� D�

Monot�nna funkcia � �d�� d� � Dn $ ak d� v d�� potom f�d�� v f�d���

� monot�nnos� funkcie z�vis� aj od oboru � porovnaj if�then�else funkcie na D� " fff v ttg a
diskr�tnom cpo D " f�� tt� ffg�

Pr�klady� Funkcie f�x� a g�x� s� monot�nne� ale funkcia h�x� nie je monot�nna�

�� f�x� $m if x " � then � else x �

�� g�x� $m if x "� then � else � �


� h�x� $n if x 
� then � else � �

Siln� ekvivalencia monot�nnych funkci� � f 
 g� t�j� �x $ f�x� 
 g�x�

��



Roz�renie �interpretovan�ch� tot�lnych funkci� �

Dn
� �� D� resp� Dn

� �� W� na Dn �� D resp� Dn ��W�

Prirodzen� roz�renie � g � Dn �� D je prirodzen�m roz��ren�m f � Dn
� �� D� ke!$ g�d� "� pr�ve

vtedy� ke! aspo jeden z argumentov g je � a pre v�etky d � Dn
� plat� g�d� " f�d��

Lema �� Prirodzen� roz��renie funkcie f � Dn
� �� D� je monot�nnou funkciou�

D�kaz� sporom� t�j� predpoklad�me� �e f�x�� � � � � xn� je prirodzene roz��ren� ale nie monot�nna
funkcia� Tak�e existuj� a " ha�� � � � � ani� b " hb�� � � � � bni tak� �e a v b� �i $ ai v bi a f�a� �v f�b��
Potom zrejme a � b a teda �i� $ ai� � bi� � �o v diskr�tnom obore plat� len ke! ai� " �� Odtia�
f�a� "�v f�b�� �o je v spore s predpokladom�

Opa�n� tvrdenie neplat� � tern�rna if�then�else je monot�nna� ale if tt then x else � � " x�

if tt then x else y � " x
if ff then x else y � " y
if � then x else y � "�

Slab� ekvivalencia � x " y� prirodzen� roz��renie funkcie " $ D�
� ��W� na " $ D� ��W

Cvienie� Jednoargumentov� funkcia je monot�nna pr�ve vtedy� ke! je striktn� �t�j� f��� " ��
alebo kon�tantn��

Cvienie� Slab� ekvivalencia je monot�nnou funkciou� ale siln� ekvivalencia nie je monot�nnou
funkciou�

�� Spojit� funkcion
ly�

Cpo monot�nnych funkci� � %Dn �� D&�

Pod�a predch�dzaj�cej kapitoly existuje cpo monot�nnych funkci��

Funkcion�l � � je zobrazenie triedy funkci� %Dn �� D& do seba� t�j�

� � %Dn �� D& �� %Dn �� D&�

Monot�nny funkcion�l � ak f v g� potom � %f & v � %g&�

Monot�nnos� vzh	adom na viacer� v�skyty � � � %�� �&

ak f v g potom pre ka�d� h plat� � %f� h& v � %g� h& a � %h� f & v � %h� g&�

Pozn�mka� Funkcion�l je monot�nny pr�ve vtedy� ke! je monot�nny vzh�adom na v�etky v�skyty
��

Spojit� funkcion�l � pre ka�d� re�azec ffig�� $ � %t�� fi& 
 t�� � %fi&-
de�n�cia je korektn� � obe najmen�ie horn� hranice existuj��

��



Pr�klady� spojit�ch resp� nespojit�ch funkcion�lov$

�� � %�& $ �

Funkcion�l je spojit�� lebo � %t�� fi& 
 t�� fi 
 t�� ��fi��
�� � %�& $ h

Funkcion�l je spojit�� lebo � %t�� fi& 
 h 
 t�� ��fi��

� � %�&�x� $ if x " � then � else ��x ' �� �

� � %�&�x� $ if x " � then � else ��x� �� �

Funkcion�ly z pr�kladov 
 a  s� spojit�� preto�e vznikn� kompoz�ciou monot�nnych funkci�
a funk�nej premennej �pozri nasleduj�cu vetu��

�� � %�&�x� $ if ��y � N�%��y� " y& then ��x� else � �

Funkcion�l nie je spojit�� Uva�ujme re�azec funkci� ffig�� tak�� �e

fi�x� $ if x � i then x else � ��

� %fi& 
 7� teda t�� � %fi& 
 7� Ale t�� fi je identick� funkcia� tak�e aj � %t�� fi& je identick��
Funkcion�l je monot�nny� preto�e ak 7 v f � potom � %7& v � %f &�

�� � %�&�x� $ if ��x� 
� then � else � �

Funkcion�l nie je ani monot�nny� Zvo�me funkciu Z�x� 
 �� Plat� 7 v Z� ale Z 
 � %7& �v
� %z& 
 7�

�� � %�&�x� $ if ��x� "� then � else � �

Funkcion�l je spojit� pod�a nasleduj�cej vety�

�� Monot�nne vs� spojit� funkcie�

Lema �� Kompoz�cia dvoch monot�nnych funkci� je monot�nna funkcia�

Veta �� Funkcion�l � zodpovedaj�ci termu t� ktor� je de�novan� kompoz�ciou monot�nnych funk�

ci� a funk
nej premennej �� je spojit��

D�kaz� indukciou vzh�adom na kon�trukciu t� V pr�pade� �e t " � alebo t " h je d�kaz tvrdenia
zrejm�� Pri indukcii rozl��ime dva pr�pady$

�� t%�& " f�t�%�&� � � � � tn%�&�� kde f je nejak� monot�nna funkcia� Na z�klade induk�n�ho pred 
pokladu spojitosti zodpovedaj�cich funkcion�lov �� � � � � �n uk��eme spojitos� � �

� Nech g v h� potom z monot�nnosti �i vypl�va �i $ �i%g& v �i%h&� Odtia� z monot�nnosti
f dostaneme � %g& " f���%g&� � � � � �n%g&� v f���%h&� � � � � �n%h&� " � %h&�

� Preto�e �i $ fi v t�� fi� z monot�nnosti � a f vypl�va � %fi& v � %t�� fi& a teda aj
t�� � %fi& v � %t�� fi&�

��



Opa�n� inkl�zia� a teda spojitos� � � sa dok��e nasledovn�m sp�sobom� Nech v � Dn� potom
z de�n�cie � a induk�n�ho predpokladu dostaneme

� %t�� fi&�v� 
 f���%t�� fi&�v�� � � � � �n%t�� fi&�v�� 
 f��t�� ��%fi&��v�� � � � � �t�� �n%fi&��v���

Z existencie najmen�ej hornej hranice pre postupnos� monot�nnych funkci� vypl�va� �e exis 
tuje tak� prirodzen� ��slo k� �e pre j� � � j � n plat� �t�� �j %fi&��v� 
 �j%fk&�v�� Vyu�it�m
tohoto faktu dost�vame

f��t�� ��%fi&��v�� � � � � �t�� �n%fi&��v�� 
 f���%fk&�v�� � � � � �n%fk&�v�� 
 f���%fk&� � � � � �n%fk&��v�

 � %fk&�v� v �t�� � %fi&��v��
Dok�zali sme � %t�� fi&�v� v �t�� � %fi&��v� pre �ubovo�n� v� a teda � %t�� fi& v t�� � %fi&�

�� t%�& " ��t�%�&� � � � � tn%�&�� kde � je funk�n� premenn�� Op� treba dok�za�� �e ke! s� zod 
povedaj�ce funkcion�ly ��� � � � � �n spojit�� m� t�to vlastnos� aj � � D�kaz prebieha analogicky
ako v pr�pade �� Namiesto monot�nnosti f sa vyu��va monot�nnos� fi a t�� fi�

Lema �� Ka�d� spojit� funkcia je monot�nna�

D�kaz� Nech x v y� potom

f�x� v tff�x�� f�y�g "spoj� f�tfx� yg� " f�y�

���� Pevn� body funkcion�lov

Pevn� bod � funkcia f � %Dn �� D& je pevn�m bodom funkcion�lu � ak � %f & 
 f �

Najmen� pevn� bod � f je najmen��m pevn�m bodom � ak pre ka�d� in� pevn� bod g toho ist�ho
funkcion�lu � plat� f v g�

Veta ��  Kleene! Ka�d� spojit� funkcion�l � m� 	jedin�� najmen�� pevn� bod

f� "df t�� � i%7&�

kde ��%7& "df 7 a � i��%7& "df � %� i%7&&�

D�kaz� ke!�e � je spojit�� je aj monot�nny funkcion�l � t�j� f� i%7&g�� je re�azec v cpo %Dn �� D&�
Ozna�me f� "df t�� � i%7&�

� f� je pevn� bod � � preto�e � %f� & 
 � %t�� � i%7&& 
spoj t�� � i��%7& 
 f� �

� f� je najmen�� pevn� bod � � preto�e pre �ubovo�n� pevn� bod g a v�etky i � � plat� � i%7& v g
�indukciou vzh�adom na i s vyu�it�m predpokladu spojitosti ��� Odtia� t�� � i%7& " f� v g�

Kontrukcia rieenia rovnice � ��x� " t%�&�x�

� de�nova� postupnos� aproxim�ci� � i%7& pre v�etky i � ��

�	



� zostroji� najmen�iu horn� hranicu re�azca t�� � i%7&�

Pr�klady pevn�ch bodov�

�� � %�&�x� $ if x " � then � else x���x� �� �

Postupnos� zodpovedaj�cich aproxim�ci� je$

� i%7&�x� $ if x � i then x, else � ��

f� " t�� � i%7& " x,

��%7& " 7
��%7&�x� " if x " � then � else x� ��%7&�x� �� � 
 if x " � then � else � �
��%7&�x� " if x " � then � else x� ��%7&�x� �� � 



 if x " � then � else x� if x� � " � then � else � � � 


 if x " � then � else if x " � then x else � � � 
 if x � � then x, else � �

��%7&�x� " if x " � then � else x� ��%7&�x� �� � 


 if x " � then � else x� if x� � � � then x, else � � � 


 if x " � then � else if x � 
 then x�x� �, else � � � 
 if x � 
 then x, else � �

�� � %�&�x� $ if x " � then � else ��x ' �� �

Pevn�mi bodmi pre n � N� s� funkcie fn�x� $ if x " � then � else n ��

� %fn&�x� 
 if x " � then � else if x' � " � then � else n � � 
 if x " � then � else n � 
 fn

Najmen��m pevn�m bodom je f� �x� $ if x " � then � else � ��


� � %�&�x� $ if x � ��� then x� �� else ����x ' ���� �

Najmen��m pevn�m bodom � je funkcia$

f� $ if x � ��� then x� �� else 	� ��

� � %�&�x� $ if ��x� 
 � then � else � �

Funkcion�l � nie je monot�nny a nem� �iadny pevn� bod� Keby funkcion�l mal pevn� bod
f � potom z f��� 
 � vypl�va � %f &��� 
 �� Podobne z f��� �
 � vypl�va � %f &��� 
 �� �o je v
spore s predpokladom�

�� � %�&�x� $ if ��x� 
 � then � else � �

Funkcion�l � m� dva neporovnate�n� pevn� body� funkcie g $ � a h $ �� nem� v�ak najmen��
pevn� bod�

�� � %�&�x� y� $ if x " y then y ' � else ��x� ��x� �� y ' ��� �

Funkcion�l � m� tri pevn� body� h� je najmen��m z nich�

f� �x� y� $ if x " y then y ' � else x' � �
g� �x� y� $ if x � y then x' � else y � � �
h� �x� y� $ if x � y � �x� y p�rne� then x ' � else � �

	�



���
 Syst�my rekurz�vnych de�n�ci�

Rieenie syst�mu rekurz�vnych de�n�ci� �

���x� �" t�%��� � � � � �n&�x�

���
�n�x� �" tn%��� � � � � �n&�x�

Usporiadanie � hf�� � � � � fni v hg�� � � � � gni pr�ve vtedy� ke! fi v gi pre v�etky i�

Monot�nnos� � n�tica hf�� � � � � fni je monot�nna� ak je monot�nna ka�d� funkcia fi�

Funkcion�l � funkcion�l
� " h��%��� � � � � �n&� � � � � �n%��� � � � � �n&i

zobrazuje n�ticu funkci� hf�� � � � � fni do n�tice hg�� � � � � gni�
Najmen� pevn� bod � n�tica funkci� hf�� � � � � fni je najmen��m pevn�m bodom syst�mu rekurz�v 

nych de�n�ci� ak fi je najmen��m pevn�m bodom rovnice �i " ti%��� � � � � �n& � t�j� funkcion�lu
V%jti%��� � � � � �n&j&�

Spojit� funkcion�l � funkcion�l � " h��� � � � � �ni je spojit�� ak s� spojit� v�etky �i�

Veta �	 Funkcion�l �i� zodpovedaj�ci termu ti zlo�en�mu z monot�nnych funkci� a funk
n�ch pre�

menn�ch ��� � � � � �n� je spojit��

Veta �� Ka�d� spojit� funkcion�l � m� najmen�� pevn� bod

f� " hf�� � � � � � f�ni�

���� S�mantika rekurz�vnych programov

�� S�mantika booleovsk�ch v�razov� W $ Bexp �� %Dn �� W &�

� W%jp�t�� � � � � tn�j& "df ��V%jt� j&� � � � �V%jtn j&��
kde � je prirodzen� roz��renie interpret�cie symbolu p�

�� S�mantika v�razov� V $ Exp �� %Dn �� D&�

� V%jxj& "df x

� V%jfF �s�� � � � � sn�j& "df ��V%js� j&� � � � �V%jsn j&��
kde � je prirodzen� roz��renie interpret�cie symbolu fF �

� V%jif b then t� else t� �j& "df if W%jbj& then V%jt� j& else V%jt� j& ��

� V%j��s�� � � � � sn�j& "df ft�V%js� j&� � � � �V%jsn j&��
kde ft je najmen�� pevn� bod rovnice ��x� " t%�&�x�� t�j� funkcion�lu V%jt%�&�x�j&�

	�



	� S�mantika programu� s telom 
x�� � � � � xn� to%�&

M $ Exp �� %Dn �� D&

� M%jP j& "df V%jto%�&�x�� � � � � xn�j&�

���� V�po	et rekurz�vnych programov

�� V�potov
  operan
! s�mantika� pre ka�d� program P $ ft�%�&�x�� � � � � xn��Rg �kde R
je syst�m rekurz�vnych de�n�ci�� a �ubovo�n� vstupn� hodnoty �valu�ciu premenn�ch� d�� � � � � dn
treba de�nova� v�po�tov� postupnos� termov t�� t�� � � � � tn� � � ��
Krok v�po�tu � term ti�� dostaneme prep�san�m termu ti pomocou zjednodu�uj�cich a substi"

tun�ch pravidiel$

� zjednodu�enie podv�razov na z�klade vlastnost� interpretovan�ch funkci� �napr� � '  �
�� � � x� �� � " � � ff� true � x� x��

� v�ber podmno�iny funk�n�ch premenn�ch v terme ti na z�klade dan�ho v�potov�ho pra"
vidla�

� substit�cia funk�n�ch premenn�ch� vybran�ch v�po�tov�m pravidlom� prav�mi stranami zod 
povedaj�cich rekurz�vnych de�n�ci��

Zjednoduenie � predpoklad�me� �e zjednodu�uj�ce pravidl� spaj� podmienku kon#uentnosti
odvoden�

�t� u� v $ �t�� u � t�� v� �w $ �u�� w � v �� w��

Potom nie je podstatn�� v akom porad� sa term zjednodu�uje�

V�po�tov� pravidlo � algoritmus �nez�visl� od programu P�� ktor�ho v�sledkom je pre �ubovo�n�
term t kone�n�� nepr
zdna podmno�ina v�skytov funk�n�ch premenn�ch z t�

Ukon�enie v�po�tu � term ti je v�sledkom v�po�tu� ak neobsahuje funk�n� premenn� a ned� sa
upravi� zjednodu�uj�cimi pravidlami�

Nekone�n� v�po�ty � nekone�n� v�po�tov� postupnos� �opodstatuje zavedenie prirodzen�ch roz 
��ren� funkci���

�� V�potov� pravidl
�

��x� �" if x � ��� then x� �� else ����x ' ���� �

f� $ if x � ��� then x� �� else 	� ��

pravidlo LIS � �volanie hodnotou� � vyberie naj�avej�� v�skyt funk�nej premennej� ktor�ho pod 
termy neobsahuj� funk�n� premenn� �leftmost�innermost�

��		� � ��������� � ������ � ��������� � ������ � 	��

	�



pravidlo LOS � �volanie menom� � vyberie naj�avej�� v�skyt funk�nej premennej �leftmost�outer 
most�

��		� � ��������� � if ������ � ��� then ������ � �� else ���������� ' ���� � �
���������� ' ���� �� � � � �

pravidlo PIS � vyberie v�etky v�skyty funk�n�ch premenn�ch� ktor�ch podtermy neobsahuj� funk 
�n� premenn� �parallel�innermost�

��		� � ��������� � ������ � ��������� � ������ � 	��

pravidlo POS � vyberie v�etky vonkaj�ie v�skyty funk�nej premennej� t�j� v�skyty� ktor� nie s� v
podterme nejakej funk�nej premennej �parallel�outermost�

��		� � ��������� � if ������ � ��� then ������ � �� else ���������� ' ���� � ���

pravidlo FAS � vyberie v�etky v�skyty s vo�n�m argumentom� t�j� tie� ktor� maj� aspo jeden
argument nez�visl� od � �free argument�

��		� � ��������� � ������ � ��������� � ������ � 	��

pravidlo FS � vyberie v�etky v�skyty funk�nej premennej �full�

��		� � ��������� � ��������� � 	��

	� V�potov� pravidl
 pre syst�my rekurz�vnych de�n�ci�� V�po�tov� pravidl� pre sys 
t�my rekurz�vnych de�n�ci� s� priamym zov�eobecnen�m v�po�tov�ch pravidiel pre rekurz�vne
de�n�cie s jednou funk�nou premennou� Ka�d� prepisovacie pravidlo vyber� v�skyty �i pod�a
pop�san�ho krit�ria a nez�visle od i� Uve!me� ktor� v�skyty vyber� jednotliv� pravidl� pre term

����� ������ ' ��������� ���
��

s dvoma funk�n�mi premenn�mi�

pravidlo LIS � �volanie hodnotou� � ����� ������ ' ��������� ���
��

pravidlo LOS � �volanie menom� � ����� ������ ' ��������� ���
��

pravidlo PIS � ����� ������ ' ��������� ���
��

pravidlo POS � ����� ������ ' ��������� ���
��

pravidlo FAS � ����� ������ ' ��������� ���
��

pravidlo FS � ����� ������ ' ��������� ���
��

	




�� Operan
 vstupno�v�stupn
 s�mantika�

Program � pozost�va z tela programu �vstupn�ho termu ��x�� � � � � xn�� a rekurz�vnej de�n�cie
funk�nej premennej �

P $ f��x�- ��x� �" t%�&�x�g�

Denota�n� v�znam � najmen�� pevn� bod fP funkcion#alu � � zodpovedaj#uceho termu t v programe
P �

Opera�n� v�znam � funkcia vypo��tan� programom P na z�klade pevne zvolen�ho pravidla r$

crP �d� "

�
t ak v�po�tov� postupnos� kon�� termom t $ ��d� ��

P�r t

� ak je v�po�tov� postupnos� nekone�n��

Symbolick� v�po�et � v�po�et na �rovni rekurz�vnych sch�m� uva�ujeme len neinterpretovan�
termy-

� pri v�po�te daj� pou�i� iba substitu�n� pravidl�- ozna�enie

s�P�r t s��
P�r t s�P t s��

P t�

�Interpretovan�� v�po�et � v jazyku� de�novanom triedou pr�pustn�ch interpret�ci� �tI ozna�enie
termu t v interpret�cii I�$

� L� � monot�nnymi funkciami a paralelnou interpret�ciou if�then�else��
�if � then x else x � " x��

� L� � prirodzene roz��ren�mi funkciami a sekven�nou interpret�ciou if�then�else���

�� V�potov� diagram�

V�po�tov� diagram Dt � k termu t v programe P tvor� mno�ina termov fs $ t ��
P sg� �iasto�ne

usporiadan� rel�ciou u� v pr�ve vtedy� ke! u��
P v �nekone�n� strom��

Pozn�mka� Dt obsahuje v�etky potenci�lne mo�n� symbolick� v�po�ty programu P � pre �ubovo�n�
vstup a ka�d� pravidlo r�

Pr�klad� uva�ujme de�n�ciu t%�� �& s dvomi v�skytmi premennej �$

��P t%�� �& �P

�����������������

t%t%�� �&� �& �P � � �

t%�� t%�� �&& �P

���������
t%t%�� �&� t%�� �&& �P � � �
t%�� t%t%�� �&� �&& �P � � �
t%�� t%�� t%�� �&&& �P � � �
� � �

t%t%�� �&� t%�� �&& �P � � �

Lema �� Ak pre termy u� v � Dt plat� u� v� potom pri ka�dej 	monot�nnej� interpret�cii I plat�

uI %7& v vI %7&� t�j� pre �d plat� uI %7&�d� v vI %7&�d��

	



D�kaz� indukciou vzh�adom na kon�trukciu termu s vyu��t�m monot�nnosti interpretovan�ch
funkci� �7 v tI %7�7&  �I %7�7& v tI %tI %7�7&�7& at� ���

Cesta v Dt zodpovedaj�ca pravidlu r a vstupu d �
Nech sI� %7& v sI� %7& v � � � v sIn%7& v � � � je interpretovan� re�azec� zodpovedaj�ci ceste
s� �P�r s� �P�r � � � �P�r sn ��

P�r � � �� Potom plat�

crP �d� " t�� fsIi %7&�d�g�

Kanonick� cesta � cesta zodpovedaj�ca pravidlu FS� t�j� symbolick�mu v�po�tu

��FS t%�� �& �FS t%t%�� �&� t%�� �&& ��
FS � � � �

Interpret�ciou kanonickej cesty dostaneme re�azec identick� s Kleeneho charakteriz�ciou na 
jmen�ieho pevn�ho bodu$

7 v tI %7& v �tI��%7& v � � � v �tI�n%7& v � � �

���� Korektnos� v�po	tov�ch pravidiel

�� Korektn� v�potov� pravidlo  �xpointov� pravidlo!� v�po�tov� pravidlo r je korektn��
ak pre ka�d� program P plat� fP 
 crP � t�j�

�d $ crP �d� 
 fP �d��

Lema �� Pravidl� LIS� PIS� LOS nie s� v jazyku L� korektn��

D�kaz� Uva�ujme rekurz�vny program s rekurz�vnou de�n�ciou

��x� y� �" if x " � then � else ��x ' �� ��x� y�� 	 ��x� �� ��x� y�� �

a paralelnou interpret�ciou oper�cie 	 n�sobenia� t�j� � 	 � "� 	 � " �� V�etky pou�it� funkcie
s� monot�nne� Potom

fP �x� y� $ if x 
� then � else � �

ale PIS� LIS a LOS v�po�ty sa neskon�ia a preto cLISP ��� �� " cPISP ��� �� " cLOSP ��� �� "��

Pozn�mka� pre pravidlo POS �FAS� FS� kontrapr�klad nefunguje$

���� �� � ���� ���� ��� � %��
� ���� ���� ���� 	 ���� ���� ���� ����& 	 � �� ��

Lema �� Pravidl� LIS a PIS nie s� v jazyku L� korektn��

D�kaz� Pre rekurz�vny program s de�n�ciou

��x� y� �" if x " � then � else ��x� �� ��x� y�� �

plat� fP �x� y� $ if x � � then � else � � ale LIS a PIS v�po�ty sa neskon�ia a teda
���� �� ��

P�LIS� a ���� �� ��
P�PIS��

	�



�� Vz�ah medzi fP a crP �

Veta �� Pre ka�d� rekurz�vny program P a �ubovo�n� v�poctov� pravidlo r plat� crP v fP �

D�kaz� Uva�ujme v�po�tov� cestu s�%�&� s�%�&� � � � � sn%�&� � � � v Dt� zodpovedaj�cu v�po�tu pravid 
lom r a �ubovo�n�mu vstupu d a kanonick� cestu t�%�&� t�%�&� � � � � tn%�&� � � �� Zrejme pre v�etky i plat�
si ��

P ti� Potom pod�a lemy o interpret�cii termov v�po�tov�ho diagramu� usporiadan�ch rel�ciou
� � plat� sIi %7&�d� v tIi %7&�d�� Tak�e �i $ sIi %7&�d� v tIi %7&�d� v t�� tIi %7&�d� "df fP �d�� Odtia�
t�� sIi %7&�d� "df c

r
P �d� v fP �d� pre �ubovo�n� vstup d�

D�sledok ��

� ak jedna z v�poc�tan�ch funkci� je pevn�m bodom P � potom je to najmen�� pevn� bod�

� rekurz�vny program nem��e ma� viac ako jeden �vypocitate�n�� pevn� bod�

� ak m� rekurz�vny program pevn� bod a dva r�zne v�pocty pre dan� vstup sa skon
ia� musia
sa skon
i� rovnak�m v�sledkom�

� ak fP �d� 
� pre d �M � Dn� potom �iadny v�pocet� za
�naj�ci vstupom d �M sa nem��e

skon
i��

� ak fP 
 7� potom �iadny v�pocet programu P sa nem��e skon
i��

� ak fP �
 7� potom aspo jedna z funkci�� pou�it� v P � nie je prirodzene roz��ren��

���� Krit�ria korektnosti pravidiel

S�mantick� krit�rium � pravidlo je korektn� pre �ubovo�n� program a dan� monot�nnu interpret� 
ciu�

Syntaktick� krit�rium � pravidlo je korektn� pre �ubovo�n� monot�nnu interpret�ciu a dan� pro 
gram�

�� S�mantick� krit�rium� vyu��va vlastnosti tried interpet�ci��

Ozna�enie � v�skyty � v terme s vybran� pravidlom r ozna��me ��� ostatn� ��� t�j� s%�& "nt

s%����� ����&�

Bezpe�n� substit�cia � substit�cia za v�skyty �� je bezpe�n� pri interpret�cii I� ak pre �ubovo�n�
interpretovan� term sI

sI %7����7���&�d� 
 sI %7���� fP ���&�d� 
� �

Bezpe�n� pravidlo  pou��va iba bezpe�n� substit�cie�

Intu�cia � niektor� v�skyty nesta�� nahradi� ani �najv��ou� dostupnou inform�ciou� pokia� nez�s 
kame lep�iu aproxim�ciu o ostatn�ch v�skytoch� Bezpe�n� pravidlo fors�ruje vyhodnotenie
argumentov� ktor� s� pre v�po�et podstatn��

	�



�� Bezpen� v�potov� pravidl
�

Lema �� V jazyku L� je pravidlo POS bezpecn��

D�kaz� indukciou vzh�adom na kon�trukciu zjednodu�en�ho termu s� Ke!�e pre s � F � lema
evidentne plat�� uva�ujeme dva pr�pady$

�� s " ��s�%�&� � � � � sn%�&�� potom pri ka�dej interpret�cii I

7�sI� %7&� � � � � sIn%7&��d� 
 7�sI� %fP &� � � � � sIn%fP &��d� 
� �

�� s " f�a� � � � � ak� ��s�%�&�� � � � � ��sm%�&��� kde f � %Dn �� D&� Ke!�e s je zjednodu�en� term� mus�
plati� f�a�� � � � � ak��� � � � ��� "�� �Predpokladajme� �e f�a��� � � � ��� " d� potom z monot�nnosti
f vypl�va� �e pre �bi plat� f�a� b�� � � � � bm� " d� Ke!�e v�sledok f�a� b�� � � � � bm� nez�vis� od v�po�tu�
musel sa da� odvodi� �zjednodu�ovan�m� sk�r� na z�klade prv�ch argumentov a� To je v spore s
predpokladom� �e s je zjednodu�en��� Odtia�

f�a�7�sI� %7&�� � � � �7�sIm%7&���d� 
 f�a�7�sI� %fP &�� � � � �7�sIm%fP &���d� 
�

Pozn�mka� Pr�klad f�a� ��s�%�&�� � � � � ��sm%�&�� dokumentuje� pre�o nie s� pravidl� LIS a PIS v L�

bezpe�n��

Lema �� Pravidlo FAS je bezpecn� v L�� ak fP nie je kon�tantn� funkcia�

D�kaz� pre pr�pad ����s��� � � � � ��sn��� kde si neobsahuj� �� Aby

fP �7�sI� �� � � � �7�sIn���d� 
�
 7�7�sI� �� � � � �7�sIn���d��

mus� plati� fP ��� � � � ��� 
�� t�j� fP nesmie by� kon�tantou�

Lema �� V jazyku L� je bezpecn� pravidlo LOS�

D�kaz� zauj�mav� je pr�pad termu if b%�LOS& then s�%�& else s�%�& �� Pravidlo LOS sa najprv
pok��a substituova� v podmienke a zo striktnosti b a sekven�nej interpret�cie if � then x else y � 

� vypl�va� �e pravidlo je bezpe�n��

Pozn�mka� Posledn� pr�pad nazna�uje� pre�o nem��e by� pravidlo LOS bezpe�n� pri paralelnej
interpret�cii if�then�else���

	� Korektnos� bezpen�ch pravidiel

Veta �	 Ka�d� bezpecn� v�poctov� pravidlo je korektn��

D�kaz� sporom� t�j� predpoklad�me� �e pravidlo r je bezpe�n� ale napriek tomu plat� crP �
 fP �
Potom �d � Dn $ crP �d� 
� ale fP �d� �
 � a teda pod�a vety o pevnom bode �m $ �tm�I %7& �
 ��

Nech s�%�&� � � � � sn%�&� � � � je cesta v diagrame Dt� zodpovedaj�ca pravidlu r a vstupu d� Ke!�e
crP �d� 
�� m�me dve mo�nosti$
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�� cesta je kone�n� a sIn%7&�d� 
 sIn%fP &�d� 
�� Na druhej strane plat� sI� %fP &�d� 
 fP �d� �
 ��
�o je v spore s predpokladom� preto�e sI� %fP &�d� v sIn%fP &�d��

�� cesta je nekone�n�� Potom ka�d� term si%�& obsahuje kone�n� po�et v�skytov � v hbke � m
a teda �N tak�� �e sN��%�& vznik� z sN %�& len substit�ciou za v�skyty v hbke � m �ozna�me
tieto v�skyty ����

Potom v�etky v�skyty 7 v sN %7���� tm%7&���& s� v hbke � m� Odtia� z monot�nnosti
pr�slu�n�ch termov vypl�va

�tm�I %7& v sIN %7���� �t
m�I %7&���& v sIN %7���� fP���&�

Ke!�e �tm�I %7&�d� �
 �� mus� by� aj sIN %7���� fP���& �
 �� �o odporuje predpokladu� �e r je
bezpe�n� pravidlo�

�� Syntaktick� krit�rium� plat� nez�visle od interpret�cie �univerz�lne pravidl���

Syntaktick� dominancia � pravidlo r syntakticky dominuje nad pravidlom POS� ak vo v�po�tovom
diagrame Dt plat�

�s� u $ s�P�POS u �v $ s��
P�r v � u��

P v�

Pr�klad� Pravidlo FS je bezpe�n� a syntakticky dominuje nad POS�

�� Univerz
lne korektn� pravidlo�

Lema �� Nech s� u� v � Dt tak�� �e s �P�POS u a s ��
P v� Potom existuje w s vlastnos�ou

v �P�POS w a u��
P w�

D�kaz� tvrdenie vypl�va priamo z vlastnosti

�s� u� v $ s�P�POS u � s�P v �w $ v �P�POS w � u�P w�

T�to �jednokrokov�� verziu lemy dok��eme indukciou vzh�adom na �trukt�ru termu s� V pr�pade�
�e s neobsahuje �� tvrdenie vypl�va z p�vodn�ho predpokladu�

�� s " g�s�� � � � � sn� Ak s �P�POS u� potom u " g�u�� � � � � un�� pri�om plat� si �P�POS ui�
Pri kroku s �P v� kde v " g�v�� � � � � vn�� mus� plati� bu! si �P vi alebo si " vi� Na
z�klade induk�n�ho predpokladu �wi $ vi �P�POS wi a ui �P wi� Potom sta�� polo�i�
w " g�w�� � � � � wn��

�� s " ��s�� � � � � sn� Ak s �P�POS u� potom u " t%s�x&� Ak s �P v� potom term v vznikol
nahraden�m nepr�zdnej mno�iny v�skytov ��

�a� Ak vonkaj�� v�skyt � medzi ne nepatr�� potom v " ��v�� � � � � vn�� pri�om bu! si �P vi
alebo si " vi� Sta�� polo�i� w " t%v�x&�

�b� Pr�pad� ke! vonkaj�� v�skyt medzi ne nepatr� nech�vame �itate�ovi ako cvi�enie�

	�



Veta �� Ak v Dt programu P pravidlo r syntakticky dominuje pravidlu POS� potom je vzh�adom

na program P univerz�lne korektn��

D�kaz� uva�ujme dve cesty v diagrame Dt s rovnak�m vstupom s� " v�$

v� ��
P�r v� ��

P�r � � � ��
P�r vn ��

P�r � � �
s� �P�POS s� �P�POS � � � �P�POS sn �P�POS � � �

Z predpokladu syntaktickej dominantnosti vypl�va$

�vi� wi�� $ vi �P�POS wi�� �vi�� $ vi ��
P�r vi�� � wi�� ��

P vi���

Vlastnos� ciest v Dt� dok�zan� predch�dzaj�cou lemou$

�si� si��� vi $ si �P�POS si�� � si ��
P vi �wi�� $ vi �P�POS wi�� � si�� ��

P wi���

Odtia� indukciou vzh�adom na cesty fsig a fvig plat� �i $ si ��
P vi�

Pod�a lemy o vlastnostiach interpretovan�ch odvoden� �POS je korektn�� fP 
 t�� fsIi %7&g v
t�� fvIi %7&g� tak�e crP 
 fP �crP v fP vypl�va z vety ����

Pozn�mka� Opa�n� tvrdenie uvedenej vety plat� len za predpokladu� �e sch�ma Dt nie je bezn�dejn��
Sch�ma je bezn�dejn�� ak s� v tI %7& v�etky listy 7 �potom fP 
 7��

		



Kapitola ��

Nedeterministick�
programy a sch�my

V tejto kapitole n�m p�jde o zd�raznenie nasleduj�cich troch my�lienok$

� abstrakciu triedy nedeterministick�ch programov �triedou sch�m s �vy���m� stupom ab 
strakcie��

� vyjadrenie v�znamu nedeterministick�ch programov a sch�m vo form�lnom matematickom
jazyku�

Doteraz sme �tudovali riadiace �trukt�ry tzv� deterministick�ch programov� Abstrakciou tejto
triedy programov s� �deterministick�+ sch�my� ktor� sme �tudovali v predch�dzaj�cich kapitol�ch�
V niektor�ch programovac�ch jazykoch existuj� kon�trukcie� ktor� im d�vaj� �nedeterministick��
charakter� Pr�kladom m��e by� kon�trukcia umo�uj�ca nedeterministick� v�ber pokra�ovania
v�po�tu �pr�kaz v�beru � fork� alebo Dijkstrove �guarded commands��

Zatia� �o v pr�pade deterministick�ch programov je ich vstupno�v�stupn� v�znam charakteri 
zovan� funkciami� v triede nedeterministick�ch programov charakterizuj� vstupno�v�stupn� vz�ah
rel�cie� Pomerne priamo�iaro sa d� ku ka�d�mu nedeterministick�mu programu �skon�truova�� je 
ho vstupno�v�stupn� rel�cia� Okrem toho uk��eme� �e tak�to kon�trukciu mo�no zov�eobecni� aj
na �rove sch�m� Ka�d� nedeterministick� programov� sch�mu vieme vyjadri� ako rela�n� sch�mu
nad tzv� abstraktnou rela�nou algebrou�

Pri �t�diu riadiacich �trukt�r programov je mo�n� uplatni� aj abstraktnej�� poh�ad ako ten�
ktor� sme formalizovali de�novan�m triedy �tandardn�ch sch�m� V triede sch�m� de�novan�ch
v tejto kapitole� s� z�kladn�mi symbolmi symboly element�rnych � atomick�ch pr�kazov �napr�
priradenia�� Predpoklad�me� �e atomick� pr�kazy menia �nejak�m� sp�sobom stav v�po�tu� neza 
uj�ma n�s v�ak ani �trukt�ra stavu� ani ako sa t�to zmena realizuje� Stav je teda ch�pan� ako
monolitn� objekt �nie s� zn�me� �iadne inform�cie o jeho �trukt�re��

���� Syntax nedeterministick�ch sch�m

Symboly � reprezentuj�ce atomick� pr�kazy a atomick� predik�ty$

���



� atomick� pr�kazy � fA�Ai� � � �g�

� atomick� predik�ty � fp� q� � � �g�

Pr�kazy � fS� Si� � � �g

S $$" A j skip j abort j S�-S� j S� j S� j if p then S� else S� � j while p do S od

Stroh� de�n�ciu syntaxe pr�kazov dopln�me jednoduch�m vysvetlen�m jednotliv�ch pr�kazov$

� A � element�rny pr�kaz�

� skip � pr�zdny pr�kaz�

� abort � pr�kaz preru�enia�

� S�-S� � zlo�en� pr�kaz�

� S� j S� � pr�kaz nedeterministick�ho v�beru�

� if p then S� else S� � � podmienkov� pr�kaz�

� while p do S od � pr�kaz cyklu�

Intuit�vny v�znam v��iny pr�kazov je zn�my� Pripom�name len� �e S� j S� de�nuje nedetermini 
stick� v�ber jednej zo zlo�iek �nie obe,��

Sch�ma � pr�kaz S� uzavret� v syntaktick�ch �z�tvork�ch� begin$ end

N $ begin S end �

Triedu nedeterministick�ch programov�ch sch�m budeme ozna�ova� N �

Pr�klad�

N $ begin

if q then A- skip
else while p do A�-A� j A od

�

end

Cvienie� Pozorn� �itate� si u� iste pov�imol ur�it� pr�buznos� medzi takto de�novanou triedou
nedeterministick�ch sch�m a triedou Janovov�ch sch�m� Sformulujte� v �om spo��va podobnos�
medzi t�mito triedami sch�m a ako ovplyvn� t�to pr�buznos� rozhodnute�nos� z�kladn�ch probl�mov
pre triedu nedeterministick�ch sch�m�

���



���� Interpret�cia nedeterministick�ch sch�m

Doteraz sme programy sp�jali s funkciami� V triede nedeterministick�ch programov v�ak tak�to
charakteriz�cia nesta��� K dan�mu vstupu m��e existova� viac �zmyslupln�ch� v�stupov� Priro 
dzen�m sp�sobom vyjadrenia vstupno�v�stupn�ho v�znamu programu je rel�cia�

Uva�ujme nasleduj�ce rel�cie z triedy rel�ci� nad nepr�zdnou mno�inou stavov V $

� bin�rne rel�cie nad V � R � V � V �

� predik�tov� rel�cie � podmo�iny jednotkovej rel�cie I " fhx� xi $ x � V g� ur�en� charakteris 
tickou funkciou p$

p " fhx� xi $ p�x� " �g � I�
p " fhx� xi $ p�x� " �g � I�

�Spriahnut�� predik�tov� rel�cie p a p s� vzh�adom k I navz�jom komplement�rne�

�� Interpret
cia symbolov� Interpret�ciou nedeterministickej programovej sch�my je dvojica
I " �V� i�� de�novan�

� oborom interpret�cie� t�j� mno�inou stavov V �

� interpreta�n�m mor�zmom� ktor� prirad� ku ka�d�mu

� predik�tov�mu symbolu zodpovedaj�cu predik�tov� rel�ciu� t�j�
i�p� " fhx� xi $ p�x� " �g � I�

� symbolu atomick�ho pr�kazu rel�ciu nad mno�inou stavov� t�j� i�A� " A � V � V �

�� Relan
 algebra nad mno�inou stavov V � Pri de�n�cii v�znamu interpretovan�ch nede 
terministick�ch programov�ch sch�m sa budeme opiera� o algebru rel�ci�RelV nad mno�inou stavov
V � de�novan� ��tandardn�mi� rela�n�mi oper�ciami$

Kontantn� rel�cie�

� jednotkov� rel�cia$ I " fhx� xi $ x � V g�
� pr�zdna rel�cia$ E " ��
� univerz�lna rel�cia$ U " V � V �

Un�rne oper�cie�

� konverzia$ eR " fhx� yi $ hy� xi � Rg�
� komplement$ R " fhx� yi $ hx� yi � U � hx� yi �� Rg�
� tranzit�vny uz�ver$ R� " R �R� � � � � �Ri � � � � " ��i��Ri� kde Ri�� " R-Ri�

� re0ex�vny a tranzit�vny uz�ver$ R� " I �R��

Bin�rne oper�cie�

� kompoz�cia$ R�-R� " fhx� yi $ �z xR�z � zR�yg�
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� zjednotenie$ R� �R� " fhx� yi $ xR�y � xR�yg�
� prienik$ R� �R� " fhx� yi $ xR�y � xR�yg�

Pozn�mka� Upozorujeme� �e symbol - budeme pou��va� v dvoch r�znych v�znamoch� ako pro 
gramov� kon�truktor resp� ako oper�ciu na rel�ci�ch� Predpoklad�me� �e z kontextu� v ktorom sa
symbol pou�ije� sa bude v�dy da� ur�i� jeho jednozna�n� v�znam�

Z�kladn� vlastnosti rela�n�ch oper�ci�$

� �R�-R��-R� " R�- �R�-R��

� R�- �R� �R�� " R�-R� �R�-R�

� �R� �R��-R� " R�-R� �R�-R�

� R-R� "
S�
i��R-Ri

� R�-R "
S�
i��R

i-R

� R-R� � I " R�

� R- I " I-R " R

� R-E " E-R " E� R �E " E �R " R

� R� � R�  R-R� � R-R�� R�-R � R�-R

Vlastnosti predik�tov�ch rel�ci�$

� p � p " E� p � p " I

� p- q " p � q
� p " p

	� V�znam nedeterministick�ch programov� Uva�ujme �ubovo�n� nedeterministick� pro 
gramov� sch�mu N a interpet�ciu I� Ka�d� nedeterministick� program P " �N� I� potom mo�no
vyjadri� ako rel�ciuR� pri�om xRy pr�ve vtedy� ke! vstupn� stav x je programom P transformovan�
do v�stupn�ho stavu y� Nech PN je trieda rela�n�ch programov� ktor� dostaneme �rela�n�mi� inter 
pret�ciami nedeterministick�ch sch�m N � S�mantiku rela�n�ch programov vyjadr�me zobrazen�m

S $ PN �� RelV �

Pr�slu�n� rel�ciu R � RelV skon�truujeme indukciou vzh�adom na kon�trukciu zodpovedaj�ceho
rela�n�ho programu P " �N�I�� Predpoklad�me� �e rel�cie R�R�� R� zodpovedaj� programov�m
segmentom S� S�� S�� Z�kladn�mi objektami s� rel�cie i�A� � RelV � zodpovedaj�ce element�rnym
pr�kazom A�

� pr�kaz preru�enia abort prelo��me do pr�zdnej rel�cie E�

��




� pr�zdny pr�kaz skip prelo��me do jednotkovej rel�cie I�

� zlo�en� pr�kaz S�-S� prelo��me pomocou kompoz�cie rel�ci� R�-R��

� pr�kaz nedeterministick�ho v�beru S� j S� nahrad�me zjednoten�m rel�ci� R� �R��

� podmienkov� pr�kaz if p then S� else S� � prelo��me do rela�n�ho v�razu �p-R����p-R���

� pr�kaz cyklu while p do S od vyjadr�me rela�n�m v�razom �p-R��- p�

� programu begin S end prirad�me rel�ciu R�

Pomerne priamo�iaro �vahou sa d� overi�� �e pre takto skon�truovan� rel�ciu R � RelV plat� xRy
pr�ve vtedy� ke! program P � PN transformuje vstupn� stav x do v�stupn�ho stavu y�

De�n�cia �� Hovor�me� �e dva nedeterministick� programy P�� P� s� ekvivalentn�� ak s� ekviva�

lentn� rel�cie R�� R�� zodpovedaj�ce programom P� a P��

�� Relan
 charakteriz
cia zauj�mav�ch riadiacich pr�kazov� Pre zauj�mavos� uv�dzame
rela�n� charakteriz�ciu niektor�ch zn�mych riadiacich kon�trukci� i menej zn�mych Dijkstrov�ch
nedeterministick�ch kon�trukci�$

podmienka bez alternat�vy�

if p then S � 
 if p then S else skip � � p-R � p

cyklus repeat�

repeat S until p � R- �p-R��- p

tzv� jeden a pol cyklus�

loop S�- when p do exit -S� pool � R�- �p-R�-R���- p

nedeterministick� viacn�sobn� podmienka�

if �p�  S� � p�  S� � � � � pn  Sn � �

� �p�-R� � p�-R� � � � � � pn-Rn� � p�- p�- � � � - pn

nedeterministick� viacn�sobn� cyklus�

do � p�  S� � p�  S� � � � � pn  Sn od �

� �p�-R� � p�-R� � � � � � pn-Rn�
�- p�- p�- � � � - pn

Pozn�mka� Treba si uvedomi�� �e p�- p� �" p�- p��

��



���� V�znam nedeterministick�ch sch�m

�� Abstraktn
 relan
 algebra�

De�n�cia �� Algebraick� �trukt�ru

Abs " hM� - �����e�8� I� E� Ui
naz�vame abstraktnou rela
nou algebrou ak

� M je �ubovo�n� mno�ina�

� - ���� s� bin�rne oper�cie nad podmno�inami M�e�8 s� un�rne oper�cie nad podmno�inami M�

I� E� U s� nul�rne oper�cie 	kon�tanty��

� hM�����8� E� Ui je Booleova algebra s nulov�m prvkom E a jednotk�m prvkom U �

� pre v�etky RM � SM � TM �M maj� oper�cie - �e� I vlastnosti�

�RM -SM �-TM " RM - �SM -TM �ggRM " RMgRM -SM " gSM - gRM

RM - I " RM

�RM -SM � � TM " E " �SM -gTM � �gRM " E

V abstraktnej rela�nej algebre plat� cel� rad zauj�mav�ch vlastnost��

Lema �� Pre v�etky RM � SM � TM �M plat��

ak RM � SM � potom gRM �gSM � RM -TM � SM -TM � TM -RM � TM -SM �

E-RM " RM -E " E a I-RM " RM �eE " E� eI " I� eU " U �

RM - �SM � TM � " RM -SM �RM -TM � �SM � TM �-RM " SM -RM � TM -RM �gRM � SM " gRM �gSM � gRM � SM " gRM �gSM � gRM " gRM �

Lema �� Pre v�etky RM � SM � TM �M plat�

RM -SM � TM " RM - �gRM -TM � SM� � TM �

Lema �� Pre v�etky RM � SM � TM �M plat��

ak gRM -RM � I� potom RM - �SM � TM � " RM -SM �RM -TM �

ak RM � I� potom gRM " RM �

RM " �RM -U � I�-RM � RM -U � �RM -U � I�-U � RM -U � I " RM - gRM � I�
Priamo�iaro sa d� dok�za�� �e rela�n� algebra RelV spa vlastnosti z de�n�cie abstraktnej

rela�nej algebry Abs� Na druhej strane� nie v�etky vlastnosti rela�nej algebry platia v abstraktnej
rela�nej algebre�

Veta �� Algebra rel�ci� RelV je abstraktnou rela
nou algebrou�
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�� S�mantika relan�ch sch�m� Nech N je trieda nedeterministick�ch programov�ch sch�m�
S�mantick�m oborom pri popise v�znamu nedeterministick�ch sch�m bude abstraktn� rela�n� al 
gebra Abs$

SN $ N �� Abs�
S�mantikou programovej sch�my bude abstraktn� rel�cia RM �

S�mantick� funkciu SN de�nujeme indukciou vzh�adom na kon�trukciu sch�my� Predpok 
lad�me� �e v�znam symbolu element�rneho pr�kazu A reprezentuje �abstraktn�� rel�ca AM a
v�znam predik�tov�ho symbolu p reprezentuje dvojica �abstraktn�ch� rel�ci� pM � pM tak�ch� �e
pM � pM " I a pM � pM " E� Pre zjednodu�enie z�pisu pou��vame nasleduj�ce dve skratky$

�p-R�� � �p-R�� 
 p� R�� R� �p-R��- p 
 p 	R�

� SN %jAj& " AM

� SN %jskip j& " I

� SN %jabort j& " E

� SN %jS�-S� j& " SN %jS� j&-SN %jS� j&
� SN %jS� j S� j& " SN %jS� j& � SN %jS� j&
� SN %j if p then S� else S� � j& " pM � SN %jS� j&�SN %jS� j&
� SN %jwhile p do S od j& " pM 	 SN %jS j&
� SN %jbegin S end j& " SN %jS j&

Pr�klad� Nedeterministickej sch�me N z �vodn�ho pr�kladu kapitoly zodpoved� abstraktn� rel�cia

qM � �AM - I�� %�pM -A�M - �A�M �AM ���- pM &�

6ahko sa m��eme presved�i�� �e pre �ubovo�n� nedeterministick� sch�mu N a interpret�ciu I
skon�truujeme t� ist� rel�ciu R � RelV dvomi r�znymi postupmi$

� interpret�ciou sch�my N a kon�trukciou rel�cie R k programu P " �N�I��

� interpret�ciou abstraktnej rel�cie SN %jN j&� charakterizuj�cej v�znam sch�my N �

	� Vlastnosti nedeterministick�ch sch�m v relanom kalkule� V rela�nom kalkule sa da 
j� vyjadri� mnoh� �zauj�mav�� vlastnosti rel�ci�� napr�$

R je ekvivalencia � pr�ve vtedy� ke! plat� I � R �re0ex�vnos��� R � eR �symetria�� R-R � R
�tranzit�vnos���

R je funkcia � pr�ve vtedy� ke! plat� eR-R � I �t�j� xRy � xRz  y " z��

R je tot�lna � pr�ve vtedy� ke! plat� I � R- eR�

���



Cvienie� Uk��te� �e rel�cia �R- eR� � I de�nuje mno�inu vstupov rel�cie R� pre ktor� existuje
aspo jeden �kone�n� v�sledok��

Podobne sa daj� charakterizova� z�kladn� vlastnosti nedeterministick�ch programov�ch sch�m�

De�n�cia �� Nedeterministick� sch�my N�� N� s� ekvivalentn� pr�ve vtedy ke� s� ekvivalentn�
zodpovedaj�ce abstraktn� rel�cie� t�j� SN %jN� j& " SN %jN� j&�

De�n�cia �	 Nedeterministick� sch�ma N diverguje pr�ve vtedy� ke� SN %jN j& " E�

Pri de�n�cii pojmu zastavenia predpoklad�me� �e pre ka�d� vstup existuje aspo jeden v�stup�
t�j� v rela�nom kalkule �x�y xRy�
De�n�cia �� Nedeterministick� sch�ma N sa zastav� pr�ve vtedy� ke� I � SN %jN j&- gSN %jN j&�

Cvienie� Uk��te� �e uveden� de�n�cie zodpovedaj� v rela�nom kalkule de�novan�m pojmom�

Na z�ver nieko�ko pr�kladov d�kazu ekvivalencie rela�n�ch programov�ch sch�m�

Pr�klad� Pre R�R�� R�� R� � Abs plat�$

�� p� R�R " R

p-R � p-R " �p � p�-R " I-R " R

�� �p� R�� R��-R " p� �R�-R�� �R�-R�

�p-R� � p-R��-R " p-R�-R � p-R�-R


� p� �p� R�� R��� R� " p� R�� R�

p- �p-R� � p-R�� � p-R� " p- p-R� � p- p-R� � p-R� " p- p-R� �E-R � p-R� " p-R� � p-R�

� p 	R " p� �R- p 	 R�� I

p 	R " �p-R��- p " �p-R- �p-R�� � I�- p " p-R- �p-R��- p � I- p " p-R- p 	 R � p
Cvienie� Dok��te� �e pre R�R�� R� � Abs platia nasleduj�ce vlastnosti$

� p 	 �p 	R� " p 	R
� �p� � p�� 	 R " p� 	 R- p� 	 �R- p� 	R�

���
 Spr�vnos� programov v rela	nom kalkule

�� Relan� indukt�vne formuly� �iasto�n� spr�vnos� programu P vzh�adom na vstupn� pod 
mienku p a v�stupn� podmienku q vyjadruje jednoduch� rela�n� formula

p-P � P - q

Nasleduj�ce vlastnosti rel�ci� s� ekvivalentn�m vyjadren�m indukt�vnej formuly p-P � P - q$

���



� �x� y%xpx � xPy  yqy&�

� �y%�x�xpx � xPy�  yqy&�

� �x%xpx  �y�xPy  yqy�&�

Ozna�me

�p � P ��x� 
 �y�ypy � yPx� �P � q��x� 
 �y�xPy  yqy��

6ahko sa presved��me� �e rela�n� oper�tory p � P a P � q zodpovedaj� najsilnej�ej v�stupnej�
resp� najslab�ej vstupnej podmienke� Potrebn� v�sledky sumarizuje nasleduj�ca lema�

Lema ��

� p-P � P - �p � P �� �P � q�-P � P - q�

� for all p� q� if p-P � P - q then �p � P � � q and p � �P � q��

� p � P "
Tfq j p-P � P - qg� P � q "

Sfp j p-P � P - qg�
Cvienie� Dok��te tvrdenia lemy na z�klade vlastnost� v rela�nom kalkule�

�� Inferenn� syst�m v relanom kalkule�

Pravidlo kompoz�cie � p-P� � P�- q q-P� � P�- r � p- �P�-P�� � �P�-P��- r

Pravidlo alternat�vy � p- b-P� � P�- q p- b-P� � P�- q � p- �b� P�� P�� � �b� P�� P��- q

Pravidlo cyklu � p- b-P � P - p � p- �b 	 P � � �b 	 P �- b- p

Pravidlo n�sledku � p � p� q� � q p�-P � P - q� � p-P � P - q

���


