Automaty a formalni jazyky I.

podle prednasek z roku 1991 zpracoval Josef Pojsl
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1 Pojmy jazyka a gramatiky

V této kapitole budou uvedeny zékladni pojmy teorie automatid a forméalnich jazyka a zptsob price s nimi.

1.1 Jazyky

Definice 1.1
Libovoln4a neprazdna konecna mnozina V je abecedou. Jeji prvky nazyvame znaky nebo symboly.

Definice 1.2

Slovo (Fetézec) nad abecedou V je libovoln4 posloupnost koneéné délky tvofend symboly z V. Slova zapisu-
jeme bez ¢arek, tedy posloupnost w = {a;}7_;, kde a; € V, zapiSeme jako slovo w = ay - - - a,.

Délka slova w je délka w jako posloupnosti, znacime |w| = n.

Prazdné slovo, tedy posloupnost délky nula, znac¢ime e (v jiné literatute také A nebo e), |¢| = 0.

Symbolem V* zna&me mno#inu viech slov nad abecedou V', symbolem V1 oznadujeme mnoZinu V* \ {¢}.

Definice 1.3
Jazyk L nad abecedou V je libovolnd mnozina slov, L C V*.

Piiklad 1.4
Necht V = {a, b} je abeceda. Jazyk L nad touto abecedou miize byt definovany takto: L = {w:w = a’b? i >
0}. Potom slova ¢, ab, aabb pat¥i do jazyka L, ale slova b, ba nejsou z jazyka L.

Definice 1.5
Definujme operaci zfetézeni: V* x V* — V* takto:

wy =ai---ap

Wy = by by }jwlwzzayuanbl...bm

Piiklad 1.6
(iea=ae=a (i) atad = aiti

Definice 1.7
Definujeme také operaci zretézent jazyki Ly, Lo C V*: 2" x 2" — 2V" takto:

Li1Ly = {wl'wQ:wl € Li,ws € Lz}

Definice 1.8
Necht S je jazyk. Pak jazyk S* definovany S* = U?io S* nazyvame uzdvér jazyka S.

Méame tedy definovany jazyky, které vSsak mohou byt nekonecéné. Budeme déle hledat néstroje, jak tyto
jazyky konec¢né reprezentovat.
Za nastroje budeme pouzivat algoritmy nebo procedury. Ty mohou rozpoznavat prislusnost slova do jazyka.

algoritmus — program, ktery vidy zastavi a pro slovo w na vstupu vrati odpovéd ano, jestlize w € L,
a odpovéd ne, jestlize w ¢ L. Rekneme, Ze tento algoritmus rozpozndvd jazyk L, ktery pak nazveme
rekurzivni jazyk.

procedura — program, ktery pro vstupni slovo w € L se zastavi a vrati odpovéd ano a pro vstup w ¢ L se
bud zastavi a vrati ne nebo se viibec nezastavi. Rekneme, 7Ze tato procedura édstecné rozpozndvd jazyk L,
ktery pak nazveme rekurzivné vycislitelny jazyk.
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Lze také vyzadovat existenci procedury, kterd by vSechna slova jazyka generovala. Tento pozadavek je ekviva-
lentni s existenci rozpoznavaci procedury. Pro jazyk L tedy existuje procedura jej generujici pravé tehdy, kdyz
je L rekurzivné vycislitelny jazyk.

Jazyky pozdéji rozdélime do jistych tiid podle toho, zda a jakym zpusobem se daji mechanicky rozpoznévat,
piip. generovat. O téchto t¥idach se pak budeme snazit zjistit, zda jsou uzaviené na jisté operace na jazycich.

Definice 1.9

Necht £ C 2% je t¥{da jazyki. Rekneme, 7e tato tifda je uzaviend vzhledem k né&jaké operaci, jestlize plati:
pat¥i-li véechny operandy (jazyky) dané operace do tiidy jazykt £, pak do této tiidy pat¥i i vysledek operace
(jazyk).
Témito operacemi mohou byt vSechny mnozinové operace, protoze jazyky jsou také mnozinami. Bude-li abeceda
Y pevné, mizeme za takovou operaci vzit i doplnék jazyka L, tedy jazyk ¥* \ L. S védomim, 7e se pohybujeme

v universu slov ¥*, budeme nékdy znacit doplnék jazyka L jako L. Také operaci uzavéru jazyka je moZno
testovat na uzavienost v jistych tfidach.

Definujeme déale operaci zretézeni jazyku, o které budeme také nékdy dokazovat uzavienost jistych tiid
jazyki.

Definice 1.10
Necht U a V jsou dva jazyky. Zretézent jazykt U, V znacime a definujeme takto: UV = {uv:u € UAv € V'}.

1.2 Gramatiky

Definice 1.11
Gramatika je ¢tvefice G = (N, X, P, S) s nésledujicim vyznamem:

N — mnozina netermindli, které figuruji jako tzv. metasymboly
Y — mnozina termindli; plati NNY = ) a oznadéime V = N UX, V nazyvame celkovou abecedou gramatiky G

P — mnozina pravidel P C V*NV* x V*; jde tedy o dvojice slov, pfi¢emz prvni z nich obsahuje alespon jeden
neterminalni symbol

S — poddteéni symbol (kofen) gramatiky G, je to netermindl (S € N)

Poznimka 1.12
Pravidla typu [a, 8] gramatiky G budeme zapisovat ve tvaru a —

Definice 1.13

Budeme nyni definovat relaci odvozeni v gramatice GG, coz bude relace na mnoziné slov celkové abecedy
G: =6C V*2 Rekneme, 7e slovo y € V* se dd (v jednom kroku) odvodit (resp. derivovat) ze slova x € V*
v gramatice G = (N, X, P, S), x =¢ v, jestlize existuje pravidlo (¢ — ) € P aslovay € V* a d € V* tak, 7e
r="ad ay=y0d.

Poznamka 1.14
Zavedeme nésledujici konvenci na symbolickd znaceni:

neterminaly : A, B,..., 7
terminaly : a, b, ¢, ...
Fetézce terminald : u, v, w,x,y, z
obecné fetézce : «, 3,7, ...

Definice 1.15
Pomoci relace odvozeni v jednom kroku zavedeme relaci odvozeni, =, jako tranzitivni a reflexivni obal
relace = . Podobné netrividlni odvozeni, :>g, je pouze tranzitivnim obalem relace = 4.



1 POJMY JAZYKA A GRAMATIKY 3

Priklad 1.16
Necht G1 = ({4, S}, {a,b}, P,S), kde P = {S — aAb,aA — aaAb, A — ¢}, je gramatika. Pak v ni existuji
napi. tato odvozeni:

aaAbb =g, aabd
aaAbb =g, aaaAbbb

Definice 1.17
Vsem sloviim o € V* takovym, ze S =, a, fikdme vétné formy gramatiky G. Je-li navic a € ¥*, pak slovo
a nazyvame véetou gramatiky G.
Jazyk generovany gramatikou G je mnozina vSech vét gramatiky G, znacime L(G) = {w € ¥*: S =¢, w}.
Gramatiky G1 a G2 nazyvame ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G2).

Piiklad 1.18
V gramatice Gy z prikladu 1.16 je

S =Gy aAb =Gy ab
S =g aAb =g, aaAbd =g, aabb

Jsou tedy aAb, aa Abb jeji vétné formy a ab a aabb jeji véty. Celkem L(G1) = {a'b':i € N}.
Gramatika G5 = ({S}, {a, b}, {S — aSb,S — ab}, {S}) je ekvivalentni gramatice G;.

1.3 Chomského hierarchie

Nékteré specidlni jazyky lze generovat specidlnimi gramatikami, tedy gramatikami s pravidly specidlniho typu.
Tyto gramatiky nepouzivaji vSechny moznosti nabizené obecnou definici gramatiky 1.11. Je mozno se setkat
se Sirokou skalou takovych typu gramatik, my vSak uvedeme pouze nejznaméjsi klasifikaci, kterd se nazyva
Chomského' hierarchie.

Definice 1.19

1. Gramatiku, kterd odpovida obecné definici 1.11 bez dalsich omezeni, nazveme gramatika typu 0. Jazyk
generovany touto gramatikou nazveme jazyk typu 0.

2. Gramatiku G nazveme gramatika typu 1 (kontextovd, CS?), kdy% pro vsechna jeji pravidla a — 3 plati:
|a] < |B|. Ekvivalentni definice: viechna pravidla jsou tvaru oy Aas — a1 Bas, kde a1, a5 € V*, eVt a
A je neterminal.

Jazyk generovany takovou gramatikou se nazyva jazyk typu 1 (kontextovy, CS).

3. Gramatiku G nazveme gramatika typu 2 (bezkontextovd, CF3), kdy# vSechna jeji pravidla jsou tvaru
A — 3, kde A je neterminal a 3 € V.

Jazyk generovany takovou gramatikou se nazyva jazyk typu 2 (bezkontextovy, CF).

4. Gramatiku G nazveme gramatika typu 3 (reguldrni, levolinedrni), kdy% vSechna jeji pravidla jsou tvaru
A — 3, kde A je neterminal a 8 € VT je Tetézec tvaru a nebo aB.

Jazyk generovany takovou gramatikou nazyvame jazyk typu 3 (reguldrni).

Priklad 1.20

Gramatika G3
G3: S—alb|-|z
S—aA|bA]---|zA
A—=0|1|---]9]a|b]|---|2z|0A|1A]|---]94

1 Cteme [¢omského]
2angl. context sensitive
Sangl. context free
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Jje regularni a generuje stejny jazyk jako G4

G42 S—>L
S — SL|SN
Loalb| |z
N=o|1]---]9

Lemma 1.21

Necht G je kontextova (resp. bezkonetxtova, reguldrni) gramatika. Pak existuje kontextovi (resp. bezkon-
textova, regularn{) gramatika Gy takovd, ze L(G) = L(G1) a po¢atecni netermindl gramatiky G se nevyskytuje
na zadné pravé strané pravidla G.

Diikaz: 7 pivodni gramatiky G = (N, X, P, S) sestrojime gramatiku G; takto: Zvolime neterminal Sy neobsaZeny
v G,pak G; = (NU{51},%, P1,51), kde P, = PU{S; = a:(S = a) € P}. (NemiiZeme zavést pouze pravidlo
S1 — S, protoze by porusovalo regularitu.) a

Poznimka 1.22
Je-li L jazyk CS (resp. CF, reg.), pak také LU {} a L\ {e} jsou jazyky CS (resp. CF, reg.).

Definice 1.23
Gramatika G je rekurzivni, pokud existuje algoritmus, ktery pro kazdé slovo w uréuje, zda w € L(G).

Véta 1.24
Je-1i gramatika G kontextova, pak je rekurzivni.

Diikaz: (Hezky proveden v [HopUll]—véta 9.7 na strané 227.) P¥isludny algoritmus nejprve testuje, zda je vstupni
slovo w prazdné (w = ¢). Vime, 7e € € L(G), pravé kdyz (S — ¢) je pravidlo G (pro pocatecni neterminél S).
Necht je tedy w € ©F. Oznacime délku slova w jako n (Jw| = n > 1). Budeme konstruovat mnoziny 77
obsahujici vSechny vétné formy gramatiky G kratsi nebo stejné délky jako n, které se daji odvodit nejvyse v m
krocich. Tedy
0 ={a:a € (NUE)*/\S:V’GM aAlal <nAm <m}.

Takové mnoziny budeme konstruovat induktivné. Ziejmé Ty = {S} a
T =Th oy U{:IBET]_1: 8 =g aN|af <n},

protoze gramatika GG je kontextova a jakmile je dosazeno v odvozeni jisté délky slova, vyslednd véta uz nemuze
byt kratsi.

Ziejmé plati, Ze pokud S =% a a || < n, pak existuje m takové, ze a € T}2.

Vime, ze T2 _, C T} . Déle, hodnota T7} je funkci pouze 77} _, a mnoziny pravidel P gramatiky G: T} =

f(TRr_1, P). P je pfi induktivni konstrukci vzhledem k m konstantni. Stane-li se tedy jednou, ze T, =T _,,
pak jiz pro viechna m” > m plati: T%,, = T _, a algoritmus tedy mize skoncit. To viak nékdy jisté nastane,
protoze slov délky nejvyse n tvofenych z konecné abecedy N U X je konecny pocet. a

Piiklad 1.25
Necht gramatika G (kontextova) je zadana nésledujicimi pravidly:

G: (i) S = aSBC
(i1) S — aBC
(i) SB — BC
(iv) aB — ab
v) bB —=bb
(vi)  bC = be
(vii)  ¢C = cc

Pokusime se zjistit, zda slovo w = abea je vétou gramatiky G. Budeme tedy konstruovat mnoziny Tilw| =T
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Ty = {S}

Tt = {S,aSBC,aBC}

Ty = {S,aSBC,aBC, abC}

Ty = {S,aSBC,aBC, abC, abc}
T} = {S,aSBC,aBC, abC, abc}

Vidime, 7e Ty = Ty, tedy algoritmus konéi. Slovo w se v mnozinach neobjevilo, proto dostdvame spravny
vysledek, ze abca = w & L(G) = {a"b"c":n € N}.
2 Konec¢né automaty

V této kapitole zavedeme formaélni vypocetni prostfedek zvany koneény automat (KA). Uvedeme dva druhy
KA: deterministické a nedeterministické. Pozdéji ukazeme souvislot mezi koneénymi automaty a jazyky typu 3
(regularni).

2.1 Deterministické KA

Deterministicky KA (zvany téz zkricené pouze KA) definujeme nésledovné:

Definice 2.1

Koneény automat M nad abecedou X je pétice (K, X, 4, o, F), kde jednotlivé komponenty maji tento vyznam:
K — konecéné neprazdnd mnozina stavi
Y. — koneéna neprazdnd mnozina symboli; abeceda

d — prechodovd funkce; §: K x . - K
go € K — pocdtecni stav
F C K — mnoZina koncovych stavu

Sémantiku konec¢nych automati lze definovat dvéma zptsoby. Prvni z nich pouziva tzv. zobecnénou precho-
dovou funkci, a druhy tzv. konfigurace automatu.

Definice 2.2 R
7 prechodové funkce 4§ lze induktivné zkonstruovat zobecnénou prechodovou funkci §: K x ¥* — K.
5((1,(1):5((1,(1) a€y
d(q,za) = d(6(q,x),a) aeXreXt

Misto & lze také psat pouze §. Na symbolech se totiz funkce § 1 ) rovnaji, a u slov delsich nez 1 symbol ptjde
automaticky o zobecnéni 4.

Definice 2.3 SEMANTIKA KA T.

Rekneme, 7e koneény automat M = (K, %, 6, qo, F) akceptuje (rozpozndvd, prijimd) slovo w, jestlize existuje
koncovy stav p € F takovy, 7e d(qo, w) = p.

Déle T(M) bude znaceni pro jazyk akceptovany automatem M, tedy

T(M) = {w e X*: M akceptuje w}. (1)
Definice 2.4

Konfiguraci automatu M nazveme libovolnou dvojici [q, 2], kde ¢ € K je stav a z € ¥* je slovo.
Relaci F na mno#ziné konfiguraci automatu M (krok vgpoctu) definujeme takto: [¢, az] - [p, 2], pokud d(q, a) =
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Definice 2.5 SEMANTIKA KA II.

Rekneme, ze koneény automat M = (K, X, 4, qo, F) akceptuje (rozpozndvd, prijimd) slovo w, jestlize existuje
koncovy stav p € F takovy, ze [qo, w] F* [p,¢].

Jazyk akceptovany automatem M jiz definujeme stejné jako v definici 2.3.

Definice 2.6
Dva koneéné automaty M a N nazveme ekvivalentni, jestlize T(M) = T(N).

Poznidmka 2.7
Funkce § mize byt (a také casto byva) parcidlni.
Koneéné automaty lze reprezentovat néolika riznymi zpisoby.
a) pétice uvedend v definici 2.1
b

tabulka pfechodové funkce § se specifikaci pocatecniho a koncovych stavi

c) stavovy diagram

)
)
)
d) vypocetni strom

Tyto reprezentace bude nejlépe ukazat na prikladé.

Piiklad 2.8
Necht je ddn konecny automat

M = ({QOa q1, 492, q3}a {01 1}5 55 qo, {QO})

Piechodovou funkci § specifikuje nasledujici tabulka:

0 1

S| 9 | 2 @
q1 | 93 9o

92 | 90 43

3 | 91 92

. < PR NPT > - PR . T
Sipka smérem k ¢g znamen4, ze jde o pocateéni stav, a Sipka smérem od go znamend, 7e je to zaroven jediny
koncovy stav.

Nésleduje ukazka stavového diagramu a vypocetniho stromu pro tento automat.

(]2%0\(]1
qoy \£Q3 QS(')/ N‘(10
AN

Ve vypocetnim stromu se snazime zachytit vSechny mozné posloupnosti stavi. kazda vétev dava pravé jedno
odvozeni, a pokud konci, sestavime odectenim symboli na této vétvi slovo pfijimané automatem. Vypocetni
strom byvéa casto nekonecny. V jeho kofeni je pocatecni stav, v listech mohou byt pouze koncové stavy.

Stavovy diagram dostaneme z vypocetniho stromu tak, ze vsechny vyskyty téhoz stavu sjednotime do jedi-
ného uzlu. Dostavame tak graf, ve kterém na pocatecni stav ukazuje sipka zvenku a koncové stavy jsou oznaceny
dvojitym krouzkem.

Budeme se nyni zabyvat problémem vztahu automatu a jeho jazyka. Jazyky akceptované koneénymi auto-
maty jsou totiz specidlni; nelze nap¥. sestrojit KA rozpoznévajici jazyk {0"1"%:n > 0}.
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Definice 2.9

Necht R je relace ekvivalence. Rekneme o ni, Ze je zprava invariantni (pravd kongruence), jestlize pro kazdou
trojicl x, y, z plati: je-li R y, pak také zz R yz.

Index ekvivalence je pocet t¥id odpovidajiciho rozkladu.

Priiklad 2.10
Definujeme relaci R na slovech abecedy ¥ pro néjaky koneény automat M = (K, X, 4, g0, F) takto: z R y,
pokud &(qo, ) = d(qo, y). Tato relace je zprava invariantni.

Véta 2.11 NERONOVA
Nésledujici ti1 tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Jazyk L C ¥* rozpoznava néjaky konecny automat.
2. Jazyk L je sjednocenim nékterych t¥id vytvofenych zprava invariantni ekvivalenci s kone¢nym indexem.

3. Necht R je relace na slovech ze ¥©* definovand: z R y, pokud pro vSechna slova r € ¥* plati: (zr € L &
yr € L). Pak R m4 konecny index.

Diikaz: 1 = 2: (viz také [Chytil], véta 2.18 na strané 57) Necht L je rozpoznivany koneénym automatem
M = (K,X,4,qo, I). Definujeme relaci R’ jako v pfedchézejicim pFikladé, tedy = Ry, pokud d(qo, 2) = d(q0, y).
Tato relace je zprava invariantni. Index R’ je konecény, protoze mize byt nejvyse roven poctu stavi automatu
M . Potom jazyk L je sjednocenim téch tfid ekvivalence podle R’, které odpovidaji koncovym staviim automatu
M.

2 = 3. Dokazeme, ze libovolna relace R’ splaujici podminku ¢asti 2 véty je zjemnéni relace R z casti 3 véty.
Musime tedy ukdazat, ze pokud z R’ y, pak také z R y:

ProtoZe R’ je zprava invariantni, pak pro kazdé slovo r € X* plati: zrr’yr, a tedy d(go, zr) = §(qo0, yr). Je-li
tedy ar € L, pak F 3 §(qo,2r) = §(qo, yr) € I, a proto i yr € L. Analogicky dokdzeme opak. Celkem z R y.

Je tedy R’ zjemnéni R.Z toho plyne, ze ponévadz R’ ma konec¢ny index, ma také R konecny index.

3 = 1: Z relace R zkonstruujeme konecény automat, ktery bude rozpoznavat jazyk L. Nejprve si vS8ak ovéfime,
7e relace R je zprava invariantni:

Je-li R y, pak pro vSechna slova w,r € ¥* plati: (zwr € L & ywr € L), a tedy 2w R yw.

Necht koneény automat M’ = (K',X,4’, ¢j, F') je dan takto:

K’ =¥*/R — mnoZina stavi odpovid4 tFidam rozkladu podle relace R, [z] € K’ oznacuje t¥idu obsahujici
prvek x

qh = [e] — pocatecni stav je t¥ida obsahujici prazdné slovo

F' ={[z]:2 € L} — mnozina koncovych stavii je mnoZzina vsech t¥id, které obsahuji slova jazyka L

d'([z], a) = [xa] — z tFidy [z] a se symbolem a na vstupu se dostaneme do t¥idy [za]; zde je potieba prava

invariance relace R, aby hodnota prechodové funkce d’ byla dana jednoznacné

Z pravidla pro funkci §' odvodime induktivné, ze d’(¢(, z) = [¢]. Proto € T'(M') pravé tehdy, kdyz [z] € F', a
to je z definice F' ekvivalentni tomu, ze € L. Celkem T(M') = L, a tedy automat M’ rozpoznava jazyk L.
Konecny index relace R je zde tfeba k zajisténi koneéného poctu stavii automatu M’, coz vyzaduje definice

KA. a

Piiklad 2.12

S pomoci Neronovy véty ukazeme, 7ze jazyk {0”1"} neni rozpoznatelny zddnym konednym automatem.

Budeme postupovat sporem. Pfedpoklddejme tedy, ze jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem M
s koneénym poctem stavi. Potom existuje zprava invariantni ekvivalence ~ s koneénym indexem takové, ze
jazyk L je sjednocenim jistych t¥id rozkladu podle ~.

Necht rozklad {0,1}*/ ~ méa ng t¥id. Uvaime slova 07o+110 grotipl gnotly2 (notline Téch je celkem
no + 1, proto dvé riizné slova z nich vybrana patii do jedné tiidy. Necht jsou to 0”et11% a Ome+117 pro i < j.

Tedy plati:
Pttt ~ grottyd,
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Protoze ~ je zprava invariantni, je také

1q¢ —i+1 117 —i+1
Onu+ 1¢1no0 i+ ~0n0+ 17170 i+ ’

tedy
0n0+1 1n0+1 ~ Ono+1 1n0+1+j—i.

Na levé strané je slovo z jazyka L, na druhé strané slovo, které do L nepatfi. Jazyk L tedy nemuze byt
sjednocenim t¥id rozkladu podle relace ~, coz je spor.

Lemma 2.13 PUMPING LEMMA
Necht L je jazyk rozpoznatelny koneénym automatem. Pak existuje ¢islo p takové, Ze kazdé slovo w € L,
pro néz |w| > p, se da rozlozit takto: w = zyz a |y| < p, pficemz vSechna slova w; = zy*z jsou také z jazyka L.

Dikaz: Necht M = (K,X,d,q0, F) je automat, ktery rozpozndva jazyk L. Oznacime p = |K| a ukdzeme, Ze
spliuje vlastnost pozadovanou ve znéni véty.

Necht w je libovolné slovo jazyka L takové, ze |w| > p. Vime, Ze (qo,w) F* (gy,€) je posloupnost |w|
konfiguraci a q; € F. Podle Dirichletova principu musi tedy toto odvozeni slova w projit nékterym stavem
alespont dvakrat (necht je to napf. ¢). Tedy plati:

(g0, w = zyz) F* (q,y2) FF (¢, 2) F* (¢5,¢). (2)
Zrejmé také (q,y'2) Ft (g, z), a tedy
(g0, wi = 2y’ 2) F* (q,4°2) FF (q,2) F* (q5,¢). (3)

O

Kazdy jazyk L je jisté rozpoznatelny vice riiznymi automaty. My budeme pro dany jazyk hledat jakysi kano-

nicky automat, ktery nazveme minimalnim automatem. Nakonec najdeme algoritmus, ktery z daného automatu
vytvori miniméalni automat rozeznavajici stejny jazyk, jako automat puvodni.

Definice 2.14
Automat s nejmensim poctem stavi, ktery rozpoznava dany jazyk L, se nazyva minimdlni automat pro L.

Definice 2.15
Necht M = (K,X,d,q0, F) je koneény automat. Jeho stav ¢ nazveme nedosaZitelny pravé tehdy, kdy?z
neexistuje € X* takové, 7e §(¢,z) = q.

Véta 2.16
Minimalni automat pro L je dan jednoznacné az na izomorfismus a je to automat M’ z dikazu Neronovy
véty (2.11).

Diikaz: Kazdy automat M = (K, X, 4, qo, F) definuje odpovidajici relaci R’ z bodu 2 Neronovy véty, kterd je
zjemnénim relace R z bodu 3 této véty. Automat M’ ma stejny pocet stavi jako ekvivalence R tFid rozkladu,
a automat M ma4 tolik stavii jako ekvivalence R’ tiid rozkladu. Protoze je R’ zjemnénim R, plati: |[K'| < |K]|.

Plati-li rovnost, je tfeba najit izomorfismus na stavech obou automati. Kazdému stavu ¢ € K prifadime
stav ¢’ € K’ takto: Jestlize je stav ¢ nedosazitelny, lze jej plné odstranit a automat proto nebyl minimélni.
Tedy existuje z € X* takové, ze §(qo, z) = ¢. Potom stav ¢ ztotoznime se stavem ¢’(¢, ) = [z]. Takové pFifazeni
je korektni. Vezmeme-li totiz dvé rizn4 slova z,y takovd, ze d(go, ) = d(q0,y) = ¢, pak z definice relace R’
pfimo plyne, ze z R’ y. R’ je vSak dle Neronovy véty zjemnénim R, tedy také z R y. Potom d'(¢f, ) = ¢’ (¢}, v),
a obraz stavu ¢ je dan jednoznacné bez ohledu na vybér slova x.

Nyni jiz lze snadno ovérit, ze takové zobrazeni stavu je izomorfismus. a

Zname tedy automat, ktery je pro dany jazyk minimalni. Nasim pozadavkem je vSak algoritmus, ktery pro
dany automat vrati jeho minimalni podobu. Z pfedchozich tivah plyne, ze minimalni automat nema zadné
nedosazitelné stavy. Nasledujici algoritmus je odstranuje.

Algoritmus 2.1 ELIMINACE NEDOSAZITELNYCH STAVU KA
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Vstup: Automat M = (K, X, 4, ¢o, F)
Vystup: Automat M’ bez nedosazitelnych stavi; T'(M) = T'(M')

1. 2:=0
2. s; :={qo}
3. repeat

3.1 8541 :=S;U{q:Tp€ S;,a e X:d(p,a) = ¢}
32.i:=1+1

4. until S; = S;
5. M':= M/S; (M’ dostaneme z M tak, Ze vezmeme v ivahu pouze stavy S;)
Je-li n pocet stavi automatu M, pak algoritmus skon¢i nejpozdéji pfi ¢ = n.

Odstranénim nedosazitelnych stavii vsak jesté nedostaneme miniméaln{ automat. Mohou se totiz vyskytnout
rlizné stavy automatu, které se chovaji stejné, a mohou tedy byt sjednoceny do jediného stavu.

Definice 2.17
Necht M = (K,X,4, qo, F') je koneény automat. Jeho stavy p a q nazveme ekvivalentni, jestlize pro kazdé
slovo w € ¥* plati: §(p,w) € F < d(q,w) € F.

Definice 2.18
Necht M = (K,X,6,q0, F) je koneény automat. Definujeme posloupnost relac{ na jeho stavech ,9,’,1,, -
takto:

prg_aq, pokud p_E F&qgeF _
P~q, pokud pl:}q AYa € X:4(p, a)lr:alé(q, a)

Lemma 2.19
Necht M = (K, X, 4, qo, F') je konecny automat. Pak plati nésledujici tvrzeni:

(i) Kazd4 z relaci L je ekvivalence na K. (Déle budeme znacit rozklad K/ria jako R;)
i1) Pro kazdé ¢+ € N je R;11 zjemnéni R;
J +1 2)
(iii) Pro kazdé i € Nplati: Je-li R; = R;41, pak pro kazdé p¥irozené t > 1 je R; = Ry
(iv) Oznacime n = |K| pocet stavi automatu M. Pak existuje k < n — 1 takové, ze Rx = Ri41
(v) Pro kazdé k takové, ze Ry = Ri41, plati: 5=~
Dikaz:
(1),(i1) P¥imo z definice.

(iii) Vime, 7e R; = Riy1, a tedy L = & 7 definice X! plyne, ze pirth & priaq AVa € E:d(p,a)iaé(q,a).
Protoze ~ = lrtl, je nyni pzrth AVa € X:4(p, a)lrtlé(q, a). To vSak podle definice znamend, ze pzi}q. Je
tedy pz-{(;lq N pz(—l\-?q’ tedy z(tl _ z’t2.

Piedchozi poznatek muzeme induktivné aplikovat na jakékoli ¢ + ¢, kde ¢t > 1.
(iv) Oznac¢ime ¢; index ekvivalence L. Piedpokladejme, ze Rq,..., Ry jsou navzajem rizné a Ry = Ri41 je

prvoi vyskyt rovnosti sousedld v fadé R;. Protoze R;y1 je zjemnénim R;, plati vztah: 1 < ¢p < ¢+ <
ek <n.Protok+1<mn,tedy k <n-—1.
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(v) Definice relace L ose da interpretovat takto: piaq, jestlize pro kazdé slovo x o délce nejvyse ¢ plati, ze
d(p,z) € F < d(q,2) € F.
Necht Ry = Rp41. Podle bodu (iii) je Ry = Rgy: pro kazdé ¢ > 1. Vezmeme-li tedy jakoukoli horni

hranici d pro délku slova, potom p~q je ekvivalentn{ s tim, ze pro viechna slova z o délce nejvyse d plati:
d(p,x) € F < d(q,z) € F. Tato vlastnost je tedy splnéna pro vSechna slova z, coz je ekvivalentni definici

relace ~. Je tedy p~gq, pravé kdyz p ~ g, tedy ~ =~.

O Pravé dokazané lemma napovida,

jak lze ziskat rozklad na stavech automatu podle relace ~. Budeme konstruovat relace ~ (resp. odpovidajici
rozklady) tak dlouho, dokud se bude nésledujici relace (resp. rozklad) lisit od pfedchozi. Vysledek je relace ~,
resp. odpovidajici rozklad, jehoz t¥idy mohou byt stavy automatu ekvivalentniho ptivodnimu.

Algoritmus 2.2 ELIMINACE VYSKYTU EKVIVALENTNfCH sTAVD KA
Vstup: Automat M = (K,X,4,q¢o, F)
Vystup: Rozklad K/ ~ stavii na vzdjemné ekvivalentn{
1. 2:=0
2. Ry :={F,K\ F}
3. repeat
3.1. spocti R;y1 7z R; podle definice (2.18)
32.i:=1+1
4. until R; = R;_1

K automatu M ziskdme miniméalni automat rozpoznavajici stejny jazyk tak, ze s pomoci algoritmu 2.1 odstra-
nime nedosazitelné stavy, a pak vytvofime rozklad na mnoziné stavi s pomoci algoritmu 2.2.

2.2 Nedeterministické KA

Nedeterministické KA (zkrdcené NKA, deterministicky KA bude dile DKA) poskytuji volbu pfi pfechodu stavi.
Oborem hodnot pfechodové funkce nebudou nyni pouhé stavy automatu, ale vSechny podmnoziny mnoziny
stavi.

Definice 2.20
Nedeterministicky konecny automat M nad abecedou ¥ je pétice (K, X, d, o, I), kde jednotlivé komponenty
maji tento vyznam:

K — konecné neprazdni mnozina stavi

Y. — konec¢na neprazdni mnozina symboli,; abeceda
§ — piechodovd funkce; §: K x ¥ — 2K

qo € K — pocdtecni stav

F C K — mnoZina koncovych stavii

Definice 2.21

Konfiguraci automatu M nazveme libovolnou dvojici [q,z], kde ¢ € K je stav a & € X* je slovo (z4dnéd
zména).

Relaci - na mnoziné konfiguraci automatu M (krok vypoctu) definujeme takto: [¢, az] & [p, ], pokud p €
d(q,a).

Automat akceptuje slovo w € ¥*, pokud (g0, w) F (¢7,¢) a ¢¢ € F (Z4dnd zména).
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Poznamka 2.22
Prechodovou funkci  mizeme opét rozsifit na definicni obor K x X* takto:

d(q,¢) = {a}
6(q, za) = Upeé(q,x) (p,a)

U nedeterministickych KA provadime navic rozsiteni na definiéni obor 2% x ¥*: §(P, z) = Uper d(p, x).

Definice 2.23
Rekneme, 7e automat M akceptuje slovo w, pokud d(go, w) N F # 0.

Pokusime se najit vztah mezi deterministickymi a nedeterministickymi KA.

Véta 2.24
Necht L je jazyk rozpoznavany néjakym NKA. Pak existuje DKA, ktery rozpoznava jazyk L.

Diikaz: Sestrojime DKA M' = (K', 2,8 ,4¢), F') 2 NKA M tak, 7e stavy automatu M’ ztotoznime se véemi
podmnozinami stavii automatu M. Tedy K’ = 2K, Pocatecni stav ¢} bude odpovidat mnoziné {qo}, a koncové
stavy F' budou vSechny podmnoziny K, které obsahujf alespon jeden koncovy stav: F/ = {P: P C KAPNK #
0}.

Pro zavedeni funkce prechodové §' pouzijeme rozsiteni § na definiéni obor 2 x 3I. Potom bude §'(Q,a) = P
jediné tehdy, kdyz §(@,a) = P

Dokazeme nyni indukci vzhledem k délce slova z, ze
Necht |z| = 0, tedy # = £. Potom trivialné §'({qo},€) = {qo}, a 6(q0,€) = {qo}-

indukéni krok Pfedpokladejme, 7e vyraz (4) platl pro véechna slova |:L'| < l. Zfejmé plati pro vsechny symboly
a €N

8 (qfy, za) = 8" (8" (¢4, x), a).
Podle predpokladu je §'(¢h, ) = Q, pravé kdyz d(qo, z) = Q. Z definice funkce §’ vime, ze §'(Q,a) = P, pravé
kdyz (@, a) = P. Celkem dostavame, ze §'(q(, za) = P nastane pravé tehdy, kdyz &(qo, za) = P.

Z vyse uvedeného jiz piimo plyne, ze &’(¢, z) € F' je ekvivalentni s d(go,2) N F # § pro kazdé slovo z, a
tedy oba automaty pfijimaji stejny jazyk. a
Piiklad 2.25

Nedeterministicky koneény automat M = ({qo,¢1},{0,1},d, g0, {q1}) m4a nésledujici pfechodovou funkei a

diagram:
& 1
0 1
= |l g0 | {90, 01}  {a1}
— || & {90, 91} > < 7

Vytvoiime k nému odpovidajici deterministicky automat M’ = (K’,{0,1},4’, {q0}, F'), kde mnoZina stavi je
K" = {0,{q0},{q1},{q0,41}} a konecné stavy jsou F' = {{q:1}, {qo,ql}} Prechodova funkce ¢’ je pak dana
néasledujici tabulkou a diagramem:

0 1
] ] ] !Oa 1!

{(Jo} {QO,Ql} {fh}

—_

{(h} {(Jo,(h}

{90,91} | {90, 01} {q0,91}

TTl
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2.3 Rozhodnutelné problémy z oblasti KA

Existuje algoritmus, ktery zjisti, zda jsou dva KA ekvivalentni. Staci je totiz pfevést do minimalnich tvard a
zjistit, zda jsou izomorfni.

D4 se také snadno zjisti, zda mnozina slov pfijimanych koneé¢nym automatem je prazdna nebo neprazdnd,
konecnd nebo nekoneénd. PFimo z Pumping lemmatu (2.13) se totiz daji odvodit nésledujic{ dvé lemmata:

Lemma 2.26
Mnozina slov pfijimanych koneé¢nym automatem je neprazdné pravé tehdy, kdyz tento automat piijiméa slovo
délky mensi nez n, kde n je pocet jeho stavi.

Lemma 2.27
Mnozina slov pfijimanych kone¢nym automatem je nekonecné pravé tehdy, kdyz tento automat piijiméa slovo
délky I: n <1 < 2n, kde n je pocet stavii automatu.

3 Regularni gramatiky a jazyky

3.1 Koneéné automaty a regularni gramatiky

V této casti ukazeme, ze jazyky akceptované konecnymi automaty jsou pravé regularni jazyky, tedy odpovidaji
regularnim gramatikam.
Véta 3.1

Necht G = (N, X, P, S) je regularni gramatika. Pak existuje koneény automat M takovy, ze T(M) = L(G).
Diikaz: Necht M = (K, X, 6, qo, F). Sestrojime nedeterministicky KA M, ktery bude p¥ijimat pravé jazyk L(G).
Stavy K automatu M ztotoznime s neterminaly gramatiky GG, a pfiddme navic jeden stav, ktery neodpovida

z4dnému netermindlu v G: K = NU{A}, kde A ¢ N. Pocatecni stav ¢o bude odpovidat startovnimu neterminélu
S gramatiky. Koncové stavy F' automatu zaddme timto predpisem:

e {S,A} ,pokud (S —¢e)e P
- {A} ,pokud (S—¢)¢P
Prechodovou funkci ¢ zvolime takto:

A€d(B,a),pokud (B—a)€ P
d(B,a) =< C€(B,a),pokud (B —aC)eP
3(Ax) =10,
Nyni dokdzeme, 7e T(M) = L(G).
L(G) C T(M): Necht z € L(G) je neprazdné slovo, tedy z = ajas ---a, pro n > 1. Slovo z je tedy vétou
gramatiky G, proto S =¢ x. Protoze (G je regularni, mus{ odvozeni probéhnout takto:

S =g a1A) =g a1a3hs ¢ - =g a1 @1 Apo1 =g ar-ay

Odvodime z toho nasledujici vlastnosti automatu M:

(S — alAl) eP = A€ (5(5,(11)
(A] = azAs) EP = Ay €3(A1,an)

(An_l—)(ln) eP = AEJ(An_l,an)
Mizeme tedy dostat tuto posloupnost vypocetnich krokt v nasem automatu:
(Syay---an)F (A1 a9 ap) b F (Ap_1,a,) F (A4, €)

Celkem z = a; - -an, € T(M).

T(M) C L(G): dtikaz lze provést zcela analogicky pro z # e.

Pro Gplnost musime uvést jesté pfipad prazdného slova. Je-lie € L(G), pak S € F ae € T(M). Je-li naopak
e € T(M), pak musi byt S € F, a tedy (S —¢) € P. 0
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Véta 3.2

Necht M = (K,X%,4, qo, F) je koneény automat. Pak existuje regularni gramatika G = (N, X, P, S) takov,
ze L(G) = T(M).
Diikaz: Bez jmy na obecnosti lze predpokladat, ze M je deterministicky. Zvolime gramatiku G tak, ze jeji
netermindly budou odpovidat staviim automatu (N = K), abecedy budou shodné, a startovni neterminél bude
odpovidat poc¢iteénimu stavu automatu (S = ¢g). Pravidla P budeme potom konstruovat takto:

jeli§(B,a)=C, pak (B—aC)eP
jelid(B,a)=CaCeF, pak (B—a)€eP

Dikaz shodnosti jazykd L(G) a T (M) lze vést zcela analogicky dikazu pfedchozi véty. a

3.2 Vlastnosti regularnich jazyka

V této Casti ovérime, ze tiida regularnich jazyki, kterou budeme dale znacit L3, je uzaviena na vSechny obvyklé
operace.

Véta 3.3
Trida regularnich jazyka L3 je uzaviena vzhledem k operaci sjednoceni.

Drikaz: Necht Ly a Ly jsou dva regularni jazyky. Chceme dokazat, ze jazyk Ly U Lo je také regulérni.

Necht jazyk L; je generovany gramatikou Gj a jazyk L, gramatikou Ga. Oznaéime G; = (N;, X;, Py, S;)
pro i = 1,2. Pfedpoklddejme, ze N1 N Ny = @ (jinak lze netermindly jedné z gramatik prejmenovat). Zvolime
netermindl S & Ny U N2 a definujeme gramatiku G = (N; U Ny U {S}, X1 U X9, P, S). MnoZinu pravidel P pak
sestrojime takto: P = {S — a:(S1 = a) € P,V (S2 = a) € P} U Py U Py. Nyni je zfejmé, 7e (S =g a) pravé
tehdy, kdy7 (S1 =@, @) nebo (S2 =@, a). Gramatika G, ktera je jisté reguldrni, rozeznava jazyk LU L. Tento
jazyk je proto také regularni. a

Véta 3.4
Trida regularnich jazykt L3 je uzaviena vzhledem k operaci dopliku.

Diikaz: Necht Ly je regularni jazyk nad abecedou X;. Chceme dokdzat, ze také jazyk X* \ L, kde X1 C X, je
regularni.

Necht My = (K1,%4,01,¢1, F1) je automat, ktery rozpoznava jazyk Li, pficem# pfechodova funkce d; je
totalni. Je-li ¥ = 3y, pak automat M; = (K1,%,d1,q1, K1 \ F1) zFejmé rozpoznava jazyk ¥* \ L.

Je-li ¥ D X4, je tieba vytvoFit novy stav § € K. Funkci 6, rozsfiime na &, pro tento stav tak, e E@, %) = 7.
Déle prechodovou funkei §; musime rozsf¥it z abecedy ¥1 na abecedu X, a to tak, e pro véechna a € ¥\ ¥; bude
81 (%, @) = q. Ve viech ostatnich pifpadech bude §; = §;. Automat M; nynf zavedeme jako (K1U{q}, ¥, d1, ¢1, K1U
{G}\ Fy). Z¥ejmé véechna slova x € X7 pifjiméa automat M; pravé tehdy, kdy?Z je nepiijima automat M;. Slova
y € £*\ I% jsou piijimana vSechna. Automat M; tedy piijima pravé jazyk ¥* \ L. a

Dusledek 3.5
Trida regularnich jazykid L3 je uzaviena vzhledem k operaci priniku.

Diikaz: M&jme dva regularni jazyky Li a Ly. S pomoci de Morganova pravidla L1 N Ly = Li U Ly a pfredchozich
dvou vét je zfejmé vidét, ze jejich prinik je také regularni jazyk. a

Poznimka 3.6

Toto je alternativni dukaz uzavfenosti regularnich jazykt na operaci priniku. Z automatd M; a M,, kde
M; = (Ki, %, 0i, ¢, F;), rozeznavajicich jazyky Lq, resp. Lo, sestrojime automat M, ktery bude rozeznavat jazyk
LiNLs.

Necht M = (K1 x K2,%,6,[q1, ¢2], F1 x F2). Pfechodovou funkei § tohoto automatu definujeme takto:

6([]:)1:172]:&) = [7’1,7’2], pOkud 62(]?“&) = T pro t= 1a2

Poznamka 3.7
TFida regularnich jazyka L3 s ¢astecnym usporddadnim C a operacemi U, N a  tvoii Booleovu algebru
s nejmensim prvkem § a nejvétsim prvkem X*.
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Véta 3.8
T¥ida regularnich jazykd L3 je uzaviena vzhledem k operaci zfetézeni.

Diikaz: Necht Ly a Ly jsou dva regularni jazyky. Chceme dokézat, 7e jazyk Lq Lo je také regulérni.

Necht jazyk L; je rozpozndvany automatem M a jazyk Lo automatem My. Oznacime M; = (K;, X, d;, ¢;, F;)
pro i = 1,2. Zkonstruujeme nyni automat M = (K, U K3,X,d, q1, I'). Pfechodovou funkci d zavedeme podle
pravidel:

{01(q,a)} ~ prog€ K1\
5(’1: CL) = {Jl(qa a)552(q21 (1)} pro q € Fl
{d2(q,a)} pro q € Ko

Mnozina koncovych stavi F bude rovna

F= F1UF2 pI‘OEELz
Tl Fy proe & Ly

Automat M pak zfejmé bude rozpoznavat pravé jazyk LiLa, ktery je proto regularni. O

Véta 3.9
Trida regularnich jazykt L3 je uzaviena vzhledem k operaci uzavéru.

Diikaz: Necht L je regularni jazyk. Chceme ukéazat, ze také L* je regularni jazyk.
Necht M = (K, X, 4, qo, F) je koneény automat, ktery rozpoznava jazyk L. Necht M’ = (KU{q},}, X, ', ¢, FU
{q4}) je automat, kde ¢ ¢ K je novy stav a pfechodové funkce ¢’ nabyva téchto hodnot:

Jl(ql (1) — {J(QO; a)a go} pro 5(‘10a ‘1) EF
0 {6(qo0,a)} Jjinak
o v J {6(g,a),90} prod(g,a) € F )
§'(gq,a) = { {6(q,a)} jinak pro ¢ # g
Automat M’ nyni rozpoznéava jazyk L*, ktery je proto regularni. a

Véta 3.10
Vsechny konec¢né jazyky lze rozeznat konecnym automatem.

Diikaz: Mnozinu () rozpozndme koneénym automatem M = ({q0}, X, d, g0, @), kde (g0, *) = q0.
Mnozinu {e} koneénym automatem M = ({qo,p}, X, d, g0, {q0}), kde d(qo,*) = p a d(p, *) = p.
Mnozinu {z}, kde = ay---a, je neprézdné slovo rozpoznidme koneénym automatem M = ({¢;:i =

0: sy TL}, E) 55 qo, {qn}): kde 5(‘12‘—1, ai) = qi.
Protoze kazdou koneénou mnozinu mizeme slozit jako sjednoceni koneéné mnoha jednoprvkovych mnozin,
muzeme kone¢némnohokrat aplikovat vétu 3.3 o uzavienosti regularnich jazykid na sjednocend. a

Tvrzeni 3.11

Trida jazykd L3 je nejmens{ tFida jazyku, kterd obsahuje vSechny konecné mnoziny a je uzaviena vzhledem
ke sjednoceni, zfetézeni a uzavéru.
3.3 Regularni vyrazy

V této ¢asti uvedeme reguldrni vyrazy (RV) a pfechodové grafy (PQG), které, jak ukidZeme, jsou dalsi alternativni
reprezentaci regularnich jazyka.

Definice 3.12
Tiida reguldrnich vyrazi nad abecedou ¥ je definovana induktivné takto:

1. € a ) jsou regularni vyrazy
2. kazdé pismeno a € X je regularn{ vyraz nad ¥

3. jsou-li R, Ry, Ry regularni vyrazy nad X, pak také (Ry + Ra), (R1 - Ra), (R)* jsou reguldrni vyrazy nad ¥
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Definice 3.13 B
Kazdy regularni vyraz R nad X popisuje jistou mnozinu slov R nad X:

1. je-li R=¢, pak R = {¢}
je-li R =0, pak R =l
2. je-li R = a, pak R = {a}
3. je-li R= (R, + Ry), pak R = Ry U Ry
je-li R= (Ry - Rs), pak R = Ry R,
je-li R= (R;)*, pak R= R;
Piiklad 3.14

Mgjme abecedu X = {a, b}. Toto jsou ptiklady reguldrnich vyrazi: Ry = ba*, Rs = a*ba*ba*, Rs = (a +b)*.
Jejich odpovidajici jazyky jsou:

Ry, = {ba*}
Ry, = {w € ¥*: w obsahuje pravé dvé b},
E;, = X*.

Definice 3.15 o
Dva regularn{ vyrazy R; a R nazveme ekvivalentni, pokud popisuji stejné mnoziny (R; = Ra).

Definice 3.16
Reguldrni mnoZiny nad abecedou Y definujeme induktivné takto:

1. kazd4 koneénd mnozina slov nad ¥ (véetné ) je regularni mnozina nad X

2. jestlize U, V jsou regularni mnoziny nad %, pak také U UV, UV, U* jsou regularni mnoziny nad %

Poznamka 3.17
7 vyse uvedenych definic je zfejmé, ze mnozina je regularni, pravé kdyz muize byt popsana regularnim
vyrazem.

Definice 3.18

Prechodovy graf T nad abecedou X je orientovany multigraf, jehoz kazd4 hrana je oznacena navéstim, které
je slovem nad X. Obycejné je jeden z uzli oznacen jako vstupni uzel (\O nebo ) a nékteré uzly jako koncové
uzly (O nebo @). Pro slovo w € ¥* nazveme w-cestou z uzlu i do uzlu j v T cestu z ¢ do j takovou, ze
zietézenim vSech navésti na hranich po cesté ziskame slovo w.

Rekneme, 7e slovo w € ¥* je akceptovdno prechodovym grafem T, jestlize existuje w-cesta z pocateéniho
do nékterého z koncovych uzli grafu T'. Slovo ¢ je navic akceptovano v pripadé, ze pocatecni uzel je zaroven
koncovym.

Mnozinu vsech slov akceptovanych prechodovym grafem T' nazveme jazyk akceptovany prechodovym grafem
T a oznacime T'.

Véta 3.19 KLEENE L
(i) Ke kazdému pfechodovému grafu T' nad X existuje reguldrni vyraz R nad X takovy, e R = T a naopak.
(i1) Ke kazdému reguldrnimu vyrazu R nad ¥ existuje koneény automat M s abecedou X takovy, ze T(M) = R
a naopak.

Diikaz: (i) Oznaéime z pocatecni uzel grafu T a vytvofime novy koncovy uzel y tak, 7e z kazdého pivodniho
koncového uzlu vede do y hrana oznacena . V tomto novém grafu budiz y jediny koncovy uzel. Budeme déale
konstruovat tzv. zobecnény prechodovy graf, jehoz hrany jsou oznaceny regularnimi vyrazy. Nejprve vylouc¢ime
nasobné hrany. Jestlize z uzlu u vede do v n hran oznacenych a4, ..., a,, nahradime je jedinou hranou oznacenou
a1+t g
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i
_ :
Qp
Déle se budeme postupné zbavovat vSech uzli na cesté z  do y. Necht mezi uzly u a v lezi uzel w. Hrana z u
do w je oznacena «, hrana z w do v je oznacena 8. Uzel w ma n ,smycek” oznacenych ~1,...,v,:

R’h a(yr+ - +7)B
oo~
i

Uzel w odstranime spolu se vSemi zminénymi hranami, a misto toho zavedeme hranu z u do v, oznacenou
a(y1 + -+ 7)8 (pokud takova hrana uz existuje, pFiddme k ni tento vyraz jako dalsi scitanec).

Timto zptisobem dostaneme zobecnény prechodovy graf, ktery bude mit pouze uzly = a y s jedinou hranou
mezi nimi. Ta bude oznacena reguldrnim vyrazem, ktery akceptuje stejny jazyk jako ptvodni graf.

Naopak, mame-li dan regularni vyraz R, zkonstruujeme odpovidajici prechodovy graf induktivné vzhledem
ke konstrukci R podle téchto pravidel:

w0 o=

)
)
R = (R1+R2) R= (Rl RQ) R= (Rl)*

Vysledny pfechodovy graf bude zfejmé akceptovat ten jazyk, ktery popisuje ptivodni regularni vyraz.

(i1) Vezmeme v Gvahu reguldrni vyraz R. Budeme z ného konstruovat koneény automat, a to opét indukef
vzhledem ke konstrukei R.

Je-li R =0, R = € nebo R = a, pak odpovidajic{ jazyky jsou 0, resp. {¢}, {a}. Automaty, které rozeznavaji
tyto mnoziny, jsou uvedeny v dikazu véty 3.10. o

Je-li R = (Ry + R3), hleddme automat, ktery rozpoznava jazyk R; U Ry. ProtoZe podle indukéniho pied-
pokladu méme automaty pro mnoziny va 1 ﬁ;, sestrojime z nich automat M podobné jako v poznamece 3.6.
Nahradime v8ak mnozinu koncovych stavii I} x Iy mnozinou F; x Qs U Q1 x Iy, aby automat M rozeznéval
sjednoceni obou ptivodnich jazykt misto praniku. o

Je-li R = (Ry - R2), hleddme automat, ktery rozpoznava jazyk Ry Rs. Podle indukéntho pfedpokladu opét
zname automaty pro jazyky E 1 E;, proto miZeme hledany automat sestrojit stejné, jako v dikazu véty 3.8.

Je-li R = (R}), zndme uz automat pro R; a hleddme automat pro jazyk (R1)*. Ten lze vytvoiit tak jako
v dukazu véty 3.9. a

4 Zasobnikové automaty
V predchozim jsme uvedli kone¢né automaty a dokézali, Ze akceptuji pravé regularni jazyky. V této kapitole

bude definovan jiny formalni vypocetni prostiedek, zasobnikovy automat. UkdZeme o ném, ze ma vétsi vypocetni
silu nez konec¢ny automat, protoze bude umét rozpoznavat bezkontextové jazyky.
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4.1 Zasobnikovy automat a jeho rozsifeni

Zésobnikovy automat je vlastné konecny automat obohaceny o potencialné nekonecny zasobnik.

Definice 4.1
Zdsobnikovy automat (ZA) nad abecedou X je systém M = (@, X, T, 4, qo, Zo, F'), kde jednotlivé komponenty
maji nasledujici vyznam:

() — konecna neprazdna mnozina stavi
Y. — wstupni abeceda
I' — zdsobnikovd abeceda; mnozina symbolu, které se mohou objevit v zasobniku

d — prechodovd funkce; §:Q x (X U{e}) x T = do mnoZiny vsech koneénych podmnozin @ x T'*
qo € Q — pocdtecni stav
Zy €T — dno zdsobniku

F C Q — mnoZina koncouvych stavi

Definice 4.2
Konfiguraci ZA je libovolné trojice (¢, z,a) € @ x ¥* x T'*.
Krok vgpoctu ZA definujeme jako binarnf relaci F na mnoZiné konfiguraci takto: jsou-li ¢,q' € @ stavy,
a € X U {e} vstupni symbol, Z € T zdsobnikovy symbol, a, § € T* z4sobnikova slova a w € ¥* vstupni slovo,
pak
(q,aw, ZB) F (¢',w,ap), pokud (¢',a) € §(q,a, 7).

Jinymi slovy, je-li (¢, @) prvkem &(q, a, Z), znamen4 to, Ze ve stavu ¢ s vrcholem zésobniku Z mtize ZA precist
symbol a a vrchol zdsobniku Z nahradit slovem a, pficemz stav se zméni na ¢'.

Znacime F* reflexivni a tranzitivni uzavér relace F, Ft pouze tranzitivnf uzévér. Navic F* znamena slozeni
k relaci F.

Rekneme, ze ZA rozpozndvd slovo w koncovym stavem, pokud (go, w, Zo) F* (g¢,¢, ), kde ¢; € F je koncovy
stav. ZA rozezndvd slovo w prdzdnym zdsobnikem, pokud (qo,w, Zo) F* (¢, ¢,¢), kde ¢ je libovolny stav.

Znacime T(M) jazyk akceptovany koncovym stavem ZA, tedy mnozinu vSech slov rozpoznivanych koncovym
stavem. D4le znacime N (M) jazyk akceptovany prdzdnym zdsobnikem ZA, tedy mnozinu vSech slov rozpozna-
vanych prazdnym zasobnikem.

Priiklad 4.3

Podle piikladu 2.12 neexistuje konecny automat, ktery by rozeznaval jazyk {0"17:n > 1}. Najdeme vsak
zasobnikovy automat, ktery tento jazyk akceptuje.

Necht M = ({g0,91},{0,1},{Z0,0},9, g0, Zo, B) je zasobnikovy automat. Pfechodovou funkei § definujeme
takto:

(90,0, Z0) = {(90,0%0)}
6(90,0,0) = {(q0,00)}
6(g0,1,0) = {(g1,)}
6(q1,1,0) = {(q1,¢)}
6(q1,6,20) = {q1,¢}

Je vidét, ze ve stavu go muiize byt na vstupu 0, ktera se vzdy pfida do zasobniku. P¥i prvnim vyskytu symbolu 1
se stav zméni na ¢, a jedna 0 je ze zdsobniku odebrana. Odebrani 0 ze zédsobniku provadi i stav ¢; pfi ptichodu
1 na vstupu, a jiny symbol uz nemize pfijit. Automat tedy akceptuje prazdnym zasobnikem posloupnost nul a
po nich jednicek, jichz je stejny pocet. Proto N(M) = L.
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Véta 4.4
Jazyk L je rozpoznatelny koncovym stavem néjakého ZA pravé tehdy, kdyz je rozpoznatelny prazdnym
zésobnikem néjakého ZA.

Dikaz: =: Necht L = T'(M,), kde My = (Q,%,T,0,q0, Zo, F'). Zkonstruujeme ZA My = (Q U {¢., ¢4}, 2, T U
{17},8', 44, Z4, B). Prechodova funkce §' pFitom nabyva hodnot podle téchto pravidel:

(90, Zp) = {(q0, ZoZ)} ‘ _
(p,7) €6'(q,a,2), pokud (p,7y) € d(q, a, 2)
(ge,¢) € 8'(q,2,2) pro véechna ¢ € Fa Z e T U{Z}}
0'(ge,6,7) = {(4e,2)} pro viechna Z e T' U {Z]}

Porovname-li vypocetni kroky v ptivodnim automatu M; a novém M,y, dojdeme k nésledujici ekvivalenci:

(qO:'w:ZO) |_7\41 (qfagayl"'yr‘)

(Q{):'w:Zé) '_Mz (qO,'lU,Z()Z6) F?MQ (Qf:‘?:YlYnZ(I)) "?\;21 (qg,E,E),

kde ¢ € F je koncovy stav pivodnfho automatu M. Je tedy ziejmé, ze N(Mz) = T(M;).

<: Necht automat Ms = (Q, X, T, 8, g0, Zo, #) je zdsobnikovy automat, ktery rozeznavd jazyk L prazdnym za-
sobnikem. Zkonstruujeme ZA My = (QU{q0, q5}, 2, TU{Z}}, ', 45, Z4, {gr}). Pfechodovou funkei ¢’ definujeme
takto:

5 (dh,¢, 24) = {{a0, ZZ4)} | .
(p,’)/) E‘JI(QaaaZ% ) pOkud (p”.)/) € 5(q’a’Z)
5/(anaZ(l)) = ({Qf,[f})

7 téchto vztaht lze odvodit podobnou ekvivalenci jako vyse pfi dikazu obraceni véty:

(qO,'LU,Zo) |_7\42 (QJ6’6)

(q(l)awaZ(l)) '_Ml (qoﬂleZOZ(l)) |_Tjt41 ((JaEJZ(I)) |_M1 (qf,E,E),
z Cehoy plyne, ze T(M7) = N(Ms). ]

Definice 4.5

Rozsifeny zdsobnikovy automat je systém M = (@, %, T, 6, qo, Zo, F'), ve kterém vechny symboly maji tentyz
vyznam jako v zdsobnikovém automatu, az na pfechodovou funkci 4, jejimz definicnim oborem je @ x (XU {e}) x
T'*. (Rozsifeny zdsobnikovy automat se tedy rozhoduje na zakladé Fetézce na vrcholu zasobniku misto jediného
symbolu.)

Véta 4.6
Necht L je jazyk rozeznavany koncovym stavem rozsifeného zasobnikového automatu M. Potom existuje
(obyéejny) zdsobnikovy automat M, ktery rozpozndva koncovym stavem jazyk L.

Duiikaz: Precizné provedeny dikaz je zdlouhavy a technicky naroény. Uvedeme pouze princip, tedy popiseme,
jak z automatu M lze sestrojit automat M7, aby byla véta splnéna.
Necht M = (Q,X%,T,4,qo, Zo, F) a T(M) = L. Budeme konstruovat automat

Ml == (Ql;E;Fla(sl;ql;Zl;Fl);

kde 71 ¢ T a q1 ¢ Q. Zvolime nejprve ¢&islo m jako maximdlni délku slova «, pro které je d(q, a, ) # @. Jingymi
slovy, m je nejvétsi pocet znaki, které mize automat M odebrat z vrcholu zasobniku v jednom kroku.

Stavy automatu M; budou odpovidat dvojicim [g¢, ], kde ¢ € @ je stav ptivodniho automatu a « je zdsob-
nikové slovo automatu M; délky nejvyse m: @1 = {[¢g,a]: ¢ € Q,a € T*,0 < |a| < m}. Zasobnikov4 abeceda Ty
je pouze rozsffenim ' o symbol Z;: T1 = T U{Z;}. ¢1—pocateéni stav automatu M;—bude odpovidat dvojici
[q0, ZoZ"~1]. Mnozina koncovych stavii automatu bude rovna: Fy = {[g,a]:[¢,0] € Q1,q € F}. Jde tedy o ty
stavy z @1, které vznikly z koncového stavu automatu M.

Prechodovou funkci é; definujeme takto:
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1. Nejprve uvedeme prechody 41, které vzniknou z pfechodi pivodni funkce d. Necht tedy (¢, a, X1 - - - Xk)
obsahuje prvek (r,Y7 - --Y;). Budeme rozlisovat dvé moznosti:

(a) I > k: pro v8echny zasobnikové symboly 7 € Ty a vSechna zdsobnikov4 slova a délky m — k klademe:
mnozina &1 ([¢, X1 - - - Xg ], a, Z) obsahuje prvek ([r, 8],77), kde By = Y1 - - - Vi, pFicem?7 slovo § m4
délku pravé m.

(b) ! < k: pro vsechny zdsobnikové symboly Z € T’y a vSechna zdsobnikov4 slova a délky m — k klademe:
mnozina 1 ([¢, X1 - - - Xga], a, Z) obsahuje prvek ([r, Y1 - YViaZ],€).

. Musime umét doplnit ,zasobnikovou komponentu“ novych stavi na délku m, aby mohly byt provadény
prechody podle ptfedchoziho bodu. Definujeme tedy pro kazdy stav ¢ € @ plvodniho automatu, pro
kazdy zasobnikovy symbol Z € I'y a kazdé zasobnikové slovo a délky ostfe mensi nez m tento pfechod:

di(lg; a],e, Z2) = {(lg, 2], €) }.

Takto definovany automat M7 spliuje podminku véty.

4.2 Stromy odvozeni pro CFG

NIV 2

V pristi ¢asti odhalime vztah bezkontextovych gramatik a zasobnikovych automatt. Stromy odvozeni bezkon-

textovych gramatik jsou pé€knou ilustraci tohoto vztahu, proto je uvedeme na tomto misté.

Definice 4.7

Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Strom T nazveme strom odvozeni (derivacni strom) pro

G, jestlize
e kazdy uzel je oznacen navéstim—symbolemz N UX
e navésti kofene je S

e ma-li uzel u navésti A a méa-li alespon jednoho néaslednika, pak A je neterminal

e jsou-li uzly uy,...,ux po fadé nasledniky uzlu u s navéstimi v poradi A;, ..., Ax a navésti uzlu u je A,

pak A — A; --- Ay je pravidlem gramatiky G

Priklad 4.8
Necht G je gramatika:

S — aAS]|a
A — SbA|SS|a

Potom nésledujici strom je derivaénim stromem pro G:
S
AN
a A S
VAN

a a

Vsimnéme si, ze kdyz sefadime listy tohoto stromu, dostaneme slovo aabaa, které je vétou gramatiky G.

Definice 4.9
Vysledkem derivaéniho stromu nazveme Fetéz vznikly zfetézenim jeho listi zleva doprava.

Véta 4.10

Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Pak pro kazdé slovo ¢ # o € X* plati: S =* «a pravé

tehdy, kdyz existuje derivaéni strom pro G s vysledkem a.
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Diikaz: <=: indukci vzhledem k poctu nelistovych uzlt ve stromu. Necht tedy « je vysledkem stromu.

1. Necht existuje ve stromu T jediny nelistovy uzel. Musi to byt kofen s n nasledniky Aq,..., A,. Potom
a = Ay - Ay, a podle definice deriva¢niho stromu je S — A; -+ A,. Celkem (S — a) € P.

2. Predpokladejme, ze pro vSechny stromy s méné nez k uzly tvrzeni plati. Méme nyni strom T's k uzly, jehoz
vysledkem je . Oznacime nésledniky kotfene jako A4, ..., A,. Opét podle definice derivacniho stromu musi
byt S — Ay - -+ A, pravidlem gramatiky G. Pro kazdy symbol A; mohou nastat tyto moznosti:

(a) A; je nelist: Pak A; je netermindl a mus{ byt kofenem podstromu s méné nez k uzly a vysledkem «;.
Podle indukéniho predpokladu plati: A =* ;.

(b) A; je list: Polozime nyn{ a; = A; a plati: 4; =° ;.

Protoze zfejmé plati @ = a1 -- -, a odvodili jsme, Ze pro kazdé i je A; =* «a;, existuje v gramatice GG
nasledujici odvozeni:

A=z A Ay =2  agds Ay 2T 10y =
tedy celkem A =* a.

= dikaz lze vést analogicky. ad

4.3 Zasobnikové automaty a bezkontextové gramatiky

Ukazeme nyni, ze mexi bezkontextovymi gramatikami a zasobnikovymi automaty existuje stejny vztah jako
mezi reguldrnimi gramatikami a konecnymi automaty.

Lemma 4.11 O SYNTAKTICKE ANALYZE SHORA DOLU

Necht G = (N, X, P, S) je libovolna bezkontextovad gramatika. Pak existuje zdsobnikovy automat R takovy,
ze N(R) = L(G).

Diikaz: Necht automat R = ({¢}, X, NUX,4,S,0). Pfechodovou funkci § zavedeme takto: je-li A — « pravidlo
gramatiky G, pak §(¢, e, A) 3 (¢, @). Navic, pro kazdy vstupni symbol a € ¥ je §(q,a,a) = {(¢,¢)}.
Dokéazeme nyni, ze N(R) = L(G). Chceme tedy odvodit tuto ekvivalenci:

S=*we (¢, w,S)F* (q,¢,¢) (5)

=: indukei vzhledem k poctu odvozeni v gramatice G. Aby se dala indukce pouzit, budeme vztah (5)
dokazovat pro vsechny neterminaly, a ne jen pro S.
Indukci vzhledem k m dokazujeme, ze pro kazdé m existuje n tak, ze

pokud A =™ w, pak (¢,w, A)F" (¢,¢,¢). (6)

m = 1: Necht w = ay - - -ay. Protoze A =! w, musf existovat pravidlo A — w v gramatice G. Potom podle
pravidel pro pfechodovou funkci § dostdvame: §(q, e, A) 3 (¢, w). Je tedy v automatu R mozny tento vypocet:

(QJal"'ak‘aA)F (qaal"'ak‘:al"'ak‘) '_k (Q:E:‘?)'

indukcni krok: Piedpokladejme, ze vztah (6) plati pro véechna [ < m. Mé&me nyni odvozeni A =" w. Musi
tedy existovat pravidlo A — z; - - -z, které je v odvozeni A =™ w pouzito jako prvni. Symboly z; mohou byt
terminaly i netermindly. Je-li z; terminélni symbol, pak polozime w; = z;. V tomto p¥ipadé plati: (¢, w;, ;) -
(q,e,€). Je-li z; netermindlni symbol, pak existuje odvozeni z; =™ w;, kde w; € £* je soucssti slova w. Celkem
dostavame, 7e x1 - - - ¥ = wy - - -wgp = w. Vime vSak, ze my 4+ - - -+my < m, proto na vSechny odvozeni x; ="
w; 1ze pouzit indukéni predpoklad. Existuje tedy vypocéet v R: (g, w;, ;) F" (¢, €, €). Kromé& toho vime, ze A —
z1 -z je pravidlo v G, proto (q,e, A) 3 (¢, 21 - - zx). Tedy (¢, w, A) F (q, w1 - wg, 21 - - 2). Ukdzali jsme,
7e (q,w;, z;) F (g,¢,¢) pro kazdé z;, at uz je terminélem nebo netermindlem. Proto (q,wy -+ wg, 21 - - 2g) F*
(g,¢,¢).

<: opét indukei vzhledem k poctu odvozeni v gramatice G. Pomiizeme si podobné, jako v predchozim dikazu
obracené implikace.
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Indukci vzhledem k n dokazujeme, ze pro kazdé n existuje m tak, ze
pokud (¢, w, A) F" (¢,¢,¢), pak A =™ w. (7)

n = 1: Musi byt w = ¢, a tedy A — ¢ je pravidlem gramatiky G

indukéni krok: Predpokladejme, Ze vztah (7) plati pro kazdé I < n. Méme nyni vypocet (¢, w, A) F* (¢, ¢,¢).
Vezméme jeho prvni krok: (¢, w, A) F (¢, w,z1---2g). Musi tedy byt A — z; -z, pravidlem gramatiky G.
Rozlozme déle slovo w na ¢asti wy - -wy tak, e (¢, w;, z;) F (¢,¢,¢). Bude tak bud z; = w; terminél, tedy
z; =% w;, nebo z; =" w; podle indukéniho predpokladu. Celkem dostavame odvozeni

Ail’l"'l’kﬁnl WL T => = W+ W = W.

Priiklad 4.12
Uvazujme gramatiku G se startovnim netermindlem E a s néasledujicimi pravidly:

E —- E+4+T|T
T — TxF|F
Podle predchozi véty se pokusime sestrojit automat R, ktery bude rozeznavat jazyk L(G) prazdnym zasobnikem.

Necht tedy R = ({¢},%,T,4,S,0). V nasem pripadé je vstupn{ abeceda rovna ¥ = {+, *, ¢, (,) } a zdsobnikova
abeceda I' = {E, T, F} U X. Funkce d bude nabyvat téchto hodnot:

8(q,e, E) = {(¢, E+T),(q,T)}
6(g,e,T) = {(¢.T*F),(q,F)}
5(q,e, ) = {(g,9), (¢, (E))}
d(q,a,a) = {(q,2)} proa € X

Obrazek 1 ukazuje, jak lze provést odvozeni slova w = i+ixi v automatu R. Tomuto postupu se tika syntaktickd
analyza shora doli. V konfiguracich je vynechan stav ¢, protoze je vidy stejny.

Lemma 4.13 O SYNTAKTICKE ANALYZE ZDOLA NAHORU
Necht G = (N,X, P, S) je libovolnd bezkontextovd gramatika. Pak existuje rozsifeny zdsobnikovy automat
R takovy, 7e T(R) = L(G).

Diikaz: Sestrojime rozsifeny zasobnikovy automat R = ({¢,7}, X, ZXUNU{$},d,¢,9,{r}), kde $ je novy symbol,
ktery neni ani neterminal ani terminal gramatiky GG. Pfechodovou funkci automatu G nyni zvolime takto:

d(q,a,e) = {(g,a)} pro viechna a € ¥
dg,e,0) 3> (q,A4) pro A — a pravidlo G
6(q15a$5) = {(T’, 6)}

Dokazme nyni, ze L(G) = T(R).
C: Budeme dokazovat implikaci

(S =% ady =") = ((¢,2y,9) F* (q,y,3aA))
indukei vzhledem k n.
1. n = 0: trivialné

2. indukéni krok: Nechf tvrzeni plati pro viechna k < n. Potom ady = afr =""! zy. Rozlisime dva
pripady:

(a) af € X*: Musi byt af = =z, a tedy (¢,2y,9$) F* (¢,y,%a8) F (¢, y,$aA) diky definici pfechodové
funkce 4.
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(i+ixi, FE)
FE+ixi, E+T)
FE+ixi, T+1T)

F@+ixe, F+T)

@@@%@

FE4+ixi,i+T)
F(4ixd,+T)

b (i %i,T)

F(i%i, T+ F) (1)
F(iki, FxF) @
ik, ik F) @
F (%, +F)

F (i, F)

F (3, 1) (i)

F (e,¢)

Obr. 1: Priklad syntaktické analyzy shora dola
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(b) af ¢ X*: Oznaéme af3 = yBr, kde B je nepravéjsi netermindl slova af. Protoze plati
S =* yBry =""1 zy,
muzeme pouzit indukéni predpoklad: (¢, 2y, $) F* (¢, ry, $vB). Podle pravidla pro funkci ¢ déle plati:
(9,9, 8yBr) F (g, $o4).
=af

Celkem dostavame L(G) C T'(R).

D: Budeme nyni dokazovat tuto implikaci:
((q,2y,8) F* (¢,9,804)) = (ady =" zy)
Dikaz povedeme opét indukei vzhledem k n.
1. n = 0: trividlné

2. indukéni krok: Predpoklddejme, Ze tvrzen{ plati pro vSechna k < n. V konfiguraci (¢, y, $aA) je vrchol
zasobniku neterminél A, tedy posledni krok musel byt redukei (pouziti pravidla A — §) a ne ¢tenim.

(g,2y,8) F"7! (¢,y,%28) F (¢,y, $aA)

Podle indukéniho predpokladu je afy =* zy. Celkem tedy aAy = afBy =* zy.

vrvy

Abychom mohli pouzit indukce, dokazovali jsme silnéjsi tvrzeni pro vSechny netermindly. Jeho specidlnim
piipadem je ekvivalence

(g, w,$) F (q,¢,89)) & (S =" w)

Priiklad 4.14

Vezméme stejnou gramatiku G jako v prikladu 4.12. Pokusime se k ni podle pfedchazejici véty sestrojit
rozsifeny zdsobnikovy automat, ktery bude rozeznivat jazyk L(G) koncovym stavem.

Necht tedy R = ({¢q,7}, X, XU N U {$},4,¢,%,{r}). V nasem p¥ipadé je opét abeceda X = {+,*,1,(,)},
mnoZzina netermindli rovna N = {E, T, F'}. Pro pfechodovou funkei dostdvame tato pravidla:

8(¢g,a,¢) = {(g,a)} proa€X

6(¢.6, E+T) = {(q,E)}
6(¢.6,7) = {(¢. E)}
8(q,e,T+F) = {(¢g,7)}
6(¢.e, ") = {(¢, )}
8(q,¢,9) = {(¢, 1)}
3(g,e,(E)) = {(¢,F)}
6(q,¢,8E) = {(re)}

Obréazek 2 demonstruje odvozeni slova w = i + i % ¢ v automatu R. Takovému odvozeni se fikd syntaktickd
analyza zdola nahoru. V konfiguracich je az na posledni vynechan stav, protoze je stale q.

Poznimka 4.15

Syntaktické analyza zdola nahoru uvedené v predchazejici vété je nedeterministicka, jako ostatné zasobnikové
automaty jako takové. Mohou nastat dva typy situaci, ve kterych mé automat vice moznosti postupu; fika se
Jim konflikty:

e konflikt ¢tenixredukce: Na vrcholu zésobniku je slovo a a v pivodni gramatice byla dvé pravidla: A — o
a B = af. Automat tedy nevi, zda ma redukovat podle prvniho pravidla nebo ¢ist dal.
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($,i+ixi)
(8, +i % 1)

F ($F, +i * 1)

F (ST, +i * 1)
(SE, +i * i)
F(SE+, i * i)
 (SE + i, i)

F (SE + F, i)
F (SE + T, i)
F(SE + T, i)
F(SE+Txi,¢)
F(E+T*F,e)

F(SE+T,e)

F($E,¢)

F(r,e€)

Obr. 2: Priklad syntaktické analyzy zdola nahoru
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e konflikt redukce xredukce: Na vrcholu zasobniku je slovo va a v ptvodni gramatice byla tato pravidla:
A = a a C — ya. Automat nevi, zda mé redukovat podle prvnitho nebo podle druhého pravidla.

Lemma 4.16
Necht L je jazyk rozeznavany prazdnym zdsobnikem automatu M. Pak M je bezkontextovy jazyk.

Diikaz: viz [Chytil], véta 4.50 na strané 109. Ke zkousce nebyl vyzadovan. a

Duisledek 4.17
Pro libovolny jazyk L jsou néasledujici t¥i tvrzeni ekvivalentni.

1. L je bezkontextovy jazyk, tedy existuje bezkontextovd gramatika G tak, ze L(G) = L.
2. Existuje zdsobnikovy automat M, ktery rozpoznava jazyk L koncovym stavem, tedy T'(M) = L.

3. Existuje zdsobnikovy automat M. ktery rozpoznavé jazyk L prazdnym zasobnikem. tedy N(M) = L.

5 Bezkontextové gramatiky a jazyky

Definice 5.1

Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika a necht ag = a; = - - = a, je odvozeni v G. Rekneme,
7e toto odvozeni je nejlevéjsi (resp. nejpravejsi), jestlize kazdé o; = x; A;5; (vesp. o; = GiA;x;), kde z; € X je
slovo slozené pouze z termindld, A; € N je neterminél a ; € (N U X)* je libovolné slovo, a a;41 vznikne z o;
nahrazenim A; slovem « pfi pouziti pravidla A; — v. Nékdy také fikame levd (resp. pravd) derivace.

Jestlize je tedy ag = -+ = a, leva (resp. pravd) derivace, pak vSechna «; nazyvdme levd (resp. pravd)

vétnd forma.

Poznidmka 5.2

Necht w € L(G) je slovo pro né&jakou bezkontextovou gramatiku G. Potom poéet riznych derivaénich stromi
s vysledkem w je roven poctu ruznych levych derivaci S =* w slova w a to je rovno poctu raznych pravych
derivaci slova w.

Protoze pojmy levé a pravé derivace jsou zfejmé duélni, budeme brat déale v ivahu pouze levé derivace.

5.1 Transformace CFG

Bezkontextové gramatiky hraji dilezitou roli v syntaktické analyze. Praci s obecnou bezkontextovou gramatikou
lze nékdy usnadnit tak, ze zavedeme na chovani gramatik dalsi podminky, kterych lze po jistych transformacich
dosahnout u kazdé bezkontextové gramatiky. Témito podminkami a transformacemi se zabyva tato cast.

Definice 5.3

Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Rekneme, 7e slovo w € L(G) je v gramatice G viceznacné
(nejednoznacné), jestlize existuji dvé rizné leva odvozeni slova w v G.

Jestlize existuje alespoti jedno viceznacné slovo w € L(G), pak o gramatice G fekneme také, 7e je viceznacnd.

Bezkontextovy jazyk L nazveme wiceznacny, jestlize je generovan pouze viceznacnymi bezkontextovymi
gramatikami.

Obycejné je velmi komplikované dokazat, ze jazyk je viceznacny. Musi se totiz dokazat o kazdé gramatice, ktera
jazyk generuje, Ze je viceznacna.

Piiklad 5.4

Pifkladem jazyka, o kterém se to dokazat podaiilo, je L = {a'b'cF:i = j Vv j = k}. Jedna ¢ast gramatiky pro
L musi generovat slova, pro ktera ¢ = j, a druhé slova s j = k. Ukazuje se vSak, Ze slova jazyka L, pro které je
1 = j = k, musi mit vidy dvé rtizné levé derivace, a to v kazdé ze zminénych c¢ast{ gramatiky jednu.
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Piiklad 5.5
Zde je priklad nejednoznacné gramatiky generujici vyrazy s operacemi + a *:

Tato gramatika je viceznacnd, protoze v ni existuji tato dvé odvozeni slova i + 7 + i:

F==F+F=>F+F+FE=>i+F+E=>i14+i+EF=>14+i+1
F==F+FEF=i1+F=>i1+ FEF+E=i+i1+E=1+4+1+41

Nejednoznacnost lze vSak v tomto pfipadé napravit. Gramatika

E — E+T|ExT|T
T > (E)|i

generuje stejny jazyk a je pfitom jednoznac¢né.
Definice 5.6

Necht G = (N,X, P,S) je bezkontextova gramatika. Rekneme, 7e symbol X € (N U X) je nepouZitelny,
pokud neexistuje odvozeni S =* uXv =* uwv, kde w € X*.

Poznimka 5.7
Nepouzitelnost muze byt dvou druhi:

1. Neexistuje odvozeni S =* uXv. Tomuto problému se tika dostupnost symbolu a zvazuje se u terminalt i
u neterminald.

2. Pro netermindl X se ovéruje, zda lze z tohoto neterminalu odvodit terminélni slovo. Pokud X = S, jde o
problém, zda jazyk L(G) je prazdny ¢i nikoli.

Tento problém lze pro obecny neterminédl X rozhodnout. Mtzeme totiz induktivné konstruovat mnozinu
Lpouzitelnych® neterminéla tak, ze v prvnim kroku v ni budou pouze neterminédly, z nichz lze pomoci
néjakého pravidla pfimo odvodit terminélni slovo. V dalsich krocich pfidame ty neterminély, z nichz lze
odvodit slovo slozené z terminalid a téch netermindli, které byly pifidany v predchozich krocich. Nasledujici
algoritmus je formalnim zapisem tohoto postupu.

Algoritmus 5.1 TEST, ZDA JAZYK GENEROVANY CFG JE NEPRAZDNY
Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: ano, pokud L(G) je nepradzdni mnoZina, jinak ne

1. Ng:=10

2.1:=0

3. repeat

3.1 Niz1 = N;U{A: (A= a)e PAa e (N; UX)*}
32, 0:=i+1

4. until N; = N;_4
5. if S € N; then return ano

6. else return ne
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Véta 5.8
Algoritmus 5.1 je spravny a vzdy skonci.

Diikaz: =: Budeme dokazovat implikaci
A € N; = (existuje w € ¥*: A =™ w) (8)
indukei vzhledem k 3.
1. ¢ = 0: trivialné

2. indukéni krok: Predpokladejme, 7e (8) plati pro i. Nechf A € N;y;. Potom bud A € N;, a tedy podle
indukéniho predpokladu existuje odvozeni pozadovanych vlastnosti, nebo existuje pravidlo A — « takové,
ze o = X1 -+ X, kde bud X je neterminél z mnoziny N;, nebo terminalni fetézec. V piipadé terminélniho
fetézce ziejmé X; =° X, a oznac¢ime z; = X;. Pokud je X; € N;, potom podle indukéniho pfedpokladu
X; =" x;, kde z; je termindlni fetézec. Je tedy mozno v gramatice G derivovat

A:>Xl...Xk:>*I1X2...Xk:>*...:>* ;131"'1‘/;62*

<: Budeme se snazit ukazat, ze
(A =" w e X*) = existuje i: A € N, (9)
a to indukef vzhledem k délce odvozeni A =* w (oznacime n).
1. A = w, pak musi byt A — w pravidlo v G, a tedy A € Nj.

2. indukéni krok: Necht vztah (9) plati pro vechna [ < n. Jestlize A =" w, miZeme tuto derivaci rozepsat
na
A= X Xp ="V a oz = w,

kde X; =" ;. Vime, Ze Y n; < n, mizeme proto pouzit indukéni pfedpoklad na vSechny neterminaly
z X;. Kazdy z nich je tedy jisté obsaZen v mnoziné N;;,. Vezmeme nyni ¢ = max;-1..x i; + 1. Potom
vSechny netermindly z X; se objevi v mnoziné N;_;. Protoze A — X, -+ X} je pravidlo, v némz na pravé
strané vystupuje slovo tvofené abecedou (N;_; U X)), pat¥{ netermindl A do mnoziny N;.

Algoritmus 5.1 je tedy spravny. Zbyva ukézat, 7e se zastavi. Pfedpokladejme, 7ze se nezastavi. To se muze
stat jediné v piipadé, ze generuje nekonecnou fadu mnozin N;, pro néz N; # N;_1. Protoze v§ak N;_1 C Ny, je
ziejmé N;_1 C N;. Vechny mnoziny N; jsou navic vybrany z mnoziny neterminéli N. Celkem dostavame fadu

NoCN,C---CN; C---CN.
To je vSak spor s tim, Ze mnozina N je konec¢na. a
Dusledek 5.9

Pro kazdou bezkontextovou gramatiku je rozhodnutelné, zda jazyk, ktery generuje, je prazdny ¢i nikoli.

Definice 5.10
Necht G = (N, %, P, S). Rekneme, 7e symbol X € (N UX) je nedosazitelny v G, jestlize neexistuje derivace
S =" aXp.

Nasledujici algoritmus odstranuje nedosazitelné symboly bezkontextové gramatiky tak, ze induktivné konstruuje
mnozinu dosazitelnych. Jakmile uz nenf co pfidat, algoritmus kondi.

Algoritmus 5.2 ODSTRANENf NEDOSAZITELNYCH syMBoLU CFG
Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)

Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N', X/, P’ S) bez nedosazitelnych symbolt takova, ze L(G') = L(G)
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1. Vo = {S}
2.1:=0
3. repeat

3.1 Vigp = VU{X:3A 5 aXBANA € Vi1 }
32.1:=1+1

4. until V; = V,_4

5. N\:=NNnV

6. X :=XnV;

7. PF:=PNN'x (N'UX)

I pro algoritmus 5.2 by se dala formulovat a dokazat véta o spravnosti a skonceni. Spravnost je vSak zfejmé a
skonceni plyne opét z toho, ze konstruujeme ostfe rostouci podmnoziny koneéné mnoziny N U 3.
Oba posledni algoritmy se daji spojit v jeden, ktery bude umét odstranit nepouzitelné symboly obou typi.

Algoritmus 5.3 ODSTRANENf NEPOUZITELNYCH symBoLU CFG

Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: bezkontextovd gramatika G = (N1, X4, P1,S) bez nepouzitelnych symboli takovd, 7e L(G1) = L(G)

1. S pouzitim algoritmu 5.1 odstranime nepouzitelné symboly druhého druhu, tedy ty netermindly, z nichz
se neda derivovat terminélni slovo, a déle

2. s pomoci algoritmu 5.2 odstranime nepouzitelné symboly prvniho druhu, tedy ty nedosazitelné.

Definice 5.11
Rekneme, 7e bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) je bez e-pravidel, jestlize neobsahuje z4dné pravidlo
A — € nebo obsahuje jediné e-pravidlo S — ¢, pficemz S se nevyskytuje na pravé strané zddného pravidla.

Algoritmus 5.4 ODSTRANEN{ e-PRAVIDEL, CFG

Vstup: bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup bezkontextovi gramatika G' = (N', X, P’, S") bez e-pravidel takov4, ze L(G') = L(G)
1. Ny ={A: (A —¢e) e P}
2. 1:=1
3. repeat
3.1. Njy1 :=N; U{B:(B— A) ¢ PANA € N}
32, 1:=2141
4. until N; = N; 4

2

5. Mnozina N; nyni obsahuje netermindly, ze kterych je moZno odvodit €. MnoZinu novych pravidel P’ nyni
zkonstruujeme takto:

Necht A — agBjia; - - - Biay je pravidloz P, pficemz vSechny neterminaly B; patii do N; a slova a; naopak
neobsahuji zddny netermindl z N;. Potom do P’ vlozime vsechna moznd pravidla A — agriaq - Tpap
takovd, ze z; = ¢ nebo z; = B;. Pravidla A — ¢ se v P’ neobjevi.
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6. Je-li S € N;, pak pfiddme novy netermindl S’ (N’ = N U{S'} pro S’ € N) a pravidla S’ = ¢ | S do P".
V opacném pripadé polozime N' = N a S’ = S.

Piiklad 5.12
Necht gramatika G = ({S}, {a, b}, P, S) obsahuje nésledujici pravidla:
S — aSbhsS | bSaS | ¢
S pomoci pfedchoziho algoritmu dostaneme gramatiku G’ = ({S’, S}, {a, b}, P',S') s pravidly:

S = ¢]|S
S — aSbS |abS |aSh|ab
S — bSaS |baS|bSa|ba

Definice 5.13
Pravidlo A — B, kde A, B jsou neterminély, nazveme jednoduché pravidlo.

Algoritmus 5.5 ODSTRANEN{ JEDNODUCHYCH PRAVIDEL CFG

Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S) bez e-pravidel

Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N, X, P’, S) bez jednoduchych pravidel takovd, ze L(G') = L(G)
1. Pro kazdy neterminal A € N zkonstruujeme mnozinu N4 C N téch netermindla B, pro které A =* B.

2. Do P’ vlozime vSechna nejednoduchd pravidla z P. S kazdym takovym pravidlem (B — «) € P vlozime
do P’ navic pravidla A — o pro vsechny neterminaly A takové, Ze mnozina N4 obsahuje prvek B.

Definice 5.14
Bezkontextova gramatika G se nazyva necyklickd, pokud v nf neexistuje odvozenf tvaru A =1 A, kde A je
neterminal.

Definice 5.15
Bezkontextova gramatika G se nazyva wlastni, pokud je necyklicka, bez e-pravidel a nemé nepouzitelné
symboly.

Ddsledek 5.16
Pro kazdou bezkontextovou gramatiku G existuje vlastni bezkontextovd gramatika G’ takova, ze L(G') =

L(G).

5.2 Normalni formy CFG

Vlastnosti CFG a prislusné transformace z predchozi ¢asti, spolu s nékterymi dalsimi, se kombinuji do tzv.
normdlnich forem bezkontextovych gramatik.

Definice 5.17

Bezkontextova gramatika G = (N, X, P,S) je v Chomského' normdlni formé (CNF), pokud vsechna jeji
pravidla jsou tvaru X — Y Z nebo X — a, kde X,Y, Z jsou netermindly a a je terminalni symbol, a muze
pripadné obsahovat pravidlo S — ¢.

Ukazeme, 7e kazdou bezkontextovou gramatiku lze pfevést do Chomského normalni formy pfi zachovani gene-
rovaného jazyka. Uvedeme nejprve prislusny algoritmus.

Algoritmus 5.6 TrRaANSFORMACE CFG po CNF

4Cteme opét [¢omského]
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Vstup: bezkontextovd gramatika G = (N, X, P, S) bez jednoduchych pravidel
Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N', X, P/, S) v CNF takov4, 7ze L(G') = L(G)
1. P:=0; N':=N
2. Vloz do P! vsechna pravidla tvaru A -+ a, A —- BC,S —¢z P
3. for vSechna pravidla (4 — X3 --- Xg) € P, kde X; € (N UX) jsou symboly a k > 2 do

3.0 N' = N'U{X!,. . XLy (Xo o Xp), o (Xeo1 Xk}
3.2. Vloz do P’ pravidla

(X Xp) = XU(X3- Xp)

(X1 Xg) —  Xp_1 Xk,
kde (X;---Xg) jsou nové netermindly, a

¥ = X;, pokud X; € N
7 1 novy neterminal, pokud X; €%

3.3. Pro viechny nové neterminaly X/, kdy X; mus{ byt terminaln{ symbol, vloz do P’ nova pravidla

Algoritmus se evidentné zastavi, protoze provadime cykly pouze pfes prvky mnoziny pravidel P, ktera je ko-
necna, a také vsechny ostatni kroky jsou konecné.

Véta 5.18
Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje gramatika G’ v Chomského norméalni formé takova, ze

L(G') = L.

Diikaz: Necht L = L(G) pro n&jakou bezkontextovou gramatiku. Bez (ijmy na obecnosti mizeme pfedpokladat,
ze G nem4 e-pravidla ani jednoduché pravidla (lze odstranit algoritmy 5.4 a 5.5). Posleme tuto gramatiku na
vstup predchoziho algoritmu 5.6 a dostaneme tak gramatiku G’. Ta je zfejmé v Chomského normdln{ formé.
Musime jesté dokdzat, ze L(G') = L(G).

Uvedeme tzv. lemma o substituci, které lze s vyhodou uplatnit pfi dikazu.

Lemma 5.19 O sussTiTUCI CFG
Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextov4 gramatika a A — aBf jeji pravidlo. Vezmeme vSechna B-pravidla
7z P: B =~ |- |9 a vytvofime novou mnoZinu pravidel

P'=(P\{A—aBf}U{A = anp,...,amp})
a sestavime novou gramatiku G' = (N, X, P', S). Potom L(G') = L(G).

Diikaz: ziejmy. O
pokracovani dikazu véty 5.18: Aplikujeme pfedchozi lemma o substituci na vSechny nové zavedené netermi-
naly a dostaneme ptvodni gramatiku. O

Piiklad 5.20
Necht gramatika G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) m4 nésledujici pravidla:
S — aAB|BA
A - BBB|a
B — AS|b|bB

S pomoci algoritmu 5.6 sestrojime gramatiku G’ = ({S, 4, B,d’,b', (AB),(BB)},{a, b}, P!, S), kterd m4 tato
pravidla:
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S = BA A—=a B — AS

S — d'(AB) A— B(BB) B-—b

a —a (BB) — BB B — VB
(AB) - AB b —b

Poznamka 5.21
Kazdy derivacni strom utvofeny podle gramatiky v Chomského normalni formé mé tyto dvé vlastnosti:

1. z kazdého vnitfniho uzlu vychazeji dvé nebo jedna hrana
2. z uzlu vychéazi jedind hrana pravé tehdy, kdyz tato hrana vchézi do listu.

Tyto vlastnosti casto umoznuji zjednodusovat tvrzeni tykajici se bezkontextovych jazyki.

Definice 5.22

Bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S) je v Greibachové normdlni formé (GNF), pokud je bez e-pravidel
a vSechna pravidla majf tvar A — aca, kde A je neterminl, a termindl a « (p¥ipadné prazdny) Fetézec netermi-
néali.

Definice 5.23
Neterminal A bezkontextové gramatiky G se nazyva rekurzivni, pokud existuje odvozeni A =1 aAB pro
néjaké a, f € (N UX)*. Je-li @ = ¢ (resp. 8 = ¢), pak A se nazyva levorekurzivni (resp. pravorekurzivni).

Lemma 5.24 ODSTRANEN{ BEZPROSTREDN{ LEVE REKURZE
Necht
A= Aoy |- | Aoy | B ]| B (10)

jsou v8echna A-pravidla gramatiky G = (N, X, P, S). Zkonstruujeme gramatiku G' = (N U {A'}, X, P/, S), kde
A’ je novy neterminal a P’ vznikne z P nahrazenim vsech A-pravidel témito pravidly:

A= Bl | Ba | AT | B A (11)
A = ar | am [ A am A (12)
Pak L(G') = L(G).
Diikaz: nabiledni. O

Piiklad 5.25
Podle pfedchoziho lemmatu lze pfevést bezprostiedné levorekurzivni gramatiku

E - E+T|T
T — TxF|F
F = i|(E)

do tvaru bez levé rekurze:
ET|TE E — 4T |+TE'
T = F|FT T — «F | +FT"
Algoritmus 5.7 ELIMINACE LEVE REKURZE CFG
Vstup: bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N', X, P/, S) bez levé rekurze takovi, ze L(G') = L(G)

1. Zvolime libovolné uspofddani mnoziny netermindlt a oznac¢ime N = {A;,..., A,}
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2. fort:=1tondo

2.1. for j:=1to2—1do
2.1.1. V8echna pravidla A; — A;a nahradime pravidly 4; — fra | -+ | Bee, kde A; — B1 | -+ | B
Jjsou vSechna momentalné platna A;-pravidla

2.1.2. Provedeme eliminaci bezprostfedni levé rekurze podle lemmatu 5.24.

Véta 5.26
Pfedchozi algoritmus odstranéni levé rekurze je spravny.

Diikaz: Ekvivalence gramatik plyne z lemmatu o substituci 5.19 a lemmatu o odstranén{ bezprostiedni levé
rekurze 5.24.

Zbyvé ukdzat, ze G’ skutecné nenf levorekurzivni (tedy neobsahuje neterminél, ktery by byl levorekurzivni).
Zadny neterminal vsak neni bezprostfedné levorekurzivni. Dale, pokud Ap — Ajo, potom musi byt & < .
Dokazeme indukei vzhledem ke k:

1. k = 1: Ay neni (jako vSechny ostatni neterminaly) bezprostfedné levorekurzivni, proto musi byt 1 < ! pro
pravidlo A; — Aja.

2. indukéni krok: Necht Ap — Aja je pravidlo ptvodni{ gramatiky G. Jestlize k < I, je vée v poradku. Bylo-li
k > 1, je toto pravidlo nahrazeno pravidly Ay — fra | -+ | Bma, kde B; jsou pravé strany vSech novych
Aj-pravidel. Na A; lze pouzit indukéni predpoklad, tedy slova 3; neobsahuji na prvnim misté neterminél
mensi nebo roven {. Necht tedy obsahuje nékteré 3; netermindl A, na prvnim misté. Protoze [ < r, pak bud
A, bude jesté nahrazeno svymi pravymi stranami (pokud r < k) nebo bude odstranéno jako bezprostiedn{
leva rekurze (pokud r = k) nebo je v pofaddku (pokud r > k).

Kdyby se dalo v G’ odvodit Ax =* Ara, muselo by odvozeni postupovat Ay = A,, = A, a1 =
Ar, a1 = Ay oy, kde Ay, = Ap a oy = . Je tedy ro,71,. .., 7 ostie rostouci posloupnost, ve které prvni a
posledni prvek jsou si rovny, coz je spor. O

Poznamka 5.27

Necht G = (N,X, P, S) je bezkontextova nelevorekurzivni gramatika. Potom existuje uspofadani (N, <)
takové, ze pokud A — Ba je pravidlo, pak A < B. Pfislusnou relaci R lze definovat takto: AR B, pokud A = B
nebo A =1 Ba. Uspofadani lze pak libovolné zliplnit.

Algoritmus 5.8 TraNsSFORMACE CFG po GNF

Vstup: nelevorekurzivn{ bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S)
Vystup: bezkontextovd gramatika G' = (N, X, P/, S) v Greibachové normélni formé takovd, ze L(G') = L(G)

1. Zvolime né&jaké usporadani < s vlastnosti podle predchozi pozndmky a oznadime N = {Ai,...,A,};

Aj_1 < Aj.
2. fori:=ntoldo

2.1. for j:=ntoi+1do
2.1.1. V8echna pravidla A; — A;« nahradime pravidly A; — i | -+ | Beer, kde A; = B | -+ | B
Jjsou vsechna A;-pravidla

2.2. Vsechna pravidla A; — aX; - - X,;, nahradime 4; — aX| - X}, , kde X/ = X; pro X; € N a X] je
novy netermindl pro X; € X, pficemz pfidame pravidlo X/ — Xj.

Véta 5.28
Pfedchozi algoritmus transformace do Greibachové normalni formy pracuje spravné.

Diikaz: Sestupnou indukci 1ze ukazat, ze vSechna A;-pravidla vysledné gramatiky maji na prvnim misté pravé
strany terminal.
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1. ¢ = n: Pokud A, — Ara v pivodni gramatice, bylo by n < k. To vsak neni mozné, protoze A, je
maximalni netermindl. Je tedy na prvnim misté pravé strany vsech A,-pravidel terminal.

2. indukcéni krok: Necht A; — Aga bylo pravidlo ptivodni gramatiky GG. Potom muselo byt i < k, a tedy toto
pravidlo je v pribéhu algoritmu nahrazeno pravidly 4; — fr1a | -+ | Bma, kde 3; jsou pravé strany vSech
Ap-pravidel. Na né miizeme uzit indukéni pfedpoklad, tedy na prvnim misté vSech §; je termindl. Proto
1 na prvni misté vSech pravych stran A;-pravidel je terminal.

VsSechny terminaly X; uvnitf pravych stran pravidel byly nahrazeny netermindly, proto vSechna tato pravidla
spliiuji podminku GNF. Také nové zavedend pravidla X; — X; jsou v pofadku. a

Piiklad 5.29
Vyslednou gramatiku z ptikladu 5.25 pfevedeme do GNF. Nejprve uspordaddme neterminaly: £ < E' < T <
T' < F. Po uplatnéni pfedchoziho algoritmu dostaneme gramatiku

F = i|(E)

T — *FT'|*F

T — i|(E) T (E)T

E' — +TE'|+T

E — i|(E) |iT" | (E)T'|iE'|(E)'E'|iT'E'|(E)TE'
) =)

Dusledek 5.30
Ke kazdé bezkontextové gramatice existuje k ni ekvivalentni gramatika, ktera je v Greibachové normalni
formé.

Drikaz: Algoritmus 5.7 odstrani z libovolné bezkontextové gramatiky levou rekurzi. Vyslednou gramatiku posle-
me na vstup algoritmu 5.8, ktery ji pfevede do Greibachové normélni formy. a

Definice 5.31

Rekneme, 7#e gramatika G je v redukované Greibachové normdlni formé, pokud neobsahuje e-pravidla a
vSechna pravidla maji tvar A — aa, kde a je terminél a « je bud prazdné slovo, nebo slozené z jednoho ¢i dvou
netermindli (o = € nebo @ = B nebo a = BC).

5.8 Uzavérové vlastnosti CFL

Véta 5.32 PUMPING LEMMA PRO CTFL NEBOLI ,uvwzy“ TEOREM

Necht L je bezkontextovy jazyk. Potom existuji pfirozena ¢isla p, g takova, Ze pro kazdé slovo z € L jazyka
L plati: pokud |z| > p, pak slovo z lze zapsat ve tvaru z = uvway, kde |vwz| < ¢, alespon jedno ze slov v, z je
riizné od prazdného slova € a viechna slova uv'wz'y patif do jazyka L pro kazdé pFirozené i > 0.

Diikaz: Necht G = (N, X, P, S) je gramatika v Chomského normélni formé, kterd generuje jazyk L. Takova
gramatika podle véty 5.18 vidy existuje. Necht k je pocet neterminalii této gramatiky. Polozime p = 2F~1 a
qg=2*

V dal$im vyuzijeme vlastnosti derivacnich stromu pfislusnych gramatikdm v Chomského normélni formé,
které byly zminény v poznadmce 5.21. Vnitini uzly takového stromu maji vidy dva syny, kromé uzli bezpro-
stfedné predchéazejicich listy stromu. Jestlize takovy strom nemé zadnou cestu del$i nez j, pak terminalni fetézec
odvozeny na jeho zékladé ma délku nejvyse 27=1. Strom, z jehoz kazdého uzlu vychazeji pravé dvé hrany a jehoz
kazd4 cesta ma délku pravé j, ma 27 listt. U studovanych derivaénich stromii k tomu p¥istupuje navic okolnost,
ze hrana vedouci do libovolného listu odpovida pravidlu typu A — a. Je tedy pocet listt roven poc¢tu uzli, které
jim bezprostiedné predchézeji. Téch je, jak jiz bylo uvedeno, nejvyse 27=1. I listd je proto nejvyse 29-1.

Jestlize je tedy slovo z € L delsi nez p, existuje v libovolném derivaénim stromu ptislusném k néjaké derivaci
z cesta délky vétsi nez k. Zvolime nyni pevné jeden takovy pevny derivaéni strom 7' a ozna¢me v ném C' jeho
nejdelsi cestu. Protoze ta ma délku vétsi nez k, vyskytuje se na ni jeden neterminal alespon dvakrat. Oznacime
tento netermindl A a vybereme na cesté C' uzly u, us, us téchto vlastnosti (viz obrazek 3):
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Obr. 3: Vybér uzla uy, us, ug v deriva¢nim stromu z gramatiky v CNF

1. Oba uzly ui,us odpovidaji neterminéalu A
Uzel uq lezi bliz kofenu stromu nez us

uz je list

RN

Cesta z u; do uzg ma délku nejvyse k + 1

Uzel uy urcuje ve stromu 7' podstrom 77, ktery méa kofen pravé ui, podobné us urcuje podstrom 75, pricemz
Ty je podstromem T}. Strom T} odpovida levé derivaci néjakého slova z1, které ma délku nejvyse 2%, To z toho
divodu, ze kazda cesta v 77 ma délku nejvyse k + 1. Kdyby totiz existovala v T} cesta delsi nez k + 1, dala by
spolecné s cestou z kotene stromu 7' do u; cestu delsi nez C, coZ je spor s maximalitou cesty C'. Proto |z1| < g.
Strom 75 je podstromem T} a urcuje derivaci néjakého slova, které oznacime w. Slovo z; se pak d4 slozit takto:
z1 = vwz pro néjaka slova v, z. Pravidlo odpovidajic{ hranam vychazejicim z uzlu uy musi byt tvaru A — BC.
Protoze jen po jedné ze dvou hran, které vedou z uzlu u1, muze pokracovat cesta C, d4 se z druhé vétve odvodit
neprazdné slovo ve stromu 7. Proto je alespon jedno ze slov v, z neprazdné. Celkem jsme ukazali, ze

A =5 vAz =7 vwe, (13)
kde |vwz| < q a vz # €. Z toho ovSem plyne, ze také
A =b vAz =% wAre =% - =5 v At =5 viwe! (14)

Kromé toho A =%, w = vOwzl. Celé slovo z se ziejmé d4 zapsat jako z = uvwzy a viechny komponenty maji

pozadované vlastnosti. a
Pravé dokazanou vétu lze pouzit pro dukaz, ze néjaky jazyk neni bezkontextovy, jak ukazuje nasledujici
pifklad.

Piiklad 5.33

Ukazeme, ze jazyk L = {a"b"c":n > 0} neni bezkontextovy.

Predpokladejme naopak, ze L bezkontextovy je. Tedy existuji ¢isla p,q s vlastnostmi uvedenymi v pted-
chazejicim Pumping lemmatu. Zvolme ¢islo k > £. Potom slovo w; = afb*c* je mozno psat ve tvaru uvwzy,
kde vz # € a kazdé w; = uvtwz'z lez{ v L. Protoze ve v8ech slovech v L se symboly a, b, ¢ vyskytuji vyhradné
v abecednim poradku, muze kazdé ze slov v, z obsahovat pouze stejné symboly. Ve slovech w; tedy s rostoucim
1 roste pocet nejvyse dvou symboli, zatimco tfettho symbolu zistava stile stejné mnozstvi. To ale neni v jazyce

L mozné.
Tvrzeni 5.34

L3C Ly C Ly
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Diikaz: Tvrzeni tika, ze L3 je vlastni podtfidou Lo a L2 je vlastni podtiidou £1. Jinymi slovy, existuje bezkon-
textovy jazyk, ktery neni regularni, a existuje kontextovy jazyk, ktery neni bezkontextovy.

V piikladu 2.12 je uveden dikaz, ze jazyk {0"1"} neni rozpoznatelny Zadnym koneénym automatem, a
neni proto regularni. Pfiklad 4.3 ukazuje, Ze je tento jazyk rozpoznatelny zasobnikovym automatem, a je proto
bezkontextovy.

Podle predchoziho pFikladu neni {a™b™c™} bezkontextovy jazyk. Ukdzeme vSak, Ze je kontextovy. Je totiz
generovan nasledujici kontextovou gramatikou:

Xo = X971 Xo—= X173 X1 — aYy
X1 — (1X1Y1 lel — leg leg — YZg
YZg —YZ Y1Y — Y1Y2 Y1Y2 — YY2
YY2 — YY1 ZZl — ZQZl ZzZl — ZQZ
Iod — W7 Y —=b Z —c
kde Xj je pocatecni symbol. a

Véta 5.35
Existuje algoritmus, podle kterého lze ke kazdé bezkontextové gramatice G sestrojit ¢isla m, n takova, ze
L(G) je nekoneény pravé tehdy, kdy7 existuje ¢islo z € L(G) takové, ze m < |z| < n.

Diikaz: Budeme opét predpokladat, ze gramatika G je v Chomského normalni formé, coz mizeme podle véty
5.18. K této gramatice existuji podle  uvwzy“ teorému cisla p, ¢ piislusnych vlastnosti. Polozme m = p a
n=p-+gq.

Jestlize nyni L(G) obsahuje slovo z takové, 7Ze m < |z| < n, lze je psat ve tvaru z = uwvway, kde va # € a
uvlwzly lezi v L(G) pro kaizdé i. To ale znamena, 7e jazyk L(G) je nekoneény.

Je-li naopak jazyk L(G) nekoneény, obsahuje nekoneéné mnoho slov délky vétsi nez p. Z mnoziny téchto
slov vybereme slovo z minimélni délky. Kdyby |z| > p + ¢, aplikujeme na né opét ,uvwzy teorém a mizeme
je psat ve tvaru z = uvway, kde opét v nebo z je neprazdné a |vwz| < ¢ a pfitom wv'wz'y € L(G) pro kazdé
1, tedy 1 pro 7 = 0. Z toho dostdvame vwy € L(G), ale |uwy| < |[uvwzy| a |[uwy| > (p+ q) — ¢ = p, coz je spor
s minimalitou vybéru slova z. a

Uvédomme si, ze pravé dokazana véta umoznuje najit algoritmus, ktery pro kazdou bezkontextovou grama-
tiku rozhodne, zda generuje konecny nebo nekonecny jazyk. Je k tomu ovSem jesté tfeba najit algoritmus, ktery
by pro libovolné slovo w a bezkontextovou gramatiku rozhodoval, zda w € L(G). Pak staci otestovat viechna
slova délky mezi p a p 4+ ¢q. Existence tohoto algoritmu je dokdzana obecnéji pro kontextové gramatiky ve vété

7.4.
Véta 5.36

Trida bezkontextovych jazykd L2 neni uzaviena na operaci pruniku.
Diikaz: Jazyky L1 = {a™b"c¢™:n,m > 1} a Ly = {a™b"c":m,n > 1} jsou bezkontextové. Jazyk L; je naptiklad
generovan gramatikou

S = S5C
S1 — aSib|ab
C — Ccle.

Obdobné lze zkonstruovat bezkontextovou gramatiku generujici jazyk Lo. AvSak jazyk
{a"b"c":n>1} =Ly N Ly
neni podle ptikladu 5.33 bezkontextovy. a

Véta 5.37
Ttida bezkontextovych jazykd Lo je uzaviena na operaci sjednoceni.

Diikaz: Necht Ly a Ly jsou jazyky generované bezkontextovymi gramatikami G; = (N1,Xy, P;,51) a Gy =
(N2, X2, P2, S5). Piedpokladejme, ze N1 N Ny = §, ¢eho? lze vidy dosdhnout vhodnym pFejmenovanim netermi-
nald. Jazyk Ly U L je pak generovan bezkontextovou gramatikou

G = (NlUJVQU{S},21UE2,P1UPQU{S—)Sl,S—)SQ},S).
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Derivace v gramatice G totiz budou vzdy probihat tak, Ze nejprve se vybere bud S — S; nebo S — Ss. Pak uz
bude jisté odvozovani pokracovat pouze podle G1, resp. Ga. O

Véta 5.38
Trida bezkontextovych jazykd L neni uzaviena na operaci dopliku.

Diikaz: Plyne bezprostiedné z de Morganovych pravidel a predchozich dvou vét. Je totiz L1 N Ly = Ly U L.
Kdyby byla tfida £, uzavfena na doplnék, protoze je uzavfena na sjednoceni, musela by také byt uzaviena na
prinik. To vsak neni pravda. a

Véta 5.39
Trida bezkontextovych jazykd L2 je uzaviena na operaci priniku s regularnim jazykem.

Dikaz: Chceme dokézat, ze pokud L € L5 je bezkontextovy jazyk a R € L3 je regularni jazyk, pak LN R € £,
je bezkontextovy.

Necht M = (Q1,%,T,d1,q01, Zo, F1) je zdsobnikovy automat takovy, 7e T(M) = L. Necht dale A =
(Q2,%, 3, qo2, F2) je koneény automat takovy, ze T(A) = R.

Sestrojime zasobnikovy automat M’ = (Q, X, T, 4§, qo, Zo, F'), pFicemz stavy automatu M’ odpovidaji kartéz-
skému soucinu stavi M a A: Q = Q1 X @2, koncové stavy jsou koncové stavy obou automatt: I = Fy x Iy
a pocateéni stav je dan pocatecnimi stavy obou automatti: g0 = [go1, go2]. PFechodové funkce ¢ je ddna tak-
to: §([p, q], @, Z) obsahuje prvek ([r,s],v), pravé kdyz &1 (p, a, Z) obsahuje (r,v) a d2(¢,a) = s. Potom zfejmé
T(M'Y=LNR. |

Véta 5.40
T¥ida bezkontextovych jazyka Lo je uzaviena na iteraci i na uzaveér.

Diikaz: Cheeme ukazat, ze pokud je jazyk L € Lo, pak také L', L* Lt € L.

Vezméme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S), kterd generuje jazyk L. Potom gramatika G; =
(NU{S'}, B, PU{S" — S'},5") generuje ziejmé jazyk L'. Gramatika G4 = (NU{S'}, %, PU{S" — S5}, ")
generuje jazyk Lt a gramatika G, = (N U{S'}, S, PU{S — S5, 5" — ¢},5) generuje jazyk L*. Ve viech
piipadech je S’ novy netermindl neobsazeny v N. a

Véta 5.41
T¥ida bezkontextovych jazyka Lo je uzaviend na operaci zietézeni.

Diikaz: Necht Ly je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou Gi = (N1, 31, Pi, S1) a Ls bud bezkontextovy
jazyk generovany gramatikou G = (N2, Xq, Pa, S2). Zkonstruujeme gramatiku

G = (Nl UNy U {S/}, Y u 22, PiUPyU {SI — 5152}, S/),
ktera ze zfejmych divodu generuje jazyk LiLs a zistava pritom bezkontextova. a

Priklad 5.42
Jazyk
L ={a”b"ta”2b™2...a""b™":m; > 0,n > 0}

je bezkontextovy podle predchozi véty proto, 7Ze je zfetézenim bezkontextovych jazyka LiLs---L,, kde L; =
{a™ib™i:m; > 0},

Piejdeme nyni blize ke vztahu bezkontextovych a regularnich jazykt. Jak znamo, regularni jazyky jsou
podtfidou bezkontextovych jazykh. Pokusime se objevit, ¢im se vyznacuji bezkontextové jazyky, které nejsou
regularni.

Definice 5.43

O bezkontextové gramatice G = (N, X, P, S) fekneme, 7e m4 vlastnost sebevloZeni, jestlize existuje netermi-
nal A € N aslovau,v e (NUX)T tak, ze A =1 udv.

Bezkontextovy jazyk L mé vlastnost sebevloZeni, jestlize kazda gramatika, ktera ho generuje, ma vlastnost
sebevlozeni.
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Véta 5.44
Bezkontextovy jazyk ma vlastnost sebevlozeni pravé tehdy, kdyz neni regularni

Dikaz: =»: Je-li jazyk regularni, pak ho lze generovat regularni gramatikou. Zadna regularni gramatika vsak
vlastnost sebevlozeni nema, proto ani zadny regularni jazyk nemé vlastnost sebevlozeni.

<: Necht naopak je jazyk L generovany néjakou bezkontextovou gramatikou, kterd nema vlastnost sebevlo-
zen{. Tuto gramatiku mtzeme transformovat do Greibachové normalni formy. Pfi proceduréich s tim spojenych
nemuzeme vlastnost sebevlozeni pridat, pokud v gramatice predtim nebyla obsazena. Oznacme nyni n pocet
netermindala transformované gramatiky a d maximalni délku pravé strany pravidla. Ukédzeme, ze pti libovolné
levé derivaci podle G se v zadném Tetézci nemuze vyskytovat vice nez nd neterminéald.

Piedpokladejme, ze je to naopak mozné. Tzn. existuje Fetézec «, pro ktery S =* a je leva derivace a «
obsahuje vice nez nd neterminalt. Uvédomme si, 7e leva derivace podle gramatiky v Greibachové normalni formé
zarucuje, ze fetézec a se di rozepsat jako a = x3, kde x € ¥* je terminalni fetézec a B8 € N* je neterminélni
Fetézec.

Protoze pfi kazdém kroku derivace pfibude ve slové o nejvys d — 1 novych neterminél, ma ve stromu
popisujicim levou derivaci « cesta od kofene k tomu listu, ktery je nejlevéjsim neterminélem «, délku vétsi nez
n. Dokonce 1 vrcholi, ze kterych vychazeji alespon tfi hrany, je na této cesté vice nez n. To znamena, ze alespon
dva z téchto vrcholi musi byt ohodnoceny tymz neterminalem A. Z toho vSak odvodime, ze existuje derivace
A =* uAv, kde u i v jsou neprizdné fetézce, coz je spor.

V kazdém kroku levé derivace se v fetézci o vyskytuje nejvyse nd neterminali, které navic tvori souvisly fetéz
na pravém kraji slova a. Muzeme proto simulovat vsechny levé derivace v této gramatice jinou gramatikou, ve
které budou vsechny nd-tice pivodnich neterminéld figurovat coby neterminaly. Forméalné gramatiku zapiseme
takto: G’ = (N', X, P', 5'), kde mnoZina neterminéli N/ je tvofena témito prvky: N/ = {(a): @« € N*Ala| < nd}.
Startovni netermindl bude S’ = (S) a pravidla P’ vytvoiime takto: pro kazdé pravidlo z P tvaru A — ba, kde
a € N* (gramatika je v Greibachové normalni formé), a pro kazdé slovo g € N* takové, 7e |af| < n, bude
P! obsahovat pravidlo (Af) — b(afB). Pak ziejmé L(G') = L(G), a pfitom je G’ reguldrni gramatika. Proto je
jazyk L regularni. a

Priklad 5.45
Jazyk generovany gramatikou

S — aSb|aS | Sh|e,

tedy {a*b*}, je reguldrni, protoze vyse uvedend gramatika nem4 vlastnost sebevloZeni.

6 Deterministické ZA a CFL

Uvedeme nyni kratce problematiku deterministickych zasobnikovych automatid a deterministickych bezkontex-
tovych jazyki. Jde o velmi dilezitou tiidu jazykt, kterd ma své uplatnéni pfi syntaktické analyze. Nékteré jeji
specialni ptipady a vlastnosti jsou obsahem druhé ¢asti této prednasky, ktera se zabyva vyhradné syntaktickou
analyzou.

6.1 Deterministické ZA

Definice 6.1

Zdsobnikovy automat M = (Q,X, T, 0, qo, Zo, F') nazveme deterministicky (DZA), jestlize plati:

Je-li §(q,¢,7) # 0, tedy neprdzdnd mnozina, je pro kazdy terminéln{ symbol d(q,a, Z) = @, tedy prazdné.
Déle, libovoln4 mnozina, kterd je vysledkem funkce & v jakémkoli bodé defini¢nfho oboru, mé nejvyse 1 prvek.

Poznimka 6.2

Analogicky obycejnému zdsobnikovému automatu lze definovat u deterministického ZA akceptovani slov
koncovym stavem 1 prazdnym zasobnikem. U DZA vsSak nejsou jazyky akceptované koncovym stavem, pravé
kdyz jsou akceptovany prazdnym zasobnikem.
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Priklad 6.3

Jazyk L = {w € {a,b}*: w obsahuje stejny pocet symboli a jako b} je rozpoznatelny DZA koncovym sta-
vem, ale neni rozpoznatelny prazdnym zasobnikem zadného DZA.

Sestrojime nejprve DZA, ktery pfijima jazyk L koncovym stavem. Necht

M = ({p,q},{a,0},{Z, A, A", B, B'},d,p, Z,{p})

a prechodovou funkci definujeme takto:

o(p,a,Z) = (¢, A'Z

§(p,b,2) = (q,BZ

6(¢,a,B) = (¢,¢ (g, 0,A) = (q,¢)
6(¢,a, B') = (p, ) 6(q,b,A") = (p,e)
8(¢,a,A) = (q,AA) 6(¢,b, B) = (¢, BB)
6(g,a, A"y = (¢, AA")  6(q,b,B') = (¢, BB)

M je zfejmé deterministicky zasobnikovy automat a béhem vypoctu vede evidenci o rozdilu poctu symbolu a
a symboli b, které doposud precetl. Jestlize pfevlada symbol a o n vyskyth, pak zasobnik obsahuje pocatecni
symbol, nad nfm A’ a nad nfm n — 1 symboli A. Podobné je tomu u b. Carkované symboly signalizuji, ze pocet
vyskyta se lisi o jednicku, takze vidy v okamziku, kdy se bilance vyrovnava, muze automat prejit do stavu p.

Muzeme také dokazat, ze jazyk L neni rozpoznatelny zadnym deterministickym zasobnikovym automatem
prazdnym zasobnikem. Deterministicky zasobnikovy automat totiz koné¢i vypocet vidy ve chvili, kdy je prazd-
ny zasobnik, a nemlze v tomto pitipadé pokracovat ve vypoctu. Kdyby néjaky automat rozpoznaval jazyk L
prazdnym zasobnikem, musel by mit prazdny zasobnik po precteni slova abba. Avsak slovo abbaba je také slovem
jazyka L, ale automat jej nemiize rozpoznat, protoze po precteni abba nemuze pokracovat ve vypoctu.

Véta 6.4

Ke kazdému deterministickému zasobnikovému automatu M; existuje deterministicky zasobnikovy automat
M, takovy, ze N (M) = T'(My).

Existuje regularni jazyk, ktery neni rozpoznatelny deterministickym zasobnikovym automatem prazdnym
zésobnikem.

Dukaz: Automat M, dostaneme z M; stejnym zplsobem, jako tomu bylo v nedeterministickém pripadé—viz
dikaz véty 4.4.
Piiklad takového regularniho jazyka je {a, aa}, coz l1ze zdivodnit stejné jako v predchozim pFikladu. a

Definice 6.5
Jazyk L nazveme bezprefizovy, pokud existuje deterministicky zdsobnikovy automat, ktery ho rozeznava
prazdnym zasobnikem.

Definice 6.6
Jazyk L nazveme deterministicky bezkontextovy, pokud existuje deterministicky zasobnikovy automat, ktery
ho rozeznava koncovym stavem.

Dusledek 6.7
Ttida bezprefixovych jazykt je vlastni podtiidou deterministickych bezkontextovych jazyki, které jsou pod-
tiidou (zatim nevime, zda vlastni) bezkontextovych jazykd.

6.2 Uzavérové vlastnosti deterministickych CFL

Véta 6.8
Trida deterministickych bezkontextovych jazyki je uzaviena na operaci priniku s regularnim jazykem.

Diikaz: Potfebujeme dokazat, ze pokud je L deterministicky bezkontextovy jazyk a R regularni, pak L N R
je také deterministicky bezkontextovy jazyk. Dukaz lze vést obdobné jako v pfipadé nedeterministickém, tedy
zkonstruujeme zasobnikovy automat M’ ze zésobnikového automatu M a koneéného automatu A takovych,
ze T(M) = L a T(A) = R. Konstrukce probéhne stejné jako v diikazu véty 5.39. Automaty M i R byly
deterministické, proto také automat M’ bude deterministicky a bude rozeznavat jazyk L N R. a
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Véta 6.9
Trida deterministickych bezkontextovych jazyka neni uzaviena vzhledem k operaci priuniku.

Dukaz: Za usvédcujici priklad mohou slouzit stejné jazyky, které jsme pouzili v dukazu véty 5.36. Jde o jazyky
Ly ={a™"c¢™:n,m > 1} a Ly = {a™b"c™:m,n > 1}, které jsou deterministické bezkontextové. Jejich prinik
{a”b"c":n > 1} vSak neni ani bezkontextovy, natoz pak deterministicky bezkontextovy. a

Véta 6.10
Deterministické bezkontextové jazyky jsou uzavieny na operaci dopliku.

Dikaz: Necht M = (Q,X%,T,9, q0, Zo, F) je deterministicky ZA a T(M) = L. Chceme ziskat deterministicky
ZA, ktery rozeznava doplnék jazyka L. K tomu vSak nestac¢i pouze zménit automat M tak, ze se nahradi cilova
mnozina F' mnozinou @ \ F. Tento zpisob jsme bez problému pouzili u koneénych automati—viz dikaz véty
3.4. Zde narazime na potize:

(1) M nemusi béhem vypoctu nad urcitym vstupnim slovem nikdy dojit az na konec slova, a to bud

(1a) proto, 7e se dostane do situace, kdy dalsi krok neni definovén, tj. kdyZ se zcela vyprazdni zdsobnik,
nebo

(Ib) proto, ze se dostane do cyklu, p¥i kterédm automat pfepracovava obsah zasobniku, ale dél4 jen e-kroky,
tj. nepozaduje dalsi vstupni symbol.

Jestlize se automat nedostane na konec slova, slovo neni pfijato. Pfi pouhém prohozeni pfijimajicich a
nepiijimajicich stavi se nové vznikly automat opét nedostane na konec slova a toto slovo opét nebude
piijato.

(2) Po zpracovani urcitého slova miize automat udélat nékolik e-krokt, pii kterych se dostane do koncovych
1 nekoncovych stavi. V tom pripadé je slovo pfijato puvodnim i transformovanym automatem.

Musime tedy prekonat obé obtize. K pfekonani prvni z nich si pomtizeme nasledujicim lemmatem.

Lemma 6.11 O POKRACUJfCIM AUTOMATU

Ke kazdému deterministickému zasobnikovému automatu M existuje deterministicky zasobnikovy automat
M’ takovy, ze T(M') = T(M) a M' vidy projde celé vstupni slovo.

Dukaz: Nejprve pozménime automat M tak, ze do zdsobnikové abecedy pridame novy symbol Zi, ktery bude
pocatecni. Na pocatku vypoctu bude tento symbol vloZzen na dno zdsobniku. Potom nechdme na dno polozit
pocatecni symbol pivodniho automatu a automat se chova stejné jako ptvodni automat M. Jestlize se puvodni
automat M zastavil proto, ze jeho zdsobnik byl prazdny, novy automat bude mit stale jesté symbol Z; na dné
zésobniku. Vytvoirime tedy novy stav K, do kterého nechdme automat ptejit v pripadé, ze zbyde na dné pouze
Zy. V tomto stavu bude automat zustavat, v zasobniku bude neustale pouze symbol Z; a automat bude takto
¢ist libovolny symbol vstupu. Dostane se tak do stavu K (nékdy nazyvany mrtvy stav), kdy celé vstupni slovo je
prectené, a tedy toto slovo zlistava zcela spravné nepfijato ani novym automatem, protoze K neni stav koncovy.
Nenastane tedy situace popsané v bodé (1a).

Zbyva vytesit pripad (1b), tj. pfipad nekoneéné posloupnosti e-kroki. Takové situace je mozno rozdélit
na dva druhy: (i) zdsobnik béhem nekoneéné posloupnosti e-krok neomezené roste, nebo (ii) zdsobnik nikdy
neprekroci urc¢itou maximalni délku. Prozkouméame tedy oba druhy situaci.

Pripad (i): Necht se tedy automat dostane do nekoneéného cyklu, ve kterém vykonava pouze e-kroky, a
necht béhem tohoto cyklu délka zésobniku pferoste vechny meze. Oznacime: s = |@Q| pocet stavi, ¢t = |T'| pocet
zasobnikovych symbolt a

_ ) 7)) = / —1
r pE%l%)%F{|7| (p,ef, ) (P;'Y)}

maximaln{ pocet symbolu, o néz se béhem jednoho e-kroku miize zvétsit zasobnik. Ukdzeme nasledujici tvrzeni:
Zasobnik neomezené poroste a bude nadale vykonavat pouze e-kroky, pravé kdyz se béhem néjaké neprerusované
posloupnosti e-kroku zvétsi o vice nez rst symbola.

= Jestlize roste zasobnik nade vSechny meze, pak pochopitelné pfekroci i ¢islo rst.

<: Pokud obracené béhem néjaké nepretrzité posloupnosti e-krokt se zasobnik zvétsi o vice nez rst symbolt,
pak z této posloupnosti lze vybrat vice nez st konfiguraci takovych, ze pii pfechodu od jedné k nésledujici
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zasobnik nikdy neklesne zpét na Groven poctu symbold, kterou mél v prvni zminéné konfiguraci. Mezi vybranymi
vice nez st konfiguracemi existuji alespon dvé, které se shoduji vnitfnim stavem i vrchnim symbolem zéasobniku.
Oznacime tyto konfigurace k1 a ks. Protoze tyto konfigurace jsou vlastné identické a automat je deterministicky,
bude se po dosazeni konfigurace ko chovat stejné, jako kdyby pokracoval z k1. Automat tedy bude stale cyklicky
vykonavat pouze e-kroky, a jeho zasobnik pfitom poroste nade vSechny meze.

Staci proto modifikovat automat M tak, ze do konecné paméti se zabuduje ¢éitac, ktery mize nabyvat hodnot
mezi 0 a rst. Tento ¢itac se vynuluje vzdy po precteni nového vstupniho symbolu, zvétsi ¢i zmensi se po provedeni
e-kroku o hodnotu, o kterou se zménila velikost zasobniku, a misto zapornych ¢isel nabyva stale hodnoty 0.
Jestlize by mél tento ¢ita¢ presdhnout hodnotu rst, pfejde do mrtvého stavu, ve kterém precte zbylé vstupni
symboly a slovo nepfijme. Takto modifikovany automat se nedostane do nekoneéného e-cyklu (1b), pFipad (i)
zasobniku rostoucfho nade vSechny meze.

Pripad (ii): Necht M vykonéava posloupnost e-kroki, pti které vyska zasobniku nepiesdhne urcitou hranici.
Podle toho, co jsme dokazali, nikdy béhem této posloupnosti nevzroste zasobnik o vice nez rst symbolt. Jestlize
vsak automat vykonava neptetrzitou posloupnost e-krokt, pfi které zasobnik nikdy neklesne pod uréitou hranici
h a nikdy nad tuto hranici nevzroste o vice nez rst symbolt, potom nejpozdéji za

S(t + 1)rst

taktt se dostane do cyklu. Béhem té doby se totiz musi dostat alespon do dvou konfiguraci shodujicich se ve
vnitfnim stavu automatu a v obsahu zasobniku nad hranici h.

Potiz typu (1b) (ii) lze proto obejit dalsi modifikaci automatu M, kterd spocivé v zarazeni nového koneéného
¢itade, ktery miize nabyvat hodnot od 0 po s(t + 1)"*. Tento &ita¢ nazveme pro rozliseni ¢itac2. Citac2 se
vynuluje, kdykoli se prvotni ¢itac vynuluje nebo klesne na hodnotu 0. Po dobu, kdy prvotni ¢ita¢ nabyva
nenulové hodnoty, se hodnota ¢itace2 v kazdém taktu zvétsi o 1.

Takto modifikovany automat opét simuluje automat M. Pouze v piipadé, ze néktery z citach ,pretece®,
pFejde automat do mrtvého stavu, ve kterém precte cely zbytek slova, aniz by ho piijal. Citace 1ze implementovat
tak, Ze stavy @ nahradime kartézskym soucinem @ x [0, max], kde [0, max] je pFislusny interval pfirozenych
Cisel, ve kterém se pohybuji hodnoty ¢itace. Pfechodovou funkci pak lze upravit tak, ze zaznamenéva do druhé
komponenty stavu (¢itace) piislusné hodnoty podle pravidel, kterd jsme pro ¢itace uvedli.

Popsany automat je hledanym automatem M’. Tim je dok4zano lemma 6.11 o pokracujicim automatu. O

dokonceni dikazu véty 6.10: Zbyva odstranit obt{z (2), pfi které automat pfechézi po precteni celého vstup-
niho slova pomoci e-krokt mezi koncovymi i nekoncovymi stavy. Pfedpokladejme, ze automat M ma jiz odstra-
nénu kompletné obtfz (1) podle predchoziho lemmatu. Vytvoiime automat M = (Q, %, T, 4, g, Zo, F) takovy,
ze T(M) = X* \ L. Definujeme stavy Q = Q x {p, n, f}, koncové stavy ' = Q x {f} a pocatecni stav

q_O — [QOap]a pOkUd qo0 € F
[qu TL], pOkUd qo ¢ F

Automat M simuluje vipoéet automatu M, pficemz prvni slozka vidy odpovida staviim M. Pfitom automat
M uchovava informaci o tom, zda od poslednfho pfecteni vstupniho symbolu prosel automat M koncovym
stavem ¢i nikoli. Pokud prosel, je druhé slozka stavu rovna p, jestlize neprosel, je tato slozka rovna n. Teprve
v okamziku, kdy M nemiize ucinit dalif e-krok, provede M jeden e-krok navic. P¥i tomto kroku nezménf prvnf
slozku svého stavu, pouze mize ptipadné zménit druhou slozku svého stavu na f. Tuto zménu miZe provést
pouze u stavi, jejichz druhé slozka je n. Formalné,

1. necht §(¢,a,Z) = (¢',%) je pfechod automatu M. Potom pro stavy typu f a p plati

Sl f.0.2) =8l a2y = {12207 PO

2. necht d(q,¢,7) = (¢',7) je pfechod automatu M. Potom pro stavy vsech typu plati

§(lg,p) e, 2) = (ld,p),7)

Stanen) = {00 ey e

3([g, fl,e,Z) je definovano libovoln&
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3. necht d(q,¢,Z) = 0 v automatu M. Potom zavedeme
§([g.n),e, 2) = (la, f1, 2).

M tedy vstoupi po pfecteni n symbolt do koncového stavu pravé tehdy, kdyz zjisti, 7e se M nedostal do
koncového stavu ani pfi ¢teni n-tého symbolu ani v zddném dal§im e-kroku. M proto skute¢né prijimé jazyk
¥*\ L, a pritom je deterministicky. a

Dusledek 6.12

Vime, ze tfida bezkontextovych jazykia neni uzaviena na doplnék, ale deterministické bezkontextové jazyky
jsou uzaviené na doplnék. 7 toho vyvozujeme, ze deterministické bezkontextové jazyky jsou vlastni podttidou
bezkontextovych jazyku.

Piiklad 6.13

Jazyk L = {a'bic*:i # jV j # kVi# k} je bezkontextovy jazyk, ktery viak neni deterministicky. Bezkon-
textovou gramatiku generujici L lze sestrojit snadno. Kdyby viak byl L deterministicky, musel by také byt L
deterministicky a tim spise bezkontextovy. Protoze bezkontextové jazyky jsou uzaviené na prinik, byl by v tom
pifpadé také jazyk LN {a*b*c*} bezkontextovy. Jde vsak o jazyk {a"b"c"}, o kterém jiz vime, ze bezkontextovy
nenfi.

Duisledek 6.14
T¥ida deterministickych bezkontextovych jazyki neni uzaviena na operaci sjednocent.

Diikaz: Kdyby byla uzaviena na sjednoceni, byla by na zakladé véty 6.10 a de Morganovych vzorcii uzaviena i
na prinik, coz neni, jak vime z véty 6.9. a

7 Kontextové jazyky

V prvni kapitole byla uvedena Chomského hiearchie jazykia. U kontextovych jazykt jsou uvedeny dvé definice
s poznamkou, 7e jsou ekvivalentni. Gramatiky definované témito dvéma definicemi se jisté nekryji, ale generuji
stejné jazyky.

Definice 7.1
Gramatikam, jejichz vSechna pravidla jsou tvaru a — f, kde |a| < |3|, budeme Fikat monotdnni.
Gramatiky, jejichz vsechna pravidla jsou tvaru a; Aas — a1fasy, budeme nazyvat kontextové.

7 definice je zfejmé vidét, ze vSechny kontextové gramatiky jsou také monoténni. Nasledujici véta uvadi, ze
naopak ke kazdé monoténni gramatice existuje kontextovy ekvivalent.

Véta 7.2
Ke kazdé monoténni gramatice existuje s ni ekvivalentni kontextova gramatika.

Diikaz: Vezméme monoténni gramatiku G. Vytvoiime z ni gramatiku, jejiz pravidla budou bud obsahovat
neprazdné netermindlni fetézce na obou stranach, nebo jediny netermindl na levé strané a jediny terminél a
pripadné € na strané pravé. Takové gramatice se tikd separovand.

Vezméme tedy kazdé pravidlo & — j3, které dané podminky nespliiuje. Je-li 8 # €, pak vyskyt terminélu z na
obou stranich pravidla nahradime novym neterminalem Z a pfidame pravidla  — z pro pfislusné terminalni
symboly. Pokud § = &, provedeme tutéz operaci s levou stranou « pravidla a € na pravé strané nahradime
specidlnim neterminédlem £. Ptiddme pak dalsi pravidlo Z — £. Tato gramatika je ekvivalentni ptvodni, je
separovana a navic ji zistala zachovidna monoténnost.

Vezméme nyni kazdé pravidlo monoténni separované gramatiky Ay -+ A, — Bi--- By pro m < n, které
nema tvar pozadovany po kontextové gramatice. Odstranime je tedy a nahradime pravidly

A1A2-~~Am — 01A2~~~Am
01A2A3 <. 'Am — 0102143 e 'Am
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Cl"'cm—lAm — Cl"'cm—lcmBm+1 Bn
Cl"'Cm—lcmBm+1"'Bn — Cl"'Cm—leBm+1"'Bn

CiBy---B, — BiBy---By,

kde (4, ...Cy, jsou nové pridané netermindly, v zddnych jinych pravidlech se nevyskytujici. Vyslednd gramatika
je kontextova pri zachovani generovaného jazyka. a

Poznamka 7.3
I pro kontextové jazyky byl nalezen vypocetni formalismus, ktery odpovida pravé jim. Jmenuje se linedrni
omezeny automat (LBA).5 Jazyky prijimané LBA jsou pravé kontextové.

Kontextové jazyky jsou podtiidou t¥idy vSech rekurzivnich mnozin. Existuje totiz algoritmus, s pomoci
kterého lze ovérit, zda dané slovo do jazyka generovaného néjakou kontextovou gramatikou patii ¢i nikoli. U
Jazykl typu 0 to jiz neni mozné.

Véta 7.4
Existuje algoritmus, ktery pro kazdou monoténni gramatiku G a libovolné slovo w rozhoduje, zda w € L(G).

Diikaz: Necht G = (N, X, P, S) je monoténni gramatika. Pro libovolnd dvé slova u, v lze po koneéné mnoha
krocich ovéfit, zda u = v. Staci totiz vyzkouset vSechny mozné aplikace pravidel z P na u.

Pro libovolné slovo w € X* existuje jen koneéné mnoho slov wy,...,w, € (N U X)*, kterd maji délku
mensi nebo rovnu slovu w: |w;| < |w|. Protoze G je monoténni, musi se kazda derivace w v této gramatice
skladat vyhradné ze slov vybranych z wq, ..., w,. Z téchto slov lze utvofit jen konec¢né mnoho posloupnosti bez
opakovani prvki, a o kazdé z nich lze ovéfit, zda je derivaci slova w se zacdtkem v S. Na posloupnosti bez
opakovani se mtizeme omezit proto, ze v miniméalnich derivacich k opakovan{ nedochazi.

Staci tedy prohledat vSechny posloupnosti bez opakovan{ vytvofené ze slov w, . . ., w,. Pokud néktera z nich
je derivaci slova w, potom w € L(G), jinak w &€ L(G). O
Véta 7.5

Existuje rekurzivni jazyk, ktery neni kontextovy. (Kontextové jazyky jsou vlastni podtiidou rekurzivnich
mnozin.)

Diikaz: Zkonstruujeme dany jazyk tzv. Cantorovou diagondlni metodou. Princip konstrukce se opira o fakt, ze
vsech slov libovolné abecedy ¥* je spocetné mnoho, stejné jako véech moznych kontextovych gramatik. Mazeme
tedy usporadat slova ¥* do nekonecné posloupnosti z1,...,z;, ... a véechny kontextové gramatiky usporadame
také do posloupnosti G1,..., Gy, ... Pro kazdou gramatiku G; existuje podle pfedchozi véty algoritmus, ktery
rozhoduje o pFislugnosti libovolného slova do jazyka této gramatiky. Definujeme nyni jazyk L = {z;:2; € L(G;)}.
Jde tedy o mnozinu takovych slov z;, ktera nejsou akceptovana gramatikou Gj;.

Mtuzeme jisté sestrojit algoritmus, ktery rozhodne, zda libovolné slovo w patii do jazyka L. Staci totiz najit
index i slova w = x; a podle predchozi véty zjistit, zda x; € L(G;). AvSak jazyk L neni generovin zaddnou
kontextovou gramatikou, protoze od jazyka kazdé kontextové gramatiky G; se lisi v akceptovani slova z;. O

8 Turingovy stroje
Uvedeme nyni vypocetni formalismus zvany Turingiv stroj. Je to nejsilnéjsi vypocetni mechanismus, jaky zname.

A. Church napf. tvrdi, ze libovony proces, ktery lze intuitivné nazvat algoritmem, se da realizovat na Turingové
stroji (tzv. Churchova teze). Turingliv stroj mé svoji zdkladni podobu a dale nékolik modifikaci.

5Nebyl na prednaskéich detailné rozebirdn a neni ani soudsti stdtnicovych otdzek.
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8.1 Zakladni model TS

;;;;;;

pdsky rozdélené na policka. V kazdém policku muze byt zapsan symbol z jisté konec¢né abecedy, nebo policko
miuze byt prazdné. Paska je alespon v jednom sméru nekonecna. Turingiv stroj se miize v kazdém vypocetnim
kroku posunout po pasce o jedno policko doprava nebo doleva a pfitom ménit obsah policka, na kterém se
pravé nachézi, a vnitini stav jednotky. Zmény obsahu policek i pohyb po pasce zavisi jednak na obsahu ¢teného
policka, jednak na vnitinim stavu #idici jednotky.

Definice 8.1
Turingiv stroj (TS) je systém T = (@, %, T, B, d, qo, I) s nésledujicim vyznamem jednotlivych komponent:

() — mnozina stavt
Y. — vstupni abeceda
I' — pdskovd abeceda

B € I' — interpretujeme jako prdzdny symbol, tedy ze na daném policku pasky neni zaddny symbol; dale pred-
pokldddme, ze ¥ C T\ {B}

d — (parcidlni) prechodovd funkce; 6:Q x T'— @ x (I'\ {B}) x {L, R}
go — pocdtecni stav
F — mnozina koncovych stavu

Pfechodovou funkci interpretujeme tak, ze pokud (¢, z) = (¢', 2',d), potom ve stavu ¢ a se symbolem z na
aktualnim policku pfejde Turingiv stroj do stavu ¢’, pfepise aktuélni policko symbolem z’ a posune se doleva,
pokud d = L, nebo doprava, pokud d = R.

Definice 8.2

Konfiguraci Turingova stroje T' = (Q, X, T, B, 4, go, F) budeme nazyvat kazdou trojici (¢, a, 1) takovou, ze
q € Q je stav, a € (T'\ {B})* je slovo na pésce a i € N je pofadi symbolu ve slové a, které pravé TS cte.
Pozadujeme, aby 1 < i < |a|+ 1.

Definice 8.3
Na mnoziné konfiguraci Turingova stroje T definujeme relaci - vypocetniho kroku takto:
(q,A1-~~An,i)|_(p,A1~'~Ai 1AAZ'+1 n,Z-I-].
(q,A1~~~An,i)|_(p,A1~~-AZ 1AAZ+1 ] 1

(¢, A1 - Ap,n+ 1) F (p, Ay - AAn-|-2

(¢, A1 - Ap,n+ 1) F (p, Ay - - AyAsn

) pokud d(¢q,4i) = (p,A,R) prol<i<n
) pokud (¢, 4;)=(p, A, L) pro2<i<n
) pokud d(¢,B)= (p,A,R) pron>1
) pokud d(¢,B)=(p,A,L) pron>2

Relace F*, resp. FT, jsou tranzitivnim a reflexivni, resp. reflexivnim, uzavérem relace .

Poddtecni konfiguraci je kazda konfigurace (g, w, 1), kde w € X* je vstupni slovo. Koncovou konfiguraci je
kazda konfigurace (¢, a, ), kde ¢ € F je koncovy stav.

Rekneme, ze Turingtiv stroj 1" piijimd slovo w, jestlize (qo, w, 1) F* K pro n&akou koncovou konfiguraci K.
Oznacujeme mnozinoveé

pHjim&(T) = {w:w € ¥, (qo,w, 1) F* (¢, ,1),q € F'}.

Rekneme, ze TS zamitd slovo w, pokud (g0, w,1) F* K pro né&jakou nekoncovou konfiguraci K a neexistuje
konfigurace K’ takovd, ze K F K'. MnoZzinovy zapis:

zamitd(T) = {w: w € ¥*, (g0, w, 1) F* (¢, ,1),¢ € F,-3IK": (¢, ,1) F K'}
Rekneme, ze TS cykli na slové w, pokud ho nepfijim4 ani nezamita:
cykli(T) = %\ (pFijima(T) U zamita(T))

Jazyk rozpozndvany (pFijimanyg) Turingovym strojem T je mnoZina slov, které pfijim4; znacime také L(T) =
pfijim4(T). Pokud cykli(T) = 0, fekneme, ze Turingtiv stroj T' rozhoduje jazyk L(T).
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Véta 8.4 TURINGOVA
Problém zastaveni Turingova stroje je nerozhodnutelny.

Diikaz: Je tfeba si uvédomit, ze rozhodnutelnost v nasem smyslu znamené existenci Turingova stroje Fesictho
dany problém.

Piedpokladejme nejprve, ze existuje Turingtv stroj A, ktery umi rozhodovat, zda dany Turingiv stroj se
zastavi pro dané slovo. Je tfeba zakédovat Turingovy stroje do néjaké podoby citelné strojem A. Pro Turingtv
stroj M oznac¢ime tento kéd d(M).

Ze stroje A nyni zkonstruujeme Turingtv stroj B timto zptisobem. Necht vstupem stroje B je pouze za-
kédovany Turingtiv stroj d(M). Pak stroj B uvnitf simuluje praci stroje A tak, ze mu posle svij vstup d(M)
zdvojeny. Jestlize stroj A tento vstup akceptuje (to je pravé tehdy, kdyz Turingiv stroj M necykli pro vstup
d(M)), necht stroj B se zacykl{. KdyZ naopak A zamitne tento vstup (tedy M cykli pro vstup d(M)), necht stroj
B necykli a skonéi (nezdlezi, zda pfijetim nebo zamitnutim). Turingiv stroj B lze jisté sestrojit za pfedpokladu
existence stroje A.

Zkusme si nyni pFedstavit, jak zareaguje stroj B na vstup d(B). Jestlize B necykli pro vstup d(B), pak A
reaguje na vstup slozeny z dvojndsobného d(B) pfijetim. Potom se ale B zacykli. Naopak, pokud B cykli pro
vstup d(B), A zamitne vstup d(B)d(B), a proto se B nezacykli. Dostdvdme tak spor. 0

8.2 Neékteré modifikace ziakladniho modelu TS

Modifikace Turingova stroje se daji rozdélit na jeho rozsifeni a zGzeni. V prvnim pifipadé tedy davame stroji
vice moznosti a variant vypoctu, ve druhém jsou tyto moznosti omezovany.

Rozsiteni Turingova stroje. Uvedeme Turingiv stroj s oboustranné nekoneénou péskou, k-paskovy Turin-
glv stroj, Turingtv stroj s dvourozmérnou paskou a nedeterministicky Turingtv stroj.

Definice 8.5

Turinguv stroj s oboustrané nekonecnou pdskou se 1isi od zdkladniho modelu tim, ze posledni slozka ¢ konfi-
guraci (¢, @, i) mize nabyvat hodnot z oboru celych ¢isel. Pfechodova funkce se této situaci pFizplsobi tak, ze
na levém kraji slova a se chova stejné jako na pravém kraji, tedy muze se timto smérem také rozsifovat.

Véta 8.6
Libovolny vypocet kazdého Turingova stroje s oboustrané nekonec¢nou paskou lze simulovat na zakladnim
modelu Turingova stroje.

Diikaz: Za paskovou abecedu vezmeme misto I' mnozinu IV = T x ([ U{@}), kde @ ¢ T'. Z oboustrané nekonecné
pasky

A—m A—m+1 e A—l AO Al e An—l An

sestavime jednostrané nekonecnou péasku s abecedou I':

Ay A, .. ... A
0 Ay .- A_, B

3

Definice 8.7
k-pdskovy Turingtiv stroj je Turingtv stroj, ktery je schopen ¢ist k raznych pasek na riznych mistech, tedy
mé celkem k tzv. ctecich hlav. VSechny tyto pasky jsou jednostrané nekonecné.

Véta 8.8
Libovolny vypocet k-paskového Turingova stroje lze simulovat zdkladnim modelem Turingova stroje.

Diikaz: Simulujeme tzv. Sirokou péskou
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B ... X
All Ali
B ... ... X
Agr oo e Ay

Specidlni symboly B’ a X majf ten vyznam, Ze na kazdé pasce v misté, na niz se nachézi hlava, je symbol X a
na ostatnich mistech této pasky je symbol B’. a

Poznidmka 8.9
Existuje také rozsiteni Turingova stroje na dvourozmérnou pasku. I tento model se da simulovat zakladnim
modelem Turingova stroje.

Definice 8.10
Nedeterministicky Turinguv stroj se od zakladniho modelu lisi svou pfechodovou funkci. Jeji obor hodnot je
mnozina vech podmnozin @ x (I'\ {B}) x {L, R}.

Véta 8.11
Libovolny vypocet kazdého nedeterministického Turongova stroje se da simulovat zédkladnim modelem Turin-
gova stroje.

Diikaz: Pouzijeme t¥i pasky, které se podle pfedchoztho daji simulovat zdkladnim modelem: (1) pro vstupni
slovo, (2) pro prohleddvani vypocetniho stromu do sifky a (3) pracovni. a

Je tedy vidét, ze kromé ,syntaktického cukru“ jsme zddnym rozsitenim Turingova stroje nedosdhli vétsich
vypocetnich moznosti.

Zuzeni Turingova stroje. Existuje tzv. koneény stroj se zdsobnikem, ktery se nemize pohybovat po pésce
libovolné jako Turingiv stroj. Vezmeme-li vS8ak takovy konecny stroj se dvéma zasobniky, 1ze jim simulovat
Turinguv stroj tak, ze jeden zasobnik pouzijeme na ¢ast pasky od hlavy vcetné vpravo a druhy zasobnik na cést
pasky od ¢teci hlavy vlevo. Pouziva se také tzv. konecny stroj s frontou, u néhoz vsak muze dojit k zacykleni.

Definice 8.12
Pocéitadlo je stroj, ktery v kazdé chvili nabyva hodnoty z mnoziny pfirozenych cisel a rozeznava symboly inc
pro zvyseni hodnoty o 1 a dec pro snizeni hodnoty o 1.

Lemma 8.13
Kaizdy zdsobnik lze (realizovat) simulovat pomoci dvou pocitadel.

Diikaz: Necht T je zdsobnikovd abeceda. Oznaéime k = |T'| + 1 a oéislujeme vSechny zdsobnikové symboly takto:
' ={z,22,...,25-1}. Potom z4sobnik

| zil v Z;

m

s vrcholem na m-tém misté budeme reprezentovat ¢islem
G =k % + kY 4+ BT

Operaci j mod k zjistime, co je na vrcholu zésobniku, operaci j div k tento vrchol odstranime a konecné operaci
kj 4+ r pfidame prvek z, na vrchol zasobniku. Pravé kvili ndsobeni je nutno pfidat druhé pocitadlo. a

Dusledek 8.14
Turingiv stroj lze simulovat konecnym strojem se ¢tyfmi pocitadly.

Lemma 8.15
Ctyti poéitadla lze simulovat s pomoct dvou poéitadel.
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Diikaz: Stav (i, j, k, 1) ¢tyf pocitadel prevedeme na stav 2¢375*7! jednoho poéitadla. Kviili operacim nasobeni a
déleni je vsak potfeba dvou pocitadel. O

Poznamka 8.16

Casto je tieba kédovat konfigurace Turingova stroje do slov. Jestlize mnoziny stavii ) a paskové abecedy T'
jsou disjunktni, 1ze konfiguraci (¢, a, i) kébdovat do slova ajqasg, kde ajs = o a |y | = i — 1. Tedy prvn{ symbol
slova ag je pravé na pozici ¢teci hlavy.

9 Turingovy stroje a jazyky typu 0
Ukéazeme, ze Turingovy stroje rozpoznavaji pravé jayzky typu 0.

Véta 9.1
Kazdy jazyk rozpoznatelny Turingovym strojem je typu 0.

Diikaz: Necht T = (Q,X,T,b,0,q0, F') je Turinglv stroj. Sestrojime gramatiku G = (N, X, P, S) takovou, ze
L(G) = L(T).

K abecedé T' sestrojime nejprve abecedu dvojnikti T' = {Z:2 € T'}. Gramatiku G pak definujeme takto:
N =QUT U{S, A, B,C} pro nové neterminaly S, A, B, C' neobsazené v mnoziné stavii  ani paskové abecedé
I’ Turingova stroje, a mnozinu pravidel sestrojime takto:

S — AQQB
I A — zAT  pro viechna z € T\ {b}
A —- B
B — bB|b
1 { Ty — i?y jestlize d(q,z) = (¢', 2', R)
ZTqy — z'yq  jestlize §(q,z) = (¢',2', L)
g — (' provsechna q € F
I Ca — (' pro vsechna a € E
aC — (' provsechnaaeTl
C — ¢

Levé strany pravidel IT a I neobsahuji zddny ze symbola S, A, B a tyto symboly ani nemohou vzniknout aplikaci
pravidel téchto dvou skupin. Jestlize tedy v néjaké derivaci je pouzito nejprve pravidlo ze skupiny II nebo II1
pred pravidlem ze skupiny I, mize byt toto pofadi obraceno, aniz by se zménilo derivované slovo. Budeme tedy
dale predpokladat, ze derivace podle skupiny I pfedchazeji derivacim podle 11 i II1. Po prvni aplikaci pravidla
ze skupiny IIT pak jiz neni mozné pouzit pravidlo ze skupiny I. Ukdzeme nyni, 7e L(G) = L(T).

C: Necht S =* w je odvozeni slova w. Aplikaci pravidel ze skupiny I vznikne slovo tvaru waRqOEJ, kde
wh = w, - w1, pokud w = w; - - -w,. Pravidla typu II simuluji vypocet Turingova stroje na slové w. Je viak
simulovan jako zrcadlovy obraz vypoctu na dvojnicich puvodnich symboli. K pravidlim typu I se muze ptejit
pouze v pripadé. kdyZ se v simulovaném vypoétu dostane stroj do koncového stavu, tedy pro w € L(T). V tom
pripadé se ve slové objevi symbol C, celkem je vétna forma ve tvaru wuCv. Symbol C' zlikviduje postupné
vsechny symboly slov u i v a nakonec sdm spaché sebevrazdu. Tak vznikne termindlni fetézec w.

D: Pokud obricené w € L(T), potom pravidly typu I 1ze derivovat slovo 'wBZEREJ, kde 7 a j jsou dostatecné
velka ¢&fsla, aby na tseku pésky b7wb’ probéhl cely vypoéet stroje T' nad w. Potom pravidla II nasimulujf
tento vypocet, opét zrcadlové obraceny na dvojnicich symbolt. Jakmile se vypocet dostane do koncového stavu,
pravidla III zrusi vsechny symboly az na w. a

Véta 9.2
Kazdy jazyk typu 0 je rozpoznatelny Turingovym strojem.

Dikaz: Detailni dikaz tohoto tvrzeni je technicky narocny. Bude proto uvedena pouze hlavni idea, kterd je

pomérné jednoduché.
Pro danou gramatiku G = (N, X, P, S) lze kazdou derivaci

S=guw g W =g =g W, =wE X
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zakddovat jako slovo #S#HwiHweF - - - #w,F. Kazdou derivaci podle G lze proto ztotoznit s jistym slovem
v abecedé N UX U {#}.

Je mozné sestrojit Turingtv stroj 71 takovy, ze pfijiméa pravé slova typu #u#v#, kde u =g v je jeden krok
odvozeni podle G. Tento stroj modifikujeme na stroj 75 tak, Ze Ty piijima pravé ta slova v abecedé N UXU{#},
ktera jsou derivacemi podle GG. Konec¢né sestrojime Turingtv stroj 7', ktery, kdyz dostane na pasce vstupni slovo
w, generuje nalevo od néj postupné slova v abecedé NUX.U{#}, poc¢inaje nejkratsimi. Pokazdé, kdyz vygeneruje
néjaké slovo, zkontroluje jeho vnitini ¢ast odpovidajici stroji 75, zda se jedna o derivaci podle G. a

Dusledek 9.3
Jazyk je typu 0 pravé tehdy, kdyz je rozpoznatelny Turingovym strojem.

10 Rozhodnutelnost v teorii jazyki

Piihodnéjsi nazav pro tuto kapitolu by byl ,Nerozhodnutelnost...“, protoze tu budeme u vét$iny problémi
dokazovat. Budeme si poméahat redukci tzv. Postova korespondencniho problému, ktery uvedeme nejprve.

10.1 Postav korespondenéni problém

Definice 10.1

Postovgm korespondencénim problémem (PKP) budeme nazyvat kaZdou dvojici (A4, B), kde A a B jsou
dvé koneéné posloupnosti slov abecedy X se stejnym mnoZstvim prvkt. Budeme znacit A = {uy,...,u,} a
B :v{vl,...,vn}.

Rekneme, 7e posloupnost r ¢isel 1 < iy,...,7, < n je feSenim PKP (A, B), pokud plati:

i Uiy U, = Ui, Ui, Vi, (15)
Piiklad 10.2

Necht abeceda ¥ = {0,1} a méjme Postliv korespondenéni problém ({1,10111,10},{111,10,0}). Ten mé
Feseni 2113:

U2 U1 U1 Us
UgU1U1U3 = 10111 1 1 10
VaU1U1V3 = 10 111 1110
S S N N

Piiklad 10.3

Posttiv korespondenéni problém ({10,011,101}, {101,11,011}) nem4 FeSeni. Pokud by je totiz mél, muselo
by zac¢inat prvni dvojici 10,101, aby se shodoval prvni symbol. Potom je nutno pouzit tfeti dvojice, abychom
dostali slova 10101,101011. Ze stejného diuvodu jako v minulém kroku, musime nyn{ pouzit tfeti dvojici atd.
Nikdy takto nedostaneme shodné slova.

Jsme tedy schopni v nékterych konkrétnich pfipadech rozhodnout, zda ma dany PKP feseni. Jak ovSem uvidime,
nelze napsat proceduru, ktera by obecné rozhodovala, zda ma dany PKP viibec feseni.

Definice 10.4
Rekneme, 7e PKP (A, B), kde A = {uy,...,u,} a B = {v1,...,v,}, méa inicializované feseni, pokud pro
néjaké 1 <iq,...,1; < n plati:
UL g, + Ui, = V1V, - Uy (16)

s s

Inicializované feseni je tedy takové fesenf i1,...,4,, ze i1 = 1.

Piiklad 10.5
PKP z prikladu 10.2 nemé inicializované feseni.
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Lemma 10.6
Kdyby existoval algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda mé feSeni, pak by také existoval
algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda m4 inicializované feSenf.

Drikaz: Predpokladejme existenci algoritmu A, ktery pro libovolny PKP rozhodne, zda mé feseni.

Necht (A, B) je néjaky PKP, A = {us,...,ux} a B = {v1,...,v}. Definujeme novy PKP (C, D) takto: Necht
$ a ¢ jsou nové pridané symboly. Zavedeme funkce hy, a hr na slovech pfedpisem: hy(a) = ¢a a hg(a) = ag¢
pro kazdy symbol a a na slova se obé funkce homomorfné rozsiti. Polozme

z1 = ¢hp(uy) Y1 = hr(v1)
zit1 = hr(w) Yit1 = hr(v;) prol<i<k
Tpyo =9 Ykt2 = 09

apak C ={z1,...,2k42t a D ={y1,.. ., Y2}

Nenf tézké ovéfit, ze (C, D) m4 Feseni pravé tehdy, kdyz (A, B) m4 inicializované feseni. Vice k tomu viz
nasledujici priklad.

Za pFedpokladu existence algoritmu .4 by bylo mozno pro libovolné (A, B) rozhodnout existenci inicializova-
ného fesen{ tak, Ze bychom nejprve provedli piislusnou transformaci na (C, D) a pomoci algoritmu A rozhodli,
zda ma (C, D) Fesen. 0

Piiklad 10.7
Mgjme PKP (A, B) zadany takto:

A B
1] 10111 10
2 10 0
3 1 111

Potom PKP (A4, B) m4 inicializované feseni pravé tehdy, kdyz (C, D) méa teseni, kde (C, D) je dén:

C D
1 [$1604161616 4180
2| 16081616l¢ 160
3 160 $0
4 16 ololel
5 $ o3

Jde pravé o transformaci z diikazu ptredchoziho lemmatu. Inicializovanému feseni 1332 (A, B) odpovida Feseni
14435 (C, D). Obecné, je-li 1,1i,...,1is inicializované feSen{ <A B> pak 1,(ix +1),...,(#s + 1), n + 2 je FeSeni
(C, D). Toto Feseni je sice také vzdy inicializované, ale (C, D) jiné feseni nema, proto (A, B) mé inicializované
fedeni, pravé kdyz (C, D) m4 viibec FeSeni.

Véta 10.8
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda ma inicializované feSeni.

Diikaz: Jeho celé znéni je uvedeno v [Chytil], véta 8.20 na strané 153. Hlavni myslenka spocivad v tom, Ze
prevedeme néjaky Turingiv stroj na PKP. Tento PKP bude mit inicializované feSeni pravé tehdy, kdyz piislusny
stroj M bude ptijimat slovo w. Kdyby existoval algoritmus, ktery by rozhodoval, zda PKP ma4 inicializované
feseni, bylo by jej mozno v tomto p¥ipadé pouzit na rozhodnuti o problému zastaveni Turingova stroje. To vsak
neni mozné, proto dany algoritmus neexistuje. a

Dusledek 10.9
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolny PKP rozhodoval, zda mé feSeni.
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10.2 Nerozhodnutelné problémy z teorie jazyku

Uvedeme nyni nékolik problémit z oblasti teorie jazyku, které jsou algoritmicky nerozhodnutelné. Vyuzijeme
k tomu pfevazné toho, ze problém existence feseni PKP je nerozhodnutelny, a to s pomoci vhodnych redukeci
PKP na dané problémy z teorie jazyki.

Véta 10.10
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolné dvé bezkontextové gramatiky G a G5 rozhodoval, zda L(G1)N
L(Gy) = 0.

Diikaz: Predpoklddejme, ze takovy algoritmus existuje. Ukazeme, ze bychom s pomoci ného mohli rozhodovat
néjaky PKP.

Necht (A, B) je libovolny PKP, A = wuy,...,u, a B = vy,...,v,. Zvolme symboly ay,...,a,, které se
nevyskytuji v zadném wu; ani v;. Déle sestrojme bezkontextové gramatiky

Ga: S—>wSa; |uja; 1<i<n
Gp: S—vSa;i|via; 1<i<n

Potom zfejmé (A, B) m4 Feseni, pravé kdyz L(Ga) N L(Gg) # 0. |
V kapitole 5 je uveden pomérné jednoduchy algoritmus 5.1, ktery rozhoduje, zda jazyk generovany bezkon-
textovou gramatikou je prazdny ¢i nikoli. Z tohoto hlediska je prekvapujici tvrzeni nasledujici véty.

Véta 10.11
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S) rozhodoval, zda
L(G) = ©*.

Diikaz: Necht (A, B) je n&jaky PKP, A = uy,...,u, a B = v,...,v,. Sestrojime gramatiky G4 a Gp stejné,
jako v dikazu pfedchozi véty, tedy

Ga: S—>wSa; |uja; 1<i<n
Gp: S —vSa; |via; 1<i<n.

ProtoZe jsme symboly a1, ..., a, volili tak, ze se nevyskytuji v z4dném w; ani v;, jsou jazyky L(Ga) a L(Gp)
deterministické. Potom podle véty 6.10 jsou také L(Ga) a L(Gp) deterministické bezkontextové jazyky a podle
véty 5.37 je jazyk L(Ga) U L(Gp) bezkontextovy.

Protoze dikazy vSech zminénych vét jsou konstruktivni, lze od (A, B) pFejit uniformnim zptisobem ke
gramatice Gp takové, ze L(Gap) = L(Ga)U L(Gp). Podle dikazu pfedchozi véty ma (A, B) Feseni, pra-
vé kdyz L(Ga) N L(Gg) # 0. To je ekvivalentni s tim, ze L(G4) N L(Gp) = X*. Avsak L(G4) NL(GB) =
L(GA)UL(Gp) = L(GaB). Celkem plati, ze (A, B) m4 FeSeni pravé tehdy, kdyz L(Gap) = ¥*. Kdybychom
tedy dany fakt o gramatice G 4p uméli algoritmicky rozhodnout, umime tak rozhodnout i PKP (A, B), coz, jak
vime, neni mozné. a

Poznidmka 10.12

Piedchozi véta muze slouzit jako ovéfeni, Ze bezkontextové jazyky nejsou uzavieny na operaci doplinku.
Kdyby totiz byly, vzali bychom bezkontextovou gramatiku G’ generujici doplnék jazyka L(G), a tu bychom
poslali na vstup algoritmu 5.1. Zfejmé by tak L(G) = X*, pravé kdyz L(G’) = . Dostali bychom timto
zplisobem algoritmus rozhodujici, zda L(G) = ©*.

Véta 10.13
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G a regularnf jazyk R rozhodoval,

zda L(G) = R ani zda L(G) D R.
Diikaz: Tvrzeni je pfimym disledkem pfedchazejici véty, protoze mnozina ¥* je regularni jazyk. a

Véta 10.14
Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolné bezkontextové gramatiky G a G5 rozhodoval, zda L(G1) =
L(Gs) ani zda L(G1) C L(Gs).
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Diikaz: 7 existence takového algoritmu by vyplynula moZnost rozhodovat, zda L(G) = R, resp. zda L(G) D R
z predchozi véty. O

Véta 10.15
Necht 1 a Gy jsou libovolné bezkontextové gramatiky. Pro zadny z nasledujicich problémi neexistuje
rozhodujici algoritmus.

1. Je L(G1) N L(G32) bezkontextovy jazyk?

2. Je L(G4) bezkontextovy jazyk?
3. Je L(G1) regulérni jazyk?

Dukaz: K dikazu této véty jsou potfeba nékteré znalosti z teorie abstraktnich tfid jazyku, proto jej vynechame.
Je v8ak uveden v [Chytil], véta 8.26 na strané 157. O

Véta 10.16
Neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou bezkontextovou gramatiku rozhodoval, zda je viceznacné.

Diikaz: Budiz (A, B) libovolny PKP, A = uy,...,u, a B = v1,...,v,. Definujeme bezkontextovou gramatiku
G:

S — Sl |52
S = uiSia; | uza, prol <i<n
So = v;Ssa; | via; prol<i<n

Ziejmé L(G) = L(G4) U L(Gg) pro gramatiky G4 a G pouzivané v dikazu véty 10.10. Je vSak ziejmé, ze G

je viceznacné, pravé kdyz L(Ga) N L(Gg) # 0, tj. pravé kdyz (A, B) mA4 Feseni. O
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