Pøírodovìdecká fakulta Masarykovy univerzity v Brnì Katedra matematické informatiky

Funkcionální programování

dr. Libor ľkarvada øíjen 1993 | leden 1994

© Josef Pojsl 1994

OBSAH 1

Obsah

1 Úvod 2

2 Netypovaný λ{kalkul 2

3 Rekurze, vìta o pevném bodì 3

4 Typovaný λ{kalkul 4

5 Jazyk PCF 5 5.1 Operaèní sémantika PCF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 5.2 Denotaèní sémantika PCF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 6 Funkcionální jazyky 11 6.1 Rysy reálných funkcionálních jazykù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 6.2 Haskell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 7 Polymorfní λ{kalkul (λ{kalkul 2.øádu) 14 7.1 Curry|Howardùv isomor˛smus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 7.2 Reprezentace typù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 7.2.1 Typ Boolean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 7.2.2 Typ Natural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 7.2.3 Kartézský souèin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 7.2.4 Seznamy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 7.3 Kombinátor pevného bodu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 A Otázky ke zkouźce 17

B Jazyk GOFER 17

1 ÚVOD 2

1 Úvod

Programovací jazyky:

imperativní (Turingùv stroj ) | výpoèet je posloupností pøíkazù (instrukcí) logické (Predikátová logika) | výpoèet je posloupností splòování predikátù funkcionální (λ{kalkul) | výpoèet je posloupností vzájemnì ekvivalentních výrazù, které se postupnì zjednoduźují netypované (netypovaný λ{kalkul, Alonzo Church 1941 ) | napø. LISP, Scheme typované (typovaný λ{kalkul, B. Curry) | jazyky ML (Metalanguage), stále obsahují pøiøazení, napø. Miranda (Evropa), Haskell (Glasgow) volání hodnotou −→ striktní vyhodnocení volání jménem −→ líné vyhodnocení Pøíklad 1.1

faktoriál (Haskell) facts=1: zipWith (∗) facts [1 . . .] (=[1,2,3,4,. . .])

èili [ 1 1 2 6 24 120 . . . ] ∗ [ 1 2 3 4 5 6 . . . ] [ 1 2 6 24 120 720 . . . ] Podobnì lze zapsat celý Pascalùv trojúhelník.

2 Netypovaný ˘{kalkul

Jazyk se skládá z promìnných a termù. Oznaèujeme ho ~. Dále zavádíme nìkolik speciálních symbolù (napø.(, ),

λ ).

De˛nice 2.1

Termy jazyka ~ lze získat právì koneèným poètem aplikací tìchto postupù: (i). x, y, . . . ∈ ~ promìnné (ii). M, N ∈ ~ =⇒ M N ∈ ~ aplikace; pro M funkce a N hodnoty (iii). M ∈ ~ =⇒ λx.M ∈ ~ abstrakce; M je term závislý na x, pak λx.M je funkce zobrazující A na term M [A/x], který vznikne tak, ¿e ka¿dý výskyt x v M se nahradí A

Pøíklad 2.2

Nechż x^2 + 1 je term závislý na x. Pak (λx.(x^2 + 1))c = c^2 + 1 Mezi termy nade˛nujeme relaci redukce M → N (napø. 3+4 → 7). K tomu budeme potøebovat pojem volné promìnné: De˛nice 2.3

• x je volná v x • x je volná v MN, je-li volná v M nebo v N • x je volná v λy.M, pokud je volná v M a souèasnì je rùzná od y

3 REKURZE, VÌTA O PEVNÉM BODÌ 3

De˛nice 2.4

Redukce → ⊆ ~^2: (i). α{redukce: λx.M →^α λy.M [y/x] pokud y není volná v M . Pøíklady: (λx.x^2 + 1) →^α (λy.y^2 + 1) (λx.x^2 + y) ↛^α (λy.y^2 + y) (ii). β{redukce: (λx.M )N →^β M [N/x] Pøíklady:

(λx.x^2 + 1)8 →^β (x^2 + 1)[8/x] = (8^2 + 1) (iii). η{redukce: λx.M x →^η M pokud x není volná v M .

(iv). → je kompatibilní uzávìr relací →^α, →^β, →^η, co¿ znamená: M → N P M → P N , M → N λx.M → λx.N kde^A_B znaèí A ⇒ B.

De˛nice 2.5

→^∗ je re‚exivní a tranzitivní uzávìr relace →.

Tedy M →^∗ N znamená, ¿e N je výsledek M . Pokud ¬∃ P : N → P , pak N je normální formou (nf) vzhledem k relaci →. De˛nice 2.6

Relace → ⊆ A^2 je silnì normalizující (fundovaná), kdy¿ neexistuje nekoneèná posloupnost a_1 → a_2 → a_3 → . . . De˛nice 2.7

Relace → je Church|Rösserova (kon‚uentní), jestli¿e ∀ a, b, c ∈ A takové, ¿e a →^∗ b, a →^∗ c ∃ d ∈ A : b →^∗ d, c →^∗ d. Jinými slovy: ←^∗ ∘ →^∗ ⊆ →^∗ ∘ ←^∗ (← = →^{−1}) → není silnì normalizující, je Church|Rösserova Poznámka 2.8

proè není SN : tøeba: (λx.xx)(λx.xx) → xx[(xx.xx)/x] = (λx.xx)(λx.xx) a zacyklilo se to. De˛nice 2.9 ≈ := (→ ∪ ←)^∗ 3 Rekurze, vìta o pevném bodì

Vìta 3.1

∀ term F ∃! term X : F X ≈ X

4 TYPOVANÝ λ{KALKUL 4

Dùkaz Vytvoøíme term φ = λf(λx.f(xx))(λx.f(xx)) a polo¿me X = φF . Pak X = φF = (λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx)))F →^β (λx.F (xx))(λx.F (xx)) → F ((λx.F (xx))(λx.F (xx))) ← F ((λf.(λx.f(xx))(λx.f(xx)))F ) = F (φF ) = F X za pou¿ití β{redukce a pravidla^{N→P}_{MN→MP} . Celkem tedy X ≈ F X Vìta 3.2

Jinak zapsáno, je to: ∃ term φ : ∀ term F je F (φF ) ≈ φF . De˛nice 3.3

φ z pøedchozí vìty se nazývá kombinátor pevného bodu.

Poznámka 3.4

ξ = N . . . N je term obsahující ξ, v λ{kalkulu X ≈ N . Platí N ≈ (λx.M )X, kde M = N [x/X] a x ∉ F ∪ (N ) . . . je volná promìnná. Chceme, aby X ≈ (λx.M )X | platí z vìty o pevném bodì. X = φ(λx.M ) Pøíklad 3.5 fakt = λm.if m=0 then 1 else m*fakt(m-1) fakt = φ(λf.(λm.if m=0 then 1 else m*f(m-1)))

4 Typovaný ˘{kalkul

Typy i je typ (Bool, int, char). Jsou-li σ, τ typy, pak σ → τ je typ. Termy

• x^σ, y^σ , . . . ∈ ~^σ (x . . . je typu σ) • je-li F typu σ → τ a A je typu σ, pak F A ∈ ~^τ . . . aplikace • je-li M typu τ a x promìnná typu σ, pak λx.M ∈ ~^{σ→τ} . . . abstrakce

De˛nice Relace redukce →: ⋃ σ je typ →^σ →^σ⊆ (~^σ )^2 a relace →^σ jsou de˛novány stejnì jako v netypovém λ{kalkulu

Vìta Redukce → je CR. Redukce → je SN .

De˛nice Rozźíøení typového λ{kalkulu o konstanty c^σ_1 , c^σ_2 , . . . ∈ ~^σ: Pro ka¿dý typ σ de˛nujeme konstantu Y_σ | term typu (σ → σ) → σ. Pøidáme σ{pravidlo: Y_σF^{σ→σ} → F (Y_σF ) Nedeterminismus:

vnìjźí | výsledek výpoètu je nejednoznaèný vnitøní | výsledek výpoètu je jednoznaèný, ale výpoèet není dán jednoznaènì

5 JAZYK PCF 5 e e e e e

   ȷȷ
 ȷȷ+

    QQ
     QQs

       ?

?

not CR

e e e

e

  ȷȷ
ȷȷ+

   QQ
    QQs

CR

e e e

  @@
    @R

@@
 @R

CR

e e e e e e

    HHj H
       Hj

   �ß�
�ß

CR and not SN

Obr. 1: Ukázky vìtvení programù pøi rùzných typech determinismu

slabý vnitøní | i kdy¿ se výpoèet mù¿e zacyklit, v¿dy existuje zpùsob, jak se dostat k výsledku

silný vnìjźí | výpoèet v ka¿dém pøípadì buï skonèí a dá v¿dy stejný výsledek, nebo nikdy neskonèí pro stejné vstupy

koneèný | neexistují nekoneèné vìtve (CR ∧ SN )

Deterministický programovací jazyk se liźí od λ{kalkulu v tom, ¿e je vnitønì deterministický.

5 Jazyk PCF

(Programming language for Computable Functions)

• je vnitønì deterministický

• má normální poøadí vyhodnocení

• jednoduźe typovaný funkcionální jazyk, vnitønì deterministický, s normálním vyhodnocováním termù (redukcí)

• není SN , proto¿e obsahuje konstanty: Y_σ (∀ typ σ) a δ{pravidla: Y F → F (Y F ), (èili → F (F (Y F )) → F (F (F (Y F ))) → . . .)

Odstranìní prvního nebo druhého termu MN:^{M→N} MN→P N N→P MN→MP vyhodnocení: normální aplikativní líné striktní volání: jménem hodnotou

Tabulka 1: Vìtvení v λ{kalkulu

5 JAZYK PCF 6

Typy PCF

• základní: bool, nat . . . nulární typový konstruktor • ∀ typ σ, τ je σ → τ typ . . . → je binární typový konstruktor

Termy PCF

• ∀ typ σ jsou x^σ, y^σ , . . . termy typu σ (term M typu σ znaèíme M : σ) • M : τ , x^σ : σ; pak λx^σ .M : σ → τ • M : σ → τ , N : σ; pak M N : τ

Konstanty PCF

• je-li n ∈ N , pak n je term typu nat: n : nat • true : bool, false : bool • succ : nat → nat, pred : nat → nat • zero? : nat → bool • ∀ typ σ je if_σ : (bool → (σ → (σ → σ))) • ∀ typ σ je Y_σ : (σ → σ) → σ

Mo¿né doplnìní o kartézský souèin

• typy: ∀ typy σ, τ je σ × τ typ • termy: M : σ, N : τ ; pak (M, N ) : σ × τ • if: if^′_σ : bool × (σ × σ) → σ • Kartézský souèin je v podstatì zbyteèný: add : nat → nat → nat add^′ : (nat × nat) → nat add x : nat → nat (add x) y : nat (add x) y = x + y add^′(x, y) = x + y Obecnì: máme-li f^′ : α × β → γ, pak ∃ f : α → β → γ tak, ¿e f^′(x, y) = f x y.

f x = λy.f^′(x, y), neboli f = λx.λy.f^′(x, y) Tomuto postupu se øíká kari˛kace (currying): curry_{α,β,γ} : (α × β → γ) → (α → β → γ) Pøíklad add = curry_{nat,nat,nat} add^′ Má smysl, je-li povolen kartézský souèin. Není-li povolen, pak jsou vźechny funkce kari˛kované.

5 JAZYK PCF 7

Redukce v PCF • β{redukce:(λx^σ .M )N →^β M [N/x] • Y_σM → M (Y_σ M ), je-li M : σ → σ • if_σ true M N → M , je-li M : σ, N : σ • if_σ false M N → N , je-li M : σ, N : σ • M → N =⇒ if_σ M P Q → if_σ N P Q . . . striktní vyhodnocení • succ n → n + 1 • M → N =⇒ succ M → succ N . . . striktní vyhodnocení (pro M, N : nat) • pred n + 1 → n • M → N =⇒ pred M → pred N . . . striktní vyhodnocení (pro M, N : nat) • pred 0 → pred 0 • zero? 0 → true • zero? n + 1 → false • M → N =⇒ zero? M → zero? N . . . striktní vyhodnocení (pro M, N : nat) • M → N =⇒ M P → N P . . . líné vyhodnocení De˛nice Programem PCF je term bez volné promìnné (uzavøený) základního typu (M : nat nebo M : bool). Vìta Je-li M program v PCF, pak nastane právì jedna z následujících mo¿ností: (a). M se v koneèném poètu krokù redukuje na term n. M →^∗ n pro vhodné n ∈ N a M : nat (b). M : bool a M →^∗ false (c). M : bool a M →^∗ true (d). existuje jednoznaènì urèená nekoneèná posloupnost termù základního, ale tého¿ typu M_1, M_2, . . . tak, ¿e M → M_1 → M_2 → . . . Dùkaz Jestli¿e M → N , pak N je urèeno jednoznaènì termem M . Pro program M existuje term N tak, ¿e

M → N v¿dy kromì pøípadù, kdy M = true nebo M = false nebo M = n pro nìjaké n ∈ N .

Pøíklad add : nat → nat → nat add =^{(df )} λx^{nat} λy^{nat} if_{nat} (zero? x) y (add(pred x)(succ y)) ←^β add =^{(df )} (λf^{nat→nat→nat}λx^{nat} λy^{nat} if_{nat}(zero? x) y (f(pred x)(succ y)))add ←^δ ale máme vìtu o pevném bodì, tak¿e: add = Y_{nat→nat→nat}(λf^{nat→nat→nat} λx^{nat} λy^{nat} if_{nat}(zero? x) y(f(pred x)(succ y))) 5.1 Operaèní sémantika PCF

je funkce, která ka¿dému programu pøiøazuje jeho význam | mù¿e to být èíslo, true/false, nedefinováno (⊥).

5 JAZYK PCF 8

De˛nice Operaèní sémantika je {| |} = {{| |}_{bool}, {| |}_{nat}}, kde {| |}_{bool} : ~^{bool} −→ {⊥, pravda, nepravda} {| |}_{nat} : ~^{nat} −→ {⊥} ∪ N a ~^σ je mno¿ina programù typu σ. Uspoøádané mno¿iny tohoto typu | ploché domainy takové, ¿e pro ka¿dý program

e e e e e e e e e 4 3 2 1 0 nepravda pravda nat bool

Obr. 2: Uspoøádání mno¿in výsledkù operaèní sémantiky M : {| M |} = n, M →^∗ n pravda, M →^∗ true nepravda, M →^∗ false ⊥, M → M_1 → M_2 → . . .

uzavøené s volnými promìnnými základní (bool, nat) programy (xx) funkcionální (σ → τ ) λx(xx)

Tabulka 2: Rozdìlení termù

5.2 Denotaèní sémantika PCF

De˛nice Denotaèní sémantika je [| |] = {[| |]_σ | σ je typ }, kde [| |]_σ : ~^σ −→ (Env −→ D_σ ) a Env −→ D_σ je pøiøazení volným promìnným; D_σ je doména (obor hodnot): D_{nat} = N_⊥ D_{bool} = B_⊥ D_{τ→υ} = [D_τ −→ D_υ] D_{τ→υ} . . . doména vźech spojitých funkcí.

De˛nice Nechż f, g jsou funkce. Pokud f(x) = g(x) nebo f(x) = ⊥ ∧ g(x) ≠ ⊥, pak g je v bodì x de˛novanìjźí; (f x ⊑ g x). Jestli¿e ∀x : f x ⊑ g x, pak f ⊑ g; g je de˛novanìjźí ne¿ f.

Poznámka Pro ka¿dou posloupnost funkcí f_1 ⊑ f_2 ⊑ f_3 ⊑ . . . existuje suprémum ⨆ sup{f_i | i ∈ N }.

5 JAZYK PCF 9

De˛nice Env = {Env_σ : σ je typ }; Env_σ : V ar_σ −→ D_σ ; V ar_σ je mno¿ina volných promìnných. Pro ka¿dé pøiøazení ϱ ∈ Env_σ a ka¿dou promìnnou x^σ ∈ V ar_σ hodnota d ∈ D_σ je ϱ[x^σ → d] ∈ Env_σ , které vznikne z ϱ zmìnou funkèní hodnoty v x^σ z ϱ x^σ na d, tj. ϱ[x^σ → d]y = { d, x^σ = y ϱy, jinak (∀y ∈ V ar^σ) Sémantická funkce [| |]_σ je de˛nována:

1). konstanty: • [| n |]_{nat}ϱ = n ∀n ∈ N • [| true |]_{bool}ϱ = pravda • [| false |]_{bool}ϱ = nepravda • [| if_σ |]_{D→σ→σ→σ} ϱ : D_{bool} −→ D_σ −→ D_σ −→ D_σ taková, ¿e pro b ∈ D_{bool}; x, y ∈ D_σ je

[| if_σ |]_{bool→σ→σ→σ} ϱ b x y = x, b = pravda y, b = nepravda ⊥, b = ⊥ • [| succ |]_{nat→nat}ϱ : D_{nat} −→ D_{nat} : ∀n ∈ D_{nat}: [| succ |]_{nat→nat}ϱ n = { n + 1, n ∈ N ⊥, n = ⊥ • [| pred |]_{nat→nat}ϱ : D_{nat} −→ D_{nat} : ∀n ∈ D_{nat}: [| pred |]_{nat→nat}ϱ n = { n − 1, n ∈ N − {0} ⊥, n = ⊥ ∨ n = 0 • [| zero? |]_{nat→bool}ϱ : D_{nat} −→ D_{bool} : ∀n ∈ D_{nat}:

[| zero? |]_{nat→bool}ϱ n = pravda, n = 0 nepravda, n ∈ N − {0} ⊥, n = ⊥ • [| Y_σ |]_{(σ→σ)→σ}ϱ : D_{σ→σ} −→ D_σ . Pro spojitou funkci f ∈ D_{σ→σ} je [| Y_σ |]_{(σ→σ)→σ} ϱ f = ⨆ (sup) {f^n⊥ | n ∈ N }

Tedy f^0x = ⊥ f^{n+1}x = f(f^n x) ∀ x ∈ D_σ , n ∈ N 2). promìnné: [| x^σ |]_σϱ = ϱx^σ 3). term je aplikace: [| M N |]_σϱ = [| M |]_{τ→σ}ϱ([| N |]_τ ϱ) pro M ∈ ~^{τ→σ} , N ∈ ~^τ 4). [| λx^τ .M |]_{τ→υ} ϱ : D_τ −→ D_υ , kde pro libovolné d ∈ D_τ je [| λx^τ .M |]_{τ→υ}ϱ d = [| M |]_υ(ϱ[x^τ → d]) Vìta o korespondenci Pro vźechny programy M platí: [| M |] = {| M |}

5 JAZYK PCF 10

Poznámka Je-li M uzavøený, pak [| M |]ϱ = [| M |]ϱ^′ pro ka¿dou dvojici pøiøazení ϱ, ϱ^′ (environment). Proto znaèíme [| M |] = [| M |]ϱ. De˛nice Kontext je term s jedinou volnou promìnnou. Kontext typu nat nebo bool je tzv. základní kontext. Je-li C kontext a x^σ je jeho volná promìnná a M je term typu σ, pak místo C[M/x] píźeme C[M ]. De˛nice Øíkáme, ¿e denotaèní sémantika [| |] je plnì abstraktní, jestli¿e pro ka¿dé dva uzavøené termy M , N typu

σ platí ekvivalence [| M |] ⊑ [| N |] ⇐⇒ ∀C : {| C[M ] |} ⊑ {| C[N ] |} kde C je základní kontext s volnou promìnnou typu σ.

Poznámka Ekvivalentnì: Øíkáme, ¿e denotaèní sémantika [| |] je plnì abstraktní, jestli¿e pro ka¿dé dva uzavøené termy M , N typu σ platí ekvivalence [| M |] ⊑ [| N |] ⇐⇒ ∀C : [| C[M ] |] ⊑ [| C[N ] |] kde C je základní kontext s volnou promìnnou typu σ. Otázka Je PCF plnì abstraktní?

Odpovìï Ne.

Dùkaz Implikace =⇒ platí, proto¿e C je funkce, a je-li tedy [| N |] de˛novanìjźí ne¿ [| M |], pak [| C[N ] |] musí být de˛novanìjźí ne¿ [| C[M ] |].

Lze vźak nalézt dva termy nesrovnatelné v relaci ⊑, ale u odpovídajících kontextù nastane rovnost. Øeźení a). zmìnit de˛nici denotaèní sémantiky tak, aby PCF byl plnì abstraktní b). zavedení do PCF p − or : bool → bool → bool a δ{pravidla pro p − or (viz obrázek 3 a ní¿e).

p − or ⊥ T F s − or ⊥ T F ⊥ ⊥ T ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ T T T T T ⊥ T T F ⊥ T F F ⊥ T F l − or ⊥ T F r − or ⊥ T F ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ T ⊥ T T T T T ⊥ T T F ⊥ T F F ⊥ T F

Obr. 3: Paralelní, striktní, levý a pravý or Chceme tedy ukázat, ¿e ∃M, N : ∀C : [| C[M ] |] ⊑ [| C[N ] |] ∧ [| M |] ⋢ [| N |] Dùkaz pomocí or{funkcí, které se liźí ve výsledcích na vstupech (T,⊥) a (⊥,T) | viz obrázek 3: striktní (s − or) | v obou výźe uvedených pøípadech je výsledek ⊥ paralelní (p − or) | výsledek je v¿dy T, jde o monotónní rozźíøení pøedchozí funkce levý (l − or) | funkèní hodnota v bodì (T,⊥) je T, v bodì (⊥,T) ⊥

6 FUNKCIONÁLNÍ JAZYKY 11

pravý (r − or) | opaènì ne¿ l − or

Je zøejmé, ¿e platí následující vztah: s − or ⊑ l − or r − or ⊑ p − or Vyjádøení funkcí v PCF: l − or : λx.λy.if x true y r − or : λx.λy.if y true x p − or : nelze vyjádøit s − or : λx.λy.if x (if y x x) y p − or nelze vyjádøit, proto¿e if nemù¿e mít první parametr ⊥. ˙ = Y_{bool}(λx^{bool}.x) Y M → M (Y M ) ˙ → (λx.x)˙ → ˙ → . . . [| ˙ |] = ⊥ M = λf^{bool→bool→bool} .if(f ˙ true)(if(f true ˙)(if(f false false) ˙ true) ˙)˙ N = λf^{bool→bool→bool} .if(f ˙ true)(if(f true ˙)(if(f false false) ˙ false) ˙)˙ [| M |] p − or = [| true |] = T (pravda) [| N |] p − or = [| false |] = F (nepravda) [| M |] p − or = [| true |] = T [| N |] p − or = [| false |] = F } =⇒ [| M |] ⋢⋣ [| N |] Závìr

• PCF není plnì abstraktní

• Funkce p − or není vyjádøitelná ¿ádným termem

• Plná abstraktnost lze dosáhnout, jestli¿e pro ka¿dou funkci existuje term, tedy je ekvivalentní mno¿ina termù a funkcí

• Pøidáme-li do PCF p − or a odpovídající pravidlo, dosáhneme plné abstraktnosti

Vìta V PCF neexistuje term p − or takový, ¿e [| p − or |] = p − or.

Dùkaz Kdyby existoval, pak by p − or true ˙ →^∗ true ∧ p − or ˙ true →^∗ true ∃M : p − or : bool → bool → bool = λx.λy.M Pak ale (λx.λy.M ) true ˙ →^β (λy.M [true/x]) ˙ →^β →^β M [true/x][˙/y] →^∗ N [true/x][˙/y] . . . pro M →^∗ N a také (λx.λy.M ) ˙ true →^∗ N [˙/x][true/y] pro nìjaký základní term N . Je tedy tøeba zaèít redukovat argumenty. To ale nejde; alespoò jeden z nich se v¿dy zacyklí.

6 Funkcionální jazyky

6.1 Rysy reálných funkcionálních jazykù

De˛nice

let x be e_1 in e_2 ≡ (λx.e_2)e_1

6 FUNKCIONÁLNÍ JAZYKY 12

Rekurzivní de˛nice letrec x be e_1 in e_2 ≡ (λx.e_2)(Y λx.e_1)

6.2 Haskell

• seznamy:

[0, 1, 2] :: [Int] [false, true, true] :: [Bool] [λx.x + 1, λx.2 ∗ x] :: [Int → Int] length [ ] = 0 length[x : s] = 1 + length s } má typ [α] → Int α typová promìnná length polymorfní funkce Seznamy jsou ulo¿eny klasicky: [a, b, c] ≡ a : b : c : [ ] V seznamu musí mít vźechny prvky tý¿ typ • Funguje tam skript | obsahuje pøedde˛nované operace a funkce: (+), (−), (∗), (/) :: Int → Int → Int (<), (>), . . . :: Int → Int → Bool • Má také nade˛nován typ Char • In˛x a pre˛x:

g 0 false ≡ 0^′g^′ false 14 + 815 ≡ (+) 14 815 • e_1 where x=e_2 . . . kdy¿ e_2 obsahuje x, je to rekurze • let x=e in e^′ . . . nerekurzivní • Operátor rovnosti: (==) :: α → α → Bool ∀α ∈ E_q (Kvùli vyèíslitelnosti to nejde na funkce) • Faktoriál: fact 0 = 1 fact n = n * fact (n-1) Pøi vyèíslování to zkouźí postupnì, jestli se to hodí | pattern matching. fact = λm.if match(m, 0) m == 0 then 1 else if match(m, n) then m ∗ fact(m − 1) • Minimum: min :: Int → Int → Int min x y = { x, x < y y, jinak

6 FUNKCIONÁLNÍ JAZYKY 13

• dvojice, trojice, vícetice: (α, β) | dvojice

• Kari˛kace: curry :: ((α, β) → γ) → α → β → γ curry f x y = f(x, y) curry kari˛kuje, tj. z funkce dvojice udìlá klasickou funkci dvou argumentù uncurry :: (α → β → γ) → (α, β) → γ uncurry f(x, y) = f x y =⇒ (uncurry min) je funkce dvojice (uncurry min)(2, 4) • Funkce zip spojí dva seznamy do jednoho tak, ¿e prvky výsledného seznamu budou dvojice prvkù v¿dy z jedoho a druhého seznamu. Jestli¿e je jeden ze seznamù delźí ne¿ druhý, tak se zbytek zahodí. zip :: ([α], [β]) → [(α, β)] zip ([ ], s) = [ ] | zbytek zahodíme zip (s, [ ]) = [ ] | zbytek zahodíme zip (x : s, y : t) = (x, y) : zip (s, t) Funkce zip se dá kari˛kovat:

zip ([^′ –x^′,^′ f –n^′,^′ b–z^′], [4, 14, 815]) = curry zip [^′ –x^′,^′ f –n^′,^′ b–z^′] [4, 14, 815] = = [(^′ –x^′, 4), (^′f –n^′, 14), (^′b–z^′, 815)]

• Funkce map pøemapuje seznam argumentù jisté funkce do seznamu funkèních hodnot této funkce. map :: (α → β) → [α] → [β] map f [ ] = [ ] map f (x : s) = (f x) : (map f s) • Slo¿ení funkcí | kompozice (.) :: (β → γ) → (α → β) → α → γ (f.g) x = f(g x) • Logické funkce and a or a funkce any a all or, and :: [Bool] → Bool and [ ] = true or [ ] = false and (x : s) = x && (and s) or (x : s) = x || (or s) any, all :: (α → Bool) → [α] → Bool any p [ ] = false all p [ ] = true any p (x : s) = p x || any p s all p (x : s) = p x && all p s Vztah mezi funkcemi any,or a and,all: any p s = or (map p s) any p = or.map p all p s = and (map p s) all p = and.map p • Mo¿nost práce s datovými strukturami ones = 1 : ones ones = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 . . .] vyhodnocení ones nikdy neskonèí

7 POLYMORFNÍ λ{KALKUL (λ{KALKUL 2.ØÁDU) 14 Funkce take: take :: Int → [α] → [α] take 0 s = [ ] take n [ ] = [ ] take n (x : s) = x : take (n − 1) s take vezme prvních nìkolik ze seznamu Díky línému vyhodnocování lze vyhodnotit take 14 ones Funkce filter: filter :: (α → Bool) → [α] → [α] filter f [ ] = [ ] filter f (x : s) = { x : filter f s, f x filter f s, jinak Operátor . . .: [1 . . .] ≡ [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, atd.] [8, 12 . . .] ≡ [8, 12, 13, 14, atd.] Operátor !! bere n{tý prvek seznamu (!!) :: [α] → Int → α (x : s) !! 0 = x první je nultý (x : s) !! n = s !! (n − 1)

• Pøíklad | seznam vźech prvoèísel

primes = si [2. . .] where si[] = []

si (a:s) = a : filter (λn→n mod a /= 0) (si s)

• ϱ termy jsou vnitønì reprezentovány jako graf a redukují se jako redukce grafu

7 Polymorfní ˘{kalkul (˘{kalkul 2.øádu)

7.1 Curry|Howardùv isomor˛smus

Typy Máme spoètenu mno¿inu typových promìnných α_1, α_2, . . .

(i). Ka¿dá typová promìnná je typ

(ii). Jsou-li σ, τ typy =⇒ σ → τ je typ (funkce)

(iii). Je-li σ typ, α typová promìnná =⇒ ∀α.σ je typ (˝α.β)

. . . tøeba if : ∀α.Bool → α → α → α (èili funkce, která pro typ vrátí typ)

Termy Máme spoètenu mno¿inu promìnných, a to ∀ typ σ x_1, x_2, . . .

(i). Pro ka¿dou promìnnou typu σ, ka¿dý term M typu σ . . . znaèíme M : σ

(ii). x : σ je promìnná, M : τ je term =⇒ λx : σ.M je term typu σ → τ

(iii). M : σ → τ , N : σ jsou termy =⇒ M N : τ je term

(iv). M : σ je term, α je typová promìnná =⇒ ~α.M : ∀α.σ je term

(v). M : ∀α.σ je term, τ je typ =⇒ M τ : σ[τ /α] je term

7 POLYMORFNÍ λ{KALKUL (λ{KALKUL 2.ØÁDU) 15

Redukce (i). λx : σ.M →^α λy : σ.M [y/x] . . .α{redukce (pøejmenování promìnných) (ii). (λx : σ.M )N →^β M [N/x] . . .β{redukce (nejdùle¿itìjźí) (iii). λx : σ.M x →^η M (iv). ~α : M →^A ~β.M [β/α], M : σ, β ∉ F V (σ) (v). (~α.M )τ →^B M [τ /α], M : σ, M [τ /α] : σ[τ /α] (vi). ~α.M α →^H M (vii). → je kompatibilní uzávìr relací →^α, →^β, →^η, →^A, →^B, →^H . Uzávìr kompatibilní na tvoøení podtermù. . . je-li M → N , pak i pro kontexty C[M ] → C[N ] (viii). →^∗ je re‚exivní a tranzitivní uzávìr →

Vìta Relace → je CR i SN (Vźechny termy polymorfního λ{kalkulu jsou silnì normalizovatelné a normalizovatelné formy jsou urèeny, tzn. . .)

7.2 Reprezentace typù

Lemma Jediné uzavøené normalizovatelné formy typu σ → τ , resp. ∀α.σ mají tvar λx : σN , resp. ~α.N .

7.2.1 Typ Boolean Bool = ∀α.α → α → α Dùsledek Typ Bool má právì dvì uzavøené normalizovatelné formy, ty potom nazveme true a false. true = ~α.λx : α.λy : α.x false = ~α.λx : α.λy : α.y } jediné dvì norm. formy typu Bool if = ~α.λx : Bool.λy : α.λz : α.x α y z M : σ, N : σ if aplikuju na σ → if[σ/α] ifσ true M N →^β (λx : Bool.λy : σ.λz : σ.x σ y z) true M N →^β →^β (λy : σ.λz : σ.true σ y z) M N →^β →^β (λz : σ.true σ M z) N →^β →^β true σ M N →^β →^β (λx : σ.λy : σ.x) M N →^β →^β (λy : σ.M ) N →^β M 7.2.2 Typ Natural N at = ∀α.α → (α → α) → α termy: n = ~α.λx : α.λy : α → α. y(y(. . . (y x) . . .)) n−krát Dùsledek Jediné uzavøené nf typu nat jsou tvaru n pro n ∈ N ~α.λx : α.λy : α → α .x = 0 .yx = 1 atd. succ = λz : N at.~α.λx : α.λy : α → α.y(z α x y) succ 0 →^∗ 1 succ 2 → ~α.λx : α.λy : α → α.y((λx : α.λy : α → α.y(y x))x y) . . . → ~α.λx : α.λy : α → α.y(y(y x)) = 3

7 POLYMORFNÍ λ{KALKUL (λ{KALKUL 2.ØÁDU) 16

7.2.3 Kartézský souèin σ × τ = ∀α.(σ → τ → α) → α De˛nice (term typu σ × τ - dvojice) Jsou-li M : σ, N : τ termy, pak de˛nujeme: (M, N ) = ~α.λx : σ → τ → α.x M N fst = ~σ.~τ.λp : σ × τ.p σ (λx : σ.λy : τ.x) snd = ~σ.~τ.λp : σ × τ.p τ (λx : σ.λy : τ.y) fst σ τ (M, N ) → (M, N ) σ (λx : σ.λy : τ.x) → → (λx : σ → τ → σ.x M N ) (λx : σ.λy : τ.x) → → (λx : σ.λy : τ x) M N → (λy : τ.M ) N → M snd σ τ (M, N ) → . . . proto¿e snd je polymorfní, musí se to aplikovat na ty typy → (λp : σ × τ.p τ (λx : σ.λy : τ.y)) (M, N ) → . . . toto je snd aplikováno na σ a τ ; teï aplikovat na (M, N ) → (M, N ) τ (λx : σ.λy : τ.y) → (λx : σ → τ → τ.x M N ) (λx : σ.λy : τ.y) → . . . (M, N ) = ~α : atd. aplikováno na τ → (λx : σ.λy : τ.y) M N → (λy : τ.y) N → N Tedy: fst σ τ (M, N ) →^∗ M snd σ τ (M, N ) →^∗ N . . . a je dokázána správnost de˛nice fst a snd

Chceme jeźtì, aby (fst σ τ P, snd σ τ P ) →^∗ P , ale to nejde ani pomocí η{ a H{redukce. Toti¿ ono se to redukuje na (M, N ) a to je to stejné co P .

7.2.4 Seznamy K typu σ de˛nujeme typ List σ. Termy jsou posloupnosti prvkù (ne nutnì koneèné) typu σ. Napø.: [1, 2, 3, 4] : List N at, [false] : List Bool De˛nice List σ = ∀α.α → (σ → α → α) → α Prázdný seznam: nil = ~σ.~α.λx : α.λy : σ → α → α.x . . . píźe se [ ]; σ je polymorfní α ≃ typ seznamu σ ≃ typ prvkù x ≃ term seznamu y ≃ funkce, která seznam vytváøí

Cons . . . píźe se μ : t (head:tail) Cons = ~σ.λμ : σ.λt : List σ.~α.λx : α.λy : σ → α → α.y μ (t α x y) Typ nil : nil : ∀σ.List σ (polymorfní) Typ cons : cons : ∀σ.σ → List σ → List σ [μ_1, μ_2, . . . , μ_n] = cons σ μ_1(cons σ μ_2(. . . (cons σ μ_n(nil σ)) . . .)) (μ_1, μ_2, . . . , μ_n : σ) = (→^∗) ~α.λx : α.λy : σ → α → α.y μ_1(y μ_2(. . . (y μ_n x) . . .)) . . . a to je typu: ∀α.α → (σ → α → α) → α = List σ

A OTÁZKY KE ZKOUľCE 17 7.3 Kombinátor pevného bodu Y : ∀σ.(σ → σ) → σ M : σ → σ, pak Y σ M →^δ M (Y σ M ) . . . tím pøestává platit silná normalizovanost, ale máme rekurzi data α_1, . . . , α_n = constr_1 | . . . | constr_n data List α = N il | Cons α (List α) . . . (cons μ_1 | cons μ_2 N il) : List α

A Otázky ke zkouźce

1. Netypovaný λ{kalkul 2. Redukce, kon‚uence (CR), silná normalizovatelnost (SN ) 3. Typy, typovaný λ{kalkul, redukce 4. Kombinátor pevného bodu, rekurze 5. Poøadí vyhodnocování, striktní a líná redukce 6. Sémantika: operaèní a denotaèní 7. Adekvátnost operaèní a denotaèní sémantiky 8. Plná abstrakce, paralelní or 9. Implementace funkcionálních jazykù v λ{kalkulu (de˛nice vèetnì rekurzivních, let, where) 10. Polymorfní λ{kalkul 11. Vyjádøení základních typù (Bool, N at, List, ×) a základních operací v polymorfním λ{kalkulu 12. Datové typy v polymorfních jazycích

B Jazyk GOFER

Na poèítaèi adelard.dcs.muni.cz je k dispozici jazyk GOFER, co¿ je nemodulární podmno¿ina Haskellu.

• adresáø /usr/local/bin nebo /usr/local • .pro˛le: pøidat øádek export GOFER=/usr/local/lib/prelude • adelard.p14$ gofer

• pak se napíźe výraz za ?

(&&) :: Bool→Bool→Bool False && x = False True && x = x A where x = B A s dosazením za volnou promìnnou (x+4)*(x+14) where x=815 • funkce se dají zapisovat in˛xovì i pre˛xovì:

f :: α → β → γ . . . zápis typu funkce f A B . . . pre˛x A^′f^′ B . . . in˛x (+) A B . . . pre˛x pro operátory

B JAZYK GOFER 18

• dokumentace: /ftp/pub/incoming/gofer.zip

— Konec —