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1 Uvod

1.1 Piedmét matematiky

Jsou studovany abstraktni objekty (&fsla, funkce, relace, plochy, grupy, télesa ...). Ve 20. stol. se matematika stala
konglomerétem teorif, z nichZ kazd4 studuje souhrn objektt charakterizovany pfesné formulovanymi vztahy mezi nimi.
Bourbaki: pfedmétem matematiky 20. stoleti je cfllevédomé studium matematickych struktur.

Matematickd tvrzenf se dokazuji dedukef na zdkladé pfesného vymezeni pojmd.

Co je logika ?

— analyza metod sprdvného usuzovan{
— zkoumdn{ matematickych diukazi

Hlavnim tkolem logiky je studium zdkoni, jimiz se if{dime pfi odvozovani disledkt tak, abychom dochdzeli k zdvérim
vyplyvajicim z vychozich pfedpokladi. Pfedmétem studia jsou matematické teorie, jejich jazyk, dikazové metody.

1.2 Nastin historie

Zakladatelem logiky je Aristoteles (zkoumal tzv. kategorické tsudky). Ideu logického kalkulu poprvé formuloval
G. W. Leibnitz. Prvky moderni matematické logiky se objevuji v 19. stol. v souvislosti s pfestavbou pojmii mat. analyzy
na aritmetickych zdkladech a v souvislosti s objevem neeuklidovskych geometrii. Matematickd logika se zformulovala
v poloviné 19. stoleti pracemi G. Boolea, k rozvoji pfispéli J. G. Frege, B. Russel, D. Hilbert. Silnym impulsem byla
Cantorova teorie mnoZin a snaha o odstranéni paradoxi teorie mnozin — vedla k nahrazeni intuitivni teorie mnozin
axiomatickymi teoriemi (nap¥. E. Zermelo ). Vzniklo nebezpeti, zda se neobjevi nové paradoxy. Otédzka bezespornosti
axiom. teorif vedla ve 20. letech 20. stolet{ D. Hilberta k tzv. programu formalizace matematiky.

1.3 Axiomatickd vystavba matematickych teorii

Axiomy — vychozi tvrzeni dané teorie, nedokazuji se, jejich platnost se pfedpoklddd. Z axiomi se dedukci odvozuji
dalsf tvrzeni — disledky. Zékladnim pozadavkem je bezespornost — disledkem axiomi nesmi byt n&jaké tvrzeni a
soucasné jeho negace. Vedlejsim pozadavkem je nezdvislost axiomi — zaddny axiom nenf disledkem zbyvajicich axiomi.

Formalizace

Matematickd tvrzeni se zapisi pomoci specidlnich znaki — symboli. Tvrzeni dostanou podobu zvlastnich formuli —
slov sestavenych uréitym zptisobem z danych symboli. Pravidla odvozovén{ disledki pak pfejdou v urcité jednoduché
operace s témito formulemi.

Formalizovand axiomaticka teorie

symboly — tvofi abecedu dané teorie
formule — urcitd slova v této abecedg, tvofi jazyk teorie
axiomy — vychozi tvrzeni dané teorie, jsou zapsdny pomoci abecedy jako jisté formule

odvozovaci pravidla — jisté manipulace s formulemi, pomoci nichZ a axiomi odvozujeme dusledky

Cilem Hilbertova programu bylo dokdzat bezespornost silnych matematickych teorii pomoci kombinatorickych ma-
nipulaci s formulemi. K. Godel (1931) — véty o netplnosti. Disledek vét o netplnosti — Hilbertiiv program nelze
uskutecnit.



2 VYROKOVA LOGIKA 3

2 Vyrokova logika

Vyrokovy podet zkoumd zptsoby tvorby sloZenych vyroki z danych jednoduchych vyroki, zdvislost pravdivosti (resp.
nepravdivosti) slozeného vyroku na pravdivosti vyroki, z nichZ je slozen. Tvorbu nejjednodussich vyroku zde déle
neanalyzujeme. Vyrokovd logika je pfedstupeii k budovani bohatsich logickych systémd.

Bud’ P neprdzdnd mnozina symboli, které nazyvame prvotni formule, zpravidla zna¢ime pismeny p, g, . . . pfipadné
s indexy p1,p2,... hraji dlohu jednoduchych vyroki. SloZzené vyroky vytvdiime z jednoduchych pomoci logickgch
spojek:

- negace
& konjunkce
V disjunkce
— implikace
= ekvivalence

Symboly jazyka Lp vyrokové logiky (nad mnozinou P) jsou prvky mnoziny P, logické spojky a zavorky (,). Ulohu
slozenych vyroka hraji vijrokové formule jazyka Lp definované nisledovné:

(i) Kazd4 prvotni formule p € P je vyrokova formule
(ii) Jsou-li A, B vyrokové formule, pak (—A), (A&B),(AV B),(A — B),(A = B) jsou také vyrokové formule
(iii) Kazd4 vyrokovd formule vznikne kone¢nym poctem uziti pravidel (i), (ii).

Kazda vyrokovd formule je kone¢nd posloupnost symbola jazyka Lp, kterd vznikne podle piedchozich pravidel.

2.1 Zavislost pravdivosti vyrokovych formuli na pravdivosti prvotnich formuli

Pravdivostni ohodnocent prvotnich formuli je lib. zobrazeni v : P — {0,1}, tj. zobrazeni, které kazdé prvotni formuli
p € P ptifadi hodnotu O (tj. nepravda) nebo 1 (pravda). Indukci podle slozitosti formule definujeme rozsiteni v
zobrazen{ v na mnozinu v8ech formulf jazyka Lp.

(i) v(p) = v(p) pro kazdé p € P

(ii) jsou-li A, B vyrokové formule, pak 7(—A),v(A&B),7(AV B),v(A — B),v(A = B) v zévislosti na 5(A), v(B) se
definuje podle tabulky.

v(A) ©(B) | v(-A) | 9(A&B) | 9(AV B) | "(A— B) | 1(A=B)
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Rikdme, 7e vyrokovs formule A je pravdivd pi ohodnocent v, jestlize D(A) = 1. Rikdme, Ze vyrokova formule A je
tautologie, jestlize T(A) = 1 pro libovolné ohodnoceni v. Pigeme = A.
Nésledujict vyrokové formule jsou tautologie:
AV -A zdkon vylouéeného ti¥etiho
A=A zdkon dvoji negace
-(A&—A) vylouéeni sporu
Tautologie jsou pravdivé bez ohledu na pravdivost svych prvotnich formuli. Pravdivost tautologie je ddna pouze
jejim syntaktickym tvarem. Rekneme, 7e vyrokové formule jsou logicky ekvivalentni, praveé kdyz v(A) = ©(B) pii
kazdém pravdivostnim ohodnocen{ v. Formule A, B jsou logicky ekvivalentni, prave kdyz formule A = B je tautologie.
Pro kazdé dve vyrokové formule A, B jsou nésledujici dvojice logicky ekvivalentni formule:
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A=B ... (A—-B)&(B— A)
A— B -AVB

A5 B ... —(A&-B)

AVB ... —(~A&-B)

A&B —|(—|AV—|B)

AV B -A— B

AYB ... —(A—-B)

Disledek: Kazdd vyrokova formule je logicky ekvivalentni nekteré vyrokové formuli, v niz se vyskytuji pouze logické
spojky —, —. Totéz plati pro dvojice —,& a —,V. Je vyhodné nepracovat se viemi spojkami, ale zvolit napf. -, —
za zékladni spojky a ostatni spojky pomoci nich dodefinovat.

Lze definovat nové logické spojky |, | (Shefferova spojka)

v(A) v(B) |v(AlB) |v(A|B)
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0
Pak Al B jelog. ekvivalentni -A&-B
A|B -AvV-B
-A Al A
-A AlA
A&B (ALA)l(BB)
AV B (414)| (B B)

Kazd4 vyrokova formule je logicky ekvivalentni nekteré vyrokové formuli sestrojené pouze pomoci log. spojky |
nebo |.

Definice pravdivosti pfimo d4vé algoritmus, zda dand formule A je tautologie. Pravdivost formule A pfi ohodnocent
v z4visi pouze na hodnotédch v(p) prvotnich formuli, které se vyskytuji v A. Mnozina P4 v8ech téchto prvotnich formuli
je kone¢nd. Staci tedy zkontrolovat jen kone¢ny pocet zobrazeni Py — {0,1}. M&-li P4 n prvki, pak téchto zobrazeni
je 2™,
2.2 Dokazatelnost ve vyrokové logice

Déle chceme studovat dokazatelnost ve vyrokové logice. K tomuto tcelu je vyrokova logika budovdna alternativnim
pifstupem — a sice jako formdln{f axiomaticks teorie. K charakteristice dokazatelnosti byly vytvoieny 2 typy formélnich
systémii: Hilbertova typu a Gentzenova typu.

2.2.1 FORMALNI AXIOMATICKY SYSTEM LOGIKY HILBERTOVA TYPU

Abeceda — mnozina P prvotnich formul{
— symboly pro logické spojky —, —
— pomocné symboly (,) pro zdvorky

Formule — vsechny prvotni formule jsou formule
—jsou-li A, B formule, pak také (—A) a (A — B) jsou formule
— kazdd formule vznikne kone¢nym poc¢tem pouziti pfedchozich dvou pravidel

Jazyk — abeceda a formule tvofi jazyk vyrokové logiky
Axiomy — nekone¢né mnoho axiomi, zaddny pomoci ti¥i ndsledujicich schemat axiomii
Pro libovolné formule A, B, C' je kazd4 formule nekterého z ndsledujicich tif tvari axiomem vyrokové logiky:

(Al) A—> (B—A)
(A2) A->B-0)—>((A->B)—>A->0)
(A3) (=B —-A4) > (A— B)
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Odvozovaci pravidlo — jediné pravidlo, nazyvd se modus ponens (pravidlo odloudeni), znadi se MP. Z formuli
A, (A — B) se odvodi formule B. Formule A, (A — B) se nazyvaji piedpoklady a B zdvér odvozovaciho pravi-
dla.

Definice 2.1

Drikazem ve formdlni vyrokové logice rozumime libovolnou kone¢nou posloupnost A; ... A, vyrokovych formuli
takovou, Ze pro kazdé i < n formule A; je bud’ axiomem nebo je zdvérem pravidla modus ponens, jehoz pfedpoklady
jsou mezi Ay, ..., A;_;. Rekneme, ze formule A je dokazatelnd ve vyrokové logice, jestlize existuje diikaz, jehoz posledni
formuli je je formule A, piseme - A.

Véta 2.2 O KOREKTNOSTI
Libovolng dokazatelns formule vyrokové logiky je tautologie.

Diikaz: Nejprve se pfesvédéime, Ze viechny axiomy vyrokové logiky jsou tautologie. Mizeme pouzit tabulkovou metodu.
Mégjme axiom (A1) a pro libovolné ohodnoceni v uvazme vSechny moznosti:

3(A) 9(B) | 9B = A) |54 = (B = 4))
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 1

tedy v(A — (B — A)) =1 pro kazdé ohodnoceni v, tedy (A1) je tautologie. Analogicky ovéfime (A2),(A3).

MiZeme pouZit také nepiimou metodu. Uvazme axiom (A3): Kdyby v bylo ohodnoceni takové, ze v((— B — = A) —
(A = B)) = 0, pak nutné (A — B) = 0, odtud nutné 7(A) = 1,5(B) = 0. Pak oviem v(—A) = 0,u(—B) = 1, takZe
v(-B — —A) = 0. Pak ale v((—-B — —A) — (A — B)) = 1,coz je spor. Tedy (A3) je tautologie. Podobné se ovéii, Ze
(A2) je tautologie.
Zbyvé ukdzat, ze odvozovaci pravidlo je korektni, tj. Ze jsou-li pfedpoklady A,A — B tautologie, je i B tautologie.Je-1i
oviem v lib. ohodnoceni, pak 7(4) = 1,7(A — B) = 1, odtud z definice pravdivostniho ohodnoceni pro spojku —
ihned plyne v(B) = 1,tedy B je tautologie. Kazdd dokazatelna formule je tautologie.

O

Budeme potiebovat zobecnéni pojmu dokazatelnosti. Necht T je mnozina formuli vyrokové logiky. Rekneme, ze
kone¢nd posloupnost Ay,..., A, je dikazem formule A z predpokladi T, jestlize A, je formule A a pro lib. ¢ < n plati:
A; je bud’ axiom vyrokové logiky nebo formule z T nebo A; je zdvérem odvozovaciho pravidla modus ponens, jehoZ
piedpoklady jsou mezi Aq,..., A;_;. Rikdme, 7e formule A je dokazateln z pfedpokladii T', piseme T + A.
Smeéfujeme k dikazu toho, Ze axiomaticky systém vyrokové logiky je dplny, tj. Ze kazda tautologie je dokazatelna.

Lemma 2.3
Pro lib. fromuli A je dokazatelnd formule A — A. (F A — A)

Diikaz: Nasledujici posloupnost formuli je dikaz formule A — A:

1) A= ({(A—>A) - A (A1)

2 A=2(A2A4)-A)>(A>(A—oA)> (A= A4) (A2

B) A—=-(A—-A4)—- (A=A (1),(2) MP

4 A—->(A-A) (A1)

(5) A=A (3),(4) MP 5
Pozn.:

(1) je (A1) pro volbu A, A —» A za A,B
(2) je (A2) pro vlobu A, A - A, Aza A,B,C
(3) je zéveér pravidla MP z piedpokladi (1),(2)

Véta 2.4 O DEDUKCI
Necht T' je mnozina formuli, necht A,B jsou formule.
Potom T + A — B prave kdyz T U {A} + B.
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Pozn. Budeme stru¢né psat T, A misto T'U {A}

Diikaz:

""" Je-i T H A — B, potom existuje posloupnost formuli Ay, ...
z piredpoklada T. Pak A, Ay,...,A,—1,A — B, B je dikazem B z piedpokladu T, A

H<=H:

,Apn—1,A = B jez je dikazem formule A — B

Piredpoklddejme naopak, ze T, A + B. Necht posloupnost A1,...,A,_1,B je dikaz formule B z pifedpokladia
T,A. Ozna¢me také A, formuli B. Ukdzeme, jak tento dikaz pfetvofit na dikaz A — B z pfedpokladu T.

Indukef pro j < n ukdzeme, z2e T H A — A;. Tim pro j = n dostaneme T' - A — B.

Predpoklddejme tedy, ze pro viechna i < j jsme jiz dikazy formuli A — A; z pfedpokladi T sestrojili. Konstru-

ujme dikaz formule A —+ A; z pfedpokladi T'. Mohou nastat 3 piipady:

a) Je-li A; axiom nebo formule z T, pak nésledujici posloupnost
(1) A (axiom nebo formule z T')

(2) Aj—>(A—-A4) (A1)
(3) A—A;(1),(2) MP
je dikazem A — A; z predpokladd T.

b) Je-li A; = A, pak dle predchézejictho lemmatu - A — A, tedy tim spise T - A — A.

¢) Necht nakonec A; je zdvérem pravidla modus ponens, jehoz predpoklady jsou mezi formulemi 4;, i < j.
Tyto ptedpoklady musi byt tvaru: A, pror < j, A, — A;, dle indukéniho pfedpokladu mame T' - A — A,

THA— (4 — 4.

Déle axiom (A2) pro vobu A, A,, A; za formule A, B,C m4 tvar
(A= (4, = 4)) > (A= A) - (A= A))).
Dvojim pouzitim pravidla modus ponens dostaneme

(A= A4,) = (A= 4))

Pfipojenim téchto poslednich tif formuli k dikazim, které jiz mdame podle ind. pfedpokladu, dostdvdme

Véta o dedukeci je dokdzdna.

Lemma 2.5
Pro lib. formule A4, B je

F -4 - (A— B)
-4 A

FA— -4

F(A— B) = (=B — —A)
FA—(-B—-(A—B))
F(-A—-A) - A

F-A— (-B = -4) (A1)
-AF-B—>-A VD
F (=B = —-A) - (A — B) (A3)
-A+FA—>B (2),(3) MP
F-A—(A— B) VD

——AF -A — ———A
F (A - -—-4) 5 (—A - A)

—AF A
F-—A—= A

)

)

)

)

)

) F oA (A o oA podle (a)
)

)

) ——AF-—AoS A (2),(3) MP
)

)

O
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(¢) (1) F-——mA—>-4 podle (b)
(2) F (=42 -A) > (A— -4 (A3)
3) FA—--A (1),(2) MP
(d (1) —-—AFA VD, podle (b)
(2) A-BFA-B
(3 A—-B,-——AFB (1),(2) MP
(4) FB—>--B podle (c)
(5) A— B, -—AF —-—B (3),(4) MP
(6) A— BF ——A— —--B VD
(7) - (—|—|A — —|—|B) F (—|B — —|A) (A3)
(8 A— BF (=B — -4 (6),(7) MP
(9) F(A—=B)—> (-B—-4) VD
(e) (1) AR A
(2) A—-B+-A->B
(3 A,LA->BFB (1),(2) MP
4 A+-(A->B)—B VD
(5) F((A—-B)—>B)—> (-B——-(A— B)) podle (d)
(6) AF -B— —~(A— B) (4),(5) MP
() FA— (-B—>—-(A— B)) VD
(f) (1) F-4-— (—|A — —|(—|A — A)) podle (e)
(2) -AF —|(—|A — A) VD
(3) F-A— —|(—1A — A) VD
4) FEHA-S-(A—>A) > ((mA—> A) > A (A3)
(5) F(mA—->A4) - A (3),(4) MP
O
Lemma 2.6 O NEUTRALNf FORMULI
Necht T je mnozina vyrokovych formuli, necht A, B jsou formule. Jestlize T, A+ BaT,~A+ B,pak T + B.
Diikaz: Ukdzeme, jak se piesvédcit, ze za danych predpokladi existuje dikaz B z pfedpoklada 7.
(1) T,-A+B piedpoklad |
(2) TH-A—->B VD
38 F(-A—B)— (-B— ——A) dle Lemmatu 2.5 (d)
(4) TH-B—--A (2),(3) MP
(5) T,-BF —-—A VD
(6) F-—-A->A dle Lemmatu 2.5 (b)
() T,-BFH A (5),(6) MP
8y T,A+B pfedpoklad
9 TrHA—-B VD
(10) T,-BF+ B (7),(9) MP
(11) T+H-B—>B VD
(12) F(-B—-B)—> B dle Lemmatu 2.5 (f)
13) T+B (11),(12) MP

Zavedeme pomocné oznacent:
S . . . . . B pro ©v(B)=1
- v
Je-li v lib. ohodnocenft prvotnich formulf, pak pro lib. formuli B klademe B { ~B pro ©(B)=0
Lemma 2.7
Necht vsechny prvotnf formule ve vyrokové formuli A jsou obsazeny mezi Py, ..., P,. Pak pro lib. ohodnocen{ v
prvotnich formulf plati: PP,..., Py - A".

Diikaz: Indukci podle slozitosti formule A.
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1) Je-li A n&kterd z prvotnich formuli, neni co dokazovat.
2) Piedpokldadejme, ze A je tvaru =B a pro B je tvrzen{ jiz dokdzano. Jsou mozné 2 pifpady:

* Je-li o(B) = 0, potom BY = =B, ¢&ili BY je A. Ddle v(A) = 1, takze AY je A, ¢ili AY je rovno BY a tvrzeni
pro A plyne z toho, Ze plati pro B.

* Je-liv(B) =1, potom B’ = Bamdme P/,...,P" F B.Podle Lemmatu 2.5 (c) je dokazatelné - B — —-—B.
Odtud uzitim pravidla MP: P?, ..., P? b ——B. Zbyvé si uvédomit, ze =—B je A” nebot —B je Aav(A4) = 0..

3) Predpoklddejme,ze formule A je tvaru C — D, kde pro C, D je tvrzeni dokdzdno. Jsou mozné 4 piipady:

* Jellio(C) =1,9(D) =1
=0,

D)
* Je-li 5(C) (D) = 1 pak v obou pfipadech v(A) = 1, dédle D? je D, mdme PY,...,P? F D a dle (A1)
F D — (C — D). Odtud uzitim MP P?,..., P’ F C — D. Stagi si uvédomit, ze C' — D je A”.

* Je-li 5(C) = 0,7(D) = 0. Pak opét 7(A4) = 1, dale C? je =C, a mame PY,...,P? F =C. Dle lemmatu 2.5
(a) F =C = (C — D), odkud uzitim pravidla MP P?,...,P? F C — D. Sta&i si uvédomit, ze C — D je
Av.

* Je-li o(C) = 1,9(D) = 0, pak 5(4) = 0. Ddle C® je C, D" je —D, takZe mdme P?,...,P’ + C;
PY,...,P'  D. Dle lemmatu 2.5 (¢) F C —» (=D — —(C — D)). Dvojim uzitim pravidla MP dost4-

n

vame: PP,...,P¥ F =(C — D). Zbyv4 si uvédomit, Zze v tomto pfipadé A? je =(C — D).

O

Véta 2.8 POSTOVA VETA O UPLNOSTI
Formule dokazatelnd ve vyrokové logice jsou praveé tautologie. Jinymi slovy — pro lib. vyrokovou formuli A plati
F A, prave kdyz = A.

Diikaz:
"=": Jestlize - A, pak = A podle véty 2.2 (o korektnosti).

"«<": Pfedpoklddejme tedy naopak, 7e = A.
Necht Py, ..., P, jsou viechny prvotni formule vyskytujici se v A. Necht w je lib. ohodnoceni prvotnich formuli.
Pak podle lemmatu 2.7 mdme: P,..., P¥ - A, nebot A" je A ponévadz wW(A) =1 (A je tautologie).
Necht v je ohodnoceni prvotnich formuli takove, ze:
v(P;) =w(P;) proi=1...n—1
v(P,) je opa¢nd oproti w(Py,).
Pak opét podle lemmatu 2.7: P,..., P? F A. Jinak napsdno, mame:
PY,...,P}

n—1»

Pk A
PY,...,P'_,,-P’F A

. Podle lemmatu 2.6 dostavame: P?,...,PY_, F A pro lib. ohodnoceni v. Opakujeme-li tento postup jests (n—1)
krat, dokdzeme F A.

O
Postova véta o uplnosti ukazuje, Ze pfirozeny pojem tautologie se podafilo dplné charakterizovat ve formélni
vyrokové logice pojmem dokazatelnosti, tj. volbou axioml a odvozovactho pravidla.

3 Predikitova logika

Matematické teorie pracujf s celymi soubory objekti (¢isla, body prostoru, prvky algebraickych struktur). Pro oznacent
lib. prvki z daného oboru pouzivime proménné (z,y,z,...,L1,Z2,-..).

Mezi prvky z dané oblasti mohou byt neékteré vyznaéné objekty (0, neutrdlni prvek grupy,...) pro néz uzivdme
zvlastni symboly — konstanty. (pt. 0,1,...).
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S objekty daného oboru lze provadét rizné operace (s¢itdnindsobeni ¢fsel, ndsobeni v grupdch,...). K oznadeni
operaci uzivame funkend symboly (f, g, h, - .-, f1, f2, f3,...) Piiklad: +,.,. ..

Ke kazdému funkénimu symbolu je ptifazeno pfirozené &islo, které vyjadfuje jeho cetnost, tj. podet argumentt
dané operace. Je-li Getnost symbolu rovna n, itkdme, Ze symbol je n-arni. Je pfirozené chdpat konstanty jako nuldrn{
funkeni symboly.

Matematika zkoum4 vlastnosti objekti a vztahy mezi nimi. Vlastnosti a vztahy mezi objekty daného oboru,
tzv. predikdty, ("byt zdpornym ¢islem" (vlastnost), "byt mensi nez", "byt prvkem" (vztahy)) vyjadfujeme pomoct
predikdtovgch symboli (p,q,r,...,p1,p2,...) Piklad: <, €

Predikdt znameng vztah mezi uzitym poc¢tem objekt. Tim je kazdému predikdtovému symbolu pfifazeno ptirozené
¢islo, jeho cetnost, udédvajici pocet jeho argumenti. Je-li ¢etnost rovna n, itkdme, ze symbol je m-drni. V mnoha
piipadech pouzivame zvlagtniho oznaceni = pro bindrni predikdtovy symbol rovnosti oznacujici rovnost, tj. totoZnost
objektt z daného oboru.

Z uvedenych symbolt sestavujeme jistym zpiisobem nejjednodussi tvrzeni, vyjadiend tzv. atomickiymi formulemi.
Z nich vytvaiime slozitejsi formule pomoci logickgch spojek (stejnych jako ve vyrokové logice) a pomoci kvantifikace
proménnych.
univerzalni (obecny) kvantifikdtor ¥V vyjadiuje platnost pro viechny objekty z daného oboru.
ezistencni kvantifikator 3 vyjadfuje existenci pozadovaného objektu v daném oboru.

Priklady:

e V(2.0 = 0) v R vyjadtfuje "Pro kazdé redlné &islo z plati, ze .0 = 0"
e 3(=(z = 1)&(z.z = 1)) vyjadiuje "Existuje redlné &¢islo = takové, 7e x # 1 a 2 = 1"
e Vziy(z < y) vyjadiuje "Pro kazdé z existuje y, které je vtsi nez z"

Uvedené symboly spolu s pomocnymi symboly (zavorky,édrka) tvoii abecedu jazyka predikdtové logiky 1. vddu.
Proménné jazyka 1. fddu jsou obecnd jména pro objekty daného oboru, tj. pro individua (napft. ¢isla). Jazyk neobsahuje
proménné pro mnoziny individui (napf. mnoziny &isel, relaci,...). Kvantifikovat lze pouze proménné pro individua;
tim se jazyk 1. fadu lisf od jazykt vyssich fadu, které dovoluji kvantifikovat nap¥. mnozZiny, relace. . .

Piiklad: V oboru R redlnych &isel v logice 1. fadu nelze vyjadfit: VA C R;VfR — R ani V32,

3.1 Jazyk predikitové logiky 1. fddu
Specifiku jazyka ur¢uji jeho funkéni a predikdtové symboly (uréujf oblast, kterou jazyk popisuje).

logické symboly

T,Y,...,T1,T2,... proménné

—-,&,V,—=, = logické spojky

v, 3 kvantifikdtory
)) zdvorky

= predik. symbol rovnosti
specidlni symboly

funkéni symboly f,g,..., f1, f2,... u kazdého symbolu je ddno nezdporné celé ¢islo — jeho Getnost
predikdtové symboly p,q,...,p1, P2, ... u kazdého symbolu je dédno kladné celé ¢islo — jeho ¢etnost

Obsahuje-li jazyk symbol = pro rovnost, mluvime o jazyku s rovnosti. Jazyk predikdtové logiky je tedy urcen
vycétem svych specidlnich symboli.

Piiklady:

1) Jazyk teorie usporadédni

* jazyk s rovnosti =

* jediny predikdtovy (bindrni) symbol <
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2) Jazyk teorie grup

* jazyk s rovnosti =
* nuldrnf funkéni symbol 1 pro neutrdlni prvek

* bindrnf funkéni symbol . pro grupovou operaci ndsoben{
3) Jazyk teorie okruhii

* jazyk s rovnosti =
* dvé konstanty 0,1

* dva bingrni funkénf symboly +,.
4) Jazyk teorie mnozin

* jazyk s rovnost{

* bindrnf predikitovy symbol € byt prvkem
5) Jazyk elementédrni aritmetiky

* jazyk s rovnosti =
* funkeni symboly :

0 — nuldrnf symbol pro nulu
S — undrni symbol pro vzeti nédsledujiciho &fsla k danému &islu
+,. — bindrnf symboly pro s¢itdni a ndsobenf

3.1.1 Termy
(i) Kazd4 proménni je term
(ii) Je-li f funkénf symbol &etnosti n a jsou-li ¢y, ...,t, termy, pak také f(t1,...,t,) je term
(iii) Kazdy term vznikne kone¢nym podtem uziti (i) a (ii)

Poznamenejme, Ze z (ii) plyne, ze kazd4 konstanta je term.
Piiklady: V jazyce elementdrni aritmetiky jsou ndsledujici vyrazy termy:
X,y proménné
0 konstanta
5(0),5(=), S(5(0))
z+y,z+0,2y,2.5),(x+5y)y, (50) + (z.9).S(z)
Poznamenejme, Ze u vzitych funkénich symbold misto +(z,y) piSeme x + y, misto .(z,y) pieme z.y

3.1.2 Atomické formule

Je-li p predikdtovy symbol Cetnosti n a jsou-li t1,...,t, termy, pak p(ti,...,t,) je atomickd formule.
Specidlng, mame-li jazyk s rovnosti: jsou-li #1,ts termy, pak (¢; = t¢2) je atomickd formule. Piseme (t; = ¢2) misto
= (t1,t2).
Priklady:
V jazyce teorie uspoifdddni jsou atomické formule z < z,z < y.
V jazyce elementdrnf aritmetiky je atomickd formule z.(y + 2) = (z.y) + (x.2)
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3.1.3 Formule

(i) Kazd4 atomickd formule je formule

(ii) Jsou-li ¢, formule, pak také (=), (&), (¢ V V), (p — V), (p = ) jsou formule.

)
(iii) Je-li  proménnd a ¢ formule, pak také (Vxy), (Izp) jsou formule.
(iv) Kazdd formule vznikne kone¢nym poc¢tem uziti (i),(ii),(iii).

Priklady:

V jazyce teorie uspoiddéni je formule VaVy(z < y — Iz < z&2 < y))
V jazyce elementédrni aritmetiky je formuli Vz(z # 0 — Jy(z = S(y)))
Poznamenejme, Ze pffeme x # y misto —=(x = y), a také, pokud to nemiZe narusit srozumitelnost, vynechdvame
nekteré dvojice zdvorek.

P#i tvorbé formule ¢ podle pfedchozi definice vytvaiime uréitou posloupnost formuli, kterd za¢ind atomickymi
formulemi a konéi formuli ¢ a kazdd formule v této posloupnosti vznikd z nekterych pfedchdzejicich pomoci logickych
spojek a kvantifikdtort. Kazd4 z téchto formuli se nazyva podformule formule .

Kazd4 formule je konecnou posloupnosti symboli. Kazdy symbol, zejména kazdd proménng se mize ve formuli
vyskytovat na jednom nebo vice mistech. Rekneme, ze dany wgjskyt promeénné z ve formuli ¢ je wdzang, nachézi-li se
v n&jaké podformuli tvaru (Vzp) nebo Jzp. V tom pifpade se podformule ¢ nazyva obor kvantifikdétoru Vz nebo Iz,
promeénnd x se vyskytuje v kvantifikdtoru samém nebo ve formuli . V opa¢ném piipadé (vyskyt nenf vdzany) fekneme,
ze dany vyskyt proménné x ve formuli ¢ je volny. Proménnd z se nazyvad volnou promeénnou ve formuli ¢, existuje-li
jejil volny vyskyt v této formuli. Formule neobsahujici Zddnou volnou promé&nnou se nazyvé uzaviend formule nebo téz
vijrok.

Ptiklad:

Proménnd x m4 ve formuli x =2z — (Jz(z(x = 2)) dva vdzané vyskyty a jeden voly vyskyt.
~~ N,
voln vzan

4 Sémantika predikiatové logiky

Chceme dat interpretaci symbolim jazyka predikitové logiky 1. fadu. Nejprve vymezime obor, ktery bude urcovat
mozné hodnoty proménnych, bude to urcity soubor M uvazovanych objekti. Funkénim symbolim budou odpovidat
operace na M pifslugnych cetnosti. Predikdtovym symbolim budou odpovidat vztahy mezi objekty z M, které lze
popsat jako relace na M piislusnych cetnosti. Mdame-li jazyk s rovnosti, interpretujeme symbol = jako rovnost objekti
z M.

Definice 4.1
Necht L je jazyk 1. fddu. Realizact jazyka L rozumime algebraickou strukturu M, kterd se sklad4 z:

(i) neprdzdné mnoziny M, nazveme univerzum
(ii) pro kazdy funkénf symbol f &etnosti n je ddno zobrazeni faq : M™ — M

(iii) pro kazdy predikdtovy symbol p ¢etnosti n, kromé rovnosti, je ddna relace ppy C M"

Poznamenejme, Ze pro nuldrni funkéni symbol, tj. pro konstantu, je M® = {0} a piislusné zobrazeni M° — M lze
chdpat jako vyznacenf urcitého prvku z M odpovidajici dané konstantg.

Priklady:
1. Neobsahuje-li jazyk L predikdtové symboly, dostdvdme zndmy pojem univerzilni algebry.

2. Obsahuje-li jazyk L jediny bindrnf predikdtovy symbol a 7zadny funkéni symbol, dostdvdme mnoZiny vybavené
jedinou bindrnf relaci. (Lze chédpat jako orientované grafy.)
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3. Obsahuje-li jazyk L jediny bindrni funkéni symbol, dostdvdme grupoidy (tj. mnoziny vybavené jednou bindrni
operaci).

4. Kazdé grupa, ale také kazdy grupoid s jednim vyznacenym prvkem je realizaci jazyka teorie grup.

5. Mnozina N v&ech pfirozenych ¢&isel véetné nuly s obvyklymi operacemi néslednika, s¢itdni a ndsobeni je realizaci
jazyka elementdrni aritmetiky.

Chceme-li zkoumat pravdivost formuli jazyka L v n&jaké jeho realizaci M, musime volnym proménnym pfitadit
hodnoty, jimiz budou né&jaké prvky mnoziny M.

Definice 4.2
Libovolné zobrazeni e mnoziny vsech proménnych do univerza M dané realizace M jazyka L budeme nazyvat
ohodnoceni promeénnijch.

Je-li x proménnd a m € M, potom ohodnoceni{ proménnych, které proménné z pfifazuje prvek m a na vsech
ostatnich proménnych splyva s ohodnocenim e, budeme znatit e(z/m).

Definice 4.3
Hodnota termu t v realizaci M jazyka L p¥i daném ohodnoceni e proménnych, oznacované t[e], se definuje indukei
nésledovne:
(i) je-li t proménnd z, potom t[e] je e(z).
(ii) je-li t term tvaru f(t1,...,t,), kde f je funkéni symbol &etnosti n, ¢1,. .., ¢, jsou termy,
potom t(e) je fM(tl (6), tery tn(e))

Poznamenejme, Ze z (ii) plyne, Ze hodnotou konstanty je ji odpovidajici vyznaceny prvek z M.
Indukci dle slozitosti termu se ovéii, Ze hodnota termu ¢ zdvisi pouze na ohodnoceni proménnych, které se v termu

opravdu vyskytuji. Hodnotou termu ¢ s proménnymi &1,...,&, v prvcich mq,...,m, (tj. pfi ohodnoceni spliujici
e(r1) = ma,...,e(xy) = my) je tedy jisty prvek z M, ktery ziskdme tak, Ze do termu ¢ dosadime prvky myq,...,m,
za proménné zi,...,T, a provedeme "naznatené" operace.

Definice 4.4

Necht M je realizace jazyka L, necht e je ohodnoceni proménnych a necht ¢ je formule jazyka L. Indukei podle
slozitosti formule ¢ definujeme, co znamend, ze formule ¢ je pravdivd v M p¥i ohodnocent e . Tuto skute¢nost budeme
znagit M = yle].

(i). Je-li ¢ atomickd formule tvaru p(t1,...,t,), kde p je predikdtovy symbol cetnosti n; t1,...,t, jsou termy, pak
M E gle] prave kdyz (ti]e], ..., tnle]) € pm

(ii). Je-li ¢ atomickd formule tvaru ¢; = ta, kde #1,t2 jsou termy, pak M |= ¢[e] prave kdy# ¢ [e] je tentyZ prvek jako
tg [6] v M

(iil). Je-li  tvaru —p, kde 9 je formule jazyka L, pak M k= p[e] prave kdyz M £ ¢[e]

(iv). Je-li ¢ nekterého z tvart (n&)), (n V), (n = ), (n = ¢), kde n, ¢ jsou formule, klademe:
M E (n&1)) prave kdyz soudasné M = nle] a M = y[e]
M = (n V) préve kdyz plati alespoii jedno z M = nle] a M |= ¢[e] a podobné pro dalsi logické spojky.

(v). Je-li ¢ tvaru (Vayp), kde ¢ je formule jazyka L, pak M = ¢le] praveé kdyz pro kazdy prvek m € M je
M = Yle(z/m)]

(vi). Je-li ¢ tvaru (Jz7p), kde ¢ je formule jazyka L, pak M | ¢le] prave kdyz existuje m € M takovy, ze
M = Yle(z/m)]

Indukei dle slozitosti formule lze ukdzat, Ze pravdivost formule zdvisi pouze na ohodnoceni jejich volnych pro-
meénnych. P¥i zkoumdni pravdivosti formule vystatime s ohodnocenim jen konetného po&tu proménnych. Specidlng,
pravdivost uzaviené formule v dané realizaci nezdvisi na ohodnoceni proménnych. Rekneme, ze formule ¢ jazyka L
je splnéna v realizaci M, jestlize ¢ je pravdivd v .M pii kazdém ohodnoceni e. Pak piseme M | ¢. Je-li ¢ uzaviend
formule, kters je splnéna v M, fikdme, ze ¢ je pravdivd v M.
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Definice 4.5
Rekneme, 7e formule ¢ jazyka L je logicky platnd, jestlize pro kazdou realizaci M jazyka L je M |= ¢. Piseme

.

Otédzku, zda dand formule ¢ je logicky platnd, nelze rozhodnout kone¢nou procedurou.
Ptiklady logicky platnych formuli:

1) Formule ¢ jazyka L, ktera vznikne tak, Ze do n&jaké tautologie A vyrokové logiky dosadime za vsechny prvotni
formule py,...,p, n&jaké formule ¢4, ..., p, jazyka L, je logicky platng formule jazyka L.

2) Pro libovolné formule ¢ a 1 jazyka L jsou ziejmé
(Vo) V (Varp) = (Vo(p V)

Gz (p&yp)) = Frp)& (i)
logicky platné formule jazyka L.

3) Jsou-li p,1) formule, je-li z proménnd, pak nemé-li = volny vyskyt ve @, je (Vz(p = ¢)) = (p = (Vzv))) logicky
platnd formule. Nem4-li x volny vyskyt ve ¢, je (Vz(p — ¢)) = ((Jzp) — 1) logicky platns formule.

Naznacime dikaz, ze prvni formule piikladu 3 je logicky platnd. Mdame ukdzat, ze v libovolné realizaci M pii
libovolném ohodnoceni e je tato formule pravdiva.

o Jestlize M [ (Vz(p — 1))[e] jsme hotovi.

o Jestlize M |= (Vz(p — ¢))[e], pak M = (¢ = v)[e(z/m)] pro kazdé m € M. Oviem z nenf volnd ve p, takze
pravdivost ¢ nezgvisi na ohodnoceni z.

o Jestlize M £ yle], pak M E (¢ = (Vzp))[e] a jsme hotovi.

o Jestlize M = ¢le], pak M = gle(z/m)] pro kazdé m € M. Odtud M = ¢[e(z/m)] pro kazdé m € M, coz
znamend M |= (Vzu))[e]. Takze v tomto piipadé mame M = (Vz(p = ¢)) = (¢ = (Vzb))[e].

Definice 4.6
Rekneme, 7e formule ¢, jazyka L jsou logicky ekvivalentni, jestlize v libovolné realizaci M jazyka L a pfi
libovolném ohodnocent e proménnych je M = ¢[e] prave tehdy kdyz M = ¢[e].

Ziejme formule @, jsou logicky ekvivalentnf, pravé kdyz (¢ = 1) je logicky platnd formule.
Ptiklady dvojic logicky ekvivalentnich formuli pro libovolné formule ¢, a proménnou = jsou
(Fzp) ~(Vz ()
(Vzp) —(3z(-¢))
(Vazp)&(Voy)  Va(p&y)
(Fzp) Vv (Fzp)  Fz(p V)
dvojice logicky ekvivalentnich formuli.

Disledek 4.7
Kazdd formule ¢ jazyka L je logicky ekvivalentni n&jaké formuli ¢ v niz se nevyskytuje kvantifikdtor 3 (totéz plati
iproV).

Kazd4 formule jazyka L je logicky ekvivalentni néjaké formuli vytvotené z atomickych formulf jen pomoci log. spojek
-, — a kvantifikdtoru V.
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4.1 Swubstituce termii za proménné

Je-li t term, pak vyraz, ktery vznikne dosazenim né&jakych termi za proménné do ¢ je opét term.

Je-li ¢ formule, z proménnd, ¢ term, potom vyraz, ktery vznikne z formule ¢ nahrazenim kazdého volného vyskytu
proménné x termem %, je opét formule.

Ne kazd4 substituce tohoto druhu je rozumn4. Rekneme, Ze term t je substituovatelng za = do formule ¢, jestlize
zadny volny vyskyt proménné x ve formuli ¢ nelezi v oboru n&kterého kvantifikdtoru Vy nebo Jy, kde y je proménng
obsaZzend v termu ¢. Pak budeme znacit ¢, [t] formuli, kterd vznikne z ¢ nahrazenim kazdého volného vyskytu z termem
t.

Piiklad 4.1
V jazyce elementdrn{ aritmetiky term S(S(y)) nenf substituovatelny za x do formule z # 0 — Jy(z = S(y)).

Obecngji — je-li ¢; term substituovatelny za promeénnou z; do formule ¢ pro i = 1...n, pak budeme znadit
O1,eeszn [t15 - - -, tn] formuli, kterd vznikne z formule ¢ nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné z; termem ¢;
pro i =1...n. Formule ¢y, ... 4.[t1,...,ts] se nazve instance formule .

Tvrzeni 4.1
Je-li  formule, z proménnd a t term substituovatelny za = do ¢, pak (Vzp) = @.[t]; ¢.[t] = zp) jsou logicky
platné formule.

Diikaz:

Pro prvni formuli: necht M je libovoln4 realizace a necht e je libovolné ohodnocenf proménnych.
Jestlize M [£ (Vzp)le], pak M = (Vzp = @z[t])[e].
Jestlize M(Vzp)le], pak M |= yle(z/m)] pro kazdé m € M. Pro m = t[e] (hodnota termu t pii ohodnoceni e ) je ale
M = gle(z/m)] totéz, co M = (¢z[t])[e] nebot term t je substituovatelny za = do . Takie mame M = (p.[t])[e], a

tedy M |= (Vo) = wat])[e]- O

5 Axiomy predikiatové logiky

Budujeme predikitovou logiku jako form&lni axiomaticky systém. Jazyl L predikatové logiky pfebirdme z p¥edchoziho
s tim, Ze z logickych spojek bereme jako zdkladni — a — (ostatnf mohou byt dodefinovdny jako ve vyrokovém poctu).
Z kvantifikdtori bereme jako zdkladni V, kvantifikitor 3 je mozZno zavést takto: Je-li ¢ formule, pak Jzy je zkratka

pro ~(Va(—y)).
Omezime se pouze na ty formule, které jsou vytvofeny z atomickych formulf jen pomoci spojek =, — a kvantifikdtoru
V. Axiomy predikdtové logiky lze rozdeélit do &ty skupin.

5.1 schemata vyrokovych axiomi

Jsou-li ¢, 9, n formule jazyka L, pak
= (Y —0)

(= W—=m)—=(p—=9) = (p—mn)
(=) = (=) = (¢ = ¢)

jsou axiomy predikatové logiky.

5.2 schema axiomu kvantifikatoru

Jsou-li ¢, formule, a je-li £ proménnd, kterd neméd volny vyskyt ve formuli ¢, pak

Va(p = ) = (¢ = (Vz1))

je axiom predikdtové logiky.
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5.3 schema axiomu substituce

Je-li p formule, x proménnd a ¢ term substituaovatelny za x do ¢, pak

(Vop) — @ot]
je axiom predikatové logiky.
Je-li L jazyk s rovnosti, mdme jesté ndsledujici skupinu axiomi:
5.4 schemata axiomi rovnosti

Je-li x proménnd, pak z = z je axiom. Jsou-li z1,...,Zn,y1,...,yn proménné, a je-li f funkeni symbol ¢etnosti n, pak

(@Er=y1 = (@2=y2 > (- (@ =yn = (@1, 20) = F(Y1,- -, yn)) - )

je axiom. Jsou-li z1,...,Zn,Y1,...,Yn Proménné, je-li p predikdtovy symbol Cetnosti n, pak

(1= = @2=y2 = (.- (@Tn =Yn = D(T1,---,%0) =PY1,---,Un))---))

je axiom.

5.5 odvozovaci pravidla predikiatové logiky

Pravidlo odlouéeni (modus ponens) z formulf ¢, p — ¢ se odvodi formule ).

Pravidlo zobecnéni (generalizace) pro libovolnou proménnou z z formule ¢ se odvodi formule (Vzyp)

Drikazem v predikitové logice prvniho fddu rozumime libovolnou posloupnost ¢1, ..., ¢, formuli jazyka L, v ni%
pro kazdé ¢ formule ¢; je bud’ axiom predikdtové logiky, nebo ji 1ze odvodit z nékterych pfedchozich formulf ¢;,j <4
pouzitim pravidla odlou¢eni nebo zobecnéni.

Rekneme, ze formule ¢ je dokazatelnd v predikatové logice 1. fadu, existuje-li ditkaz, jehoz posledni formulf je
@. Piseme + ¢. Obecngji, bud’ T mnozina formuli jazyka L.Rekneme, ze formule ¢ je dokazatelnd z piedpokladi
T, jestlize existuje jeji dikaz z pfedpokladd T, tj. kone¢nd posloupnost formuli jazyka L, kde posledni formule je
o takovd, 7ze kazd4 formule v této posloupnosti je bud’ axiom predikitové logiky nebo prvek mnoziny 7" nebo ji lze
odvodit z nekterych pfedchozich formuli uzitim odvozovacich pravidel. Pak piseme T F ¢.

Pozndmka: Spolu se schematy vyrokovych axiomi a pravidlem odlouc¢eni pfechédzi do predikitové logiky celd vyro-
kovd logika. Zejména: je-li A tautologie vyrokové logiky, a je-li ¢ formule jazyka L vznikld dosazenim formuli jazyka
L za prvotni formule A, pak F ¢.

Jestlize formule ¢ je dokazatelnd z pfedpokladi T jen pouZitim prostiedki vyrokové logiky, tj. jen pomoci formul{
vzniklych dosazenim do tautologii a pouzitim pravidla odlouceni, itkime, Ze ¢ je tautologickym disledkem T'.

Véta 5.1 O KOREKTNOSTI
Libovolna formule jazyka L dokazatelnd v predikdtové logice 1. ¥ddu je logicky platnou formuli, tj. je splnéna
v kazdé realizaci jazyka L.

Diikaz: Necht 1, ..., p, je dikaz formule ¢. Bud M libovolnd realizace jazyka L. Abychom ukdzali, ze M = ¢
ukdzeme indukci, Ze M = ¢; pro kazdé i =1...n.

e Je-li ¢; vyrokovy axiom, je to zfejmé.

e Je-li ¢; axiom kvantifikdtoru, pak viz. pfiklad 3 na strané 13.
e Je-li ¢; axiom substituce, pak viz tvrzeni 4.1 na strané 14

e Ziejmy je i pfipad axiomi rovnosti.

o Vznikla-li formule ¢ pravidlem odlouceni z ngkterych pfedchozich formulf ¢;, ¢; — ¢; pak M = ¢;, M |= ¢; —
¢; podle indukéntho predpokladu, ¢ili pro libovolné ohodnoceni proménnych e je M = pj;le], M = (¢; — ¢i)[e]
odkud ihned M [ ¢;[e], takze celkem M = ;.
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e Jestlize ; vznikla z nekteré pfedchozi formule ¢; pravidlem zobecnéni, pak ¢; je (Vzy;) pro néjakou proménnou
z a dle indukéniho pfedpokladu M = ¢;. To ale podle definice splitovani ohodnoceni déva: M = (Vzyp;) a to je

O
V nésledujici kapitole dokdzeme opak véty 5.1 (opa¢ny smér). Ukdzeme tak, Ze formule dokazatelné v predikdtové
logice jsou prave logicky platné formule — tzn. véta O tplnosti predikdtové logiky: forméln{ systém predikdtové logiky
je tuplny — dovoluje odvodit praveé viechny logicky platné formule.
K tomu tcelu vybudujeme prostiedky:

Lemma 5.2 PRAVIDLO V
Je-li F ¢ — 1) a proménnd x nemd volny vyskyt ve o, pak F @ — (Va1)).

Diikaz:
Uzitim pravidla zobecnéni F Vz(p — ¢). F (Vz(p = ¢)) = (¢ = (Vo)) je axiom kvantifikidtoru. Odtud uzitim
pravidla odloudeni: F ¢ — (Vz1)). O

Lemma 5.3 PRAVIDLO 3
Je-li F ¢ — ¢ a proménnd = nem4 volny vyskyt v ¢, pak b (Jzp) — ¢

Diikaz:

F =1 — - je tautologicky dusledek ¢ — 4. Uzitim pravidla V dostaneme F —¢p — (Vz(—¢p)). (Va(—p)) — 9 je
tautologicky dusledek ptedchozi formule, coz je + (Fzp) — 1 dle definice zkratky 3. m|

Pravidlo 3 je dudlnf pravidlu V.

Lemma 5.4
Je-li ¢ formule, z proménnd, ¢ term substituovatelny za z do ¢, pak F ¢,[t] = (Jzy).

Diikaz:
F (Vz(—p)) = (—pe[t]) je axiom substituce.
b —=(Vz(—¢)) dosazenim do tautologie =—A — A.
Slozenim obou implikaci jako tautologicky disledek dostaneme:
- (Ve (~)) — (~palt]), o je
- ~(35) = (~palf]), odtud
F @, [t] = (Jzp) jako tautologicky disledek. O

Poznamka 5.5

Formule - — —¢ je tautologickym diisledkem formule ¢ — . Skute¢né formule (¢ — ¥) — (=9 = —) vznikla
dosazenim do tautologie (A = B) — (=B — —A). Stadl pouzit pravidlo odloudent.

Podobné: Slozen{ implikaci ¢ — ¢ a 9 — 7 je formule ¢ — 7 jako jejich tautologicky diisledek. Skutetné (¢ —
¥) = (W = n) = (p = n)) vzikne dosazenim do tautologie, sta¢i uzit dvakrdt pravidlo odloudeni.

Lemma 5.6
Necht ¢' je instanci formule ¢, tj. necht ¢’ je tvaru ¢, .. 4. [t1,- - -, tn] Pro ngjaké termy ¢4, ..., ¢, substituovatelny
T1,...,%T, do . Jestlize F ¢, pak F .

Diikaz: Jestlize n = 1, pak ¢ je tvaru ¢, [t]. Z b ¢ pravidlem zobecnéni - (Vzy). Déle (pouzijeme axiom substituce:)
F (Vzyp) = ¢g[t] a pravidlem odlouceni dostdvame F ¢,[t] tj. F ¢'. Jestlize n > 1, je nutno nejprve pieznacit

proménné. Necht 2;,...,2, jsou proménné, které se nevyskytuji v ¢1,...,t2 ani ve formuli ¢. Podobné jako vyse
postupné dostaneme: F ¢g, [21], F @21 ,22[21,22], - F Qar,za 21, - -5 20]- Oznacme posledni formuli . Ponévadz
proménné zi,...,2z, se nevyskytujl v termech t1,...,t, dostdvdme postupnou substituci ¢; za 21, pak ty za 2o, az

t,, za z, postupné formule ¢, [t1], ¥z 20 [t1,t2] 8% oy, 2. [t1,- - -, tn]- PEitom podobné jako vyse postupnéd odvodime
F o t], b @Yozt tel, o F Yo za 1, - - -5 tn)- Poslednt formule je totoznd s ¢y, .. 2. [t1,---,tn], ti- s @' m|
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Z axiomii substituce pro libovolnou formuli 4 a libovolnou proménnou z specidlné dostaneme + (Vz1)) — 1 nebot
¥:[2] je 1.

Je-li nynf ¢ libovolng formule a 1, ..., 2, proménné, pak odtud postupné dostdvame
F (Yznp) = ¢

F (Vo Vs .. . Vo,p) = (Voo ... Vo,p)

Odtud sloZenim jako tautologicky dusledek plyne: F (Vi ... Vr,p) = .

Je-li nyni 7 libovolnd permutace na mnoziné indexid {1,...,n}. Pak n-ndsobnym uZitim pravidla ¥ odtud odvodime
F (Vxy...Venp) = (Vog, ...Vo, ). Analogicky se odvodi i opatnd implikace. Nezdlezi tedy na pofadi v bloku
stejnych kvantifikdtori. To ospravedliiuje ndsledujici definici.

Definice 5.7
Jsou-li z1,...,x, vechny volné proménné ve formuli ¢ v n&jakém potadi, pak formuli (Vz; ...Vz,p) nazveme
uzdveérem formule .

Véta 5.8 O UZAVERU
Je-li T mnozina formuli, je-li ¢’ uzdver formule p, pak T F ¢ préave kdyz T F ¢'.

Diikaz: Je-li T & ¢, pak uZitim pravidla zobecnéni dostaneme T + .
Je-li T + ', podle pifedchozf tivahy mame F ¢’ — ¢. Odtud pravidlem odloucent odvodime T F . |

Lemma 5.9 DISTRIBUCE KVANTIFIKATORU
Je-li b ¢ = ¢, potom F (Vzp) = (Vz), b (Bzp) — (zv))

Diikaz: Nejprve F (Vzp) = ¢ podle axiomu substituce F (Vzp) — 9 je tautologicky disledek piedchozi formule a
pfedpokladu + ¢ — 4.
F (Vzp) — (Vo) plyne odtud uZitim pravidla V
F ¢ — (Jz¢) podle lemmatu 5.4
F ¢ — (3z¢) je tautologicky dusledek predpokladu + ¢ — 9 a predchozi formule (jejich slozeni)
F (3zp) — (3z¢) plyne odtud uzitim pravidla 3 O
Vétu o dedukei z vyrokové logiky nelze beze zmeény prevést do predikitové logiky.

Véta 5.10 O DEDUKCI
Necht T je mnozina formuli jazyka L, necht ¢ je uzaviend formule, 9 je libovolnd formule jazyka L. Potom
TF ¢ — 1 prave kdyz T, ¢ + 1.

Drikaz: Je naprosto analogicky jako ve vyrokové logice. Pouze v diitkazu toho, ze T, ¢ F 1 m§ za nédsledek T' - ¢ — o
je nutno uvézit navic jednu moznost.

Necht ¢1,..., ¢, je dikaz formule 1 z pfedpokladt ¢,+. Dokazujeme indukei pro j < n, ze T' F ¢ — ¢;. Navic
je nutno uvazovat pifpad, kdy formule ¢; vznikla z nékteré formule ¢; i < j pravidlem zobecnéni. Tedy ¢; je tvaru
(Vzp;) pro nekterou proménnou z

Z induké¢niho pfedpokladu T F ¢ — ;. Ponévadz ¢ je uzaviend formule, neobsahuje volny vyskyt proménné z,
pravidlem V dostaneme T' F ¢ — (Vzy;), to jest T F ¢ — ;. Véta je dokdzana. O

Nésledujici véta umozni fesit nekteré piipady na které nelze aplikovat vétu o dedukci.

Véta 5.11 O KONSTANTACH

Necht T je mnozina formulf jazyka L, necht ¢ je formule. Necht z1,...,z, jsou proménné a necht ¢y,...,c, jsou
nové konstanty, jejichz pfidanim k L vznikne jazyk L'. Potom T F ¢z, ... z.[c1,---,¢n] pravé kdyz T F .
Diikaz:

Jeli T F ¢, potom T+ @4y, 2.[c1,---,Cq] podle lemmatu 5.6.
Jeli T F @py . w1, ---5cnl
Necht ¢}, ..., ¢l, je dikaz formule @, . . [c1,---,Cy] z pfedpokladu T'. Necht yy, .. ., y, jsou promé&nné, které se nikde
ani v tomto dikazu, ani ve formuli ¢ nevyskytuji. Nahradime-li ve v8ech formulich ¢, ..., ¢!, kazdy vyskyt konstanty
¢; proménnou y; pro ¢ = 1,...,n obdrzime tak zfejmeé dikaz ¢1,..., ¢, formule g, . 4. [c1,...,¢n] z pfedpokladd T'.
Skutetns, kazdy axiom v dikazu pfejde v axiom téhoz typu, odvozovaci pravidla budou pouzitelnd stejné (tj. bude
to dikaz). Formule ¢ je instanci formule @z, 2. [y1,--.,Yn], tedy T F ¢ podle lemmatu5.6. |
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Odvodime nyni n&kolik disledki axiomi rovnosti. Prvni axiom rovnosti vyjadiuje reflexivitu rovnosti.

Lemma 5.12
Je-li L jazyk s rovnosti, pak
Fre=y—sy==2x

Fr=y—o>(y=2z—-2=2)

Drikaz: Pouzijeme axiom rovnosti v némz jako predikdtovy symbol p vezmeme predikdt rovnosti =.
Takto mdme: - z =y - (x =2 = (x = z - y = z)) odtud uZzitim postupi vyrokové logiky - =z = 2z — (z =
z = (x =y = y = x)) coz spolu s prvnim axiomem rovnosti (tj. = z) uzitim pravidla odlouceni (2x) dostdvame
symetrii rovnosti. Podobné z tfettho axiomu rovnosti: F y = 2z — (2 = 2z - (y = z - 2 = z)) Odtud uzitim
postupt vyrokové logiky F 2 =2 - (y =2 — (y = 2 = & = 2)) nyni s pouzitim prvniho axiomu rovnosti pravidla
odlou¢eni - y =z — (y = z = ¢ = 2) sloZenim této implikace se symetrif rovnosti vychdzi jako tautologicky dusledek
tranzitivita rovnosti. |

Lemma 5.13
Je-li f funkéni symbol ¢etnosti n, je-li p predikatovy symbol ¢etnosti m jazyka L a jsou-li u,v,w, s1,...,8n,t1,---,tn
termy jazyka L, pak

(i) Fu=u
(i) Fu=v—ov=u
(iii) Fu=v— (v=w—> u=w)
(iv) Fsi=t1 > (sa=ta = ...(5n =tn = f(51,---,8n) = f(t1,---,tn))---)
(v) Fsi=t1 > (sa=ta— ...(8n =tn = D(S1,..-,8n) = p(t1,-.-,tn))...)
Diikaz: Uvedené formule jsou instancemi axiomii rovnosti a formuli v lemmatu 5.12 staci tedy uzit lemma 5.6

O

Definice 5.14

Je-li L jazyk 1. fddu a T mnozina formuli jazyka L fikdme, 7e T je teorie 1. Fddu s jazykem L.
Rikdme, ze teorie T je spornd, jestlize pro kazdou formuli ¢ jazyka L plati T F ¢. V opatném piipadé je teorie
bezespornd.

Je vidét, ze T je spornd teorie, jakmile pro n&jakou formuli 9 jazyka L plati T + 1 a soucasné T' F —p. Pak
totiz, ponévadz F (—¢) = (¥p = @) — vznik dosazenim do tautologie =A — (A — B)) — uzitim pravidla odloudeni
odvodime T F .

Disledek 5.15
Necht T' je mnozina formuli a necht ¢’ je uzdvér formule . Potom T + ¢ prave kdyz T U {—¢'} je spornd teorie.

Digkaz: Je-li T F ¢, pak podle véty 5.8 o uzdveru T + ¢, takze TU{—¢'} F —¢' a TU{—¢'} F ¢, ¢ili T U {—¢'}
je spornd teorie. Je-li naopak teorie T'U {—¢'} spornd, pak lze z ni dokdzat libovolnou formuli, tedy i formuli ¢'.
Takze: T U {—¢'} F ¢, odkud z véty o dedukci (véta 5.10) T F (=¢') — ¢'. Ddle mdme F (—¢' — ¢') = ¢’ (formule
vznikla dosazenim do tautologie (w4 — A) — A ). Pravidlem odloudeni T + ¢', odkud T F ¢ podle véty o uzdvéru.

O

Poznamka 5.16

Bud ¢ formule jazyka L, tj. formule, v ni% se vyskytuji pouze logické spojky —, — a kvantifikitor V. Necht ¢’
je formule, kters vznikne z formule ¢ rozepsdnim spojky — a kvantifikdtoru V takZe se v ni vyskytuji pouze —, &, 3.
(Spojka 9 — 1 se rozepise —(y&—n), kvantifikitor (Vxy) se rozepise —(Iz(—))) ).

Necht @ je formule, kterd vznikne rozepsdnim ¢, tak, ze se v nf spojka & a kvantifikdtor 3 chdpou jako zkratky
obvyklym zpisobem, takZze vznikne opét formule obsahujici jen logické spojky —,— a kvantifikitor V. Pak plati
Feo=p, tj.platiFp>patp— o

Dikaz 1ze provést indukef vzhledem ke slozitosti formule ¢ s vyuZitim prostfedkd vyrokové logiky a distribuce
kvantifikdtord (lemma 5.9).



6 VETA O UPLNOSTI 19

6 Véta o dplnosti

Definice 6.1
Bud’ L jazyk 1. ¥ddu. Piipomeinime, Ze lib. mnozinu T formulf jazyka L nazyvdme teori{ 1. fddu s jazykem L.
Formule z T jsou tzv. specidlni axiomy, které spolu s axiomy predikdtové logiky tvoii soustavu viech axiomi teorie 7'.

Definice 6.2
Bud' T teorie s jazykem L a necht M je né&jakd realizace jazyka L. Rekneme, ze M je model teorie T, jestlize
M E ¢ pro kazdou formuli ¢ € T'. Pak piseme M =T.

Definice 6.3
Rekneme, ze formule ¢ je disledkem teorie T, jestlize pro kazdy model M teorie T je M | ¢. Pak piseme T = .

Piiklady:

1) Msgjme jazyk teorie uspofddani. Specidlni axiomy:
—(z < x)
r<y—=>[yY<z—ozr<2)
zaddvaji teorii ¢dste¢ného uspotdddni. Kazdy model této teorie je ¢dste¢né uspoiddand mnozina. P¥iddme-li dalsf
specidlni axiom
r<yVez=yVy<czw
dostaneme teorii linedrniho uspofdddni. Modely této teorie jsou préavé linedrné uspofddané mnoziny.

2) Mgjme jazyk teorie grup. Lze ukdzat, Ze specidlni axiomy:
z.1 = z (pravy neutrdlni prvek)
Vzdy(z.y = 1) (pravy inverzni prvek)
jiz urcujf teorii grup. Modely této teorie jsou pravé grupy. Je mozno ukizat, ze formule
le=z
Vedy(y.xz =1)
jsou dusledky této teorie.

3) V jazyce elementdrni aritmetiky specidlni axiomy

s(z)=S(y) > z=y
r+0==x

z+S(y) =S(z+y)
z.0=0

z.Sy)=zy+zx

urcujf teorii nazvanou elementdrni aritmetika. P¥iddme-li spec. axiomy, jde o schema axiomil indukce. Je-li ¢
formule elementérni aritmetiky a je-li # proménnd, pak ¢,[0] = ((Vz(p — ¢.[S(z)])) = (Vzy)) je axiom indukce.
Dostaneme teorii nazyvanou Peanova aritmetika. P¥irozend ¢isla véetné 0 s obvyklymi operacemi néslednika a
nésobeni tvoif tzv. standardni model Peanovy aritmetiky.

Véta 6.4 O KOREKTNOSTI
Je-li T teorie s jazykem L, je-li ¢ formule takovd, ze T F ¢, pak T |E ¢

Diikaz: Bud ¢y, . .., ¢, dikaz formule ¢ z pfedpokladi 7. Bud’ M libovolny model teorie T'. Indukei proi =1,...,n
dokdzeme, 7e M = ;. Je-li @; specidlni axiom, pak M = ¢; nebot M je model teorie T'. S timto dodatkem se dikaz
provede stejné jako dikaz véty o korektnosti predikitové logiky v kapitole 5 na strané 14. m|

Disledek 6.5
Ma4-li teorie T' s jazykem L n&jaky model, potom je bezesporna.

Driikaz: Necht M je model teorie T'. Pfipustme, Ze teorie T je spornd. Necht ¢ je n&jaks uzaviend formule jazyka
L.Pak T + ¢ a T + —p. Pak podle véty 6.4 to znamend, 7e T = ¢ i T | —p. Takie M E ¢ i M |E —¢, odkud
M = p&—p. To neni mozné. Tudiz T je bezesporn4. O
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Sméfujeme k dikazu obrdceni véty 6.4. Ukdzeme, 7e syntax predikdtové logiky je plné adekvitni jeji sémantice.

Véta 6.6 GODELOVA VETA O UPLNOSTI
Je-li T teorie s jazykem L a je-li o lib. formule jazyka L, pak T F ¢ prave kdyz T = .

Tato véta je disledkem nésledujici véty, kterd nese tentyz nézev.

Véta 6.7 GODELOVA VETA O UPLNOSTI
Teorie T' je bezespornd, pravé kdyz md néjaky model.

Diikaz: Véta 6.6 pomoci véty 6.7
Je-li T teorie a ¢ formule takovd, ze T F ¢, potom T |= ¢ podle véty 6.4. Pfedpoklddejme, ze T' |= ¢. Tedy pro kazdy
model M teorie T je M = ¢. Bud ¢’ uzdvér formule . Podle definice spliiovdni také M = ¢ pro kazdy model teorie
T. To znamend, e teorie T'U {—¢'} nemd model. Podle v&ty 6.7 teorie T'U {—¢'} je spornd. Podle dusledku 5.15 to
zamend T . O
Diikaz: samotné véty 6.7
S ohledem na dusledek 6.5 zbyva dokdzat, Ze kazd4d bezespornd teorie m4 n&jaky model. Provedeme to nejprve ve spe-
cidlnim p#ipadé. Pokracovdni dikazu je na strang 22. |

Definice 6.8
Rekneme, Ze teorie T s jazykem L je tiplnd, jestlize T je bezespornd a pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati préve
jedno: T+ ¢ anebo T' F —¢p.

Piiklad 6.1
Bud M libovolng realizace jazyka L. Ozna¢me Th(M) mnozinu vsech uzavienych formuli jazyka L, které jsou
pravdivé v M. Pak Th(M) je tplnd teorie.

Definice 6.9
Rekneme, Ze teorie T' s jazykem L je Henkinova, jestlize pro libovolnou uzavienou formuli tvaru (Jzv) jazyka L
existuje konstanta e jazyka L takovd, ze T F (Jz1)) b 9)z[c].

Lemma 6.10
Libovolng diplnd Henkinova teorie mg model.

Diikaz: Bud’ T tplnd Henkinova teorie s jazykem L. Necht C' je mnozina vsech termi jazyka L bez proménnych.
Je-li L jazyk s rovnosti, definujeme relaci ~ na C nédsledovné: pro kazdd ti,t; € C klademe t; ~ tp prave kdyz
T F t1 = to. Z reflexivity, symetrie a tranzitivity rovnosti (viz. lemma 5.13 (i),(ii),(iii) na strane 18) plyne, Ze
relace ~ je ekvivalence na C. Polozme M = C nebo M = C/. (v pfipads, ze L je jazyk s rovnosti). Pro kazdé
t € C znacime t = {s € C;s ~ t}. Definujme realizaci M jazyka L s univerzem M nésledovng: Pro kazdy funként
symbol f ¢etnosti n a pro kazdy predikdtovy symbol p Eetnosti n kromé rovnosti a pro kazds i1, .., ¢, € M klademe
Frtr, .o tn) = flte,. . tn),t t1,. ..ty € paqg prave kdyz T F p(ty, ..., t,). Z lemmatu 5.13 (iv),(v) plyne, Ze tyto
definice jsou korektni. Navic indukei vzhledem ke sloZitosti termi lze ukdzat, Ze je-li t € C, pak ¢ je hodnota termu ¢
v realizaci M.

Ukdzeme, ze M je modelem teorie T. Chceme ukdzat, ze pro kazdy specidlni axiom ¢ € T je M |= ¢ (je splnén).
Bud’ ¢' uzdver formule ¢. Podle véty o uzdveru pak T F ¢'. Ukdzeme-li, ze M | ¢', pak podle definice spliiovani
odtud ihned M |= . Stadf tedy dokdzeme-li nésledujici vlastnost: Pro libovolnou uzavienou formuli ¢ jazyka L plati:
M = ¢ prave kdyz T + ¢ (silngjsi tvrzeni).

Dokdzeme to indukei vzhledem ke slozZitosti uzaviené formule ¢. Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, Ze kazda
formule jazyka L je vytvofena z atomickych formuli jen pomoci logickych spojek —,& a kvantifikdtoru 3 ( to lze
ospravedlnit poznamkou na konci kapitoly 5).

Indukce:

(i). Je-li ¢ atomickd formule tvaru p(ty,...,t,), pak termy ty,...,t, jsou bez proménnych. Podle definice spliiovani
a podle definice relace ppq dostavame M = p(ty,...,t,) praveé kdyz (ti,...,tn) € pm, a to je pravé kdyz
T+ p(tl,,tn)

lto je tifda !
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(ii). Je-li ¢ atomickd formule tvaru t; = t2, pak M = t; = to prave kdyz ¢; = 2 a to je pravé kdy# t; ~ t2, to jest
pravé kdyi T+ t1 = to.

(iii). Je-li ¢ tvaru ¢y, pak M |= ¢ préve kdyz M = 9, coz podle indukéniho predpokladu je prave kdyz T ¢. Ale
T je uplng teorie, takze T V£ o prave kdyz T F —p, &li T F .

(iv). Je-li  formule tvaru ¥&n, pak M |= ¢ préavé kdyz M = ¢ a M = 5 coz podle indukéntho predpokladu je prave
kdyz T F ¢ a T b n, coz je totéz jako T + &n ¢ili T' F ¢ uzitim postupii vyrokové logiky.

(v). Je-li ¢ tvaru (3zv)), pak formule ¢ obsahuje nejvyse jednu volnou proménnou z. P¥itom M |= ¢ znamend, 7e
M = ¢le] pro jakékoliv ohodnocenf proménnych e. Ovsem ¢ je (3z¢)). M = (Izv))[e] prave kdyz existuje teM

takove, ze M = ¢le(x/t)], coz je totéz jako M |= ¢,[t][e] a to je M |= 9);[t] nebot formule ¢,[t] je uzaviens.
Podle indukéniho predpokladu to nastane prave kdyz T F 1, [t], pro néjaky term ¢t € C.

Ukdzeme, Ze toto nastane prave kdyz T F (Jzv), ¢ili T F . Je-li T F 4, [t], pak T + (3z¢) (podle lemmatu
5.4 na strané 16 uzitim pravidla odloudeni).

Je-li T + (3x4), pak protoze teorie T' je Henkinova, existuje konstanta c jazyka L takovd, ze T + (Jzep) — ¢[c],
odtud pravidlem odlougeni T F 1;[c].

Dikaz ukoncen. O

Lemma 6.11
Pro libovolné formule ¢, a libovolnou proménnou z, je-li F (¢ — (3z¢p)) pak také - Jx(p — ).

Diikaz: Uzitim distribuce kvantifikdtort (lemma 5.9) na prvni vyrokovy axiom dostdvame + (Izp) — (Fz(p — ).
Podle lemmatu 5.4 mdme F (¢ — ¥) = (Fz(¢ — ¢)) Odtud spolu s tautologii =¢p — (¢ F ) slozenim vychdzi
F —¢ = (3z(p — ¥)). Jako tautologicky disledek této a prvni formule dikazu dostaneme F (¢ — (Jzv))) = Fz(p —
¥)). Zbyvéa pouzit pravidlo odlouceni. O

Definice 6.12

Jazyk L' je rozsirenim jazyka L, jestlize kazdy specidlnf symbol jazyka L je obsaZen v jazyce L'. Teorie T jazyka
L' je rozsirenim teorie T jazyka L, jestlize pro libovolnou formuli ¢ jazyka L takovou, ze T F ¢ je také T' . Teorie
T' je konzervativnim rozsirenim teorie T, jestlize navic pro kazdou formuli ¢ jazyka L takovou, ze T' & 1 je jiz T + .

Poznamka 6.13
Je-li T konzervativni rozsifent teorie T', ihned je vidét, ze T je bezespornd, praveé kdyz T” je bezesporn4.

Lemma 6.14 HENKIN
K libovolné teorii T 1ze sestrojit Henkinovu teorii Ty, kterd je konzervativnim rozsifenim teorie 7T'.

Diikaz: Bud' L jazyk teorie T. Sestrojme jazyk L;, ktery bude rozsifenim jazyka L a teorii T} s timto jazykem,
kterd bude rozsifenim teorie T' nédsledovné: Pro kazdou uzavienou formuli jazyka L tvaru (Jzp) piidejme novou, tzv.
Henkinovu konstantu oznalenou c, a novy specidlni axiom (Jzp) — @glcy]- V jazyku L; vznikaji nové uzaviené
formule (Fzp). TimtéZ zpisobem sestrojime k teorii Ty jazyka L, jeji roz&ifeni T» v roziifeném jazyce Lo atd...

Vznikd tak posloupnost Li, Lo, ... jazykt a posloupnost 17,75, ... teorii, z nichz kazd4 je rozsifenim pfedchozi.
Henkinovy konstanty, které jsme ptiddvali pfi tvorbé jazyka L,, nazveme konstantami ¥ddu n.

Necht nynf Ly je jazyk vznikly z jazyka L pfiddnim vsech Henkinovych konstant viech fddd, tzn. Ly = U2, L;.
Necht Tx je teorie vznikld z teorie T pfiddnfm vsech uvedenych axiomi pifslugnych viem konstantdm, tj. Ty = U2, T;
(Tw je Henkinova teorie). Dokdzeme, Ze T je konzervativnim rozsifenim teorie T' (Ze je rozsifenim, je jasné).

Necht % je libovolna formule jazyka L takovd, ze T F 1. Necht ¢1,..., ¢, jsou viechny Henkinovské axiomy
pouzZité v dikazu formule 1 z pfedpokladu Ty. MuZeme navic piedpoklddat, ze ¢ je axiom obsahujici Henkinovu

konstantu maximdlntho ¥4du mezi viemi axiomy ¢1,...,¢,. Tedy T, ¢1,...,0n F ¥.
Z veéty o dedukci z kapitoly 5 dostdvame T (o1 — (02 = (... (¢n = 9))...). Necht axiom ¢; je tvaru (3zn) —
7z |en]. Protoze ¢, je konstanta maximalnfho fddu, nenf obsaZena v s, ..., ¢, ani v 9. Nynf uzitim véty o kostantach

z kapitoly 5 odvodime F ((3zn) — n[w]) = (g2 = ... = (¢n = ¥)...) kde w je novd proménnd nevyskytujici se
Ve p1, ..., pn ani v ep. Uzitim pravidla 3 (lemma 5.3) odtud T + (Fw((zn) — n[w]) = (v1 ... = (@n = ¥)...). Podle
lemmatu 5.4 mdme F n — (3w n,[w]). Odtud uzitim pravidla 3 vychdzi F (Jzn) — (Gwn,[w]) takze podle lemmatu
6.11 (aplikovdno na formule (3z7), ny[w] misto p,¢) mdame F Jw((Izn) — ny[w]). Toto spolu s posledni dlouhou
formuli uzitim pravidla odlou¢eni davd T F (w2 — ... (pn — 9)...). Opakovdnim tohoto postupu nakonec T' F .

O
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Lemma 6.15
Teorie T je bezespornd praveé kdyz kazd4 jeji kone¢nd podmnozina () C T je bezesporné.

Diikaz: Plyne z toho, ze kazdy dikaz v predikdatové logice z pfedpokladi 7' obsahuje jen kone¢ny pocet formuli.
O

Véta 6.16 LINDERBAUM
Je-li T bezespornd teorie s jazykem L, pak existuje tiplné rozsiienf T" teorie T se stejnym jazykem L.

Digkaz: Bud’ S mnozina vSech uzavienych formuli jazyka L. Necht B = {S;S C S, a T U S je bezespornd teorie}.
Mno#ina B je ¢dsteénd uspotddans inkluzi a je neprdzdné, nebot ) € B, protoze T je bezesporns. Mé&jme libovolnou
podmnozinu D C B, kterd je fetézcem vzhledem k inkluzi. Pak T'U (UD) je bezespornd teorie (podle lemmatu 6.15)
nebot kazda koneénd podmnozina UD je podmnoZinou n&které mnoziny S € D a T U S je bezespornd teorie. Takze
UD € B. Podle Zornova lemmatu existuje v ¢dstedné uspoiddané mnozing B maximédlni prvek, necht je to Sp. Pak
teorie T'U Sy = T" je rozsifenim teorie T', je bezespornd a ukdzeme, Ze je to iplng teorie.

Bud’ ¢ lib. uzavtend formule jazyka L. Ptipustme, ze T' ¥ ¢ a T' If ¢'. Ponévadz T' I/ ¢, podle disledku 5.15 je
T" U {-p} bezespornd teorie. To znamend, ze So U {—¢} € B. Pfitom —¢ ¢ Sp, dokonce —¢ ¢ T' nebot T' If —p. To
je spor s maximalitou mnoziny Sy. a

Diikaz: Pokracovani dikazu Godelovy véty 6.7 na strang 20
Méame ukdzat, Ze bezespornd teorie T jazyka L mé& n&jaky model. Podle lemmatu 6.14 existuje Henkinova teorie Ty
tak, Ze je bezespornd, jeji jazyk L' je roz§ifenim jazyka L o mnozinu konstant. Podle véty 6.16 existuje tplné rozsifeni
T' teorie Ty s jazykem L'. Teorie T je tiplnd a soucasné ziistava i Henkinova. Podel lemmatu 6.10 m4 teorie 7" n&jaky
model M'. Model M’ je realizaci jazyka L'. Nebudeme-li v M’ vyznacovat prvky odpovidajici pfidanym konstantdm
z L', dostaneme tak realizaci M jazyka L, kterd je ziejmé modelem teorie T. m|

7 Véta o kompaktnosti

Véta 7.1 O KOMPAKTNOSTI
Necht T je mnozina formuli jazyka L. Pak teorie T m4 n&jaky model praveé kdyz kazd4 jeji kone¢nd podmnozina
@ € T mé model.

Diikaz: Plyne z Godelovy véty o tplnosti, viz. véta 6.7 a z lemmatu 6.15. m|
Jako ukdzku aplikace této véty uvedeme pitklad o neaxiomatizovatelnosti.

Aplikace:
UvaZujme jazyk z teorie grup a teorii abelovskych grup. Tuto teorii lze zadat kone¢nym po&tem specidlnich axiomii:
Grupa se nazyva periodickou grupou, jestlize je v nf splnéno: VzIn > 1: 2™ = 1 kde ™ je zkratka proterm z - ... z. Ale

n
tento vyraz nenf formulf predikdtové logiky 1. fddu. Je to tvrzeni tzv. slabé logiky 2. fddu, nebot se v ném kvantifikuje
pies pfirozend ¢isla. Vidime tedy, Ze periodické abelovské grupy lze axiomatizovat ve slabé logice 2. fddu, ukdzeme, ze
je v8ak nelze axiomatizovat v predikdtové logice 1. fadu.

Tvrzeni 7.1
Bud’ P mnozina v8ech formuli jazyka 1. fddu teorie grup, které jsou splnény ve vech periodickych abelovskych
grupdch. Potom existuje abelovskd grupa A takovd, ze A neni periodickd abelovskd grupa a pritom A | P.

Diikaz: Rozgifme jazyk teorie grup o novy konstantnf symbol c.
Uvazme mnozinu formuli § = PU {=(c = 1),~(c? = 1),~(c® = 1),...}. M&jme nynf libovolnou kone¢nou podmnozinu
@ C S. Vezméme nejvétsi n takové, ze formule —(c™ = 1) je obsazena v Q. Uvazujme jakoukoliv cyklickou grupu C
fddu n + 1. Je to periodickd abelovska grupa a interpretujeme-li v ni navic symbol ¢ kterymkoliv prvkem fadu n + 1,
je jasné, ze pak C' se stane modelem teorie (). Takze kazda kone¢nd podmnozina S ma model, podle véty 7.1 paki S
m& model A. Tento model 4 je abelovskd grupa, nebot A |= P, ale neni to periodickd grupa, nebot prvek a z A, ktery
interpretuje konstantu ¢ nenf kone¢ného fddu. o



8 PRENEXNI TVARY FORMULI 23

Ozna¢me |L| mohutnost mnoziny v8ech specidlnich symboli jazyka L.

Véta 7.2
Bud’ T bezesporn4 teorie jazyka L. Pak T' m4 model mohutnosti nejvyse maz{No,|L|}.

Diikaz: Plyne z dukazu véty o dplnosti, viz dikaz véty 6.7. Rozsiteni L' jazyka L je konstruovdno v lemmatu 6.14.
Pfitom mohutnost mnoziny formuli v Zddném kroku konstrukce, a tedy mohutnost mnozZiny Henkinovych konstant
lib. fddu nikdy neptevysi maz{Ng, |L|}. Model tplné teorie T’ jazyka L' se konstruuje v lemmatu 6.10. Ponévadz uz
mnoZina termi jazyka L' nemd vétsi mohutnost nez maxz{¥o,|L|}, je vidét, Ze ani model nebude vétsi mohutnosti.

O

Véta 7.3 LOWONHEIN,SHOLLN
M34-li teorie T s jazykem L nekone¢ny model, pak ma model libovolné mohutnosti n > maz{Ro, |L|}.

Diikaz: Bud’ M nekone¢ny model teorie T. Rozsifme jazyk L pfiddnim mnoZiny {c¢;;4 € I} novych konstantnich
symboli, kde mohutnost I je rovna n. Uvazme mnozinu formuli S =T U {—(c; = ¢;);i,j € I,i # j}. Mdme-li lib. ko-
ne¢nou podmnozinu () C S, pak ve formulich z ) je jen konetny pocet novych konstantnich symboli. Ponévadz M
je struktura s nekone¢nym univerzem, miZeme t&mto konstantnim symbolim pfifadit navzdjem rizné prvky z M a
je jasné, Ze tim se M stdvd modelem teorie (). Podle véty 7.1 o kompaktnosti md tedy sama teorie S model, a tedy
je bezespornd. Podle véty 7.2 oviem m4 teorie S model mohutnosti nejvyse maz{No,|L| + |I|} = n. Na druhé strang,
ponévadz v tomto modelu je splnéno —(¢; = ¢;) pro @ # j;4,j € I m4 tento model mohutnost pravé n. Opomeneme-li
interpretaci konstantnich symboli ¢;;4 € I, dostaneme model teorie 7T'. m|

Aplikace:

Existuje nestandardni model Peanovy aritmetiky. Skute¢ng, standardni model Peanovy aritmetiky je spocetny (tedy
nekone¢ny). Podle véty 7.3 existuje model Peanovy aritmetiky libovolné mohutnosti n > Ng. Je-li n > Ny, je tento
model nestandardni.

8 Prenexni tvary formuli

8.1 Normadlni tvar formuli

Soustfedime se na to, abychom dokdzali, Ze existuje zdkladni tvar formulf predikitové logiky a prostfedky, jak libovolnou
formuli pfevést do tohoto tvaru.

Lemma 8.1
Bud’ iy,...,i, libovolnd permutace &fsel {1,...,n}. Necht z1,...,2, jsou proménné a A formule predikitové
logiky. Pak plati:

a) F (Voy)...(Vo,)A & (Vo) ... (Vx;, ) A
b) F (3z1)...(Fzn)A & Fzyy) ... (Ax;,)A

Véta 8.2 O UZAVERU
Bud’ A formule takovd, Ze proménné z1, ..., z, jsou jediné prom&nné s volnym vyskytem v A.
Pak + A préve kdyz F V... Vz, A.

Véta 8.3 O EKVIVALENCI
Necht formule A’ vznikne z formule A nahrazenim neékterych vyskytd podformuli By, ..., B, po fadé formulemi
Bi,...,B},. Je-li F B; < B] pro viechna i = 1,...,n, pak plati F A < A’

Véta o ekvivalenci nds teoreticky vybavila moznosti upravit formule predikitové logiky podle momentdlnich potfeb
na ekvivalentni tvar, ktery ddva citelnsjsi a piehledne&jsi zdapis nebo ve kterém je rozsah platnosti kvantifikdtora
v podformulich bud’ minimalizovdn, nebo naopak ve kterém maji viechny kvantifikdtory co nejvétsi rozsah. Praktickym
prostiedkem k takovym dpravdm jsou nésledujici ekvivalence mezi formulemi, kterym se ¢asto zkrdcene ifkd prenezni
operace, protoze se vyrazné uplatiiuji p¥i pfevodu formulf do tzv. prenexni formy.
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Véta 8.4
Bud’ z proménnd, kterd neni volna ve formuli A. Necht o je nékterd z vyrokovych spojek &, V, —. Pak plati

FVz(AoB) + (AoVzB)

F 32(Ao B) 4 (Ao3zB)

Pro implikaci B — A, tj. v opatném potadi (kvili tomu, Ze z neni volnd v A, o vztahu z a B se nic nepfedpokldds -

pozn. makuba), naopak plati:
FVz(B — A) + (2B - A)

F32(B — A) + (V2B — A)

Z ruznych oblasti matematiky jsme zvykli nepovazovat za rozdilné formule ligici se jen ve jménu vdzané proménné,
napt. Vz(z% + y2 > 0) a Vz(22 + y? > 0) pfedstavuji totéz tvrzeni. Proto zavddime nésledujici definice.

Definice 8.5

Necht A je formule predikdtové logiky. Formule A’ je wariantou formule A, jestlize vznikne z A postupnym
nahrazenim podformuli tvaru (QzB) podformulemi (QyB;[y]), kde @ je obecny nebo existencni kvantifikdtor a y je
proménnd nevyskytujici se v B.

Piiklad 8.1
Uvazujme formuli Vz3y(z # y). Pak napt. Vz3z(z # 2) je jeji variantou, zatimco formule VzIz(z # z) neni.

Véta 8.6
Je-li A" variantou formule A, pak je dokazatelné, Ze jsou ekvivalentni (F A < A').

Definice 8.7
Formule A je v prenexni formé, jestlize m4 tvar Q1z1 ...Q,z, B, kde

(i) n>0aprokazdé i =1,...,n je @; bud’ V, nebo 3.
(ii) z1,-..,%, jsou navzdjem rizné proménné.
(iii) B je oteviens formule (neobsahuje kvantifikitory)

Véta 8.8 PREKVAPIVA VETA
Ke kazdé formuli A lze sestrojit formuli A’ v prenexni formeé tak, ze - A < A'.

8.1.1 Pievedeni formule na prenexni tvar

Nédvod explicitng vyjadiime jako vycet transformaci, jejichZz postupné uzivani dovoli ziskat prenexni formu libovolné
formule predikdtové logiky. Abychom se v prenexni formé nemuseli vyhybat pouZiti spojek V a &, zahrneme mezi
uvedené transformace i pravidla pro praci s témito spojkami.

1. Vylouéeni zbyteénych kvantifikdtorit — vynechdame viechny kvantifikitory Vz, resp. 3z v podformulich
tvaru Vz B nebo JzB, pokud se proménnd nevyskytuje volné v B.

2. Pfejmenovani proménnych — vyhleddme podformuli Qz A nejvic vlevo takovou, Ze proménnd z se vyskytuje
volné v A. Pokud z m4 jesté dalsi vyskyt ve vychozi formuli, nahradime podformuli Qz A jeji variantou Qz'A’,
kde 7' je proménnd riznéd od vsech proménnych vyskytujicich se v prevadéné formuli. Tento proces opakujeme
do té doby, az vsechny kvantifikdtory maji rtizné proménné a zadnd proménnd neni v ziskané formuli soucasné
volng i vdzand (formule s &istymi proménnymi).

3. Eleminace spojky "+" — provede se podle nasledujictho schematu:

A B...(A— B)&(B — A)
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4. P¥esun negace dovniti¥ — provadime postupné nadhrady podformuli podle schémat:

—|(V.’EA) .. dz-A

(FzA) ...Vz-A
(A—> B)...A&-B

-(AVB) ...~A&B
(A&B) ...mAV-B
(n4) ...A

tak dlouho, az se spojka negace vyskytne nejvyse bezprostfedné pred atomickymi formulemi.

5. Pfesun kvantifikdtort doleva — pro B, ve které se nevyskytuje proménng z, providime nghrady podle

schémat:
(QzA)V B ...Qz(AV B)
(QzA)&B ...Qxz(A&B)
(QzA) = B...Qz(A — B)

B — (QzA)...Qz(B — A)
kde Q je kvantifikitor "opa¢ny" ke Q. Nekdy lze snizit pocet kvantifikitori pouzitim schémat

(3zA) vV (3yB)...3z(AV Bylz])
(VzA)&(VyB) ... V(A& By[z])

Piiklad 8.2
Hledejme prenexni formu formule Vy(3zP(z,y) — JuR(y,u)) — VzS(z,y), kde P,R, S jsou bindrni predikaty.
Transformace 1. se neuplatni, transformace 2. se uplatni nejprve na druhy a pak na prvni kvantifikdtor. Dostdvame

postupné tyto formule:
Ay :Vy2(Fz1 P(z1,y2) = FuR(y2,u)) — Ve S(z,y)

Ao Ve (Vy2(Fz1 P(x1,y2) = FJuR(y2,u)) = S(z,y))
Az :Vz3y (321 P(21,y2) = JuR(y2,u)) = S(z,y))
Ay VzIyoTz (P21, y2) = JuR(ys,u)) = S(z,v))
As : VoIy: 3z Yu((P(z1,y2) = R(y2,u)) = S(z,y))

Prenexni forma pro danou formuli neni urdena jednozna¢né. Odlisnosti mohou nastat nejen v oznadeni novych
vdzanych promeénnych, ale i v pofadi kvantifikdtort v prefixu formule nebo ve tvaru jadra.

9 Herbrandova véta

V celé kapitole se omezime na jazyky predikdtové logiky 1. ¥4du bez rovnosti.

Herbrandova, véta charakterizuje nekteré logicky platné formule predikatové logiky pomocf jistych tautologif. Casto
byva formulovdna v negativni podobg, tj. jako charakterizace nékterych spornych formulf pomocf jistych kontradikei.

Rekneme, 7e vyrokovs formule A je kontradikce, jestlize (A) = 0 pro lib. pravdivostni ohodnocenf v prvotnich
formuli. Z¥ejm& A je kontradikce, prave kdyz —A je tautologie. Bud' L jazyk predikdtové logiky. V dalsim budeme
jako mnozinu P prvotnich formuli pro vyrokovou logiku brét mnozinu vsech atomickych formulf jazyka L. Vyrokové
formule budou tedy formule vytvofené z atomickych formuli pomoci logickych spojek, tj. oteviené formule.

Rekneme, 7e formule ¢ jazyka L je spornd, jestlize pro kazdou realizaci M jazyka L pfi lib. ohodnoceni proménnych
e je M £ ¢le]. Formule je spornd prave kdyz —¢ je logicky platnd formule.

Zavedeme nésledujici oznadeni: zdpisem ¢(z1,...,T,) budeme oznatovat formuli ¢ jejiz vsechny volné proménné
jsou mezi x1,...,2,. Jsou-li ¢1,...,t, termy substituovatelné za zi,...,2, do ¢, pak instanci ¢g,, . z.[t1,.-.,tn]
budeme znadit p(t1,...,tn)-

Véta 9.1 HERBRANDOVA VETA — NEGATIVNI TVAR

Je-li (x1,...,x,) oteviend formule jazyka L, pak formule (Vz; ...Vr,p(z1,...,T,)) je spornd prave kdyz existuji
termy #1,...,tL .. tM LM takove, ze (H, ..., tL)& ... &p(tM, ..., tM) je kontradikee.

Bud' L jazyk obsahujicf alespoii jednu konstantu. Pak ozna¢me H neprdzdnou mnozinu viech termi bez proménnych
jazyka L. Herbrandova realizace jazyka L je kazdd realizace H vyhovujicf podminkdm
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1. jejf univerzum je mnozina H

2. pro kazdy funk¢ni symbol f Getnosti n piislugnd operace fy : H, — H je déna tak, Ze pro kazda t1,...,t, € H
je f?—l(tl, . ,tn) = f(tl, . ,tn).

Relace na H odpovidajici predikdtovym symbolim jazyka L pfitom nepodléhaji Zd§dnym omezenim.

Bud’ Q mnozina v§ech atomickych formuli bez proménnych jazyka L, tj. mnoZina vsech formuli tvaru p(t1,...,t,),
kde p je predikdtovy symbol ¢etnosti n a t1,...,t, € H. Existuje vzdjemné jednozna¢ng korespondence mezi Herbran-

dovymi realizacemi jazyka L a pravdivostnimi ohodnocenimi mnoziny Q). Pfitom Herbrandove realizaci H odpovid4
pravdivostni ohodnoceni v, které popisuje interpretaci predikatovych symboli v realizaci H takto: pro kazdou formuli
pt1, ..., tn) z Q je v(p(ts, ..., t,)) =1 pravé kdyz (t1,...,t,) € Py, kde Py C H™ je relace ptislusejici predikdtovému
symbolu P. Pak ziejmé pro kazdou otevienou formuli ¢ jazyka L bez proménnych je v(y)) = 1 pravé kdyz H | . (¢
je splnéna v realizaci H).

Lemma 9.2

Je-li p(z1,...,z,) oteviend formule jazyka L obsahujictho alespoii jednu konstantu, pak uzdvér formule
(Vz1 ... Vopo(z1, ..., 2y)) je sporny praveé kdyz pro kazdou Herbrandovu realizaci H jazyka L je
HE (Vo1 .. Vopp(xr - .. 20))-

Diikaz: Pi{my smér je ziejmy. Abychom dokdzali opa¢ny smér, pfedpoklddejme, ze formule nenf spornd. Tedy
existuje realizace M jazyka L takovd, Zze M |= ¢. Pro kazdy term ¢ € H necht x(t) je hodnota termu ¢ v realizaci M.
Tim je ddno zobrazeni x : H — M, kde M je univerzum realizace M. Definujme ddle pravdivostni ohodnoceni v formuli
z @ takto: Je-li p n-drnf predikdtovy symbol a t1,. .., ¢, € H klademe v(p(t1,-..,t,)) = 1 pravé kdyz x(t1), ..., x(tn) €
pm- Necht nynf H je Herbrandova realizace jazyka L odpovidajici pravdivostnimu ohodnocen{ v. Ukdzeme, 7e H = .
Pro libovolné ohodnoceni proménnych e v H mame ukdzat, ze H = ¢le]. Je-li e(z1) = t1,...,e(zn) = tp, znamend
to zfejmeé totéz jako H = (t1,...,tn). To je ekvivalentni U(p(t1,...,t,)) = 1 (viz pozndmka pfed lemmatem). To je
s ohledem na definici ohodnoceni v ekvivalentni M = ¢(t1,...,t,) coZ je totéz jako M = y[e], kde € je ohodnoceni
proménnych v M takové, ze €(z1) = x(t1), ..., >e(zn) = x(t»). To je ale splnéno, nebot M = ¢. Takze H = ¢ — spor.

O

Poznamka 9.3

Z dikazu je vidst, ze oteviend formule ¢(z1,...,%,) je splnéna v Herbrandové realizaci H prévé tehdy, kdyz
pro kazdd t1,...,t, € H je H |= @(t1,-..,tn), a to je pravé kdyz v(¢(t1, - . .,t,)) = 1, kde v je pravdivostni ohodnoceni
odpovidajici realizaci H.

Zavedeme pomocny pojem: Rekneme, Ze jazyk L predikdtové logiky je standardni, obsahuje-li alespoii jeden, ale
nanejvys konecny pocet predikdtovych symbola a ddle bud’ alespon jeden funké&ni symbol kladné Cetnosti a alespoin
jednu konstantu, dohromady v8ak nanejvys kone¢ny pocet funkénich symboli a nebo pouze spocetnou mnozinu kon-
stant. Standartni jazyk m4 spocetnou mnozinu H termd bez proménnych a také spotetnou mnozinu ) atomickych
formuli bez proménnych. Viechny atomické formule bez proménnych standardniho jazyka lze tedy ngjakym zpisobem
uspofddat do nekone¢né posloupnosti 71, o, . . ..

Nekone¢ny strom, uzly rozdéleny do drovnf 0,1,2,..., kazdd hrana je oznagena ¢islem 0, 1. Kazdy uzel md dva n§-
sledniky, kazdy uzel vyjma jediného uzlu drovné 0, m4 jediného pfedchidce. Vétev stromu 7 je nekone¢nd posloupnost
uzlat U = UgU Uy . . ., kde uzel U je drovné i proi =0,1,2,... a pro kazdé i > 0 uzly U;_1 a U; jsou spojeny hranou.
Viétve stromu A vzdjemné jednoznané odpovidaji nekoneénym posloupnostem a = ajas .. . &isel 0, 1; piislugnd vétev
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U = UU; ... je ddna tak, 7e Uy je jediny uzel tirovné 0 a pro kazdé i > 0 je U; ten z néslednikt uzlu U;_1, ktery je
s nim spojen hranou oznadenou &islem ;.

Bud’ Q spocetnd mnozina viech atomickych formuli bez proménnych standardntho jazyka L uspoiddand do neko-
ne¢né posloupnosti 71,72, ... pak existuje vzdjemné jednozna¢nd korespondence mezi pravdivostnimi ohodnocenimi
v mnoziné () a nekonednymi posloupnostmi a@ = ajas ... &isel 0, 1; totiz posloupnosti a odpovidd ohodnoceni v, v némz
pro kazdée 8 =1,2,... je V(m;) = 1 praveé kdyz a; = 1. Ponévadz pravdivostnim ohodnocenim mnoziny ) odpovidaji
Herbrandovy realizace jazyka L a posloupnostem &isel 0,1 odpovidaji vétve bindrniho stromu A, dostdvame vzdjemne
jednoznagnou korespondenci mezi Herbrandovymi realizacemi jazyka L a vétvemi bindrntho stromu A. Je-li N vétev
bindrniho stromu A, ozna¢me wy pfislu§né pravdivostni ohodnoceni mnoziny Q.

Bud’ V' uzel stromu A udrovné 0. Pak pro kazdy uzel U stromu A drovné j existuje jedind posloupnost uzli
Uo,Us,...,U; takové, ze Uy = V,U; = U aprokazdé i = 1,...,j uzly U;_1 a U; jsou spojeny hranou. Tato poslounost
uzll uréuje posloupnost a1, ...,a; ¢isel 0,1 tak, ze pro kazdé ¢ = 1,...,7 je a; oznaceni hrany spojujict uzly U;_1,U;
tim je ddna jednoznac¢nd korespondence mezi uzly drovné j a posloupnostmi ¢isel 0,1 délky j.

Pro kazdé j > 0 je ¢dstecné pravdivostni ohodnocent hloubky j libovolné zobrazent w : {m, m2,...,m;} — {0, 1}.
Na ostatnich formulich z @) neni zobrazeni w definovdno. Existuje vzdjemné jednoznatng korespondence mezi t&mito
¢asteénymi ohodnocenimi a posloupnostmi aq,...,as ¢isel 0,1. Témto posloupnostem jednozna¢né odpovidaji uzly
stromu A. Dostdvame vzdjemné jednoznacnou korespondenci mezi ¢dsteénymi pravdivostnimi ohodnocenimi hloubky
j a uzly bindrnfho stromu A trovné j.

Ozna¢me wy ¢dstecné pravdivostni ohodnoceni odpovidajici uzlu U. Pozndmka: Je-li N nékters vétev stromu A a
je-li U ne&ktery jeji uzel, pak ¢dstetné ohodnoceni wy splyvd s wy na t&ch formulich z @, pro néz je definovéno.

Bud ¢(z1,...,2,) oteviend formule standardntho jazyka L. Rekneme, Ze uzel U bindrniho stromu A je vyvracejicim
uzlem formule ¢, existuji-li termy t¢1,...,t, € H takové, Ze pro kazdou atomickou formuli 7 obsaZenou ve formuli
o(t1,---,tn) je definovdano w, (), takze je definovano wy(p(ty,---,t,)) a pfitom vychdzi wy(p(ty,.-.,t,)) = 0.

Necht nynf A, je mnozina viech uzll stromu A, které nejsou vyvracejicimi uzly formule ¢. Uzel V' drovné 0 lezi
v A, (W nenf definovdno). Je-li U uzel drovng j lezici v A, a je-li UpUs ... U; jedind posloupnost uzld spojujici uzly
V a U, pak také kazdy z uzli této posloupnosti lezf v A,. Tvoif tedy A, jakysi "zacdtek" ve stromu A, ktery sdm
je stromem. Je-li U néktery uzel stromu A, drovné j, ozna¢me [U), mnozinu viech téch uzlia U’ stromu A, tdrovni
k > j, které lezi pod uzlem U, tj. takovych, Ze existuje posloupnost U;Uj41 . ..Uy uzli spojujicich U s U'.

Lemma 9.4
Je-li p(x1,...,2z,) oteviend formule standardntho jazyka L takovd, Ze formule Vz; . ..Vz,o(21, ..., Z,)) je spornd,
pak strom A, je konecny.

Poznamka 9.5
Plati i obrdcené tvrzeni — nebudeme potfebovat.

Diikaz: sporem
Piipustme, Ze strom A, je nekone¢ny, ma nekone¢né mnoho uzld. Indukef sestrojime nekone¢nou vétev U = UpUs . ..
stromu A lezici v A, takovou, Ze pro kazdé ¢ = 0,1,... bude mnozina [U;), nekone¢nd. Za Uy vezmeme uzel tGrovng
0. Pak mnozina [Up),A, je nekoneénd. Mame-li jiz sestrojen uzel U;, pak mnozina [U;), je nekonetnd, takze alespoii
jeden z obou nédsledniki uzlu U;, ozna¢me ho W, musf mit tu vlastnost, ze lezf v A, a mnozina [W), je nekonec¢n4.
Vezmeme W a U;y;. Takto dostdvame vétev U = UyU; .... J{ odpovidd jistd Herbrandova realizace H jazyka L.
Ponévadz formule Vzy ... Vz,p(z1,...,2,)) je spornd, nenf splnéna v H a tedy existuji termy t1,...,t, € H takové,ze
H W o(t1, ... ,tn), To znamend, ze wy(p(t1,...,tn)) = 0. Formule ¢(t1,...,t,) obsahuje konetn& mnoho atomickych
formuli, tedy jisté existuje uzel U; vétve U takovy, ze pro kazdou tuto atomickou formuli 7 je definovdno wy, (7). Pak
oviem Wy, (p(t1,-..,tn)) = 0. To znamend, Ze U; je vyvracejicim uzlem formule ¢. To je spor, nebot vétev U celd lezd
v Ag. m|

Diikaz: véty 9.1
Necht nejprve formule Vz;...Vz,po(z1,...,2,)) je spornd. Bud' L, jazyk obsahujici jen ty funkéni a predikitové
symboly, které se vyskytujf ve ¢. Z L, je mozno pfiddnim nejvyse spofetné mnoha konstant vytvofit standardni jazyk
L. Pak ¢ je formule jazyka L. Podle lemmatu 9.4 je strom Ag kone¢ny. Bud’ {Vi,...,V,,} konetnd mnozina vsech
te&ch vyvracejicich uzli formule ¢, jejichz predchidci lezi v A,,. Pak pro kazdy z téchto uzld V; existuji termy ¢1,...,t, €
H jazyka L, takové, ze Wy, (¢(t;,...,t,)) je definovdno a rovno 0. Ukdzeme, ze pak o(t,...,t0)& ... &, ..., t7)
je kontradikce. Bud’ v libovolné pravdivostni ohodnocenf mnoZiny () a necht U je vétev stromu 4 pro niz wy = v.
Tato v&tev musi obsahovat jeden z uzld Vi,...,V,, necht je to uzel V;. Pak wy,(p(t],...,t),)) = 0, odkud plyne
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v(p(t,,...,th)) = 0, tim spise v(p(#,..., t1)& ... &o(t,...,t™)) = 0, jde tedy o kontradikci. Nakonec, obsahuji-li
uvedené termy nékteré nove piidané konstanty, ziskdme z nich termy jazyka L, tak, Ze v nich kazdou novou konstantu
nahradime n&kterou proménnou; pfitom vlastnost kontradikce zlistdvd zachovéna.

Necht naopak termy t},...,tL, ... #7, ... t™ jazyka L jsou takové, ze p(t1,... t1)& ... &p(tT, ..., t™) je kontra-
dikce. MiZeme ptedpokladat, Ze termy jsou bez proménnych, tedy i formule je bez proménnych. V opa&ném piipadé
bychom rozsitili jazyk L pfiddnim novych konstant a nahradili bychom v termech proménné konstantami. Tim se
vlastnost kontradikce neporusi. Bud' nyni H libovolnd Herbrandova realizace jazyka L. Necht v je odpovidajici pravdi-
vostnf ohodnoceni formuli z Q. Pak w(p(tl,...,t1)& ... &o(tT,...,t™)) = 0 odkud plyne, 7e pro nekteré i = 1,...,m
je v(p(ti,...,t8)) = 0. Takze H £ (8, ..., 1), coz znamend, ze H ~ (Vzy ...VZoo(T1,...,7,)). Podle lemmatu 9.2
je tedy formule (Vz; ...Vz,o(21,...,Z,)) spornd. O

Negovanim formuli v obou ¢édstech véty 9.1 dostdvame tento obvykly tvar Herbrandovy véty:

Véta 9.6 HERBRANDOVA VETA - POZITIVN{ TVAR

Je-li p(x1,...,2,) oteviend formule jazyka L, pak formule (31 ...z, (x1,. .., 2,)) je logicky platnd prave kdyz
existujf termy #1,...,t5, ..., t™, ..., t™ takové, ze p(t],...,tL) V...V o], ..., t™) je tautologie.

Vzhledem ke Godelové véte o dplnosti je Herbrandova véta sou¢asné charakterizaci nekterych formuli dokazatel-
nych v predikdtové logice 1. fadu. Jde o uzaviené formule v prenexnim tvaru, jejichZ prefix obsahuje jen existen¢n{
kvantifikdtor. Tento vysledek je moZno rozsifit na libovolné formule zavedenim tzv. Skolemovskych funkei. A jestli
neumfeli, tak tam $tastné& Ziji az dodnes ...



