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1 Vyrokova logika

1.1 TUspofadani a strom

Definice 1.1
Cédstecné uspordd4nf je mnozina S spolu s bindrnf relacf < na S a je tranzitivni, tj. (z < y) A (y < 2) = z < 2,
a ireflexivni, tj. £ < x neplati pro zddné z.

Definice 1.2
Césteené uspotadéni < je linedrnf uspoiddant (uspoiddani), jestlize splituje podminku

(z<y)V(z=y)V(y<a)

pro Vx,y € S.

Definice 1.3
Linedrn{ uspofadéni je dobré uspordddni, kdyz neobsahuje zddny nekoneény sestupny fetézec (zg,z1,... € S tak,
7e - - < x1 < xo).

Konvence:
e r<y<= (z<y)V(r=y)
e <y y>xa

Definice 1.4

Strom je mnozina T, jejiz prvky nazyvdme uzly, ¢dste¢né uspoiddand relaci <7 s jedinym nejmensim prvkem,
zvanym koren. Piedchidci kazdého uzlu jsou dobfe uspoifdddny relaci <.

Cesta P ve stromu T je maximgln{ linedrné uspofddand podmnozina 7.

Definice 1.5
Uroveii ve stromu T je definovana indukef takto:

e Nultd droveii obsahuje kofen T'.
e (k+ 1)-t4 trovenr T obsahuje vSechny bezprostiedni ndsledntky vSech uzli k-té drovné.

Hloubka stromu T je maximélni n takové, ze strom 7' obsahuje uzel irovné n. Existuje-li uzel irovné n pro ¥n € N,
pak strom T je nekonec¢ny.

Jestlize kazdy uzel stromu 7' ma nejvyse n ndsledovniki, pak strom nazyvdme n-drni. Pokud maji v8echny uzly
kone¢né mnoho bezprostiednich nésledovnikii, strom nazyvame strom s konecénym vétvenim.

Véta 1.6 KONIGOVA VETA
Jestlize strom s kone¢nym vétvenim je nekonetny (md nekone¢nou hloubku), pak obsahuje nekone¢nou cestu.

Diikaz: Dikaz je v podstaté technicky. Musime si uvédomit, Ze do nekonetné cesty musime vybirat takové uzly =z,
které jsou kofenem nekone¢ného podstromu stromu 7. O

Definice 1.7
Oznadeny strom T je strom T spolu s funkci (nazyvdame ji oznacujict funkce), kterd pfifazuje kazdému uzlu n&jaky
objekt, ktery nazyvdame oznaceni.
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1.2 Vyroky, spojky a pravdivostni tabulky

Tento odstavec je v podstaté opakovanim notoricky zndmych véci. Negkodi si je v§ak pfipomenout.

Definice 1.8
Jazyk vyrokové logiky je tvofen:

e logické spojky: V,A, -, —, +—
e pomocné symboly: ()
[ VerkOVé symboly: A, Al,AQ, Ag, ceey B7 Bl, BQ, Bg, ey

Definice 1.9
Vyrok je definovdn indukeci:

1. vyrokovy symbol je vyrok
2. jestlize a, 8 jsou vyroky, pak (a A B),(aV B8), (—a), (—=8), (e — ), (a «— 3) jsou vyroky.

3. Retézec symboli je vyrokem jen tehdy, pokud ho Ize ziskat pomoci dvou piedchozich pravidel.

Definice 1.10
Vytvdreci strom je strom, ktery ,ndzorné&” popisuje vznik vyroku. Lépe to vystihuje obrizek: 1

((AAB) 0)

>

X

A

e

(A
/

A B

Obrazek 1: Piiklad vytvéfectho stromu

Nynf si zopakujeme pravdivostnf tabulky logickych spojek:

al|BlarBlavB]-ala—B|a+— 8]
F|F F F T T T
FI|T F T T T F
T|F F T F F F
T|T T T F T T

Definice 1.11

n-drni spojka je funkce o, kterd pfitazuje vyroku o(Ay, ..., A,) ke kazdé n-tici vyroktd Ay,..., A,.

n-drni spojku nazyvdme pravdivostné funkciondlni, jestlize pravdivostni hodnota o(Ai,...,A4,) je jednoznatné
ur¢ena pravdivostnimi hodnotami Ay,..., A,.

Definice 1.12
Mnozina pravdivostné funkciondlnich spojek je postacujici, jestlize pro jakoukoli zadanou pravdivostni tabulku
dokdzeme najit vyrok slozeny z t&chto spojek, ktery m4 stejnou pravdivostni tabulku.

Véta 1.13
Mnozina {—,A,V} je postadujici.

Diikaz: Je vecelku jednoduchy. Ukdzeme si jej na piikladé. Mdme nalézt vyjadfeni této nezndmé ternarni spojky:
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HEHAEAAH A
HHEAAMEAA®
HAEEHAHAHRQ
HEaHRAa"" A

Z pohledu na tuto tabulku vidime, kdy hledand funkce nabyvd hodnot T (pravda). V nasem piipadé jsou to 1., 5.
a 8. fddek. Tedy vyslednd funkce je logickym souttem podminek, které je nutno splnit, aby hledand funkce nabyla
hodnoty pravda. Kazdd podminka je konjunkci poZadavkt na pravdivost vsech vyrokovych symboli A, B,C. Tedy
hledang funkce je:

?=(AABAC)V(~AABAC)V (wAA-BA-C)

Nyni si ukazme ndm dosud nezndmou Shefferovu spojku |:

S e
= A

Q
R

Véta 1.14
{=, A}, {=, vV}, {~,—}, {|} jsou postacujici mnoziny.

Definice 1.15
Pravdivostnf p¥ifazeni A je funkce, kterd pfifazuje kazdému vyrokovému symbolu «a jedinou pravdivostni hodnotu

A(a) € {T, F}.

Definice 1.16
Pravdivostni ohodnoceni (valuace, interpretace) V je funkce, pfitfazujici kazdému vyroku a jedinou pravdivostni
hodnotu V(a) € {T, F}.

Véta 1.17
Méme-li pravdivostnf ptifazeni A, pak existuje jediné pravdivostni ohodnocenf V takové, ze V(a) = A(a) pro
libovolny vyrokovy symbol a.

Definice 1.18
Platnd formule o je takovd vyrokovd formule, Ze pro libovolnou valuaci V plati V(o) = T.
Formule o je diisledek mnoziny formuli ¥ (piSeme ¥ |= o), jestlize pro kazdou valuaci V plati:

VreX: VIr)=T=V()=T
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2 Tabulky ve vyrokové logice
2.1 Tabulkové dikazy

Tabulkové dikazy, o nichZ si zde budeme povidat, jsou stromy s oznacdenymi formulemi v uzlech. Probrat vsechny
moznosti pro dikaz formule neni v podstaté mozny (neuvazujeme matematickou proveditelnost, ale proveditelnost
z hlediska automatizovaného dokazovani formulf; zde uvedenou nemoznost chdpeme jako extrémné vysokou slozitost).
Proto rozvijime strom s oznaenymi formulemi tak, abychom dostali kontradikci.

Definice 2.1
Oznacend formule je To nebo Fo pro libovolnou formuli o.

Definice 2.2
Atomické formule definujeme takto:

e F'A a TA jsou atomické tabulky pro kazdy vyrokovy symbol A.

e Pokud jsou a, 8 vyrokové formule, pak vsechny atomické tabulky ukazuje obrazek 2.

T(aVpf) FlaVp) Flanp) T(aApB) T(a— B)
/N | / | /N
Ta s Fa Fa Fp Ta Fa Ts
Fla — f) F‘ﬁ T(a +— B) T‘ﬂ Fla+—f)
| AN AN
I T T
Fp Fa Ta T3 Fp Fp s

Obrazek 2: Atomické tabulky

Definice 2.3
Konec¢nou tabulku definujeme takto:

e Kazda atomicks tabulka je kone¢nd tabulka.

e Je-li 7 kone¢nd tabulka, P cesta v tabulce 7, E je uzel na P a 7' je tabulka, kterd vznikne z tabulky 7 pfiddnim
atomické tabulky s kofenem E na konec cesty P. Pak 7' je kone¢nd tabulka.

Definice 2.4 TABULKA
Je-li 1y, 7, ... posloupnost kone¢nych tabulek takovych, Ze ;41 vznikne z tabulky 7; postupem z p¥edchozi definice,
pak 7 = |J 7, je tabulka.

Priklad 2.1
Obrazek 3 ukazuje postup pi#i tvorbé kone¢nych tabulek.

Definice 2.5

Uzel E na cesté P je redukovany, jestlize se na cesté P vyskytuje jako kofen atomické tabulky.

Cesta P je kontradiktorickd, jestlize se na ni vyskytuje dvojice uzli Ta a Fa pro néjaké a.

Tabulka 7 se nazyvd ukoncend, jsou-li v ni na kazdé nekontradiktorické cesté viechny uzly redukované. Jinak je
neukoncend.

Tabulka 7 se nazyva kontradiktorickd, je-li v ni kazd4 cesta kontradiktoricks.
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B

atomicks tabulka

Obrazek 3: Definice kone¢né tabulky

Definice 2.6
Tabulkovy diikaz formule « je kontradiktorickd tabulka s kofenem Fa.
Tabulkové vyvrdceni formule a je kontradiktoricks tabulka s kofenem Ta.

Definice 2.7
Formule «a je tabulkové dokazatelnd (piseme F «), jestlize existuje tabulkovy dikaz formule a.

P#iklad 2.2
Obrézek 4 ukazuje tabulkovy dikaz + (((A — B) — A) — A).

F((A— B) — A) — A)

T(A— B) — A)

Obrazek 4: Tabulkovy dikaz + (((A — B) — A) — A)

Definice 2.8
Uplnd systematickd tabulka (UST) je tabulka, vytvofend nésledujicim postupem:

e 7 je atomickd tabulka s danym kofenem.

e Mdme-li tabulku 7,,, pak necht n je nejmeng{ droveii v 7,,, na které existuje neredukovany uzel na nekontradik-
torické cesté. Bud’ E nejlevéjsi uzel v této drovni. Tabulka 7,,41 definujeme jako tabulku, ve které k 7,,, pfiddme
atomickou tabulku s kofenem E na konec kazdé nekontradiktorické cesty prochédzejici uzlem E.

o Upln4 systematicks tabulka je tabulka vznikl4 jako sjednoceni t&chto tabulek:
T = U Trm
m

Lemma 2.9
Kazd4 UST je ukoncens.
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Diikaz: Mam UST 7. Mam dokazat, Ze libovolny uzel E v ni je redukovan. To je ale zfejmé, nebot uzel E lezi nekde na
drovni n v 7, nad nim a vlevo od né&j je kone¢ny pocet m uzli a tedy tabulka 7,,, 11 musi obsahovat uz redukovany uzel E.
O

Lemma 2.10
Libovolnd kontradiktorickd tabulka 7 je kone¢nd (zejména tedy kazdd kontradiktorickd UST je konecnd).

Diikaz: Tvrzeni lemmatu je disledkem Koénigovy véty (véta 1.6), protoze se jednd o konecné vétvici se strom (koneéné
vyrokové formule) s kone¢énymi cestami (kontradiktorické cesty nejsou ddle rozvijeny). O

2.2 Korektnost a tiplnost tabulkovych dikazi

Korektnost je tvrzeni - @ =>|= a. Uplnost je tvrzeni F a <=} a.

Lemma 2.11

Necht P je nekontradiktorickd cesta v tabulce 7. Definujme valuaci )V jako rozsifeni pfifazeni pravdivostnich
hodnot A daného tak, ze A(p) = T, pokud na P lezi uzel Tp a A(p) = F v opacném piipadé. Pak V odpovidd viem
prvkim na cesté P, tedy pro:

e Tana P, pak V(a) =T
e Fana P, pak V(a) = F

Diikaz: Je ideové bohaty asi tak jako marxismus. Provadi se indukef vzhledem ke slozitosti vyrazu = hloubce vyrazu
= délce jeho generovani. O

Dausledek 2.12
Tabulkové dikazy jsou korektni, tj. F o = «a.

Diikaz: Tabulkovym dikazem formule a je kontradiktoricks tabulka s kofenem Fa, tedy neexistuje A takovd, Ze
V(a) = F. Neni-li | a, pak musf existovat valuace V takovs, ze V(a) = F. Toto je intuitivné naprosto jasné. Exaktné
bychom se v8ak museli pustit do rozboru vsech logickych spojek. m|

Disledek 2.13
Tabulkové dikazy jsou dplné, tj. £ a =+ a.

Diikaz: Fa rozvineme do UST. DokdZeme tvrzeni sporem. Predpoklddejme, 7e existuje nekontradiktorickd cesta a
pfitom |= a. Pak dle lemmatu 2.11 existuje pfifazeni pravdivostnich hodnot a odpovidajici valuace V, pro kterou plati
V(a) = F, coZ je spor. O
2.3 Dedukce z premis

Definice 2.14 (TABULKA Z PREMIS)
Bud’ ¥ mnozina formuli. Tabulka z premis je tabulka definovan4 tak, ze:

1. Libovolna atomicks tabulka je tabulka ze 3.
2. Necht 7 je tabulka ze X, E je uzel na cesté P a 7' vznikne rozsffenim 7 tak, Ze na konec cesty P pfiddme:

(a) atomickou tabulku s kofenem E;
(b) uzel Ta, a € 3.
Definice 2.15

Tabulkovy diikaz o z premis ¥ je kontradiktorickd tabulka ze ¥ s kofenem Fa. Znacime ¥ F @, jestlize existuje
tabulkovy dikaz formule a z premis X.

Priklad 2.3
Tabulkovy dikaz {~B, AV B} A uvadi obrazek 5.
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Obrézek 5: Piiklad tabulkového dikazu z premis

Definice 2.16 UST z PREMIS
Necht ¥ je mnoZina premis {aj, as,...}. Pfi tvorbé UST z premis stifddme dva kroky:

e totéz co u UST bez X (viz definice 2.8)
e V kroku 2n na konec kazdé nekontradiktorické cesty pfiddme uzel Tay,.

Véta 2.17
Kazd4 UST z premis je kone¢n4.

Véta 2.18 KOREKTNOST
YFa = Y Fa

Diikaz: Totéz jako v dikaze korektnosti tabulkovych dikazi, navic sta¢f uvazovat valuace, které spliujf ¥, odtud Ta.

O
Véta 2.19 UpPLNOST
YEa = Xla
Diikaz: Opét totéz, navic jests ukondenost UST a fakt, Ze libovolnd z premis miize byt pouzita. O

Véta 2.20 KOMPAKTNOST
Plati-li ¥ F «a, pak existuje kone¢nd I' C ¥, pro kterou plati I' - a.

Diikaz: Toto tvrzeni je dusledek faktu, ze v kontradiktorické UST miize byt pouzito jen konetné mnoho premis
(z konetnosti UST). O

Véta 2.21
Necht S je nekone¢nd mnozina formuli, pak plati: S je splnitelnd <= je splnitelnd kazd4 jeji podmnoZina.

Diikaz: Necht z1,...,24,... € S.

—>: ziejmé

<=: Ptedpoklddejme libovolné uspofddédni prvkia S do posloupnosti a z pfedpokladu splnitelnosti kazdé kone&né
podmnoziny mnoziny S plati splnitelnost kazdé mnoziny {z; | i < n} pro lib. n € N.

Vezmeme Tz, a expandujeme do UST. V této tabulce musi existovat aspoii jedna nekontradiktoricks cesta. Nyni
muzeme pfidat T'z2 na konec kazdé takové vétve a znovu expandovat do UST.

Obecné v i-tém kroku miizeme vzdy pfidat ;41 a takto dostdvdme nekoneény strom. Z Konigova lemmatu (véta
1.6) plyne existence nekoneéné vétve. To je vétev, na niz lezi vSechny uzly T'z; pro Vx; € S a tedy definuje
interpretaci spliiujici S.
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Definice 2.22
Rikdme, 7e formule z je dedukovatelnd z mnoziny S, jestlize existuje kone¢ny pocet formulf zy,...,z, € S, pro
které je formule (z1 Ax2 A--- A x,) —> x tautologii.

Véta 2.23
Je-li x pravdiva ve v8ech valuacich, které splituji véechny formule z S, pak z je dedukovatelng z S.

Diikaz: S U {—z} je nesplnitelnd (z pfedchozf véty). Existuje kontradiktorickd UST s kofenem Fi, kterd je konecn.
Tato tabulka je dikazem formule (z1 A--- Ax,) — . O

Poznamka 2.24
Odmyslime-li si spojku +—, mdme dva druhy pravidel, nakreslené na obrdzku 6. Typu A odpovidd tato tabulka:

(67 (651 (6%)
TxAy) |Tz | Ty
F(zxVy) | Fz | Fy

Flx—vy) | Tz | Fy
T(—x) Fx | Fx
F(-z) Tz | Tz

a typu B odpovidd tato tabulka:

F(zAy) | Fz | Fy
T(xzVy) | Tz | Ty
T(x —vy) | Fr | Ty

aq 51 52

(5]

Obrazek 6: Typy pravidel
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3 Rezoluce ve vyrokové logice

Tuto zdlezitost objevil v roce 1961 J. A. Robinson. Zamyslel se a zjistil, Ze matemati¢ti logikové jsou trubky, kdyz si
mysli, zZe X AY a Y A X jsou rizné formule. Nyni si budeme myslet, Ze jsou to stejné formule a tedy v podstaté jako
mnoziny vyroka. Formule X A X tedy bude totoznd s formuli X (obé jsou mnoziny {X}).

Pro tuto oblast budeme uvazovat tiplnou mnozinu spojek {A,V, —}. Spojku A budeme uvazovat v zobecnéné formé:

S TR = T ANCICRV AN 8y

Podobné V ve tvaru:

[Z1,...,2p] 2L V-V,

Spojku — budeme uzivat ve tvaru A. Dvojitd negace A bude pro nés totéZz jako samotnd formule A.

3.1 Klauzularni tvar formuli

Definice 3.1
Literal | je vyrokovy symbol P nebo jeho negace P, a to [ pro =P a | pro P. Literal s negacf je negativnf, bez
nf je pozitivni.

Definice 3.2
Bud’ M kone¢nd mnozina formuli. Definujeme dalgi dva typy formuli:

e zobecnénd konjunkce < M >, pro kterou V(< M >) = T, jestlize pro Va € M je V(o) =T. V(<>) = T.
Ozna¢fme <> jako true.

e zobecnénd disjunkce [M], pro kterou V([M]) = T, jestlize Ja € M takovd, ze V(o) = T. V([]) = F. Oznacime
] jako false.

Notace: Formule < {z1,...,zp} > resp. [{z1,...,z,}] piSeme jako < zy,...,zy > resp. [T1,...,Tn].

Definice 3.3
Klauzule C' je zobecnénd disjunkce mnoziny literald.

Definice 3.4
Dudlni klauzule D je zobecnénd konjunkce mnoziny literdld.

Definice 3.5
Formule S je formuli v klauzuldrnim tvaru, jedna-li se o zobecné&nou konjunkei klauzuli, tj. < C4,...,Cp >.
Formule T je formuli v dudlnim klauzuldrnim tvaru, jednd-li se o zobecnénou disjunkci dudlnich klauzuli, tj.
< Dy,...,D, >.

Definice 3.6

Prifazeni A je konzistentni mnozina literdld (tj. mnoZzina neobsahujici zdroveii pozitivni i negativni literdl vytvoreny
z jednoho vyrokového symbolu).

Uplné prifazeni je pFifazeni, obsahujici literal pro kazdy vyrokovy symbol.

Definice 3.7

(Uplné) piifazeni A sphiuje formuli S v klauzuldrnim tvaru, jestlize pro VC € S plati SN A # 0.

Pojmy splnitelnost / nesplnitelnost jsou ekvivalentni pojmim existence / neexistence pfifazeni, které formuli
splituje.
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3.1.1 Alternativni notace

Tato notace je v podstaté & la Prolog. M&jme klauzuli C = [Ai,..., A, B1,...,By]. Je ziejmé, ze C je formule
AV---VALV (B A---ABy,) ato je totéz jako Ay V---V Ay, «— (B1 A--- A By,), pokud vezmeme spojku «— jako
yobrdacenou” implikaci, tj. A +— B = B — A. Programovaci jazyk Prolog viak pouzivd misto znaku <— dvojznak
: - a nage klauzule C nakonec vypada :41, - A"B T = \Bh e B’L . Slovné se tedy dé tato formule vyjadtit: Plati vyroky

~~ ~~

head body
tvofici hlavu (head), jestlize jsou splnény vyroky tvofici télo (body).
Rozlisujeme jesté tzv. Hornovy klauzule, coz jsou takové klauzule, které majf v hlavé nejvyse jeden vyrok. Mohou
tudiz byt:

e A nazyvang fakt. Vyrok A prosté plati.
e A+— By,...,B, je pravidlo. Vyrok A plati za pfedpokladu, ze plati vyroky Bi,..., By,.

e «— By,...,B, je dotaz, tj. ,co plyne z toho, ze plati By,...,B,?”

3.2 Pievod formuli do (dudlniho) klauzuldrniho tvaru

Definice 3.8
Definujme relaci — (od nynéjska budeme spojku ,implikace” znacit znakem D) mezi formulemi ndsledovné:

1. <[lanp)] >—=<[a],[f] >a[< (aAp) >] — [<a,[ >]

2. <[(aAp)] >—=<[~a,78] >a[< ~(aAf) >] — [< ~a>, < >]
3. <[lavP)]>—<[a,f]l>al<(aVph)>] —[<a><b>]

4. <[~(aV )] >—<[na],[-f] > a[< a(aVP) >] — [< ~a,-3 >]

5. <[(@aDPB)]>—<[a,f8]>al<(aDdf) > —[<-a><8>]

6. <[-(aDP)]>—<[a],[8] >al<~(aDp) > —[<a,F>]

7. <[a,na] >—<>=true a [< a,7a >] — [| = false

Definice 3.9

1. Jestlize < [M] >—< [N] >, pak také
<[M,M,...,M,],C1,...,Cn >—<[N,My,...,M,],C1,...,Cp >
Jestlize < [M] >—< [N1], [N2] >, pak také

< [M,Mh...,Mn],Cl,...,Cm >—< [Nl,Ml,...,Mn],[Ng,Ml,...,Mn],Cl,...,Cm >

2. Jestlize [< M >] — [< N >], pak také
[< M,Mh...,Mn >;CI;---;Cm] — [< N,Ml,...,Mn >,01,...,Cm]
Jestlize [< M >] — [< N1 >, < Ny >], pak také

[< M,My,...,M, >,Cl,...,Cm] —)[< Ni,My,...,M, >,< No, M,...,M, >,01,...,Cm]

3. Je-li < [M] >—<>, pak také

<[M,Mi,...,M],C1,...,Cp, >—<Cy,...,Cp, >
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4. Je-li [< M >] — [], pak také
[< M,M,...,M, >,D1,...,Dm] — [Dl,...,Dm]
Algoritmus pfevodu do (dudlniho) klauzuldrniho tvaru spo&ivd v tom, Ze za¢tneme od formule < [M] > resp.

[< M >] a pouzivdme pravidla pro tvorbu relace — tak dlouho, dokud se s upravovanou formuli néco d&je. Pokud
ne, pak jsme jiz obdrzeli kyzeny (dudlni) klauzuldrni tvar.

Piiklad 3.1
Méme pievést formuli AV (A D B) do klauzuldrniho tvaru. Provedeme to takto:

<[AV(ADB)] >—<[4,AD B]>—<[4,A4 B] >—<>
Nyni mame pfevést tutéz formuli do dudlniho klauzuldrniho tvaru. To provedeme naprosto stejné:
[<KAV(ADB)>] —[<A><ADB>] —[<A><A><B>
Priklad 3.2

<[(AV(BAC)D(CVA]> — <[(AV(BACQC)),(CVA]>—
— <[A,(CVA),[~(BAC),(CV A)]>—
— <[A,C,A][B,C,C, Al >—<>
Piiklad 3.3
Méme pievést formuli —((A D B) V =(C D B)) do obou tvart. Nejprve tedy do klauzularntho:
<[~((A>DB)v-~(C>B))]> — <[~(ADB),[CD>B]>—
— < [A),[B),[C,B] >
A nyni do dudlniho klauzuldrniho:
[<-((ADB)V~(CD>B))> — [<~(ADB),CDO>DB> —
— [<A,B,(CD>B)>]—
— [<C,A,B>,<B,A,B>] —[<A,B,C >]

3.3 Formule v klauzuldarnim tvaru

V tomto odstavci si popiseme metodu dikazi formuli v klauzuldrnim tvaru. Pod pojmem mnozina klauzuli budeme
rozumét zobecnénou konjunkci téchto klauzuli. MnozZinou klauzuli S budeme tedy rozumeét formuli v klauzuldrnim
tvaru < C' | C € S >.

Definice 3.10
Je-li S mnozina klauzulf a I literdl, pak S! je definovana:

St={C-{l}|CeS,i¢gC}

Méme-li mnozinu klauzuli S =< [...,I,...],[...],[.-.] >, pak prvni klauzule je jisté splnéna (za pfedpokladu ).
Pak tedy je zfejmé, ze S' =< [..],[...] >.
Obréazek 7 ilustruje indukei (SY)™ = S'™.

Pi#iklad 3.4

Al,[B],[C,B] >
B, [C, B] >
[ ][C‘B]>E<[]>
[
]

n
=
Il

AN AN AN AN ANA

[
[
0,
0, [C] >=<[>
[C] >

[

] >

= <>
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<>... true
SABC'<
SA <[] >... false

Obrézek 7: Rozklad mnoziny klauzuli

Lemma 3.11 B
Bud’ [ literdl a S mnozina klauzuli. Plati: S je splnitelnd, prave kdyz je splnitelnd bud’ S’ nebo S'.

Diikaz:
=>: Necht mame pfifazenf pravdivostnich hodnot A. Necht A = S. Pak z definice platf pro VC € S, ze C N A # 0.
To znamend 7ze bud’ ! € A nebo (nonekvivalentng) I € A.

e Necht [ € A. Ukédzeme, ze A = S'.
Pro VC € S plati: C N A # 0. Tedy:

wleC=Cgs!
xleC=C-{l}eSaptitom A e C,l'eCNAI €C—{l}atedyi C—{I}NAH#.
« LI €C,CeS,CNA#D.

Z techto tif bodi tedy plyne, ze A = S'.
e [ € A se dokdze symetricky vzhledem k [ a .
«: Predpokladejme, ze A = S' (obdobné A = SY). Zvolme A’ = (A — {I}) U {I}. Must platit A’ = S’. Ovsem
méame A’ |= S, protoze pro libovolnou klauzuli C € S:
e C € S' abez probléemi C' N A # 0.
e lecC,pak CNA #0.
e C—{l}eS,pakC—{I}NnA' =CnA (Il€0).
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Disledek 3.12 B
S je nesplnitelnd, prave kdyz S' i S' jsou nesplnitelné.

Definice 3.13
UNSAT = {S | S je nesplnitelnd mnozina klauzulf }.
Dohoda: Prézdnou klauzuli [] budeme nekdy znagit znakem O.

Véta 3.14
UNSAT je nejmensi mnozina M, kterd spliiuje:

o Jestlize O € S, pak S € M.

o Jestlize ' € M a S' € M, pak S € M.
(S je splnitelnd, jestlize aspoti jedna z S', st je splnitelnd, resp. S je nesplnitelnd, prave kdyz S* i st jsou nesplnitelné.)
Diikaz:

a: M CUNSAT

* S =<...,0,... >, pak S je nesplnitelnd.
x Sl € UNSAT, S' € UNSAT, pak S € UNSAT

7 vyse uvedenych dvou bodti mame M C UNSAT.
e UNSAT C M: Mgjme S € UNSAT. V S je kone¢ny pocet literdli, dejme tomu Iy,...,l,, n > 0:

* n = 0: tvrzeni v&ty plati podle prvniho bodu definice.

* n > 0: vybereme I; a uvazujeme S", St € UNSAT. Jestlize S ¢ M (nebo S ¢ M), pak existuje
Stz Sl2 ¢ M. Timto zptisobem rozvijime strom z obrazku 8.

Ghle Gl Ghl2 Shlz

N\, N
\ S /

Obrézek 8: Ilustra¢nf stom k dikazu véty o mnozing UNSAT

Po kone¢ném poctu kroki mame St kde §; je bud’ I; nebo [;. Pokud S% % #£< [| >, pak literdly 6; .. .0,
definuji pfifazeni pravdivostnich hodnot, které spliiuje S, coz je oviem spor s pfedpokladem S € UNSAT.

O

3.4 Rezoluce

Nyn{ jiz mame p¥ipraveny vsechny prostiedky k tomu, abychom si mohli za&ft povidat o mechanismu dokazovani
formuli v klauzuldrnim tvaru. Pfi této metodé dokazovani vezmeme formuli S v klauzuldrnim tvaru a na ni postupné
aplikujeme formdln{ dpravy, které zachovdvaji splnitelnost formule S, a budeme zkoumat, zda dojdeme k O. Témto
formélnim dpravdm budeme ¥ikat rezoluce.

Definice 3.15 REZOLUCGNI PRAVIDLO

Bud'te C; = [p]U C] a C2 = [p] U C} klauzule. Jejich rezolventu definujeme jako klauzuli C = Cj U Cj. Cy, Co
nazveme rodi¢ovské klauzule, C' dité a p literdl, na némz rezolvujeme.
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Vyse popsané rezoluc¢ni pravidlo je vlastné ve svém skrytu pravidlo modus ponens zndmé z matematické logiky.
Klauzule Cy ndm vlastné predstavuje pravidlo p D C}, coz spolu s literdlem p ddvd vychodiska pro pravidlo modus
ponens, jehoZ vysledkem je klauzule Cs. Klauzuldrni tvar formuli ndm vsak dovoluje toto pravidlo zobecnit, protoze
vysledky mizeme jednoduge sjednotit.

Definice 3.16

Rezolu¢ni ditkaz klauzule z mnoziny klauzuli S je kone¢nd posloupnost klauzuli Cy,...,C, = C, kde pro Vi =
1,...,n je C; € S nebo rezolventou n&jakych C; a Cy, kde j, k < 1.

Existuje-1i rezolu¢nf dikaz klauzule C' z mnoziny klauzuli S, fikdme, Ze C je rezoluc¢né dokazatelnd z S. Piseme
SkrC.

Odvozenf prazdné klauzule O z S, S kg O, se nazyvd vyvrdcenim mnoziny klauzuli S.

Definice 3.17
Strom rezoluc¢niho diitkazu klauzule C' z mnoziny S je strom s C' v kofeni, klauzulemi z S v listech, a kde kazd4

Cést
g1 g9
g

znamensg, 7e o je rezolventa o1 a 0.

Pfiklad 3.5
Mgjme literdly / vyrokové symboly: MgO, Ha, O2, C, CO2, HoCO3, H2O. M&jme chemické rovnice:

MgO+H, — Mg+ H20

C+02 e COQ
CO2 + H,O — H»COs

které nyni pfepisme do formuli:

MgOAH; D MgAH0
CAOy D CO,
COQ A HQO D) H2CO3

a tyto pteved’'me do klauzuldrniho tvaru:

< [(MgO AH) D (Mg AH,0)] > -(MgO A Hp), (Mg A Hy0)] >—
Mg07 H_27 Mg]: [Mg07 H_27 H2 O] >
—'(C A 02), COQ] >—< [6, 0_2, CO2] >

COZ, HQO, H2CO3] >

—

<[(CAOz2) DCOs] >

<
<
<
<[(CO2 AH20) D H2CO3] > — <

—

A nynf jiz miZeme rezolvovat a rezolvovat, jak to nap¥. ukazuje obrazek 9.

Lemma 3.18 B
Je-li mnozina S =< [PU{A}],[{4} U Q] > splnitelnd, pak i C = [P U Q)] je splnitelnd a kazdd valuace spliiujici S
splituje i C.

Diikaz: Je-li S splnitelnd, pak existuje pfifazeni pravdivostnich hodnot A takové, ze A = S. Musi platit bud’ A = A
nebo A | A:

e Pokud plati A |= A, musi byt i A = Q (protoze spliiuje celou mnozinu S) a tedy A |= [P U Q].
e Analogicky pro A = A.

Pfitom navic A definuje valuaci, ktera spliiuje [P U Q]. O
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(M0, H>, Mg][MgO, H>, H>O] [Hz]  [MgO)] [C,0,C0,]

[F?J HQO]

[H20]

Obrazek 9: Piiklad rezoluci v chemii

Véta 3.19 KOREKTNOST REZOLUCH
Existuje-li rezolu¢ni vyvrdcen! mnoziny klauzulf S, pak S je nesplniteln4.

Driikaz: Plyne z definice vyvrdcent a pfedchoziho lemmatu. M&jme mnoZinu S takovou, Ze se ndm podafilo vyrezolvovat
z nf 0. Dejme tomu, Ze existuje pfifazeni pravdivostnich hodnot A4 takové, ze A |= S. Pak ovsem taky A = O, z &ehoz
plyne, Ze takové A existovat nemtize. Cfmz jsme dostali spor s tim, ze S je splniteln4. |

Disledek 3.20
Existuje-li rezolu¢ni strom s listy z mnoziny S a kofenem O, pak S je nesplniteln.

Diikaz: Plyne bezprostiedné z korektnosti rezoluci. |

Véta 3.21 UPLNOST REZOLUCH
Je-li S nesplnitelnd, pak existuje rezolu¢ni vyvrdceni S.

Diikaz: Indukei vzhledem k poctu literdltd v mnozing S:
e 74dny literdl: O € S, ziejmé.

e n literalii: zvolime jeden z nich, napifklad [ a vime, ze S i ST must byt prvky mnoziny UNSAT a obsahuji n — 1
literdli. Mizeme tedy predpoklddat, ze S' kg O a S' Fg O. Z rezolu¢ntho stromu dikazu S' b O ,pfenesenim”
na klauzule mnoziny S dostaneme rezolu¢ni strom dikazu S Fg X, kde X = O nebo X = [I]:

* X = 0O jasné a konec dikazu.

* X = [I]: pak z dikazu S bg O dostaneme stejnym zpiisobem S Fg Y, kde Y = O nebo Y = [7]. Je-li
Y = 0O, pak je to jasné a kon¢im. Je-li Y = [I], pak aplikuji jeden jediny rezolu¢ni krok na X a VY (tedy [{]
a [l]) a hned ziskdvdm jako jejich rezolventu O a tedy existuje rezolu¢ni vyvraceni mnoziny S.

3.5 Zjeméni rezoluce

Zjeménim rezoluce budeme rozumeét strategie tvorby rezolu¢ntho dikazu, aby byl co nejvice efektivni (tj. aby co
nejrychleji sméfoval k O, pokud je dokazovand formule nesplnitelnd). Jsou to zejména:

e Vyloucit z rezoluci v8echny klauzule, které obsahuji literdl, ktery se v S vyskytuje jen v jedné parité, (protoze
nemédme klauzuli s literdlem v opa¢né parité a tudiZ nemuZeme tento literdl vyrezolvovat a tudiz z klauzuli
obsahujicich tento literal nikdy nevyrezolvujeme O).

o Odstranénf tautologii, tj. klauzuli C' takovych, ze existuje literdl p: p € C A p € C (napf. klauzule: [4, B, B]).
e Volba libovolného pfifazeni pravdivostnich hodnot A a odmitnuti rodi¢ovskych klauzuli, které jsou v ném splnény.

Prvnf strategie je zcela ziejmd véetné jeji korektnosti a iplnosti. Takze si v dalsim odstavci budeme povidat o druhé
strategii s odstrafiovdnim tautologif.
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3.5.1 T-rezoluce

Uvedomime-li si, jak vypadaji formule s tautologickymi klauzulemi:

HHLHJHLﬁ?}

pak protoze kazdd tautologie obsahuje n&jaky literdl (dejme tomu p) v obou paritdch, pak se tohoto literdlu nemizeme
zbavit. Proto klauzule v mnozingé D si musi p#i dikazu O ,pomoci samy”. Pro¢? Mnozinu tautologif miZeme brét jako
mnozinu premis P a dokazovat formuli P D —D. Pokud je P D =D kg O, pak musi byt D kg O, praveé protoze P je
mnozina tautologif.

Definice 3.22
T-rezoluce jsou rezoluce, ve kterych z4dnd z rodicovskych klauzulf nenf tautologif. Ozna¢ime R (S) T-rezolu¢nf
uzdveér mnoziny S.

Véta 3.23 KOREKTNOST
Kazdé omezeni rezoluce je korektni.

Diikaz: Je z¥ejmy. m|

Véta 3.24 UPLNOST T-REZOLUCE
Je-li S € UNSAT, pak O € RT(S).

Diikaz: Tento dikaz miizeme vést jako dikaz tdplnosti obecnych rezoluci (dikaz véty 3.21). Sta&i si pouze uvédomit,
Ze pfi transformaci rezolu¢nich stromu z dikazi mnoZin §l a S' na dikazy mnoziny S do nich nepfiddme zddnou
tautologii. Posledni dikazovy krok (rezoluce klauzuli [I] a [I]) je rovnéz T-rezoluce. O

3.5.2 Sémanticka rezoluce

Abychom si pfedstavili, co jsou sémantické rezoluce, pfedstavme si, Ze vybereme libovolnou interpretaci A a vyhod-
notime rodi¢ovské klauzule rezoluce

Pak plati implikace:

Ovgem v sémantickych rezolucich chceme takové interpretace A4 zakdzat.

Definice 3.25
Bud' A interpretace. A-rezoluce je rezoluce, v niz vzdy alespoii jedna z rodicovskych klauzuli je v A4 nesplnéng
(tedy vyhodnocens do false). Oznacime RA(S) A-rezoluénf uzavér mnoziny S.

Korektnost A-rezoluce plyne jiz s tvrzeni o korektnosti omezeni rezoluce (véta 3.23).

Véta 3.26 UPLNOST SEMANTICKE REZOLUCE
Pro libovolnou reprezentaci A a mnozinu klauzulf S plati: je-li S € UNSAT, pak O € RA(S).

Diikaz: Nepiftel ndm zadal O € RA(S') a O € RA(S"). My mame dokézat, ze O € RA(S).

Ptedpoklddejme tedy A-rezoluénf stromy, které vyrezolvuji O z formulf S? (strom Tp) a S* (strom T}). Ztransfor-
mujeme ndm jiz zndmym zptsobem na A-rezolu¢ni stromy z formule S: To — T, resp. Ty — T7.

Jeden z téchto stromi je opét A-rezolueénf a musf byt bud’ I € A nebo I € A. Podle toho v piislusném strome
piidént [/l nezméni tak, aby platilo A [~ C a pfitom A = C U[o], kde o je pifslusné | nebo I. Potom jeden ze stromii
Ty nebo T} musf byt A-rezoluéni strom. Predpoklddejme, 7e je to T| a necht C' € S! je ze stromu Tp. Pak nastdvaji
dvé moznosti:

e (' € S a tedy neni co fegit.
e C ¢ S, pak klauzuli C odpovidd C' € S, kde C' = C' U [l]. Pak pomoci A-rezolu¢niho stromu 7 vyrezolvujeme

klauzuli [I] a s pomoci klauzule C’ jednim A-rezolu¢nim krokem vyrezolvujeme C. To jiz mame C bez literdlu I,
7z niz uZ miZeme ve stromé Ty vyrezolvovat 0.

O
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3.6 Linearni rezoluce, Hornovské klauzule, Prologovski dedukce

Definice 3.27

e Linedrnf (rezolu¢ni) dedukce klauzule C' € S, kde S je mnozina klauzuli, je posloupnost klauzuli (Co, Bo), - - -,
(CnyBp), Cng1 = C, kde C; a Bj jsou klauzule a navic plati:

1. Cp a vSechna B; jsou z mnoziny S nebo né&jaké C; takové, ze j < 1.

2. Kazd4 Cjy1 je rezolventou C; a B;.
e Klauzule C' je linedrné odvoditelnd z S, jestlize existuje linedrni dedukce klauzule C z S.

e Mnozinu S nazveme mnozina vstupnich klauzuli, klauzule C; nazveme stfedni (pribézné,. . . ) klauzule a klauzule
Bj nazveme bocnf klauzule.

Definice 3.28
Hornova klauzule je klauzule s nejvyse jednim pozitivnim literdlem.
Programovd klauzule je klauzule s pravé jednim pozitivnim literdlem.
Pravidlo je programové klauzule s negativnimi literdly.
Fakt je programové klauzule bez negativnich literali.
Cil je Hornova klauzule bez pozitivnich literéla.

Lemma 3.29
Je-li S mnozina Hornovych klauzuli nesplnitelnd, pak S obsahuje alespoii jeden fakt a alespoii jeden cil.

Diikaz: VyuZijeme dikaz uplnosti A-rezoluce (dikaz véty 3.26). Uvazujme interpretaci A, kterd obsahuje vSechny
vyrokové symboly. Pak:

—: A spliiuje kazdou programovou klauzuli a tedy v A-rezolu¢nim odvozeni m4 byt pouZit cil a tedy v mnozing S
musi byt cil.

—: A spliiuje kazdé pravidlo a ddle spliiuje kazdy cil. V A-rezoluénim odvozeni musime pouZit fakt, ktery musi byt
prvkem S.

Véta 3.30 UPLNOST
Je-1i S mnozina Hornovych klauzuli, kterd je nesplnitelnd, pak existuje linedrnf odvozeni O z S.

Diikaz: 7 kompaktnosti mizeme predpoklddat, Zze S je kone¢nd. Tvrzeni dokdZeme indukcei vzhledem k poctu literdla
v mnozing S. Podle lemmatu 3.29 je v S alespoii jeden fakt, dejme tomu [P]. Uvazujme S¥. Kazd4 klauzule v ST je
podmnozinou Hornovy klauzule. Mnozina S musi byt rovnéz nesplnitelnd (kdyby A | S¥, pak by (A—{P})U{P}
S) a pfitom m4 méné literdld nez S.

Zbyva dokézat indukeni piedpoklad: existuje linedrni vyvréceni ST. Pokud méme linedrni vyvréceni S¥', miizeme
jej pietransformovat na linedrni odvozeni klauzule [P] z mnoziny S. My ale vime, Ze [P] € S a miiZzeme jednim krokem
vyrezolvovat O. m|

Lemma 3.31
Je-li S mnozina Hornovych klauzuli nesplnitelnd, pak existuje rezolu¢ni dikaz O z S, ve kterém je v listech prave
jedna cilovd klauzule.

Diikaz: Linedrni dikaz z dikazu pfedchozi véty (véty 3.30) m4 tuto vlastnost:
e cil a cil nemtuiZze rezolvovat.

e cil muZe rezolvovat s pravidlem nebo faktem, &mZz dostaneme opét cil nebo O.
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Piiklad 3.6

Definice 3.32
Necht P je mnozina programovych klauzuli a G cilovd klauzule. Linedrnf vstupni rezoluce (LI-rezoluce) mnoZiny
P U {G} je linedrni vyvraceni P U {G} za¢inajici G s bo¢nimi klauzulemi z P.

Lemma 3.33
Je-li T mnozina Hornovych klauzulf a G je cil takovy, ze TU{G} € UNSAT, ale T € SAT*, pak existuje linedrn{
vstupni dikaz O z mnoziny T U {G} zac¢inajici G.

Diikaz: Linedrni rezolu¢nf dikaz dokdzeme z véty 3.30. O

Véta 3.34 UPLNOST LI-REZOLUCE PRO HORNOVY KLAUZULE
Bud’ P mnozina programovych klauzuli a G cilovd klauzule. Je-li S = PU{G} € UNSAT, pak existuje LI-rezolu¢ni
dukaz S.

Diikaz: Z pfedchoziho lemmatu vime, Ze existuje vyvraceni za¢inajici cilem G; po kazdém rezoluénim kroku je rezolventa
opét cilem a proto dalif rezolu¢nf krok musi kombinovat tuto klauzuli s ngjakou klauzulf z P. O

Definice 3.35
Usporddané klauzule (definite clauses) jsou kone¢né posloupnosti literdld.

Definice 3.36

Je-li T U {G} déna jako mnozina uspofddanych klauzuli, pak LD-rezolu¢ni vyvrdceni T U {G} je posloupnost
(Go, Co), - - -, (G, Cyp) uspoiddanych klauzuli (G;,C;), kde G = Gy a G,y1 = O a kazdd G; je uspoiddand klauzule
{-4i0,...,7As;,...,7 A n} akazdd C; = {B;,-B,o,...,B;m} je programovd klauzule a pro kazdé ¢ < m existuje
uspofddand rezoluce G; a C; s rezolventou {-A;yo,...,7Aik—1,7Bio, ..., Bim, " Aikt1,-..,Ain} a Ajp = B;.

Lemma 3.37
Je-li T U{G} € UNSAT, pak existuje LD-rezolu¢ni vyvriceni T U {G}, které za¢ing klauzuli G.

Definice 3.38
Selekeni pravidlo je funkce, kterd kazdé uspoirddané klauzuli {44, ..., A,} pfifazuje &islo m, 1 <m < n.

Definice 3.39
SLD-rezoluéi vyvrdceni mnoziny P U {G} pomoci selekéniho pravidla R je LD-rezolu¢ni vyvraceni (Go, Co), - - .,
(Gn,Cr), Go =G a Gpy1 = 0O, kde R(G,) je index literdlu z G, rezolvovany v n-tém kroku.

Véta 3.40 UPLNOST SLD-REZOLUCE PRO PROLOG
Je-li T splnitelnd a TU {G} € UNSAT = existuje SLD-rezolu¢ni vyvraceni T'U {G} pomoci R pro libovolné
seleként pravidlo R.

SLD-stromy: slouzi k prohleddvani stavového prostoru moznych vybéri programovych klauzuli. SLD-strom je
strom, v jehoZ uzlech jsou pribeézné rezolventy SLD-odvozeni a jehoz bezprostiedni ndslednici odpovidaji rezolven-
tdm vzniklym pouzitim vsech moznych programovych klauzuli. Vétveni stromu reprezentuji riizné moznosti vybéru
programovych klauzuli. V kofenu SLD-stromu je pak cil, ktery startuje odvozeni.

Pi#iklad 3.7
Mgjme program:

1. p :- q,r.
2. p :- s.
3. q.

4. q :- s.
5. r.

6. s :- t.
7. s.

IMnozinou SAT budeme mit na mysli mnozinovy doplnék mnoziny UNSAT.
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SLD-strom pro cil —p a selekénf pravidlo R() = 1 je uveden na obrazku 10 a SLD-strom pro —p a selekéni pravidlo
R() =posledni_literal na obrdzku 11.

-p
]_/ \2
-q, T -8
oL N
=ar -8, T —t O
| N
5 X
= =t -r -r
; 5|
O

Obrézek 10: SLD-strom k pfedeslému piikladu, R() = 1.

-p
/N
-q, T -8
RN
NG
X
O -8
N
—t =
~

X

5

Obrézek 11: SLD-strom k pfedeslému piikladu, R() =posledni_litersl

Strategie prohleddvani stromi:

e prohleddvani do hloubky (= depth-first-search) — efektivni technika, datové struktura zdsobnik, z divodu moz-
nosti existence nekoneénych vétvi nenf iplna.

e prohleddvéani do &itky (= breadth-first-search) — neefektivni (kombinatoricky exploduje pocet stavii), ale je tipln4.

3.7 Opakovani
V tomto odstavci zaddme ¢tendfi doméci dlohu. Méjme tedy formuli:

wJestlize nebude piijat novy zdkon, bude stdvka pokracovat, nebude-li pfitom trvat déle nez rok a
neodstoupi-li feditel.”

Ukolem ¢tendie je prevést tuto formuli do klauzuldrniho tvaru a dokézat ji pomoci rezoluéni metody.
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4 Predikatova logika

Dosud jsme se zabyvali automatickym dokazovdnim formuli ve vyrokovém kalkulu. Nyni se viak pfesuneme na pole
predikatové logiky. Tato kapitola je pongkud opakovaci, ale doufdme, 7e nebude ¢tendfe nudit, nebot je kritks a ve
svém zdvéru p¥inese i néco nového.

Nez zatneme s opakovdnim, poznamenejme, ze predikdtovou logiku budeme oznacovat zkratkou PL, piipadne PP
(predikdtovy pocet).

4.1 Opakovani pojmi

Zssadnim pojmem predikdtové logiky je pojem predikdtu. Predikdt je n-drnf relace, kterou zna&ime napt. p(_... ).

n

Jazyk predikdtoveé logiky tvoii proménné, konstanty, funk¢éni symboly f(n) a kvantifikdtory 3, V.
Nad timto jazykem pak definujeme pojmy term a formule. Do terminologie okolo formule patif pojmy jako:

e podformule,

vyskyt proménné,

e volné, vdzané proménné,

e uzaviené formule, podformule,

e ...

To jsme si zopakovali syntaktické pojmy, nyni jeste dva sémantické:
e obor interpretace (universum),

e hodnota formule.

4.2 Substituce proménnych
A nynf pfichdzi jedind novinka této kapitoly. Je to substituce proménnych.

Definice 4.1

Substituce proménnych © je libovolné homomorfni zobrazeni proménnych na termy (tj. zachovdvajici strukturu
formule).

Pro substituci proménnych plati:

e O(E) = E, kde E je konstanta.
e O(f(E1,...,En)) = f(O(E1),...,0(Ey)), kde f je funkéni n-arni symbol.
e O(E; ® E>) = O(E;) ® O(E»), kde @ je logicks spojka (& € {A,V,=>,<=1}).

Dohoda 1 misto ©(FE) budeme substituci zapisovat EO.

Dohoda 2 konec¢né substituce budeme zapisovat:
[.’El/El, . ,.’En/En]

a bude to znamenat, ze term F; je substituovdn za proménnou z; atd.
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5 Tabulky v predikdtové logice

V této kapitole se budeme zabyvat tabulkovymi dikazy v predikdatové logice. Jak zahy uvidime, idea je takika zcela
totoznd s ideou tabulkovych dikazti ve vyrokové logice. Musime se jen technicky vypofddat s promé&nnymi.

5.1 Tabulkové dikazy

Definice 5.1 ATOMICKA TABULKA
Atomickou tabulku definujeme takto:

1. TA a F A jsou atomické tabulky pro libovolnou atomickou formuli A.

2. Atomické tabulky pro formule TA; A Ay, FA; AN As, TA; V Ay a FA; V A, definujeme stejné jako ve vyrokové
logice (viz obrazek 2).

3. Necht ¢ je libovolny zdkladni term (tj. term bez promé&nnych) a necht ¢ je novy konstantni symbol. Pak obrazek
12 zobrazuje atomické tabulky kvantifikdtord.

T(Vz o(z)) F(Vz ¢(z))
T@‘(t) Fcp‘(c)
F(3z ¢(z)) T(3z ¢(z))
Fcp‘(t) Tso‘(c)

Obrézek 12: Atomické tabulky kvantifikdtori
Definice 5.2 KONECNE TABULKY A TABULKY

1. Kazd4 atomicks tabulka je konec¢nd tabulka.

2. Je-li 7 kone¢nd tabulka, P je cesta v 7, E je uzel na P v 7 a 7' se ziskd z 7 pfiddnim atomické tabulky s kofenem
E na konec cesty P, pak 7 je kone¢nd tabulka.

Pozadavek nové konstanty v definici atomickych tabulek kvantifikdtori znamend konstantu, kterd se nevyskytuje
v z4dném uzlu cesty P.

3. Je-li 19,7,... posloupnost kone¢nych tabulek, pak
T = UTi
i
je tabulka.

Poznamka 5.3
Priddn{ kofene atomické tabulky do tabulky je v pfipadé predikdtové logiky podstatné (pro atomické tabulky
TValF3).

Definice 5.4

Cesta P je kontradiktorickd, jestlize se na ni vyskytuje dvojice uzli Ta a Fa pro ngjaké a.

Tabulka 7 se nazyva kontradiktorickd, je-li v ni kazd4 cesta kontradiktoricka.

Tabulkovy diikaz formule « je kontradiktorickd tabulka s kofenem Fa.

Tabulkovy dikaz « z premis ¥ je kontradiktorickd tabulka ze ¥ s kofenem Fa. Znaéime ¥ F «, jestlize existuje
tabulkovy dikaz formule « z premis X.

Nekonzistentni mnozina formuli je takovd mnozina S, Ze pro ni plati S F a A —a pro n&jaké a.
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Priklad 5.1
Obrazek 13 ukazuje rozdil mezi kontradiktorickou cestou a ,zddnlive” kontradiktorickou cestou.

F((Vz ¢(z)) O (A ¢())) F((@z ¢(z)) O (Vz ¢()))
T(Vz ‘go(x)) T (3 L@;))
F(Hw‘so(w)) F(Va:‘cp(a:))
T(Vz ‘go(m)) T (3= ‘w(w))
Tcp‘(a) Tgo‘(c) — nové ¢
F(Hw‘w(w)) F(Vw‘so(w))
ng‘(a) Fcp‘(c) +— nelze => nové d
Fo(d)

Obrézek 13: Upiesnéni pojmu kontradiktorické cesty v PL

Piiklad 5.2
Obrazek 14 ndm ukazuje na slozitgjsi formuli jakousi ,taktiku” jako nachédzet kontradikce.
Na ¢tendii nechdme, aby si zkusil tabulkové dokdzat formuli

(Vz (P(z) A Q(z)) «— (Vo P(z) AVz Q(2)))

Jelikoz je to prvni pokus, poradime &tendfi, Ze je vhodné expandovat nejprve podle atomickych tabulek, zavdadgjicich
nové konstanty a pak teprve pouzit pravidla, ve kterych vystupuji obecné zdkladni termy.

Definice 5.5 REDUKOVANY UZEL
Bud’ 7 tabulka z mnoziny S, P cesta v 7, E uzel na P a w i-ty vyskyt E na cesté P (i-ty uzel na P s oznatenim

1. w je na P redukovany, jestlize:

(a) E neni T'Vzx ¢(x) ani F 3z p(z) a E se vyskytuje na P v kofeni atomické tabulky.
(b) E je tvaru T Vz p(z)/F 3z o(z), T ¢(t;)/F ¢(t;) je uzel na P a P obsahuje i + 1-ty vyskyt uzlu w.

2. Tabulka 7 je ukoncend, jestlize kazdy vyskyt kazdého uzlu je redukovany na kazdé nekontradiktorické ceste, kterd
ho obsahuje (jinak je neukoncend).
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T(Vz (P(x) D Q(x)))
F(Vz P(x) D Vz Q(x))

T(Vz P(z))

FQ(c) ... novéc

TP(c) ... volbac

P(c

~—

D Q(c)) ... volba ¢

N

T(
FP(e) TQ(c)

Obrszek 14: Priklad tabulkového dikazu

Definice 5.6 UPLNA SYSTEMATICKA TABULKA Z PREMIS S

Konstruuje se stejné jako ve vyrokoveé logice po tirovnich (stiiddme kroky expanze s pfiddnim Ty pro ¢ € S). Pro
piipady, kdy je atomickd tabulka urcena jednoznaing, pfipadné se zavddi novd konstanta, to jde bez problémi. Pro
tabulky s kofenem T' Vz ¢(z) nebo F 3z ¢(x) a uzel w jako i-ty vyskyt w na P pfiddme tabulku:

E E
| nebo |
To(t:) Fo(ti)

s tim, Ze pfedpokldddme n&jaké pfedem zvolené uspoidddni vsech termt v p¥islu§ném jazyce a ¢ je index v tomto
uspoiddéni.

Poznamka 5.7
Uplné systematické tabulky jsou obecn& nekone¢né, i kdyz jsou ukondcené.

Lemma 5.8
Kazd4 UST je ukoncens.

Diikaz: Dikaz vedeme jednoduchou ipravou ditkazu z vyrokové logiky (dikaz lemmatu 2.9). Plati, ze
Tust =ToUT U---Ur; U---

a nad libovolnym uzlem E (a vlevo od ngj) je konetné mnoho uzli a tedy v konetném poétu kroki dojde k redukei
uzlu E. O

5.2 Korektnost a tiplnost

Véta 5.9 KOREKTNOST
Existuje-li tabulkovy dikaz a z S (tj. S+ «), pak S | a.
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Diikaz: Spociva v konstrukci interpretace, kterd souhlasi s kazdym prvkem na libovolné nekontradiktorické cesté.
Necht P je nekontradiktorickd cesta. Indukci vzhledem k jeji délce: piedpoklddejme, Ze pro cestu P to jde udélat;
pfiddme atomickou tabulku, kterd nezpisobi kontradikci a ovéiime, Ze p¥islugnd interpretace splitujici viechny uzly
takto rozsffené cesty P’ opét existuje. |

Véta 5.10
Je-1li P nekontradiktoricks cesta v iplné systematické tabulce 7 z premis S s kofenem Fa, pak existuje interpretace
nad vhodnym universem, pro kterou je a nepravdivd a kazdd formule z S pravdiva.

Diikaz: viz ivaha v dikazu pfedchozi véty. Jednd se o konstrukci takové interpretace. O

Véta 5.11 DUSLEDEK KONIGOVA LEMMATU
Je-li UST kontradiktoricks, je tato tabulka kone&n4.

Diikaz: Plyne z konstrukce UST. Je-li totiz kontradiktorickd, pak neexistuje nekonetnd vétev. Kazd4 cesta totiz musi
byt kontradiktoricks a tudiz Zddnd nenf expandovdana do nekoneéna. O
Kombinaci v&ty 5.10 a disledku Konigova lemmatu 5.11 zde méme nésledujici dasledek.

Dausledek 5.12
Pro kazdou formuli & a mnozinu formuli S plati prévé jedno ze dvou nésledujicich tvrzeni:

e UST z S s kofenem Fa je tabulkovy dikaz formule o

o Existuje nekontradiktoricks cesta, kterd definuje interpretaci (a implicitng i universum), ve které je a nepravdivad
a v8echny formule z S pravdive.

Tento disledek mé pro nés zcela zdsadni vyznam, nebot v8echna nésledujici tvrzeni plynou z tohoto disledku.

Véta 5.13 UPLNOST
Jestlize S = a, pak existuje tabulkovy dikaz formule o z premis S.

Véta 5.14 SKOLEM — LOWENHEIMOVA
Je-1i S splnitelnd spoc¢etnd mnozina formuli predikdtové logiky, pak existuje spocetny model.

[Diikaz: Probirdme universum a interpretaci (= model) z nekontradiktorické cesty generované z S = spodetné mnoho
prvki, na kterych zglezi. O

]

Véta 5.15 KOMPAKTNOST
Je-li o dokazatelnd z S, pak je dokazatelnd i z n&jaké jejf kone¢né podmnoziny.

Diikaz: Dikazem je kone¢nd tabulka = byl pouZit koneény pocet prvki z S. O

Véta 5.16 JINA KOMPAKTNOST
S je splnitelnd mnozina formulf <= kazd4 kone¢nd podmnozina S je splniteln.

Diikaz:
= je zfejmé.

<= uvazujme tabulku dokazujici formuli Fa A ~a z mnoziny S. Pak je tato tabulka kone¢nd, prave kdyz mnoZina S
je kontradiktoricka.
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6 Rezoluce v predikiatové logice

6.1 Prirevod do klauzuldrniho tvaru
6.1.1 Kvantifikdtory

Ptevod formuli do klauzuldrniho tvaru je naprosto stejny jako ve vyrokové logice. Jediné s &m se musime vypotrdadat
jsou kvantifikdtory. Abychom mohli z formule nadélat klauzule, musime v§echny kvantifikdtory ,,vytknout” ptfed formuli
do tvaru

kde ¢ je formule bez kvantifikdtori. Tento tvar formule nazyvdme prenexni tvar formuli.
Lemma 6.1
Pro libovolny fetézec kvantifikitort Qzr = Q121 ...QnTn, kde Q; € {V,3} a formule ¢, ¢ jsou dokazatelné
ekvivalence:
1. OF—Q:Z"ﬁVygozéwElyﬁcp
o FQF-3y p=QzVy-yp

2. e FQRQENMyeV ¢ )= Qz Vz (ply/2z] V ¢), kde 2z je novd proménnd.
~~

e FQZ(VMy ¢ V) =0z Vz(pV ¥[y/z]), kde z je novd proménni.
—~—

e FQRQZ¥FypV ¢ )= Qz 3z (ply/2z] V ¢), kde z je novd proménnd.
~~

e FQZ By ¢ VY)=C0z Iz (pV ¥[y/z]), kde z je novd proménni.
~~
3. Zcela analogickd pravidla jako pro spojku V plati i pro spojku A.
Diikaz: Napiiklad tabulkovym dikazem. O

Pfiklad 6.1

Vz Jy P(z,y) V -3z Vy Q(z,y)

1
Vu Fv Vw z (P(u,v) V —Q(w, 2))

Disledek 6.2
Libovolnou formuli predikdtové logiky lze pfevést do ekvivalentni formule v prenexni normélni formeg, tj. Qz ¢,
kde ¢ neobsahuje zadné kvantifikdtory.

6.1.2 Funkce existenéniho kvantifikdtoru

Dalsi véc, kterou pro ziskani klauzuli musime provést je tzv. skolemizace, neboli odstranéni existenénich kvantifikdtori.
Predstavme si, Ze mdame splnitelnou formuli Vz Jy P(z,y). Nyni mame funkéni symbol f(z) = y, ktery si miizeme
pfedstavit takto:

xT: 0 1 n
.
P(0,y) P(Ly) ... P(n,y)
Fy? Fy? ... Fy?

tedy je-li f novy funkéni symbol, pak formule Vx P(x, f(z)) je taky splnitelnd. Takovy funkéni symbol f nazyvdme
funkce existen¢niho kvantifikdtoru.
Tedy formuli Vz; ...z, Jy ¢ upravime na Vzy ...2, ply/f(z1...2,)] s tim, Ze f bude novy funkéni symbol.

Lemma 6.3

Pro libovolnou formuli ¢ = Vz; ...Vz, Jy ¢ v jazyce L plati: formule p a ¢’ = V1 ... Vo, Y[y/f(z1,...,2,)], kde
f je funkénf symbol, ktery se nevyskytuje v jazyce £, zachovéava splnitelnost v jazyce L', coz je jazyk vznikly pfiddnim
symbolu f k funkénim symbolim jazyka L.
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Diikaz: Necht ¢' je splnitelnd v £': A' = ¢’ a A'(f(z1,...,2n)) = a, pak jiste existuje A: A E @ v L a A(y) =a.
Naopak necht ¢ je splnitelnd v £ a necht mame mnozinu {A4 | A = ¢}, obsahujici v§echny takové interpretace.

Tedy méme formuli Vz; ...Vz, ¥(y) = A'(f(z1,...,7n)) = £(X1,...,%n), kde £(x1,...,%,) je prvek Herbrandova

universa, tedy ¢[y/f(z1,...,2,)] € A = A' E ¢' v jazyce L. O

Véta 6.4
Pro libovolnou formuli ¢ miZeme zkonstruovat obecnou formuli ¢, tj. formuli, kterd obsahuje pouze vieobecnd
kvantifikované proménné.

Diikaz: Disledek piedchoztho lemmatu. Formule ¢ — prenexni tvar —» zleva odstrafiujeme 3 ngdhradou skolemov-

skymi funkcemi. O
Priklad 6.2

Yu Jv Y 3z (P(u,v) V ~Q(w, 2))

Yu Yw 3z (P(u, fj(u)) V =Q(w, 2))

Yu Yw (P(u, f(u)) V =Q(w, g(u, w)))

6.2 Unifikace

Vzpometime si nyni, jak jsme provddsli rezoluce ve vyrokové logice. Abychom totéz mohli provadét v predikatové logice
musime najit mechanismus, ktery by ndm pomoci substituci ,ztotoznil” formule:

e = P(z) a P(y) pomoci zmény proménnych;
e —P(z) a P(f(2)) nalezenim spole¢né instance.

Tyto substituce musi byt co nejobecnéjsi, aby nezablokovaly dals{ p¥ipadné substituce. Takovou substituci nazveme
unifikdtor.

V literatufe [3] se na strandch 6 a dalsich (kapitola 2.4 Unifikace) hovoif podrobné o celém problému unifikaci. My
jen vytdhneme to nejdilezitsjsi. Diive jsme se dohodli, Ze kone¢né substituce budeme znagit [z1 /&1, ..., 2n/En)-

Definice 6.5
(v textu [3] oznadend 2.10) Unifikdtor mnoziny formuli S je substituce © takovd, ze card(SO) = 1, pficemz
SO ={p0 | p e S}

Definice 6.6
(v textu [3] oznadend 2.13) Nejobecnéjsi unifikdtor o mnoziny S je takovy unifikdtor, Ze pro kazdy unifikitor ©
existuje vhodnd substituce A: © = o\ (O je kompozici zobrazenf ¢ a A).

Poznamka 6.7
Skladdme-li substituce [z1/&1,...,2n/E][Y1/E1s - - - > Um/Em], Pak pokud pro n&jaké i: x; = y; se pro toto i zména
neprojevi.

Nyni stojime pfed otdzkou, zda existuje algoritmus hledajici nejobecnéjsi unifikdtor, resp. rozhodujici jeho existenci.
O tom vsak v ndsledujicim odstavci.

6.3 Robinsoniv unifika¢ni algoritmus

V tomto odstavci se op&t budeme odvoldvat na literaturu [3].
Predpoklddejme, Ze bychom meli funkci UNIFY(A, B), kterd by vracela nejobecnéjsi unifikdtor dvou formuli. Pak
bychom mohli jednoduge hledat nejobecn&jsi unifikdtor mnoziny formuli takto:

1. {Al, .. -7An}7 UNIFY(Al,Az) — @1.
2. {AQ@l,A3, .. .,An}, UNIFY(A2®1,A3) — Os.
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3. {A362,A4, .. .,An}, UNIFY(Ag@Q,A4) — O3.

(n—1). {Ap—10,_2,A,}, UNIFY(A,_10,_2,4,) — O,_1; ©,_1 je nejobecn&jsi unifikdtor celé mnoziny.

Jak bude postupovat nalezeni nejobecné&jstho unifikdtoru dvou formuli nastinuje nésledujici obrazek 15.

P(z, f(y), f(z)) A Q(x) }@v) A Q(g(a))
[z/g(2)]
[z/g9(2)]
P(g(z), f(y), f(gw P(g(2),w,v) A Q(g(a))
[w/ f(y)]
[x/9(2),w/ f(y)]
P(g(2), f(y), f(9(2))) A Q(g(2)) wxm A Q(g(a))
[v/f(g9(2))]
[z/9(2),w/f(y),v/f(g9(2))]
P(g(2), f(y), f(9(2))) A Q(g(2)) P(g(2), f(y), f(9(2))) A Q(g(a))
[2/a]

[z/9(a), w/f(y),v/f(g(a)),2/a]

Obrézek 15: Priklad unifikace UNIFY(P(z, f(y), f(z)) A Q(z), P(g(2),w,v) A Q(g(a)))

Definice 6.8
(v textu [3] oznadend 2.14) Rozdil A(A, B) mezi vyrazy definujeme induktivne takto: A(X,Y) =

e : pro X =Y (strukturng totozné).

e A(X1,Y1)U---UA(X,,Y,), pro X = f(X1,...,Xpn) aY = f(Y1,...,Yy), kde f je funkénf nebo predikdtovy
symbol nebo logicks spojka.

e {(X,Y)}: v ostatnich piipadech.

Priklad 6.3
Zde si uvedeme, jak by vypadal rozdil formuli z obrdzku 15.

A(P(z, f(y), f(2)) AQ(x), P(9(2), w,0) AQ(g(a))) = A(P(z,f(y),
( )

Il
>

Definice 6.9 ZMENSITELNY ROZDIL
(v textu [3] oznadend 2.16) Rozdil A(A, B) nazveme zmensitelny, plati-li sou¢asné néasledujici podminky:

° A(A,B) # 0
e Y(U,V) € A(A, B) je v mnozing {U, V'} alespoii jedna proménnd, kterd se nevyskytuje ve druhé slozce.

Je-li U proménnd, pak substituce [U/V] se nazyvd zmensenim rozdilu.
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Priklad 6.4

e A(a,b), kde a, b jsou konstanty, je nezmengitelny rozdil.

o A(f(z),g9(x)) je nezmengitelny rozdil.

Nyni jiz mdme pfipraveny v8echny prostfedky k tomu, abychom mohli napsat Robinsontv unifika¢ni algoritmus:

UNIFY(A, B):
o = €; {prédzdnd funkce}
while A(Ao,Bo) je zmensitelny rozdil
do
o := ou, kde p je libovolnd redukce rozdilu A(Ao, Bo)
od

if A(4o,Bo) =10
then return(o);
else fail;

Véta 6.10
(v textu [3] oznadend 2.18) UNIFY(A, B) skon&i a produkuje nejobecngjsi unifikdtor.

Drikaz:
o ukondeni: kazdd redukce rozdilu odstrani jednu proménnou.

o nejobecngjst unifikdtor: viz text [3].

6.4 Rezoluce

Rezoluce v predikdtové logice budou vypadat asi takto: mdme rezolvovat formule AV B a =DV C. Nechdme si spocitat
o = UNIFY(B,D) a tedy mdme Bo = Dg. Tedy mizeme z formuli Ac V Bo a —-Do V Co vyrezolvovat formuli
AoV Co=(AVC)o.

Také 1ze z mnozin AU{B} a {-D} UC muzZeme pouzitim téhoz nejobecngjsiho unifikitoru ¢ vyrezolvovat Ao UCo.
Pritom Ao = {ao | a € A}

Dalsim zobecnénim nasich tvah: necht

g = UNIFY{.\Bl, .. .,ij\_'Dl, .. "_‘Drﬂ}

B D

Pomoci o mizeme vyrezolvovat z formuli AU B a D UC formuli Ao UCo.
Pokud nyni{ méme formule Vz ... AUB a ...Vz DUC. Necht

g = UNIFY{Bl, ey Bm, —|Dlg, ey —|Dng}
kde g je pfejmenovdni proménnych. Pomoci ¢ mtizeme vyrezolvovat formuli Ao U Cgo.

Definice 6.11

Mégjme dvojici klauzuli C;,Cs, v nichZz miiZzeme pfejmenovat proménné pomoci substituce g tak, ze C; a Cho
nemaji z&dnou spoletnou proménnou. Necht C; = C} U {P(t1),...,P(tn)} a Cop = C, U {~P(81),...,~P(sm)}-
Je-li o nejobecn&jst unifikitor mnoziny {P(t1), ..., P(tn),~P(s1),...,~P(spm)}, pak klauzuli Cjo U Cho nazyvime
rezolventou klauzuli Cy, Cs.

Definice 6.12
Rezoluéni strom, rezoluc¢ni dikaz, rezoluc¢ni vyvrdceni, ... se definuji na zgkladé pojmu rezolventy z pfedchozi
definice.



6.4 Rezoluce

{-P(f(z)}e o=][z/y]

{P(z)} {=P(f(w)}
o= [z/f(y)]

Obrazek 16: Priklad pfejmenovdni proménnych

{P(z),P(y)} {=P(x),~P(y)}e

{P(y),~P(2)}
nikam nedojdu

{-P(z),~P(y)}e o= [z/w,y/z]

{P(z), P(y)} {=P(w),~P(2)}

\

O
o= [z/w,y/z]

Obrazek 17: Piiklad faktorizace

VL

g g g g

01
g9 0 = 010203

03

Obréazek 18: Srovndni rezoluci ve VL a v PL

31
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Piiklad 6.5
Prejmenovdni proménnych pii rezoluci klauzuli {P(z)} a {—P(f(z))} ukazuje obrazek 16.
Piiklad faktorizace pti rezoluci mnozin klauzuli {P(z), P(y)} a {~P(z),~P(y)} je zobrazen na obrdzku 17.

Obrézek 18 ukazuje srovndni rezoluci ve vyrokové logice a v predikdtové logice.

Lemma 6.13 KOREKTNOST REZOLVENTY
Necht C1, C2 jsou klauzule v predikitové logice a D jejich rezolventa, pak C1 a Ca jsou splnitelné <= D je
splniteln4.

Diikaz: Ponechdme jej ¢tendfi jako cviceni. |

Véta 6.14 KOREKTNOST REZOLUCE V PL
Jestlize existuje rezoluéni vyvrdaceni mnoziny klauzuli S, pak S je nesplnitelns.

Uloha Pro zpestieni zde uvedeme piiklad od Lewise Carrola. Mame tato tvrzeni:
1. Nemdm rdd to, ceho se nedd pouzit jako mostu.
2. Vsechno, o ¢em je mozno napsat verse, bude pro mne dobrym darkem.
3. Duha neudrzi vihu vozu.
4. Co md slouzit jako most, musi vydrzet véhu vozu.
5. Nevezmu jako dar mic, co nemam rdd.
Ctenat ted’ dostavé za tikol odpovedét na tyto otdzky:
? Odvodte logicky dusledek tvrzenf 1. — 5., ktery neobsahuje kvantifikdtor.

? Lze psat verse o duze?

6.5 Uplnost rezoluci
Uplnost rezoluci v predikdtové logice se dokaze redukei na vyrokovy piipad.

Lemma 6.15 O POSUNUTI (obr. 18)

Jsou-li C}, CY zdkladn{ instance klauzulf C;, Cy definované C; = C10; a C§ = C30> a necht C' je rezolventa
klauzuli C7, C4. Pak existuje rezolventa C klauzuli Cy, Cy takovd, Ze C' je zdkladn{ instance klauzule C.

Blize myslenku tohoto lemmatu zobrazuje obrdzek 19.

Diikaz: Dtukaz je spise technickou zélezitost{, myslenku samotnou ukazuje obrdzek 19. Blize je mozno se docist v lite-
ratufe [3] na strané 10 a obrazku 7. O

Lemma 6.16

Necht S je mnozina klauzuli v jazyce £, S’ mnozina v8ech zdkladnich instanci klauzuli z S prvky Herbrandova
universa pro L. Necht C je libovolnd klauzule jazyka £, C' jeji zékladnf instance v Herbrandové universu pro £. Je-li
T' rezolu¢ni strom dikazu C' z mnoZiny S’', pak existuje rezoluéni ditkkaz T klauzule C' z mnoZiny S a substituce ©
takovd, 7e TO = T'.

Piiklad 6.6
Necht S = {{P(z)},{-P(f(y))}}. Z téchto dvou klauzuli pomoci substituce [z/f(y)] miZzeme ihned vyrezolvovat
O. Mnozina S’ vypad4 takto:

a v mnozing S’ se uz pohybujeme na poli vyrokové logiky a mame kopec dvojic klauzuli, ze kterych mizeme O ihned
vyrezolvovat.



6.5 Uplnost rezoluct

N

Cl | 2

L ]

I
2

Cy |
\ 1 / zde nejsou zddné promeénné, tedy
c' = vyrokov4 logika

Obrazek 19: Ilustrace lemmatu o posunuti

Diisledek 6.17
Uplnost rezolu¢ni metody pro predikdtovou logiku.



34 LITERATURA

Literatura
[1] R. Smillian, Logika prvého rddu, ALFA
[2] J. Zlatuska, Informacni systémy (1991)

[3] J. Zlatuska, Logika, logické programovani (unifikace) a paralelismus, Zpravodaj UVT MU



