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2 1. UVOD

1 Uvod

1.1 NA&S programovaci jazyk

Dftive nez zatneme rozvijet teorii vydislitelnosti, nadefinujme si jakysi ,,nd§“ programovaci jazyk. Pojmenujme si jej
IANET (LANguage for Evalutional Theory)'. Jazyk IANRT se sklddd z téchto konstrukti:

o identifikdtory, kterych je nekoneny pocet

e operdtory: succ (undrni operdtor naslednika), pred (undrni operdtor piedchiidce), O (nuldrni operdtor, zname-
najici ¢fslenou hodnotu 0).

e relace #, logicky binarni operstor.

e piifazeni :=, které lze pouzit pouze v téchto typech vyrazi:

* X :=0
* X := pred(Y)
* X := succ(Y)
e sekvence: begin, end s pouZitim typu begin 6;;...; §, end

e cyklus: while, do s pouZitim typu while X#Y do 4.

Z vyse uvedené definice jazyka IANET plyne, Ze umi pracovat pouze s piirozenymi ¢fsly. MnozZiné programi tohoto
jazyka se ¥ikd while-programy.
Dohoda: Bude-li v programu vystupovat & proménnych, budeme je znacit X;,..., X.

1.2 Zékladni pojmy

7, diivejsich dob patrné vime, co je to program P o k proménnych. Necht ag je k-rozmérny vektor nad N. Vime, co
je vypocet programu P pro ap; taktéZ vime, co znamend, Ze program diverguje (neskonci) pro ag a %e program konc¢t
pro ag v n krocich a vystup je a, € N¥.

Definice 1.1
j-drnf sémantickd funkce op : NJ — N, kde P je program s k proménnymi, je definovdna:

e Jeli k> j, je (a1,.-..,a;) vstupni vektor pro program P, ¢,(a1,...,a;) je hodnota v proménné X1 po skon¢ent
P pro vstup (a4, --.,a;,0,...,0).

~ J
-~

k

o Jeli k < j,je (a1,...,a;) vstupni vektor pro program P, ¢,(a1,...,a;) je hodnota v proménné X1 po skonc¢ent
P pro vstup (a1, -..,ax)-

e pplai,...,a;) = L (program diverguje).

Definice 1.2
Rekneme, 7e funkce 1) : N/ — N je (efektivné) vycislitelnd, je-li ¢ = pp pro n&jaky program P.

Churchova hypotéza: v je algoritmicky vy¢islitelnd <= je vy¢islitelnd.

1Toto oznagenf jazyka zavadf autor tohoto dokumentu. Na predniskdch L. Brima se ziist4v4 u pongkud nepohodIného a nic nefikajfctho
oznacenf ,,nad3“ jazyk.



2 Efektivni numerace programi

2.1 Standardni numerace

Motivaci efektivni numerace programu je potfeba pfevadét programy na p¥irozend ¢&isla a opatné. Je ziejmé, 7e to jde,
nés viak bude zajimat, zda lze tuto numeraci zalgoritmizovat.

Pievod programu na pfirozené &islo je veelku jednoduchy. Mdm-li program, mohu jeho text zakédovat (napi.
pomoci ASCII) do osmic bindrnich ¢islic. Z¥etézenim bindrniho zdpisu textu programu dostanu bindrnf zdpis néjakého
pfirozeného &isla.

Opac¢ny smeér lze provést napiiklad takto: Mame pfirozené ¢islo n, které zapiSeme v bindrni soustavé. Pokud pocet
cifer bindrnitho rozvoje &isla n nenf délitely osmi, pfifadime takovému ¢islu n program ,,prazdné“ funkce, napi:

begin while x=x do x:=x end

Pokud je pocet cifer bindrniho rozvoje &fsla n délitelny osmi, rozdélim jej na osmice a ty v n&jakém pifedem zndmém
kédu (napt. ASCII) pievedu na text. Tento ziskany text je bud’ programem jazyka IANET a pak je to hledany program
P, nebo to nenf program jazyka IANET a &islu n pfifadim program prédzdné funkce.

Oba tyto pfevody jsou jednoznacné.

Definice 2.1
Pievodiim mezi programy a p¥irozenymi &fsly (napi. jak jsou uvedeny vyse) se ¥ikd aritmetizace syntaxe. Podobng
kédovani matematickych formuli se ¥ikd Godelizace.

Definice 2.2 NUMERACE VYCISLITELNYCH FUNKC{

Necht mame sefazeni vsech programi pevné arity j do posloupnosti Py, P, . ... Touto posloupnosti je definovdna
také posloupnost vycislitelnych funkef wp,, pp,, ... vy¢islovanych piffslusnymi programy. Takové posloupnosti se itkd
numerace vy¢islitelnych funkci. Standardni numerace vycislitelnych funkef arity 1 je posloupnost funkei ¢, @1, - . ..

Jiny pt¥iklad k6dovani programi do p¥irozenych &fsel:
o [begin end] — 1

o [x; := 0] — 2¢

o [x; := succ(x;)] — 3t.57

e [x; := pred(x;)] — 7.1

[while x; = x; do ] — 13¢- 174 - 190

[begin d;;...;6, end] — pr(8)1%)...pr(7 + n)lo=1 kde pr(i) je i-té liché prvocislo.

2.2 Halting problem

Definice 2.3
Problém zastaveni (Halting problem) je rozhodnuti, zda program, vy¢islujici vy¢islitelnou funkci, zastavi pro jeji
vlastni index. Problém zastaveni je jinymi slovy funkce:

~ |1 i) je def
£(i) _{ 0 jinak

Véta 2.4
Halting problem nelze algoritmicky rozhodnout. Jinymi slovy funce f nenf vydéisliteln.

Diikaz: povedeme sporem. Predpoklddejme, Ze f je vydcislitelnd programem HALT. Nyni si nadefinujme funkci ¢ takto:
~_ | L fG)=1
=17 12

Funkce 1) je samoziejme vycislitelnd, napf. programem PST:



4 2. EFEKTIVNI NUMERACE PROGRAMU

begin while HALT(X1) = 1 do X1 := X1; X1 := 1; end

Jelikoz 1 je vydislitelnd funkce, existuje index e takovy, Ze ¢ = @.. Potom hodnota (e) bude takova:

[ L (e)jedef
We)‘{ 1 jinak

Cimz jsme obdrzeli kyzeny spor. Program HALT proto neexistuje a tim padem funkce f nenf vycislitelnd a Halting

problem je nerozhodnutelny. O

2.3 Véta o numeraci

Véta 2.5 O NUMERACI (O UNIVERZALNI FUNKCI)
Pro Vj > 1 existuje vyislitelnd funkce ® : NIT!' — N takovd, ze pro Ve € N, Y(ai, ..., a;) € N7 plati

®(e,a1,...,a;) = pe(ai,...,a;)
. Funkce ® se nazyva univerzdlni funkce pro standardnf numeraci j-arnich vydislitelnych funkef.
Diikaz: Dikazem ndm bude stagit ng¢rt programu, ktery vycisluje funkci ®:

1. Podle hodnoty e proménné X1 nalezneme (zkonstruujeme nap¥. pomoci aritmetizace syntaxe) pifslugny program
P..

2. Simulujeme ¢innost programu P, na zdkladé jeho textu.

3. Do proménné X1 pt¥ifadime odpovidajici vysledek.

Tvrzeni 2.1
Pro Vj > 1 existuje pfirozené &islo r a totdlni vycislitelnd funkce redukce red : N — N takovd, Ze plati:

0 _ )

Loy (pred(e)

2. Program P,.q(¢) pouzivd j + r proménnych.

Diikaz: spocivé v kédovéani vektorii. Napiiklad viechny vektory z N2, ulozené v této matici nekone¢ného fddu:

(0,00 (0,1) (0,2)
(1,0) (1,1) (1,2)
(2,00 (2,1) (2,2)
1ze zakédovat po diagonédlach do matice téhoz fadu:
0 2 5
1 4 8
3 7 12

Zde jsme uzili kédovaci funkce 7(4,5) = 3(i +j)(i + j + 1) + i, kterd se nazyva pdrujici funkce. Parujici funkce 7 i jejf
projekce m; a 7o jsou samoziejmée vycislitelné funkce.

Timto zplsobem lze uklddat hodnoty dvou promé&nnych pouze do jedné proménné a indukel dostdvdme pozadované
tvrzeni. O
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2.4 Véta o parametrizaci

Nyni nds bude zajimat tento problém: Mé&jme funkci f(x,y), u niZz zablokujeme argument = na né&jaké konstanté c.
Pak funkce g(y) = f(c,y) vznikla parametrizaci prvniho argumentu funkce f.

Véta 2.6 O PARAMETRIZACI (SMN-VETA)
Existuje totdlnf vycislitelnd funkce s : N™+!1 — N takovd, ze plati:

‘ng")(i,yl,...,ym) (251, RS Zn) = sz(m"‘”) (yla sy Ymy Ry ,Zn)

Diikaz: Necht mdame néjakou vydcislitelnou funkei ¢; a ji vycislujici program P;. Dile necht mdme program @Q:
begin Xm+n := Xn; ...; Xm+l := X1; X1 :=y;; ...; Xn := y,; end;

Tento program ndm pfetransformuje vektor (zi,...,2p,0,...,0) do vektoru (y1,...,Ym,21,---,2n), kde y1,...,Um
jsou konstanty. Program P} je pak:

begin Q; P;; end
(n)

Tento program vy¢isluje funkci %nm(z',yl,...,ym)(zlv .-, 2n), 6imZ jsme dokdzali vy¢islitelnost této funkce.

Necht ¢’ je index programu P]. Pak i’ = s7(4,y1,...,yn). Program P] umim napsat kdykoli, to znamens, Zze funkce
s je totdlni. S odvoldnim na hypotézu pana Churche, Ze umfm pro libovolnd m, n napsat program (@, je funkce s
vy¢islitelnd. O

Na z4ve&r jesté poznamenejme, ze obdobné tvrzeni platf i o skldadéan{ funkei (sekvenci programi).

2.5 Totalni numerace

Definice 2.7
Numerace p mnoziny S je surjektivnf funkce y: N — S.

Definice 2.8 PROGRAMOVACI JAZYK

Necht P7 je mnozina vsech j-arnich vy¢islitelnych funkef. Dvojici L = (TP, ¢') nazveme programovacim jazykem
pro P!, kde N D TP je mnozina programi a ¢’ je totdlnf numerace mnoziny P'. TP nazyvdme syntax a ¢’ sémantika
programovactho jazyka?Z.

V odstavci 2.1 jsme zkonstruovali L = (N, ¢). Programovaci systémy lze uspoiddat: nap¥. necht ¢f, ¢f, ... jsou
funkce vy¢islitelné kone¢nymi automaty a necht ¢f, ¢}, ... jsou funkce vycislitelné Turingovymi stroji. Pak ke kazdé
funkei ¢!, lze najit funkci ¢l takovou, ze ¢!, = ¢!f. Opa¢né toto tvrzeni neplati. Z toho tedy plyne, Ze Turingovy
stroje jsou siln&jsi nez kone¢né automaty. Podobne lze zatiidit v8echny programové systémy.

Definice 2.9

Necht mame i1, o resp. Si, So. Rekneme, Ze u; se redukuje na o (zapiSeme py < ps), jestlize existuje vycislitelng
funkce r € P! takovs, Ze pro Vi € R(u1) ® platf: p1(i) = p2(r(i)). Rekneme, Ze 1 a po jsou ekvivalentnf numerace
(M1 = po) <= py < pp Ay > pio.

Véta 2.10
Necht 1), 9’ jsou totdlnf numerace mnoziny P'. Pak:

1. Jestlize 19 splituje vétu o numeraci a ¢’ spliiuje vétu o parametrizaci, pak ¢ se redukuje na ' (3 < ¥').
2. ¢ =)' <= 1 splituje obé tyto véty soucasné.
Diikaz: Dikaz neni uveden. O

Definice 2.11
Numerace ¢ mnoziny P! se nazyvé efektivni (piipustnd), jestlize 1) = .

Teze: Numerace 9 je intuitivne efektivni <= je efektivni.

2w € TP < ¢'(w) € P!
3R je defini¢nf obor (range), S je obor hodnot (image).
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3 Nerozhodnutelné problémy

Véta 3.1
Existuje totdlni funkce f: N — N, kterd neni vycislitelna.

Diikaz: Uvazujme numeraci (ne nutné efektivni) vsech vycislitelnych totdlnich funkci N — N takto: mam g, 1, .. .
a konstruuji posloupnost fi, fa,... totdlnich vy¢islitelnych funkef tak, ze f,41 je prvnf totdlnf ¢; po f,. Mdme tedy
posloupnost totdlnich vy¢islitelnych funkei.

Nyni definujme totdlnf funkei f : N — N takto: f(i) = fi(¢) + 1. Funkce f je samozfejmé totdlni, ale od kazdé
totdlni vycislitelné funkce se 1isf => funkce f neni vycislitelna. |

Véta 3.2

. Necht fo, f1,--- je efektivni numerace, ve které f; jsou totdlni vycislitelné funkce N — IN. Pak existuje totalni
vycislitelnd funkce f : N — N, kterd neni v této numeraci. To znamend, Ze neexistuje efektivni numerace v§ech
totdlnich vycislitelnych funkci.

Driikaz: Existuje totdlni vycislitelnd funkce g : N — N takové, Ze f; = ¢4(;)- Definujeme funkci f : N — N tak, ze
f(@) = fi(i) + 1. Funkce f je totdlni vy¢islitelnd funkce, vycisluje ji nap¥. program:

begin X2 := g(X1); X1 := ®&(X2,X1); X1 := succ(X1); end

Tim je v&ta dokdzdna. O

3.1 Problém totalnosti

Véta 3.3
Problém totdlnosti vy¢islitelnych funkef je nerozhodnutelny. Jinymi slovy neexistuje algoritmus, ktery pro dany
index ¢ rozhodne, zda je vy¢islitelnd funkce ¢; : N — N totélni.

Diikaz: Uvazujme totdlnf funkci total(4), kterd nabyva hodnoty 1 je-li funkce ¢; totédlni a hodnoty 0 v opa¢ném pifpads.
Musime ukdzat, ze funkce total neni vy¢islitelnd. To dokdZzeme sporem.

Predpoklddejme, Ze total je vycislitelnd. Pak mizeme definovat funkci g : N — N, tak Zze g(0) je nejmensi ¢
takove, ze total(z) = 1, ... g(n + 1) je nejmensi i takové, Zze ¢ > g(n) a total(i) = 1. Tedy g je numerace totdlnich
vycislitelnych funkef a je vycislitelnd nap¥iklad programem:

begin
X2 := succ(X1);
X1 := 0;
while X2 != 0 do
begin

while total(X1) = 0 do X1 := succ(X1);
X2 := pred(X2);
X1 := succ(X1);
end;
X1 := pred(X1);
end;

Tim jsme dostali posloupnost (), g(1), - - -, 0z je efektivni numerace vsech totdlnich vy¢islitelnych funkei.
To je samoziejmé spor s vétou 3.2. O

3.2 Problém verifikace

Véta 3.4
Problém verifikace je nerozhodnutelny. Jinymi slovy neumim rozhodnout, zda dany program pocitd danou funkei.
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Diikaz: Mizeme ,redukovat“ na problém verifikace identity. Necht funkce e(i) nabyvd hodnoty 1, je-li funkce ¢;
identitou, a hodnoty 0 v opa¢ném pfipade. Musime dokdzat, ze e neni vycislitelna.

To dokdzeme tak, Ze redukujeme problém totdlnosti na problém verifikace a dojdeme k zavéru, ze pokud bychom
umeli rozhodnout verifikaci, uméli bychom rozhodnout také totdlnost.

Redukci provedeme nalezenim vy¢islitelné funkce g takové, pro niz plati, ze ¢; je totdlni <= ¢ ;) je identita.
Mgjme tedy program Py;:

begin X2 := ®(i,X1) end

Je ziejmé, ze funkce g je vyislitelnd. Program P,; vycisluje funkei ¢g4(;), kterd vypadd takto:

~ [ § if @i(§) is total
o) (7) = { 1 else

Tedy @45 je identita tehdy a jen tehdy, je-li ; totélni. O

3.3 Problém ekvivalence

Véta 3.5
Problém ekvivalence je nerozhodnutelny. Jinymi slovy neexistuje program, ktery pro ¢ a j rozhodne, zda ¢; = ;.

Diikaz: Nejprve problém ekvivalence redukujeme na jednodussi problém ekvivalence funkce ¢; s funkef ¢j,, kterd je
vydislovand programem FPj,:

begin end

Tuto ,redukci“ jsme provedli jen na intuitivnf drovni, protoze pokud umfm rozhodnout ekvivalenci funkef ¢; a ¢j,
umfm rozhodnout i ekvivalenci funkef ¢; a ¢j,.

Tim dostdvdme tvrzeni, Ze funkce ¢; a ¢j, jsou ekvivalentnf tehdy a jen tehdy, kdyz je funkce ¢; identitou. To
v8ak rozhodnout neumim, neumim tedy ani rozhodnout ekvivalenci s identitou, tim spi§ neumim rozhodnout obecnou
ekvivalenci. O
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4 Vydislistelné vlastnosti mnozin

4.1 Rekurzivni mnoziny

Definice 4.1
Necht A C N*. Charakteristicks funkce mnoziny A je funkce x4 : N¥ — {true, false} takovd, ze:

true ifze A
false else

o) = {
Definice 4.2

Mnozina A C N* je rozhodnutelnd (rekurzivni), jestlize jeji charakteristicks funkce x4 je totédlnf vycislitelna.

Piiklad 4.1

e mnozina {(a,b) | b = a®} je rekurzivnf
e mnozina {3 | ¢; is total} nent rekurzivni
e mnozina {(¢,7) | ¢; = ¢;} nenf rekurzivni

Lemma 4.3
Je-li mnoZina A kone¢nd nebo je-li mnoZina A kone¢nd, pak mnoZina A je rekurzivni.

Diikaz: Trividlng kone¢nou mnozinu |A] = n mohu rozhodovat jednim ifem s disjunkci n porovndni v podmince,
podobné pro A. O

Lemma 4.4 B
Je-li A rekurzivni, pak i A je rekurzivni.

Drikaz: Opét trividlne ,znegovdnim® programu charakteristické funkce x 4 dostanu program funkce x . O

Lemma 4.5
Jsou-li A; a A, rekurzivni mnoziny, pak i A1 U Ay a A1 N Az jsou rekurzivni.

Diikaz: je opét trividlni. Do proménnych X2, X3 ulozim vysledky charakteristickych funkef x4, a x4, a potom do
proménné X1 ulozim vysledek X2 or X3 resp. X2 and X3. O

4.2 Rekurzivné vy¢islitelné mnoziny

Definice 4.6
Mnozina A C N je parcidlng rozhodnutelnd (rekurzivné vycislitelnd, r. e., RE-mnozina), jestlize A = () nebo
A = S(f) pro n&jakou totdlng vydcislitelnou funkci f: N — N. Takovd funkce f se nazyvd numerujici funkce.

Priklad 4.2
Identita je numerujici funkce pro N.

Lemma 4.7
Kazd4 rekurzivni mnozina A je rekurzivné vy¢islitelna.

Diikaz: Pipad A = 0 je zfejmy. Necht tedy A # 0, pak existuje charakteristickd funkce x 4. Necht ag ¢ A. Pak funkce
f zkonstruujeme takto:
n ifneA
f(n) = { ag else
Funkce f je zfejmé vy¢islitelnd: nap¥. programem
begin if not x4(X1) then X1 := qg; end

Tvrzeni, ze f je numerujici funkef mnoziny A plyne ihned z definice (3(f) = A). O



4.2 Rekurzivné vy¢islitelné mnoziny

Dikaz lemmatu 4.7 ddvd ndvod na sestrojeni programi — generatori RE-mnozin. Necht program P s k proménnymi
vy¢isluje numerujici funkei f : N — N mnoziny A. Pak program Q:

begin
n := 0;
while true do begin
X1 :=n; X2 :=0; ... Xk := 0;
P;
output (X1);
n := succ(n);
end;
end

generuje hodnoty f(0), f(1),.... Kdyz je f totdlni, je to bez problémt; f vsak nutné nemusi byt totdlni, coz p¥indsi
problém v tom, Ze neumim zjistit, zda je n&jaks funkce totdlni.

Lemma 4.8

Funkce
1 P, stops for y after maximum 2z steps

Se(on2) = { e
je totdln{ vy¢isliteln4.

Diikaz: Se je zfejmé totdlni. Vycisluje ji program, ktery v numeraci najde program P, a interpretuje jej pro vstup y
po dobu nejvyse z kroki. O
Pfedchozi lemma ndm d4va ndvod, jak upravit generdtor RE-mnozin Q:

begin
n := 0;
while true do begin
x :=m@); y := m(n);

#m; a my projekce z kapitoly 2
if Se(e,x,y) = 1 then begin
#e je index programu P
P(x);
output (X1);
end;
n := succ(n);
end;
end;

Nyni takto upraveny program () negeneruje fadu f(0), f(1), ... takto uspotddang, zato viak vygeneruje viechny prvky

mnoziny $(f), i kdyz f nenf totdlni.

Lemma 4.9
K ={i| p;(i) # L} je rekurzivne vycislitelnd, ale nenf rekurzivni.

Diikaz: Rekurzivni byt nemiize, protoze problém zastavenf neni rozhodnutelny. Mnozinu K v8ak umim vygenerovat
programem, ktery vychézi z programu Q:

begin
n := 0;
while true do begin
x :=m@); y := m(n);
if Se(x,x,y) = 1 then output(x)
n := succ(n);
end;
end;
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4.3 Dalsi vlastnosti rekurzivné vy¢islitelnych mnozin

Obrézek 1: Tiidy mnozin zhlediska vy¢islitelnosti

Co jsme se zatim dovédéli ukazuje obrazek 1. Nevime, zda existuje n&jakd t¥ida mnoZin, kterd je nadt¥idou t¥idy
RE-mnozin, nebo zda se tfida RE-mnozin rovnd t¥idé vSech podmnozin N. V tomto odstavci si ukdzeme, ze exis-
tuje mnozina, kterd neni rekurzivné vycislitelnd. Déle si uvedeme uZite¢né vztahy mezi rekurzivnimi a rekurzivné
vydislitelnymi mnozinami a uzite¢nd kriteria RE-mnozin.

Lemma 4.10
Mnozina {i | ¢; : N — N is total} nenf rekurzivné vycislitelna.

Diikaz: plyne z toho, ze efektivni numerace je seznam. A jelikoz efektivn{ numerace totédlnich funkef neexistuje, nemuze
byt tato mnoZina r. e. O

Lemma 4.11 ~
Necht A C N. Pak plati ekvivalence: A je rekurzivni <= A, A jsou rekurzivné vy¢islitelné.

Diikaz:
=: A je rekurzivnf => A je rekurzivni => A i A jsou rekurzivne vycislitelné.

<=: Jeli A =0 nebo A = ), pak A je ziejme rekurzivni. Necht tedy A # 0 a A # 0. Pak A, A jsou rekurzivné
vydislitelné <= existuji funkce f a g tak, ze A = $(f) a A = S(g) a navic plati:

(99 = N
(99 = 0

Jak tedy rozhodneme, zda x € A? Program, ktery bude mnozinu A rozhodovat, bude generovat posloupnost
£(0),4(0), f(1),g9(1),... a v kone¢ném ¢ase dojde k prvku z. Pokud zjisti, Ze x je f-hodnota, pak odpovi z € A;
pokud zjisti, ze x je g-hodnota, pak odpovi z & A.

Z existence tohoto programu ihned plyne rekurzivita A.

O
Diisledek 4.12
K (problém nezastaveni) neni rekurzivné vy¢islitelnd mnozZina.
Diikaz: Pifmo z lemmatu 4.11. O

Definice 4.13
Mnozina A C N se nazyva rekurzivné vydislitelnd v rostoucim poiddku, jestlize m& rostouci numerujici funkci.

Lemma 4.14
Nekone¢ns mnozina A C N je rekurzivni <= A je rekurzivné vy¢islitelnd v rostoucim pofadku.

Diikaz:
=>: Rostouci posloupnost prvki ag, a1, as,. .. mnoziny A (x4(a;) = true), je rostouci numerace mnoziny A.

<=: Necht f je rostouci numerujici{ funkce mnoziny A. Nepiitel ndm dal za kol rozhodnout, zda z € A. Zatneme
tedy generovat posloupnost f(0), f(1), f(2),.... Pokud v této posloupnosti narazim na z, odpovim, %e z € A.
Pokud dojdu k takovému 4, ze f(i) > x, vim, Ze jiz nem& cenu d&l hledat, a odpovim, ze z ¢ A.

Vyse popsany algoritmus rozhoduje mnozinu A.
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Dausledek 4.15
Kazd4d nekoneénd RE-mnozina mé nekone¢nou rekurzivni podmnozinu.

Diikaz: Stadi ndm najit mnozinu B C A rekurzivné vycislitelnou v rostoucim pofadi. Existuje numerujici funkce f
mnoziny A: A = S(f). Mnozinu B miZeme generovat takto:

1. output (£(0))
2. if £(1) > £(0) then output(£(1))

n+1. if £f(n) > max(£(0),...,f(n-1)) then output(f(n))

Véta 4.16

1. Mnozina A je RE-mnozina <= A = R(f), kde f je vycislitelnd funkce.

2. Mnozina A je RE-mnozina <= A = $(f), kde f je vycislitelnd funkce.

Diikaz:

1. =: A = 0 je zfejmé, protoze () je doménou prazdné funkce. Necht ) # A = S(f), kde f je totdlni vycislitelns
funkce. Definujeme funkci ©:
R
o) = { 1 ifieS(f)

1 else

Je nabiledni, ze R(O) = S(f) = A. Zbyva tedy jen dokdzat napi. konstrukei programu, Ze funkce © je
vycislitelnd:
begin X2 := X1; X1 :=1; n:= 0;
while X2 # f(n) do n := succ(n);
end
<—: Necht A = R(O) pro vy¢islitelnou funkci ©. Je-li R(O) = §, je tvrzenf véty splnéno trividlng. Necht tedy
R(O) # 0, tj. Jap € A. M&jme program:
begin
x :=mXD; y 1= m(X1);
if vypoCet O(x) konli béhem y krokid
then X1 := x;
else X1 := qg;
end

Ozna¢me funkci, kterou tento program vycisluje, f. Pak ziejmé plati I(f) = R(O).

2. Dikaz tohoto tvrzeni je zfejmy.
O

P¥ipomeiime si standardni numeraci vy¢islitelnych funkef g, 1, ... Pak pfedchozi véta pieduréuje existenci dvou
standardnich numeraci rekurzivné vy¢islitelnych funket:

1. %(900)7 §R((pl)7 s
2. (o), S(e1), - - -

Lemma 4.17
Existuji totdlni vycislitelné funkce ¢1,t5 : N — N takové, ze pro Vi € N plati:

Rlp)) = S(pn)
S(pi) = R(pu)
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Diikaz:
1. Necht ¢1(¢) je index programu:
begin X2 := ®(i,X1); end

Tedy pro vSechna a platf: program P, ;) konéf pro a <= program P; konéf pro a. Rovnost (4, ;) = R(p;:) je
ziejme platné.

2. Necht t5(7) je index programu:

begin
n := 0; X2 := succ(X1);
while X1 # X2 do begin

x :=m(n); y := ma(n);
if Se(i,x,y) = 1 then X2 := ®(i,x);
n := succ(n);

end;

end

Tento program pro vstup a hledd b takové, ze a = ;(b). Tedy platf rovnost I(p;) = R(,(i))-

Definice 4.18
Ozna¢me W; = R(yp;). Posloupnost Wy, W1, ... nazjvame standardni numerace RE-mnozin.

Na zgvér tohoto odstavce a celé kapitoly upozornéme na tento fakt:
e W, je akceptovand programem P; (P; zastavi pro libovolny prvek z € W;);

e W, je generovand programem Fj, ;).
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5 Uzavérové vlastnosti RE-mnozin

5.1 Uzdvéry RE-mnozin

Definice 5.1
Necht A C N a ® : N — N. Parcidlni obraz mnoziny A je mnozina O(A) = {O(a) | a € R(O) Aa € A} a
parcidlnf vzor mnoziny A je mnozina ©71(A) = {b| b€ R(O) A O(b) € A}

Véta 5.2
Existujf totalnf vy¢islitelné funkce g; : N2 — N, go : N2 — N takové, Ze pro rekruzivné vy¢islitelnou mnozinu
W; a vycislitelnou funkci ¢; plati:

L 0i(Wj) = Wy, (i)

2. 97 (W) = Wi

Diikaz:

1. ¢i(W;) = {pi(a) | a € W; N W,}. Necht &islo g(4, §) je index programu:
begin X2 := ®(j,X1); X1 := ®(i,X1); end

Tento program vycisluje ¢; za pfedpokladu, Ze je pro vstup a definovdna hodnota ¢;(a) i ¢;(a).
Potom tedy plati:

©i(W;) = S(py(i,5)) = R(@es30i,4)))
a tedy funkce g1 = t3 0 g.

2. Plati, ze ;' (W;) = R(¢; o ¢i). Potom podle véty o parametrizaci (Véta 2.6) existuje funkce tot4ln{ vycislitelna
funkce go : N — N takové, ze ¢, (i ;) = ¢;j © @i- To ovéem znamen4:

@i {(W)) = R i) = Woating)

O
Véta 5.3
RE-mnoziny nejsou uzaviené vzhledem k dopliiku.
Diikaz: Problém zastaveni K je RE-mnozina, problém nezastaveni K neni RE-mnozina. |

Véta 5.4
Existuji totdln{ vydcislitelné funkce union : N2 — N a intersect : N2 — N takovd, Ze pro dané RE-mnoziny W;
a W; plati:

Wz‘UWj = Wunion(i,j)
WinW; = Wintersect(i,j)

5.2 Projekce a sekce

Definice 5.5
Necht R C N* je k-4rnf relace. Pak mnozinu:

{(al,...,a,-,l,aHl,...,ak) | Jda; € N : (al,...,ak) ER}

nazyvdme i-tou projekci R.
Necht b € N. Pak mnozinu

{(al,...,ai_l,ai+1,...,ak) | (al,...,ai_l,b,ai+1,...,ak) S R}

nazveme i-tou sekci R pro b.
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Véta 5.6

1. Libovoln4 sekce rekurzivni relace je rekurzivni.
2. Kartézsky sou¢in A x B dvou RE-mnozZin je RE-mno#ina.
3. Libovolng sekce RE-relace je rekurzivng vycisliteln4.

4. Libovolnd projekce RE-relace je rekurzivné vy¢islitelna.

Pi#iklad 5.1
Necht S C N2 takovd, ze (z,y,z) € S <= program P, pro vstup y neudéld vice nez z krokii. Pak Se je
charakteristicka funkce relace S, kterd je totdlni vycislitelna. Tedy S je rekurzivni.
3. projekce: {(z,y) | 3z : (z,y,2) € S}. Tato mnozina je viak rovna {(z,y) | vz (y) # L}, coz je zob&cnény halting
problem. 3. projekce relace S tedy nenf rekurzivni.

Piiklad 5.2

Necht A ={i |7 € S(p;)}. A je mnozina programi, které nskdy spocitaji &islo 7; je tedy rekurzivng vy¢isliteln4.
Dale necht B je mnoZina trojic (4,7, k) takovych, Ze program P; pro vstup j zastavi béhem k kroki a ¢;(j) = 7.
Mnozina B je rekurzivni, tedy i rekurzivné vycislitelnd.

Nynf si uvédomme, 7Ze A je 2. a 3. projekei B a ob& mnoziny jsou RE-mnoziny.

Véta 5.7
Relace je rekurzivné vycislitelnd <= je projekct rekurzivnf relace.

Diikaz:
<=: ziejmé

=>: W; = R(p;) je mnozina takovych a, Ze existuje k takové, Ze program P; zastavi pro a béhem k kroki. Necht
relace R(a, k) je mnozina a takovych, ze program P; zastavi pro a béhem k kroki. Relace R(a,k) je zfejmé
rekurzivni.

Mnozina W; je 2. projekci relace R(a, k) a je tedy rekurzivng vy¢islitelnd dle tvrzeni pfedchozi véty.

Definice 5.8
j-arni relace R € N se nazyvd diofantickd, jestlize existuje diofantickd rovnice* P(z1,...,2;,y1,...,yx) =00 j+k
poménnych takovd, ze
(a1,...,a5) € R<= Fy1,...,yx : Plar,...,aj,y1,...,yx) =0

Véta 5.9
Relace je rekurzivng vycislitelnd <= je diofanticka.

4 Diofantickd rovnice je rovnice tvaru P = 0, kde P je polynom s celo¢iselnymi koeficienty.
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6 Riceova véta

6.1 Mnoziny respektujici funkce

Definice 6.1
Mnozina I C N respektuje funkce, jestlize plati implikace:

iEI,QOi:(pj:>jEI

Poznimka 6.2 _
Z¥ejmé plati, ze I respektuje funkce = I respektuje funkce.

Poznamka 6.3

Mnoziny {i | 7 € S(pi)}, {i | @i is total} a {i | p; = 0} respektujf funkce.

Mnozina K nerespektuje funkce. Pro¢? Dejme tomu, ze mame e takové, ze W, = {e}. Pak necht existuje e’ takove,
7e €' # e a pfitom ¢ = p.. Plati, Ze e € K a pfitom e’ # K.

Véta 6.4
Necht T C N respektuje funkce. Pak I je rekurzivni <= I =@V I =N.

Diikaz: Necht @ # I # N. UkdZeme sporem, Zze I neni rekurzivni. Pfedpoklddejme, ze I obsahuje viechny indexy
né&jaké vydislitelné funkce © rizné od prazdné funkce p. Pak I obsahuje vsechny indexy pro u.
Mgjme déle program Py ;) takovy:

begin X2 := ®(i,i); X1 := O(X1); end
Program Pj; vycisluje funkci @ ;):

[0 g £ L
P = u o else

Ztejms plati: f(i) € I <= ;(i) je definovdno pro Vi € N. Charakteristickd funkce mnoziny I je funkce x;. Ta se
v8ak — aplikovand na f(i) — chovd jistym specidlnim zptisobem:

xr(f(i)) ={ Loif i(d) # L

0 else

a to pro Vi € N. Na prvnf pohled vidime, 7e xso f = halt. Jelikoz v8ak f je totdlni vy&islitelnd, méla by funkce xro f
bez problémi vycislovat mnozinu I. Jelikoz vak nenf tato funkce vy¢islitelnd, neni mnozina I rekurzivni. Dogli jsme
tedy ke kyZenému sporu. |

Pfiklad 6.1
Nésledujicf mnoziny a jejich negace nejsou rekurzivni:

o Ay = {i|iistotal}.

Ay ={i|i= f}, kde f je totdlni vytislitelnd funkce.

As = {i| i =&}, kde & je vydislitelnd funkce.

Ay = {i]aeR(pi)}.

As = {i| R(p:) = 0}

e Ag je mnozina vech 7 takovych, ze R(p;) je konecna.
A7 = {i | a € S(pi)}.

e Ag je mnozina vech 7 takovych, ze $(yp;) je konecna.

Ag = {i| S(pi) = N}

Aj¢ je mnozina v8ech i takovych, ze ¢; je prosté.
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e A;; je mnozina vSech ¢ takovych, ze p; je bijekce.
Nynfi si rozsifime pojem respektovani funket:

Definice 6.5
Mnozina J C N™ respektuje funkce pokud plati: (aq,...,an) € J, Yoy = @bys- - Pa, = @b, = (b1,...,b,) € J.

Véta 6.6
Mnozina J C N respektuje funkce. Pak J je rekurzivnf <= J =0V J = N,

Diikaz: Pouze technicky se lisf od dikazu véty 6.4. O
Miuzeme tedy pokracovat ve vyjmenovavani typickych nerekurzivnich mnozingch:

Piiklad 6.2

o Az ={(4,5) | pi = 95}
o Ais ={(i,) | Ya € (R(p:) NR(p;)) : pia) < p;j(a)}.
o Ay ={(i,4,k) | pi = pj o pr}.
Véta 6.7
Necht I C N respektuje funkce. Necht existuje vycislitelnd funkce © takovd, Ze:
e {i|lpi=0}C1I
o existuje vycislitelng funkce © tak, 7e © < ©% a {i | p; = O} C I.
Pak mnozina I neni rekurzivné vy¢islitelnd.

Diikaz: Necht funkce & : N2 — N takovd, Ze:

L {el) el =1
5(2’3)_{ O@) else

Funkce ¢ je tedy vy¢islitelnd. Podle véty o parametrizaci 2.6 existuje totdlné vy¢islitelnd funkce f: £(4,7) = @y (4)-
Tedy f(i) € I <= ;(i) nenf definovand. Tedy K = f~!(I). Pokud by tedy byla mnozina I rekurzivné vy¢isliteln4,
musela by byt K také RE-mnozina, coz je samoziejmé spor. Tedy I nenif RE-mnozina, ¢imz konéf dikaz. O

Piiklad 6.3 - o ) ) B
Nésledujici mnoziny nejsou rekurzivng vycislitelné: Ay, Ao, Az, Az, Ay, As, Ag, Az, Ag, Ag, A19, A11-

Véta 6.8
Necht I € N a necht existuje vycislitelnd funkce © takova, Ze:

L{i[p;=0}C1I
2. Pro mnoziny Y vsech i takovych, Ze ¢; < © a pfitom R(p;) je konecnd, plati Y C I.
Pak I neni RE-mnozina.

Diikaz: M&jme funkci g : N? — N, kdy u(i, 5) je rovno ©(j), pokud program P; nezastavi pro i behem j kroki, a
(i, 7) je nedefinovdno v opa¢ném piipads.

u je vydcislitelng funkce a tedy existuje e: u = .. Dle véty o parametrizaci 2.6 existuje totdlni vycislitelnd funkce
f takovd, ze: /J/(Za.]) = Pf) (-7)

Ztejme plati: i € K <= P; zastavi pro i <= P; zastav{ pro i béhem j kroki pro néjaké j <= ¢ (z) = © pro
z < j. Déle gy (x) = L prox > j <= i) < O a R(ps(;)) je konecnd mnozina. Tedy f(i) € I.

i € K <= P, nezastavi pro i <= p;; = © a tedy f(i) € I.

Jelikoz ¢ € K <= f(i) € I, I neni RE-mnoZina. O

Priklad 6.4 o
Nésledujici mnoziny nejsou rekurzivne vycislitelné: Aq, Aa, Ag, Ag, Ag, A11. Nésledujicif mnoziny jsou RE-mnoziny:
Ay, As, A7, Aso.

5Relaci < aplikované na dvojici funkci budeme rozumét jako rozsireni funkci.
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6.2 Redukovatelné mnoziny

Definice 6.9

Necht f je totdlni vycislitelnd funkce; K a I nechf jsou mnoziny. Pokud plati ekvivalence: i € K <= f(i) € I
fekneme, ze mnozina K je redukovatelnd na mnozinu I pfes funkci f. Znacime K <,, I. Zfejmé relace <,, je reflexivn{
a tranzitivni.

Lemma 6.10
Je-li A rekurzivneé vydcislitelnd, pak A <,,, K.

Diikaz: Mé&jme funkci © : N2 — N:
1 z€d
O(z,y) = { L zdA

Funkce O je vycislitelnd, tedy © = <p((32) pro n&jaké e. Podle véty o parametrizaci 2.6 existuje totdlné& vydcislitelnd funkce
st cpg) (Z,9) = Pst(e,0)¥) = @s(2)(¥)- Tedy @s(2)(f(2)) je definovdno <= x € A, coZ znamend, ze v € A < f(z) €
K. O

Predchozi lemma ndm vlastné ukdzalo, Ze problém zastaveni (pifislusnosti do mnoziny K) je alespon tak tezky
jako jakykoli jiny rekurzivné vydcislitelny problém. Protoze viak K je rekurzivné vycislitelnd mnozina, je nejté&zsf
RE-mnozin. Rikdme, 7e K je tplnd mnozina ve tifde RE-mnozin.

Lemma 6.11 -
Plati-li pro mnozinu A vztah K <,,, A, pak A neni RE-mnoZina.

Diikaz: K = f~1(A). O

6.3 Produktivni a kreativni mnoziny

Definice 6.12
Mnozina A je produktivni, jestlize existuje vy¢islitelnd funkce © takovd, ze Vi : W; C A = O(1) # L a
Takovou funkci © pak nazyvdme produktivni funkce.

Definice 6.13
Mnozina B se nazyva kreativni, je-li rekurzivné vycislitelnd a zdroveit B je produktivni. Funkce © se nazyvd
produktivnf funkce pro kreativni mnozinu B.

Produktivni mnozina nemiize byt RE-mnozina. Napt. K je produktivni mnozina, jeji produktivni funkce © = id.
Mnozina K je kreativni. Obecné v§ak nemusi platit, Ze produktivni mnoziny maji kreativni dopliiky (nap#. Ay).

Lemma 6.14
Kazd4a produktivni mnozina obsahuje nekone¢nou RE-podmnozinu.

Diikaz: Necht A je produktivni s produktivni funkei ©. Necht iy je index prdzdné mnoziny (W;, = 0). W;, C A a
Oip) e A—W,;, = A. Ddle W;, # W;;, = {O(ig)} C A a O(i1) € A = W,,. Timto zplsobem muzeme vygenerovat
nekone¢nou RE-mnozinu, aniz bychom vybodili ven z mnoziny A. O

Véta 6.15
Je-li A produktivni mnozina a A <, B, pak i B je produktivni mnozina.

Drikaz: Méjme funkci f: € A < f(z) € B. Déle necht © je produktivnf funkce mnoziny A. Platf, ze A = f~1(B).
Pro vsechna ¢ plati:
WiCB= fT{(W;)CA

Existuje totalni vytislitelnd funkce g takovd, ze Vi : f~1(W;) = Wy(;. Pak:

WiCB= Wy CA = (0og)(i) e A—-Wy, (1)

(©og)(i) €Wy <= (foOog)(i) ¢ W; (2)

(Oog)(i)eA < (foOB®og)(i)eB (3)

Tedy plati: W; € B => (f o ©® 0 g)(i) € B — W;. O
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Lemma 6.16
Necht A je kreativni a B je RE-mnozina. Pak plati implikace: A <,, B => B je kreativni.

Lemma 6.17
Je-li mnozina A produktivni, pak existuje totdlni vycislitelnd funkce p : N — N takovd, Zze A je produktivni
s funkef p.

Diikaz: Necht © je produktivni funkce pro A. Existuje e takovd, 7e © = ..
Megjme totdlni vycislitelnou funkei g : N? — N takovou, Ze program Py 5 je:

begin X2 := ®(e,j); X2 := ®(i,X1); end
Pak mnozina:

w

9

o wi ife() #L
(.3) = 0 else

Podle vety o rekurzi existuje totdlni vytislitelnd funkce f takovd, ze pro Vi: Wy = Wy s(i))- Potom tedy:

Wi if (@0 f)(i) # L
Wiy = Wogi,rG)) = { 0 else

Piedpoklddejme nyni, ze (O o f)(i) = L. Pak ovéem Wy; = 0 C A, pficemz A je produktivni, a (0 o f)(i) # L,
coz je spor. (O o f)(i) je tedy definovdno pro Vi takovd, 7e Wy = Wi.

Tedy: W; C A= W;;) C A= (00 f)(i) € A=W, tedy Oo f je produktivni funkce pro A a my uz jen polozime
p=0of. O

Véta 6.18
MnoiZina B je kreativni <= B je RE-mnozZina a pro libovolnou RE-mnozinu A plati A <,,, B.

Diikaz:
<=: B je RE-mnozina a pro VA plat{ A <,, B, tedy i pro A = K (K je kreativni). Tedy i mnozina B je kreativni.

=—>: Necht mdme kreativni mnozinu B. My ukdzeme, ze K <,, B, z ¢ehoz bude plynout, Ze libovolnd mnozina
A<, B.

Mame B kreativni a tedy mnozina B je produktivni s totdlni funkci, kterou si oznaéime p. Nyni definujme
g: N? — N tak, ze program P,(; ;) vypadd takto:

begin X2 := ®(i,i); X2 := ®(e,j); while X1<>X2 do begin end; end

pficemz e je index funkce p ve standardni numeraci. Tedy:

i :{ {p(j)} ifieK

W 0 else

g

Podle véty o rekurzi existuje totdlni vycislitelnd funkce f : N — N takovd, Ze Vi plati:

I ] ifie K
Wiy =Wy = { i 5)(3)} l)lsle

Tedy plati:
*x i€ K= (po f)(i) € Wys) = Wy) € B=> (po f)(i) € B.
*x i g K= W) =0 = Wy C B= (po f)(i) € B.

a celkem tedy i € K <= (po f)(i) € B.



6.4 Imunni a jednoduché mnozZiny 19

Disledek 6.19

1. K je kreativni, tiplnd mnozina. K je nejmensf produktivnf mnozina.

2. I C N respektuje funkece, I je RE-mno#ina, ) # I # N, pak T je kreativnf. V§echny nerekurzivn{ RE-mnoZiny,
o kterych jsme mluvili®, jsou kreativni.

3. Vgechny mnoziny, o kterych jsme pomoci Riceovy véty dokdzali, Ze nejsou RE-mnoziny, jsou produktivni.

6.4 Imunni a jednoduché mnoziny

Definice 6.20
Mnozina A se nazyvd imunni, je-li nekonetnd a neobsahuje-li RE-podmnozinu.
Mnozina A se nazyvé jednoduchd, je-li RE-mnozina a jeji doplnék A je imunni.

Poznamka 6.21
Imunni mnozina, pokud existuje, neni RE-mnozina ani produktivn{ mnozina.

Véta 6.22
Existuje jednoduchd mnozina.

Diikaz: Necht B je RE-mnozina. Mame-li dokdzat, Ze je jednoduchd, staci ukazat, ze:
1. B i B jsou nekone¢né.
2. Kazda nekone¢nd RE-mnoZina mé neprdazdny prinik s mnozinou B.

Uvazujme proceduru pro numeraci RE-mnozZin. Pro Vn polozime do mnoziny B prvni nalezeny prvek z mnoZiny
W, ktery je vétsi nez 2n (pokud existuje). Tedy mnoZina B je efektivné generovdna. Pfitom pro Vn miZe byt v B
nejvice n &isel, kterd lezf mimo interval 0,1,...,2n. Tedy B i B jsou nekone¢né. Je-li W,, nekone¢nd RE-mnozina =
existuje ¢islo x > 2n takové, ze z € W,,. Tedy BNW,, # 0. O

Disledek 6.23

Existuje imunni mnozina.

6.5 Klasifikace problémi

1. Existuji produktivni mnoziny, které maji produktivni doplngk (nap¥. problém totalnosti).
2. Existuji produktivni mnoziny s rekurzivné vy¢islitelnymi doplitkky (napf#. problém nezastaveni).
3. Existuji kreativni mnoZiny (nejtézsi mezi RE-mnozinami, napf. problém zastaveni).

4. Existuji jednoduché mnoziny (tj. stfedné t&zké mezi RE-mnoZinami).

6Zde mame na mysli zndme mnoziny A;.
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7 Relativizovana teorie vycislitelnosti

Definice 7.1 PROGRAM S ORAKULEM

Necht B C N. Program s ordkulem B je program, ktery muZe pouZivat i pfikazy while z € B do § piipadné
while x € B do § a B nemusi byt rekurzivné vycislitelnd.

Program P s ordkulem B vycisluje funkci 8 : NF — N.

Definice 7.2
Méjme funkei f: N¥ — N, A C N. Rekneme, 7e f je A-vycislitelnd, jestlize existuje program P s orakulem A
takovy, ze f = ph.
Véta 7.3 VETA O NUMERACI
Univerzélnf funkce ® : N/*! — N definovand vztahem:
®(e,ai,...,a5) = oA (a, .. ., aj)
je A-vydcislitelna.

Véta 7.4 VETA O PARAMETRIZACI
Existuje totdlnf vycislitelng funkce s™ : N™+! — N takové, ze:

A A
(pszs?gaglw---,gm)(z17 IR Zn) =®¥; (™ (917 s gmy Rl zn)

Definice 7.5
Mnozina B C N* je A-rekurzivnf, jestlize je jeji charakteristickd funkce totdlnf A-vycisliteln4.
Mnozina B je A-rekurzivné vycislitelnd (A-RE-mnozina), jestlize existuje A-vy¢islitelnd funkce f takovd, ze B =
R(f)-
V relativizované teorii vy¢islitelnosti miuzeme tedy definovat numerace:
o A-vycislitelnych funkef: g, i, 04, ...
e A-RE-mnozin: W, W, Wi, ... podle numerace A-vycislitelnych funket: R(pg'), R(pil), R(pd), ...
Déle relativizovany problém zastavent definujeme: K4 = {i | i € W/}.
Definice 7.6

Necht A, B C N. Rekneme, 7e A se T-redukuje na B (piseme A <1 B), jestlize A je B-rekurzivni mnozina.
A =1 B: (A <7 B)A(B <r A). Ttidy ekvivalence =r se nazyvaji t¥idy Turingova stupné nerozhodnutelnosti.

Ptitom platf implikace A <,, B => A <y B. Opa¢nd implikace neplati. Napt. K £,, K, ale K <p K.

Oznaéeni: Zaved'me si oznadeni:
A= KA={i|ie WA}
In € O, kde O jsou nejjednodudsi problémy, tzv. stupné 0. Déle mame (' = K € O' (i’ = K € Q'). Jeste déle je
K' € O". K' je problém totélnosti (problém netotdlnosti).

Véta 7.7 (VETA O REKURZI)
Necht f: N — N je totdlni vycislitelnd funkce. Pro libovolné j existuje n tak, ze programy P, a Py, pocitaji
stejnou funkei (tj. o) = gogf()n)).
Drikaz: Necht funkce g : N — N je takovd, Ze program Py; je:
begin X2 := ®(i,i); X1 := ®(X2,X1); end
tedy prvnf piifazent spocitd o;(i) a druhé pfifazeni ¢, ;) (j)-
g je zfejme totdlni vydislitelnd funkce,

N poua(d) i pi(3) defined
Pa(i) (1) = { ’ (J_) else

Pak f o g = ¢, je totdlni vy¢cislitelnd funkce a ¢,,,(m) je definovdno. Potom:

g(m)(J) = P (m)(F) = €5(g(m)) () = @rn)(J)
kde n = g(m). O
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Véta 7.8
Je-li f: N — N totdlni vy¢islitelna funkce, pak existuje nekone¢né mnoho n takovych, ze QO%J) = cpSf()n).

Diikaz: Necht program L je takovy, ze ¢; # @o,---,01 # ¢k, kde @o, ..., ¢k je k + 1 vy¢islitelnych funkci, kde & je
libovolné. Definujme totdln{ vycislitelnou funkci g : N — N takto:

l <k
g($):{ flx) z>k

g je samoziejmé vycislitelnd. n je pevny bod, je-lin <k = ) = 1 # @n, coZ je spor, tedy n > k a tim paddem
f(n) = g(n) a tedy n je pevny bod pro f a n miZe byt libovolng velkeé. O



