Automaty a gramatiky

Roman Bartak, KTIML

bartak@ktiml.mff.cuni.cz
http://ktiml.mff.cuni.cz/~bartak

Co bylo minule

Nedeterministické automaty
— nedeterministicky vypocet
— ekvivalence s koneénym automatem (algoritmus pfevodu)
— zobecnény nedeterministicky automat

Mnozinové operace s jazyky
— sjednoceni, pranik, rozdil, doplnék
— uzavrenost operaci (algoritmus prevodu)

Retézcové operace nad jazyky
— zfetézeni, mocniny, pozitivhi/obecna iterace, zrcadlovy obraz
— kvocienty a derivace (zleva, zprava)
— uzavrenost operaci (algoritmus prevodu)

Substituce a homomorfismus jazyku
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Trochu motivace

L ={ w | w=babau Ow=uabbv Ow=ubaa, u,vi{a,b}* }

L=L, 0L, 0L, kde
L, ={w | w=babau, ul{a,b}* },
L, ={w | w=uabbv, u,v}{a,b}* }
L; ={w | w=ubaa, ul{a,b}* }
Muzeme jit jesté dal!
L, ={baba} . {a,b}*
L, ={a,b}* . {abb}. {a,b}*
L, = {a,b}* . {baa}

Pojd'me jesté dal
L; =({a} O {b})* . {b}.{a}.{a}

Neslo by vSechny regularni jazyky ,,poskladat” z néjakych
trivialnich jazyka?

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Regularni jazyky

Trida regularnich jazyku RJ(X) nad koneénou neprazdnou
abecedou X je nejmensi tfida jazyku, ktera:

— obsahuje prazdny jazyk O

— pro kazdé pismeno xOX obsahuje jazyk {x}

— ABORJ(X) O AOB ORJ(X) uzaviena na sjednoceni
A,BORJ(X) O A.B ORJ(X) uzaviena na zretézeni
— AORJ(X) O A*ORJ(X) uzaviena na iteraci

Vlastné algebraicky popis jazyku!

Specialné:
{AYORJ(X) protoze {A\}'=0O*
XORJ(X) protoze X = [0, {X} (pozor! je to kone&né sjednoceni)
{Xipp--X, JORI(X)
X*ORJ(X)
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Kleeneova véta

Libovolny jazyk je regularni pravé kdyz je rozpoznatelny
koneénym automatem.

Koneénymi automaty Ize rozpoznavat jen trivialni jazyky
(prazdny a jednopismenné) a jazyky, které z nich lIze
slozit operacemi sjednoceni, zfetézeni a iterace.

Dikaz RJ O ¥
regularni jazyky jsou rozpoznatelné kone¢nymi automaty

— trivialni jazyky jsou rozpoznatelné kone€nym automatem
— operace sjednoceni, zfetézeni a iteraci davaji opét jazyk
rozpoznatelny kone¢nym automatem
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Dukaz Kleeneovy véty

jazyky rozpoznatelné koneénymi automaty jsou regularni
mame automat A=(Q,X,3,q,,F), ktery definuje jazyk L(A)

chceme ukazat, ze L(A) dostaneme z elementérnich jazyku a operaci

definujme Ry = {wlX*| 6*(qi,w)=qj }
potom L(A) = Oqr Ry

slova prevadéjici stav q, na q;
slova prevadéjici pocateéni stav q,
na néjaky koncovy stav q;
Jjsou jazyky R; regularni?
pokud ano, potom L(A) je také regularni, protoze O zachovava regularnost

definujme R“ij =slova pfevadéjici stav q; na q; bez meziprichodu stavy q,, m>k
zfejmé R; = R"; (n je pocet stavii automatu)

jsou jazyky R¥; regulérni?
- R je regularni (2adné vy, tj. jen jed: i a slova)
— R = RS O RY 11 (R¥q o) Ry Je regularni
(sjednoceni a iterace regularnich jazyku)
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Regularni vyrazy

MnozZina regularnich vyrazi RV(X) nad kone¢nou
neprazdnou abecedou X={x,,...,X,} je nejmensi mnozina
slov v abecedé {x,,...,x,,0, A, +, . ,%, (,)}, ktera:

— obsahuje vyraz 0 a vyraz A OORV(X), AORV(X)
— pro kazdé pismeno x[X obsahuje vyraz x xORV(X)
— a,BORV(X) O (a+B)ORV(X)

— o,BORV(X) O (a.B)ORV(X)

— a ORV(X) O a*ORV(X)

Priklad: ((a+((b.c)*+d)*)+e)

Konvence:
— vnéjsi zavorky lze vynechat (a+((b.c)+d)*)+e
— zavorky lze vynechat u . a + diky asociativité a+((b.c)+d)*+e
— tecku lze vynechat a+((bc)+d)*+e
— priorita operaci (nejvyssi) *, . , + (nejnizsi) a+(bc+d)*+e
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Hodnota regularniho vyrazu

Hodnotou regularniho vyrazu aORV(X) je mnozina slov [a]
(jazyk) definovana nasledovné:
- [O01=0, N ={A}, [x] = {x}
= [a+B)] =[a] O [B]
- [a.p)]=[a]. [B]

- [o]=[a]*

Regularni vyrazy odpovidaji regularnim jazykam
— hodnotou regularniho vyrazu je regularni jazyk
— kazdy regularni jazyk Ize reprezentovat pomoci regularniho
vyrazu (jazyk je hodnotou tohoto vyrazu)

Priklady:
[baba(a+b)* + (a+b)*abb(a+b)* + (a+b)*baa] =
={ w | w=babau Ow=uabbv [0 w=ubaa, u,v({a,b}* }
[(0%10%10*1)*0*] =
= {w | wI{0,1}*, [w], =3k }
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Pouziti regularnich vyrazu

Prakticky
prehledny zapis jazyka
Teoreticky
zjednoduseni nékterych dukazu
Véta: LOF OxOX o(x)O0F O o (L)OF
L a o(x) jsou regularni jazyky, Ize je tedy reprezentovat
regularnimi vyrazy
kazdy vyskyt x ve vyrazu pro L sta¢i nahradit vyrazem pro a(x)

Rozsirené regularni vyrazy
mame i dal$i ,,regularni” operace, napf. pranik (a & B)
Ekvivalence regularnich vyrazu
a = jestlize [a] = [B] (tj. vyrazy reprezentuji stejné jazyky)
Priklad: (0*1)* = A + (0+1)1
Jak to zjistime?
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Pfevod regularniho vyrazu na koneény automat

Metoda 1 (inkrementalni):
— preved elementarni jazyky (prazdny, jednopismenné)
— spoj pouzitim regularnich operaci podle vyrazu

a+(bc+d)+a

Metoda 2 (pFima)
— oc¢isluj symboly ve vyrazu (zleva do doprava) a,;Hb,c,+d, ) +ag

— Zjisti véechny mozné pary symbold, které se b,c,, ¢,d,, ¢;b,,

mohou vyskytovat za sebou d,d,, d,b,
— 2zjisti symboly, které mohou byt prvni ve slové a,, b,, d,, ag
— zjisti symboly, které mohou byt posledni ve slové a,, ¢y, d,, ag
— 2Zjisti, zda jazyk obsahuje prazdné slovo ANO
— vytvor nedeterministicky automat A 'S
stavy: s + olislované symboly a b,

pocatek = s
konec = posledni symboly (+s pro A}

pfechody: s - prvni symbol
X;—X;, pokud je par x;x;
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MuZeme koneéné automaty jesté zobecnit?

Koneény automat provadi nasledujici ¢innosti:
— precte pismeno
— posune ¢teci hlavu doprava T T 1T T T 1T 1T 11
— zméni stav vnitini jednotky —

Cteci hlava se nesmi vracet! '

Co kdyz automatu povolime ovladani hlavy?

Pozor! Automat na pasku nic nepise!
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Dvousmérné (dvoucestné) koneéné automaty

Dvousmérnym (dvoucestnym) kone¢nym automatem
nazyvame pétici A = (Q,X,8,q,,F), kde:

Q- konecna neprazdna mnozina stavi
(stavovy prostor)

X - kone€na neprazdna mnozina symbolu
(vstupni abeceda)

8 - zobrazeniQ x X - Q x {-1,0,+1} (pfechodova funkce)
prechodova funkce urcuje i pohyb éteci hlavy

q,0Q (pocatecni stav)
FOQ (mnoZina koncovych stavi)
Reprezentace:

stavovy diagram, tabulka, stavovy strom
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Poditani s dvousmérnymi automaty

Kdy dvousmérny automat pfrijima slovo?
Co se déje, je-li hlava mimo ¢tené slovo?

Slovo w je prijato dvousmérnym koneénym automatem,

pokud:

— vypocet zacal na prvnim pismenu slova w vlevo v po¢ate¢nim
stavu

— ¢teci hlava poprvé opustila slovo w vpravo v nékterém
koncovém stavu

— mimo ctené slovo neni vypocet definovan (vypocet zde konci
a slovo neni pfijato)
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Ptiklad dvousmérného automatu

Nejprve poznamka:
ke sloviim si mazeme pfidat specialni koncové znaky #[X
je-li L(A)= {#w## | wOLOX*} regularni, potom i L je regularni
L=8,0R, (L(A) n #X*#)

Priklad:
L(B) = {#u# | uuOL(A)} Pozor! Toto neni levy ani pravy kvocient!

Necht’ A= (Q,X,3,q,,F), definujme dvousmérny koneé¢ny automat
B=(QOQ‘0Q“T {dy» Ay, X, &, i, {c}) takto:

& X 3 - poznimka
q, Qo1 | Gy [ #] ]

Y

q P+ | @1 | p=3(q,x) . :
a9 a1 | g : D
q”’ p’#1 | g+ | qOF, p=3(g,x) g -
q” p*+1 | aqy+1 | qOF, p=q,x) ; LG
Ay Gt | Ayt 3 R

G | Gyt | gyt
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Véta o dvousmérnych automatech

Jazyky pfijimané dvousmérnymi koneénymi
automaty jsou pravé jazyky pfijimané koneénymi
automaty.

Moznost pohybovat ¢teci hlavou po pasce nezvétsila silu
koneéného automatu!

Pozor, na pasku nic nepiSeme!
Pokud muzeme na pasku psat, dostaneme Turinglv stroj.

Zrejmé: kone€ny automat - dvousmeérny kone€ny automat
dvousmérny automat vzdy posouva hlavu doprava

KA A=(Q,X,3,00,F) - 2KA B=(Q,X,8",q,,F), 8(q,%)=(¥q,x);+1)

Zbyva: dvousmérny koneény automat — koneény automat
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Dukaz véty o dvousmérnych automatech (1)
1) Formalni popis vlivu slova u na vypocet nad slovem v

(i) kdy poprvé opustime slovo u vpravo
(v jakém stavu poprvé vstoupime nad v) qoz

fla‘) =q poprvé pfejdeme na v ve stavu q
f(q‘,) =0 nikdy neopustime u vpravo q
(ii) pokud opustime slovo v vlevo, kdy se [ u | v |

nad v opét vratime 1 -
f(p)=q vratime se nad v ve stavu q %
fl(p)=0 nikdy uz se nevratime !

2) Vypocet nad u mame popsany funkei f,
f:QO{q%} - QO {0}

f.(a‘,) popisuje situaci (i), kdyz zaéneme vypocet vlevo v poéateé¢nim
stavu qq, v jakém stavu poprvé odejdeme vpravo

f.(p) (POQ) popisuje situaci (ii), kdyz zatneme vypocet vpravo v p,
v jakém stavu opét odejdeme vpravo

symbol 0 znaéi, ze dana situace nenastane (odejdeme vlevo nebo cyklus)
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Dukaz véty o dvousmérnych automatech (2)

Pro kazdé slovo u mame funkci f, popisujici vypocet
dvousmérného automatu A nad u

Definujme ekvivalenci slov takto: u~w = 4 f =f,
tj. slova jsou ekvivalentni, pokud maji stejné ,,vypoctové“ funkce

Vlastnosti ~:

— je to ekvivalence (ziejmé, definovano pomoci =)

— ma koneény index (maximalni poéet riznych funkci je (n+1)™1
pro n-stavovy dvousmérny automat)

— je to prava kongruence (zfejmé u~w O uv~wv, protoze rozhrani
u|v a wlv je stejné a nad v se automat chova stejné)

— L(A) je sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/~
stacéi si uvédomit, ze wlL(A) = f,(q‘)0F
u~w O f,(q%)=f,(a%) O (UOL(A) = wOL(A))

Podle Nerodovy véty je L(A) regularni jazyk.

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Pievod 2KA na KA

Konstruktivni diikaz véty u dvousmérnych automatech.
Jak vypocet s navraty prevést na linearni vypocet?
— zajimaji nas jen pfrijimaci vypocty
— divame se na pfechody mezi symboly (v jakém stavu se
prechazi na dalsi policko)
Pozorovani:
+ stavy se v pfechodu (fezu) stridaji
(doprava/doleva)
+ prvni stav jde doprava, posledni také doprava
s v inistickych pfijimajicich vypoétech
nejsou cykly
» prvni a posledni fez obsahuji jediny stav

E
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1. Najdeme v&echny mozné fezy - p K
stavd (je jich kone¢né mnoho).

2. Mezi fezy nuj {
pfechody podle éteného symbolu.

3. uujeme vypocéet skladanim feza : :
{jako puzzle). FELL
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Formalni pfevod 2KA na KA Priklad pievodu 2KA na KA
Méjme nasledujici dvousmérny koneény automat:

Necht’' A=(Q,X,3,q,,F) je dvousmérny koneény automat.
Definujme ekvivalentni nedeterministicky kone¢ny a b Mozné Fezy a jejich konzistentni pfechody:
automat B=(Q",X,5(q,),F‘), kde: -+p| p+1 q#+ 2 5 P —Tb
Q¢ = vSechny korektni prechodové posloupnosti “q| q+ r-1 pro—srp pri—brad  ard—drq  awd
posloupnosti stavi (q1,...,q%) z Q takové, ze r p+1 -1 3 ;r»,_»« q
« délka posloupnosti je licha (k=2m+1) i i ‘ b : .
« Zadny stav se neopakuje na liché ani na sudé pozici H
(Oi#j g?#q2) & (Di#j o2+ #q?) Ukéazka vypoctu:
F‘={(q) | qCOF} p ép pnosti délky 1 jici koncovy stav Vysledny nedeterministicky KA:
&(c,x) = {d | dJQ* & c - d je lokalné konzistentni PPPaqq (o
-~ r
prechod pro x} Tl L pag '
- : jun o
L ra
L(A)=L(B)? ¢ o gEu
»trajektorie 2KA A odpovida feziim KA B* == A pa a \ a
¢ id rr V
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