
Kapitola 1

Hilbertùv prostor

1.1 Základní vlastnosti

Historická poznámka 1.1.1. Prostor se skalárním souèinem je normovaný lineární
prostor (dále NLP), v nìm¾ je norma de�nována pomocí tzv. skalárního souèinu. Operace
sèítání a násobení skalárem v NLP spojité, získává se v¹ak mnohem více. Skalární souèin
umo¾òuje zavést v prostoru se skalárním souèinem kolmost prvkù. Je-li takový prostor
navíc úplný, budeme ho nazývat Hilbertùv prostor (HP).

Ve vztahu k ostatním probíraným strukturám (topologický prostor, metrický prostor,
normovaný lineární prostor) je Hilbertùv prostor obdaøen þnejsilnìj¹ímiÿ axiómy. Je
pojmenován po Davidu Hilbertovi (1862 { 1943), který polo¾il základy studia této
struktury. Vznik teorie abstraktního Hilbertova prostoru se klade a¾ do r. 1927 a je
spojován se jménem John von Neumann (1903 { 1957); viz [5]. Látka o HP patøí
do tzv. funkcionální analýzy a je vykládána v mnoha uèebnicích funkcionální analýzy.
Struèný výklad nejdùle¾itìj¹ích výsledkù lze nalézt napø. v [2].

De�nice 1.1.2. Nech» X je LP nad tìlesem K reálných nebo komplexních èísel
s binární operací (�; �), která má následující vlastnosti:
Pro v¹echna x; y; z 2 X a v¹echna �; � 2 K platí

(1) (x; x) � 0 ;
(2) (x; x) = 0 () x = 0 ;
(3) (x; y) = (y; x) ;
(4) (�x + �y; z) = �(x; z) + �(y; z) :

(1.1)

Pak øíkáme, ¾e dvojice X spolu s (�; �) tvoøí prostor se skalárním souèinem (nìkdy
té¾ unitární prostor). Operaci (�; �) nazýváme skalární souèin na X .

Polo¾íme kxk :=
p
(x; x), x 2 X a uká¾eme, ¾e takto de�novaná funkce je

opravdu norma na X , jak to odpovídá pou¾itému oznaèení bì¾nému v teorii NLP.
Skuteènì, pøímo z vlastností skalárního souèinu a de�nice normy plyne, ¾e pro
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v¹echna x 2 X a � 2 K je kxk � 0, pøièem¾ kxk = 0, právì kdy¾ x = 0, a také
k�xk = j�jkxk. Pro dùkaz trojúhelníkové nerovnosti pro normu si pøipravíme
u¾iteèné lemma.

Lemma 1.1.3 (Schwarzova nerovnost). Je-li X prostor se skalárním souèi-
nem, pak pro x; y 2 X platí

j(x; y)j � kxk�kyk ; (1.2)

rovnost v (1.2) nastává, právì kdy¾ jsou x, y lineárnì závislé.

Dùkaz. Pro x = 0 nebo y = 0 platí v (1.2) dokonce rovnost a x, y jsou lineárnì
závislé. Pøi y 6= 0, x 2 X a � 2 C platí

0 � (x� �y; x� �y) = kxk2 � �(y; x) � �(x; y) + ��kyk2 : (1.3)

Volme � = (x; x)=(y; x) a dosaïme do pøedchozí rovnosti; tak dostaneme

0 � kxk2 � kxk2 � kxk2 +
kxk4

j(y; x)j2
kyk2 ; (1.4)

z èeho¾ ji¾ plyne (1.2). Jestli¾e platí v (1.2) rovnost, platí postupnì také v (1.3) a
(1.4), tedy x = �y a x, y jsou lineárnì závislé. Abychom ukázali, ¾e v (1.2) nastává
rovnost, právì kdy¾ jsou x, y lineárnì závislé, zbývá vy¹etøit pøípad nenulových
závislých x, y. Pak existuje � 2 C tak, ¾e x = �y a platí

j(x; y)j = j(�y; y)j = j�jj(y; y)j = k�ykkyk = kxkkyk ;

a tedy v (1.2) platí rovnost. Tím je dùkaz tvrzení dokonèen.

Lemma 1.1.4 (trojúhelníková nerovnost). Je-li X prostor se skalárním sou-
èinem, kxk :=

p
(x; x), x 2 X, pak pro ka¾dé dva prvky x; y 2 X platí

��kxk � kyk�� � kx+ yk � kxk+ kyk (1.5)

Dùkaz. Podle (1.2) platí

kx+ yk2 = j(x+ y; x+ y)j � (x; x) + j(x; y)j+ j(y; x)j+ (y; y) �

� kxk2 + 2kxk�kyk+ kyk2 = (kxk+ kyk)2 ;

z èeho¾ dostaneme odmocnìním

kx+ yk � kxk+ kyk : (1.6)

Uva¾me, ¾e dále platí kxk = jx+y�yj � kx+yk+kyk, a tedy kxk�kyk � kx+yk.
Ze symetrie dostáváme stejný odhad pro kyk � kxk a spojením obou

��kxk � kyk�� � kx+ yk ; (1.7)

èím¾ je trojúhelníková nerovnost dokázána.
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Dùsledek 1.1.5. Funkce x 7! kxk :=
p
(x; x), x 2 H de�nuje na H normu.

Z ovìøení vlastností normy bylo netriviální pouze dokázat trojúhelníkovou ne-
rovnost, co¾ jsme provedli v pøedcházejícím lemmatu. Na prostory se skalárním
souèinem lze aplikovat poznatky NLP, se kterým ji¾ ètenáø seznámil. Zásadní
význam má pro dal¹í výklad úplnost.

De�nice 1.1.6. Prostor se skalárním souèinem, který je vzhledem k de�nované
normì kxk =

p
(x; x) úplný se nazývá Hilbertùv prostor.

Historická poznámka 1.1.7. Existují tvary nerovnosti (1.2), spojované s nìkolika
jmény; to má následující koøeny: Louis Augustin Cauchy (1789 { 1858) odvodil nerov-
nost, kterou si v dal¹ím lemmatu doká¾eme; je Schwarzovou nerovností v konkrétním HP.
Viktor Jakovleviè Bunjakovskij (1804 { 1889) dokázal integrální variantu nerov-
nosti r. 1859. Nezávisle k ní dospìl r. 1875 Hermann Amandus Schwarz (1843 { 1921),
který ji pak zobecnil i na vícerozmìrný integrál r. 1885.

Lemma 1.1.8 (Cauchy 1821�). Nech» xk, yk, k = 1; : : : ;m, jsou libovolná nezáporná

èísla. Potom platí

mX
k=1

xkyk �
� mX
k=1

x2k

�1=2
�
� mX
1=1

y2k

�1=2
: (1.8)

Dùkaz. Pro kyk = 0 tvrzení platí. Zvolme tedy libovolnì x, � 2 R a y 6= 0. Z nerovnostiPm
k=1(xk + �yk)2 � 0, plyne, ¾e pro kvadratickou rovnici s neznámou �

mX
1

x2k + 2�
mX
1

xkyk + �2
mX
1

y2k = 0

musí být její diskriminant nekladný. Z toho ji¾ plyne

� mX
1

xkyk
�2

�
mX
1

x2k �
mX
1

y2k ; (1.9)

z èeho¾ ji¾ odmocnìním dostaneme (1:8).

Pøíklad 1.1.9. Z lineární algebry je známý skalární souèin a jeho základní vlastnosti,
pøinejmen¹ím v Rm . Budeme pracovat souèasnì s lineárním prostorem R

m v¹ech m-tic
reálných èísel a prostorem C

m v¹ech m-tic komplexních èísel; postup je toti¾ stejný.
Jsou-li x = [x1; : : : ; xm], y = [y1; : : : ; ym] z uva¾ovaného prostoru, klademe

(x; y) := x1y1 + � � � + xmym :

Snadno ovìøíme, ¾e (x; y) má v¹echny vlastnosti skalárního souèinu. Pomocí nìj je de-
�nována norma k � k2. Z dokázané nerovnosti (1.8) snadno dostaneme pro absolutní
hodnoty

j(x; y)j �
mX
1

jxk ykj �
� mX

1

jxkj
2
� 1

2

�
� mX

1

jykj
2
� 1

2

= kxk2 �kyk2 : (1.10)
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Proto se název Cauchyova nerovnost velmi èasto u¾ívá nejen pro nerovnost (1:8), ale
i pro Schwarzovu nerovnost j(x; y)j � kxk2 kyk2 v (daleko obecnìj¹ích) prostorech se
skalárním souèinem.

Oznaèení 1.1.10. 0znaème l2 systém v¹ech posloupností reálných nebo kom-
plexních èísel x = fxkg, pro nì¾ platí

1X
k=1

jxkj
2 <1 :

Snadno lze nahlédnout, ¾e l2 je lineární prostor: pro x 2 l2 zøejmì platí rovnostP1

k=1 j�xk j
2 = j�j2

P1

k=1 jxk j
2, z ní¾ plyne �x 2 l2. Pro libovolná dvì èísla a; b

vyplývá dále z nerovnosti (jaj � jbj)2 � 0 odhad 2jajjbj � jaj2 + jbj2, tak¾e

ja+ bj2 � jaj2 + 2jajjbj+ jbj2 � 2(jaj2 + jbj2) : (1.11)

Aplikujeme-li pøedchozí nerovnost na xk, yk a seèteme, dostaneme

1X
k=1

jxk + ykj
2 � 2

� 1X
k=1

jxkj
2 +

1X
k=1

jykj
2
�
<1 :

Chceme-li ukázat, ¾e

(x; y) := x1y1 + x2y2 + � � � =
1X
k=1

xkyk ;

de�nuje na l2 skalární souèin, staèí dokázat jeho koneènost pro ka¾dé dva prvky
x; y 2 l2. K tomu staèí dokázat následující lemma.

Lemma 1.1.11. Pro ka¾dé dvì posloupnosti x; y 2 l2 platí nerovnost

1X
1

jxkykj �
� 1X

1

jxkj
2
� 1

2

�
� 1X

1

jykj
2
� 1

2

: (1.12)

Dùkaz. Staèí uvá¾it, ¾e podle (1.9) platí nerovnost s koneènými souèty pro ka¾dé
m 2 N. V nerovnosti (1.9) pøejdeme k supremu pøes v¹echna m 2 N nejprve na
pravé stranì a tak dostaneme na pravé stranì øady; pak udìláme toté¾ je¹tì na
levé stranì a po odmocnìní obdr¾íme (1.12).

Ji¾ tedy víme, ¾e l2 je prostor se skalárním souèinem a tak je pøirozené se ptát,
zda je tento prostor úplný. To se vìt¹inou dokazuje v daleko obecnìj¹ím kontextu,
není v¹ak obtí¾né to dokázat pøímo z de�nice.

Vìta 1.1.12. Prostor l2 je úplný.
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Dùkaz. Pro práci s posloupnostmi prvkù z l2 zavedeme dal¹í index n a místo
xn = fxn1; xn2; : : : g budeme psát fxnkg. Pro cauchyovskou posloupnost prvkù
xn 2 l2 platí: ke ka¾dému " > 0 existuje p 2 N tak, ¾e pro v¹echna m;n � p

kxm � xnk =
� 1X
k=1

jxmk � xnkj
2
�1=2

< " : (1.13)

Proto¾e sèítáme nezáporná èísla, platí jxmk�xnkj < " pro ka¾dé k 2 N a fxnkg1n=1

je cauchyovská posloupnost xnk chápaných jako funkce promìnné k 2 N, která
konverguje stejnomìrnì vzhledem ke k k nìjaké posloupnosti x0 = fx0kg. Vzhle-
dem ke stejnomìrnosti v k 2 N lze zamìnit v (1:13) limitní pøechod pro n!1 se
sèítáním øady a tak þlimitovatÿ za znamením sumy. Dostaneme tak podle varianty
Vìty 15.3.3 z [MAU] z (1.13) odhad kxm � x0k � ". Nyní uká¾eme, ¾e x0 2 l2.
Pro ètverec normy x0, platí

kx0k
2 � kx0 � xn + xnk

2 � 2
�
kx0 � xnk

2 + kxnk
2
�

co¾ dává x0 2 l2.

Poznámka 1.1.13. Ètenáø patrnì zná obecnou vìtu o zúplnìní metrických prostorù.
Uvedeme bez dùkazu, ¾e ka¾dý prostor se skalárním souèinem lze zúplnit a ¾e toto
zúplnìní je Hilbertovým prostorem: tak lze unitární prostor v¾dy vnoøit þpøirozeným
zpùsobemÿ do Hilbertova prostoru.

K pøíkladùm se je¹tì vrátíme, nyní doká¾eme nìkolik obecných tvrzení o HP.

Lemma 1.1.14. Nech» H je Hilbertùv prostor, y0 2 H. Zobrazení [x; y] 7! (x; y),
kde dvojici [x; y] pøiøazujeme hodnotu skalárního souèinu (x; y), je spojité zobra-
zení H � H do C (resp. R). Zobrazení x 7! (x; y0), x 7! (y0; x), x 7! kxk jsou
(pøi pevnì zvoleném y0) stejnomìrnì spojitá na H.

Dùkaz. Zaèneme se stejnomìrnou spojitostí v¹ech tøí zobrazení najednou. Snadno
spoèteme, ¾e platí odhady

j(x; y0)� (x0; y0)j � ky0kkx� x0k ; j(y0; x)� (y0; x0)j � ky0kkx� x0k ;

z trojúhelníkové nerovnosti dostaneme
��kxk � kx0k

�� � kx� x0k :

Nerovnosti dávají stejnomìrnou spojitost v¹ech tøí zkoumaných zobrazení 1) . Na-
konec doká¾eme spojitost skalárního souèinu. Snadno ovìøíme pøímým výpoètem

(x� x0; y � y0) = (x; y)� (x; y0)� (x0; y) + (x0; y0) =

= (x; y)� (x0; y0)� (x� x0; y0)� (x0; y � y0) ;

1) Zobrazení jsou dokonce lipschitzovská; viz výklad existenèní Vìty 14.1.7 v [MAU].
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z èeho¾ dostáváme pomocí (1.2)

j(x; y) � (x0; y0)j � kx0kky � y0k+ ky0kkx� x0k+ kx� x0kky � y0k

a tedy i prvou èást tvrzení.

Poznámka 1.1.15 (dùle¾itá). V ka¾dém Hilbertovì prostoru H platí pro ka¾-
dou dvojici prvkù x; y 2 H

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2) : (1.14)

Staèí toti¾ seèíst rovnosti

kx+ yk2 = (x; x) + (x; y) + (y; x) + (y; y) ;

kx� yk2 = (x; x)� (x; y) � (y; x) + (y; y) :

Je zajímavé, ¾e tímto vztahem je þhilbertovská normaÿ plnì charakterizována. Ka¾-
dou normu s právì popsanými vlastnostmi lze generovat pomocí vhodného skalárního
souèinu. Napø. jde-li o prostor nad R, staèí polo¾it (pøedchozí rovnosti nyní odeètìte)

(x; y) := 1
4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�

v þkomplexním pøípadìÿ je to trochu slo¾itìj¹í; tento fakt nebudeme v dal¹ím k nièemu
potøebovat. Geometricky je podmínka (1.14) zajímavá a bývá nazývána rovnobì¾níkové

pravidlo. Doporuèujeme ètenáøi naèrtnout si obrázek a uvá¾it, co víme v rovnobì¾níku
o vztahu délek jeho stran a úhlopøíèek. Koneènì stojí za pov¹imnutí, ¾e se ovìøuje pod-
mínka v dvojrozmìrném podprostoru generovaném prvky x; y. Je-li tedy ka¾dý dvojroz-
mìrný podprostor úplného NLP þhilbertovskýÿ, je celý prostor Hilbertovým prostorem.
Dále budeme k oznaèení pro tyto prostory u¾ívat symbol H.

Vìta 1.1.16. Nech» M � H je neprázdná konvexní uzavøená podmno¾ina Hil-
bertova prostoru H. Potom pro ka¾dé x 2 H existuje právì jedno y 2 M tak,
¾e je

kx� yk = dist(x;M) =: d :

Dùkaz. Existuje posloupnost fyng tak, ¾e kx� ynk ! d. Potom z (1.14) plyne

k(yn � x)� (ym � x)k2 = 2
�
kyn � xk2 + kym � xk2

�
� kyn + ym � 2xk2 =

= 2
�
kyn � xk2 + kym � xk2

�
� 4 k

yn + ym
2

� xk2 �

� 2
�
kym � xk2 + kyn � xk2

�
� 4d2 ;

z èeho¾ vyplývá, ¾e posloupnost fyng je cauchyovská. Oznaème její limitu y; je
yn ! y a kx�yk = d. Pokud by existovaly dva prvky y1, y2 s touto vlastností, mu-
sela by být podle pøedcházející úvahy posloupnost fy1; y2; y1; y2; : : : g cauchyovská
a tedy konvergentní, tj. y1 = y2.
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Oznaèení 1.1.17. Jestli¾e pro x; y 2 H platí (x; y) = 0, øíkáme, ¾e x; y jsou
ortogonální; pí¹eme pak x ? y. Jestli¾e pro v¹echna x 2 A; y 2 B je x ? y, pí¹eme
A ? B a mno¾iny A;B nazýváme té¾ ortogonální. Mno¾inu v¹ech y 2 H , pro
které je y ? A (tak zkrácenì zapisujeme fyg ? A), znaèíme A?; podobnì pí¹eme
x? místo fxg?.

Poznámka 1.1.18 (dùle¾itá). Z linearity skalárního souèinu a jeho spojitosti
plyne, ¾e pro ka¾dé x 2 H platí: (1) x? je lineární podprostor H a (2) x? je
uzavøený. Odtud jednodu¹e plyne pøechodem k prùnikùm, ¾e té¾ M? je uza-
vøený podprostor H : zobrazení x 7! (y; x) je spojité, lineární, a tedy mno¾ina
fx; (y; x) = 0g je uzavøený lineární podprostor H . Mno¾ina M? =

T
x2M x? je

uzavøený podprostor pro ka¾dou mno¾inu M .

Vìta 1.1.19. Nech» M je uzavøený lineární podprostor v H a x 2 H. Potom
existuje y 2 H tak, ¾e x = y + z a z 2 H?. Tyto prvky jsou urèeny jednoznaènì.

Dùkaz. Je-li x 2 H , volme za y 2M prvek, jeho¾ existenci zaruèuje pøedcházející
Vìta 1.1.16. Poznamenejme, ¾e tvrzení je triviální v pøípadì x 2 M , kdy z = 0.
Pro w 2M , w 6= 0, je y + �w 2M pro v¹echna � a

kx� (y + �w)k � kx� yk = d :

Oznaème z = x� y a upravme poslední nerovnost umocnìním:

(z � �w; z � �w) = kzk2 � �(w; z)� �(z; w) + j�j2 � kzk2 :

Nyní po úpravì a dosazení � = (z; w)=kwk2 dostaneme

�j(w; z)j2 � j(w; z)j2 +
j(w; z)j2

kwk4
kwk2 = �j(w; z)j2 � 0 ;

tak¾e (w; z) = 0, a proto z 2 M?. Pokud y1 2 M a z1 2 M? jsou takové, ¾e
x = y1 + z1, platí y � y1 2M , z � z1 2 m? a také y � y1 = z1 � z. Proto

ky � y1k
2 = (y � y1; z1 � z) = 0 ;

a tedy y = y1 a z = z1.

Poznámka 1.1.20. Dá se ukázat, ¾e v pøedchozím kontextu jsou y a z projekce
x na M a M?. Pokud je M 6= H , pak existuje nenulové z 2 H , z ?M , nebo» pro
x 2 H nM je x = y + z a z 6= 0.

De�nice 1.1.21. Øekneme, ¾e fx� ; � 2 Ag je ortonormální systém (té¾: orto-
normální mno¾ina), pokud

kx�k = 1 pro v¹echna � 2 A
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a vektory x� jsou po dvou ortogonální, tj. pou¾ijeme-li Kroneckerova symbolu
��� = 1 pro � = � a ��� = 0 pro � 6= �, platí rovnost

(x�; x�) = ��� ; �; � 2 A :

Poznámka 1.1.22. Ortonormální systém fxkg je tvoøen lineárnì nezávislými
vektory. Je-li �1x1+ � � �+�nxn = 0, pak postupným násobením prvky x1, : : : ,xn
dostaneme �1 = � � � = �n = 0.

Úmluva 1.1.23. V dal¹ím budeme èasto pracovat s ortonormálními systémy vek-
torù v Hilbertovì prostoru H . V¹ude v dal¹ím výkladu budeme pøedpokládat, ¾e
tento prostor H je separabilní, tj. ¾e obsahuje spoèetnou hustou podmno¾inu;
obecnì Hilbertùv prostor nemusí být separabilní, tím se v¹ak nìkteré úvahy tech-
nicky zkomplikují.

Lemma 1.1.24. Je-li H separabilní a A je ortonormální systém v H. Potom
systém A je koneèný nebo nekoneèný spoèetný.

Dùkaz. Jestli¾e kxk = kyk = 1 a x?y, pak

(x� y; x� y) = (x; x) � (x; y)� (y; x) + (y; y) = 2 ;

a tedy kx � yk =
p
2. Proto¾e existuje spoèetná S = fzkg taková, ¾e S = H ,

lze ke ka¾dému x 2 A zvolit takové zk 2 S, ¾e kx � zkk <
p
2=3. K y podobnì

najdeme prvek zl s analogickou vlastností. Proto¾e platíp
2 = jx� yj = jx� zkj+ jzk � zlj+ jzl � yj < 2

p
2=3 + jzk � zlj ;

je kzk � zlk >
p
2=3. Tak jsou prvkùm A jednoznaènì pøiøazeny rùzné prvky

spoèetné mno¾iny S a proto je A spoèetná.

Lemma 1.1.25. Nech» fxk; k = 1; : : : ; ng je ortonormální systém v Hilbertovì
prostoru H. Potom pro libovolné skaláry �1; : : : ; �n z pole pøíslu¹ného k H platí

kx�
nX

k=1

(x; xk)xkk � kx�
nX

k=1

�kxkk :

Dùkaz. Doká¾eme, ¾e platí

kx�
nX

k=1

(x; xk)xkk
2 +

nX
k=1

j�k � (x; xk)j
2 = kx�

nX
k=1

�kxkk
2 :

Spoèteme nejprve
nX

k=1

j�k � (x; xk)j
2 =

nX
k=1

(�k � (x; xk)) (�k � (x; xk)) =

=
nX

k=1

�
j�kj

2 � �k(xk ; x)� �k(x; xk) + j(x; xk)j
2
�
:
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Nyní ji¾ snadno dostaneme rovnost

kx�
nX
k=1

�kxkk
2 =

�
x�

nX
k=1

�kxk ; x�
nX

k=1

�kxk

�
=

= kxk2 �
nX

k=1

�k(xk; x)�
nX

k=1

�k (x; xk) +
nX

k=1

j�kj
2 =

= kxk2 +
nX

k=1

j�k � (x; xk)j
2 �

nX
k=1

j(x; xk)j
2
:

Druhý èlen ve výrazu na pravé stranì rovnosti je nezáporný a nabývá hodnoty 0,
právì kdy¾ platí

�k = (x; xk) ; k = 1; : : : ; n : (1.15)

Zbytek je zøejmý.

Poznámka 1.1.26. Vzniká pøirozená otázka, jak lze ortonormální systém v nìjakém
Hilbertovì prostoru H získat. Ka¾dý koneèný lineárnì nezávislý systém A prvkù uni-
tárního prostoru lze nahradit ortonormálním systémem B tak, ¾e Lin[A] = Lin[B]. To
se prakticky provádí tzv. Gramm-Schmidtovým ortogonalizaèním procesem. Pøi nìm se
postupnì z báze H sestrojuje ortonormální systém, pøièem¾ ka¾dý krok procesu pøímo
souvisí s popsanou konstrukcí. Je-li napø. fykg nekoneèná posloupnost lineárnì nezávis-
lých prvkù H a jsou ji¾ nalezeny ortonormální prvky x1; : : : ; xn tak, ¾e platí rovnost
Lin[x1; : : : ; xn] = Lin[x1; : : : ; xn], pak sestrojíme k yn+1 prvky y a z podle Vìty 1.1.19,
kde je

y =
nX
k=1

(x; xk)xk ; z = x� y ;

a polo¾íme xn+1 = z=kzk. Ortogonalizaèní proces a jeho technika je zpravidla pøedmìtem
výkladu v algebøe.

De�nice 1.1.27. Je-li fxk ; k 2 Ng = fxkg ortonormální systém v Hilbertovì
prostoruH , pak èíslùm (x; xk) øíkáme Fourierovy koe�cienty vzhledem k systému
fxk ; k 2 Ng. Budeme je znaèit

x̂(k) = (x; xk) ; k 2 N :

Dùsledek 1.1.28. Nech» fxkg je ortonormální systém v Hilbertovì prostoru H
a nech» x 2 H a x̂(k) = (x; xk). Potom platí

1X
k=1

jx̂(k)j2 � kxk2 : (1.16)
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Dùkaz. K (1.16) dospìjeme takto: je-li H Hilbertùv prostor a fxk ; k = 1; : : : ; ng
je ortonormální systém v H , odvodili jsme si pro ka¾dé x 2 H

kx�
nX

k=1

�kxkk
2 = kxk2 +

nX
k=1

j�k � (x; xk)j
2 �

mX
1

j(x; xk)j
2 :

Odtud dostáváme volbou Fourierových koe�cientù na místì �k

nX
k=1

j(x; xk)j
2 = kxk2 � kx�

nX
k=1

(x; xk)xkk
2; a tedy

nX
k=1

j(x; xk)j
2 � kxk2 :

Pøechodem k supremu na levé stranì plyne odtud (1.16), co¾ je tzv. Besselova
nerovnost.

Poznámka 1.1.29. Snadno nahlédneme, ¾e pøi daném ortonormálním systému
fxkg je prvek

P1

k=1(x; xk)xk, jednoznaènì urèen pomocí x̂ : k 7! (x; xk), k 2 N.

Poznámka 1.1.30. Uveïme bez dùkazù nìkterá dùle¾itá fakta, navazující na látku
z teorie integrálu. Týkají se prostoru (tøíd) funkcí, pro které je

kfk2 :=
Z b

a

jf(t)j2dt <1 : (1.17)

Zde se pracuje s tøídami funkcí (dle rovnosti �-skoro v¹ude, kde � je Lebesgueova míra
v R, bì¾nì se v¹ak nerozli¹uje mezi tìmito tøídami a funkcemi, které je reprezentují.
Tzv. Hölderova nerovnost má tvarZ b

a

��f(t)g(t)��dt � �Z b

a

��f(t)��2dt�1=2 � �
Z b

a

��g(t)��2dt�1=2 :
Snadno se pak dá dokázat, ¾e na komplexním (resp. reálném) L2((a; b)) lze tuto normu
de�novat pomocí skalárního souèinu

(f; g) :=
Z b

a

f(t)g(t)dt : (1.18)

Pro dal¹í výklad je zejména podstatné, ¾e L2((a; b)) je Hilbertùv prostor, tj. ¾e je úplný.
Toto tvrzení, které je mimoøádnì dùle¾ité, uvádíme bez dùkazu. Poznamenáváme, ¾e
právì v nìm hraje prominentní roli Lebesgueùv integrál.

Vìta 1.1.31. Prostor L2((a; b)) je úplný, separabilní a je to vzhledem ke skalárnímu

souèinu de�novanému pomocí (1.17 ) Hilbertùv prostor.

Rovnost x̂(k) = (x; xk) de�nuje spojitý lineární funkcionál a proto je zobrazení
F : H ! l2, pøiøazující x 7! x̂, lineární. Z nerovnosti

1X
k=1

jx̂(k)� ŷ(k)j2 � kx� yk2

plyne spojitost F .
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Je dùle¾ité zkoumat, kdy je v pøedchozím kontextu F zobrazením na l2 a izometrií.
Dùkaz následující vìty se zdá lehký jen proto, ¾e pracujeme s úplným prostorem.

Vìta 1.1.32 (F. Riesz, Fischer 1907). Nech» fxkg � H je ortonormální systém a

nech» '(k) 2 l2. Potom existuje x 2 H tak, ¾e je ' = x̂, øada
P
1

k=1 '(k)xk konverguje

v H a platí kxk =
�P

1

k=1 j'(k)j
2
�1=2

.

Dùkaz. Oznaème xn :=
Pn

k=1 '(k)xk. Potom pro m;n 2 N, m > n, platí

kxm � xnk
2 =

� mX
k=n+1

'(k)xk ;
mX

k=n+1

'(k)xk
�
=

mX
k=n+1

k'(k)j2 :

Proto¾e v¹ak øada
P
1

k=1 j'(k)j
2 konverguje, je poslední souèet v pøedchozím vztahu

libovolnì malý pro v¹echna m > n, jakmile je n 2 N dostateènì velké, èím¾ je dùkaz
dokonèen. Jde prakticky o odhad zbytkem konvergentní øady po n-tém èlenu.

Dokázali jsme tedy, ¾e s ohledem na úplnost H je zobrazení F : H ! l2

v¾dy na. Nás samozøejmì nejvíce zajímá, kdy lze ka¾dé x 2 H v separabilním
Hilbertovì prostoru vyjádøit pomocí urèité ortonormální mno¾iny fxkg, a to ve
tvaru

x =
1X
k=1

(x; xk)xk ;

co¾ je Fourierova øada v H . Nejprve uveïme jednu de�nici.

De�nice 1.1.33. Maximální ortonormální mno¾inu v Hilbertovì prostoru H na-
zýváme ortonormální báze Hilbertova prostoru 2) . Je to tedy taková ortonormální
mno¾ina B � H , ¾e pro ka¾dou ortonormální mno¾inu B1 v H , B � B1, platí
B = B1.

Vìta 1.1.34. Nech» B := fwkg � H je ortonormální v H. Následující podmínky
jsou ekvivalentní.

(1) B je báze Hilbertova prostoru H;

(2) v¹echny koneèné lineární kombinace prvkù z B tvoøí hustou podmno¾inu H,
tj. Lin[B] = H;

(3) jestli¾e pro v¹echna wk, k 2 N, platí (x;wk) = 0, pak x = 0;

(4) pro v¹echna x 2 H je x =
P1

k=1(x;wk)wk;

(5) Pro v¹echna x; y 2 H je

(x; y) =
1X
k=1

x̂(k)ŷ(k) :

2) Dvojslovný název je þnedìlitelnýÿ; báze lineárního prostoru a ortonormální báze jsou pod-
statnì rozdílné pojmy. Viz je¹tì dále.
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(6) pro v¹echna x 2 H platí tzv. Parsevalova rovnost

kxk2 =
1X
k=1

jx̂(k)j2 (1.19)

Dùkaz. Doká¾eme sérii implikací (1)) : : :) (6)) (1).

(1)) (2) : Zøejmì je Lin[B] lineární podprostor H a proto je Lin[B] uzavøený
lineární podprostor H , nebo» snadno ovìøíme, ¾e

xn ! x; yn ! y ) xn + yn ! x+ y ; : : :

Pøi Lin[B] 6= H je Lin[B]
?

netriviální a tedy B není maximální, co¾ dává
ekvivalentní výrok non (2)) non (1).

(2)) (3) : Jestli¾e platí (x;wk) = 0 pro v¹echna k 2 N, je i (x; y) = 0 pro ka¾dé
y 2 Lin[B] a ze spojitosti skalárního souèinu i pro ka¾dé y 2 Lin[B] = H ,
tedy je i (x; x) = 0 a x = 0.

(3)) (4) : Pro ka¾dé wl 2 B a ka¾dé x 2 H dostáváme

�
x�

1X
k=1

(wk ; x)wk ; wl
�
= (x;wl)�

1X
k=1

(wk ; x)(wk ; wl) =

= (x;wl)� (x;wl) = 0 ;

co¾ dává potøebné tvrzení.

(4)) (5) : Pro ka¾dá dvì x; y 2 H dostáváme

(x; y) =
� 1X
k=1

(wk ; x)wk ;
1X
l=1

(wl; y)wl
�
=

=
X
[k;l]

(x;wk ; )(wk; wl)(y; wl) =
1X
m=1

(x;wm)(y; wm) :

(5)) (6) : Nyní staèí do tvaru z (5) dosadit x = y.

(6)) (1) : Budeme postupovat sporem: Pøedpokládejme, ¾e existuje nenulové
z 2 H nB, kzk = 1. Uva¾ujme ortonormální mno¾inu B1 = B[fzg. Pomocí
(6) a Besselovy nerovnosti dostaneme

kzk =
1X
k=1

j(z; wk)j
2 <

1X
k=1

j(z; wk)j
2 + j(z; z)j2 � kzk

Nalezený spor ukazuje, ¾e B je maximální. Tím je dùkaz þkoleèka implikacíÿ
dokonèen.
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Na závìr je¹tì pøipomeòme nìkolik poznatkù, které jsou pøevá¾nì algebraic-
kého charakteru a které dokazovat nebudeme.

Tvrzení 1.1.35. V ka¾dém lineárním prostoru X existuje báze (podle de�nice je
to mno¾ina A lineárnì nezávislých prvkù, pro kterou lineární obal Lin[A] je roven
X). Ka¾dý lineárnì nezávislý systém lze doplnit na bázi.

Toto tvrzení se dokazuje pomocí Zornova lemmatu èi podobného aparátu.
Poznamenejme, ¾e báze A je maximální mno¾inou lineárnì nezávislých prvkù
v následujícím smyslu: Pokud by existovala A1 � X , A � A1 a A1 n A 6= ;, pak
prvek x 2 A1 nA nele¾í v Lin[A] a A není tudí¾ báze X .

Tvrzení 1.1.36. Ka¾dou ortonormální mno¾inu B � H lze doplnit na maximální
ortonormální mno¾inu, tj. ortonormální bázi.

Tato vìta se dokazuje podobnì jako vìta o existenci báze lineárního prostoru
na základì Zornova lemmatu nebo nìkterého jiného tvrzení s ním ekvivalentního
(jsou to tvrzení ekvivalentní axiomu výbìru). Ani tuto vìtu dokazovat nebudeme.

Poznámka 1.1.37. Je vhodné si uvìdomit, ¾e maximální ortonormální mno¾ina v H
není obecnì bází. V prvém pøípadì pracujeme s koneènými lineárními kombinacemi

(a bez jakékoli topologie apod.), v druhém pøípadì vyu¾íváme i topologické vlastnosti
prostoru. Vágnì øeèeno, pracujeme s nekoneènými lineárními kombinacemi. Proto té¾
obecnì dimenze prostoru H, tj. mohutnost jeho báze, mù¾e být vìt¹í ne¾ mohutnost jeho
ortonormální báze. Uvìdomte si rozdíl mezi Lin[A] = H a Lin[H] = H.

V R
m je ortonormální báze zároveò bází, av¹ak napø.v þreálnémÿ l2 tvoøí

vektory e1 = (1; 0; : : : ), e2 = (0; 1; : : : ), : : : maximální ortonormální mno¾inu
B, její lineární obal Lin[B] je v¹ak slo¾en pouze z posloupností x = (x1; x2; : : : )
takových, pro nì¾ je fk 2 N;xk 6= 0g koneèná. V¹echny takové posloupnosti tvoøí
lineární podprostor l2, který je vlastním podprostorem l2. Naproti tomu pro ka¾dé
x 2 l2 je

x = (x1; x2; : : : ) =
1X
1

xkek ; x 2 l2 :

V tomto pøípadì ortonormální báze není bází l2.
S dùle¾itým pøíkladem ortonormální báze v L2((0; 2�)) se seznámíme dále,

døíve se v¹ak seznámíme se zavedením komplexních èísel a nìkterých komplexních
funkcí komplexní promìnné. Následující výklad je zkrácenou verzí Kapitoly 11
v [7]. Má-li ètenáø tato skripta k dispozici, lze si látku z Kapitoly 2 tohoto textu
nastudovat odtamtud. Také k látce z Kapitoly 1 existuje nìkolik èeských (slo-
venských) uèebnic a skript, Hilbertovy prostory tvoøí standardní látku textù o
funkcionální analýze. Tam se ov¹em probírají podrobnìji.
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