
Kapitola 2

Vybrané poznatky o øadách

2.1 Komplexní èísla

Jedním z na¹ich cílù je zobecnìní poznatkù o posloupnostech a øadách na pøípad
posloupností a øad s komplexními èleny. Obor komplexních èísel C nám umo¾ní
lépe studovat nìkteré jevy, napøíklad chování tzv. mocninných øad. Jeho zavedení
není slo¾ité, pokud ji¾ obor R pokládáme za známý.

De�nice 2.1.1. Komplexní èísla jsou uspoøádané dvojice reálných èísel. Mno-
¾inu v¹ech komplexních èísel budeme znaèit C . Je-li z = [x; y ] 2 C , pak èíslo x
nazýváme reálná èást èísla z a èíslo y imaginární èást èísla z. Pí¹eme

x = Re z ; y = Im z :

Pro komplexní èíslo [ 0; 1 ] zavádíme speciální oznaèení písmenem i . Dále de�nu-
jeme sèítání a násobení komplexních èísel (u¾íváme opìt + a � k oznaèení operací
vèetnì konvence o vynechávání znaku � pro násobení) takto: jsou-li z1 = [x1; y1 ],
z2 = [x2; y2 ] komplexní èísla, klademe

z1 + z2 := [x1 + x2; y1 + y2 ] ; z1z2 := [x1x2 � y1y2; x1y2 + x2y1 ] :

Komplexní èísla si èasto geometricky znázoròujeme pomocí bodù v rovinì: èíslu
[x; y ] odpovídá bod roviny o souøadnicích x; y. Proto se èasto pro C u¾ívá té¾
názvù komplexní rovina, nebo rovina komplexních èísel, nebo Gaussova rovina.

Poznámka 2.1.2 (dùle¾itá). Snadno vidíme, ¾e pro dvojice s nulovou imagi-
nární èástí jsou takto zavedené operace ve shodì s operacemi v R:

[x1; 0 ] + [x2; 0 ] = [x1 + x2; 0 ] ; [x1; 0 ] � [x2; 0 ] = [x1x2; 0 ] ;

mù¾eme tedy mno¾inu v¹ech tìchto komplexních èísel þztoto¾nitÿ s R. Zavedené
operace vyhovují v C stejným po¾adavkùm, jako byly ty, které jsme pou¾ili k za-
vádìní R pod èísly (1) { (9); proto je C pole. Je vhodné uvá¾it, ¾e prvek opaèný
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k èíslu z = [x; y ] 2 C je èíslo �z = [�x;�y ] 2 C a prvek inverzní k èíslu
z = [x; y ] 2 C , [x; y ] 6= [ 0; 0 ], je èíslo

1
z
=

�
x

x2 + y2
;

�y

x2 + y2

�
2 C :

Ovìøení se provede pøímým výpoètem. Mnoho pojmù, které dále pou¾íváme, se
zavede analogicky jako v pøípadì R, tedy napø. induktivnì zavedeme pro v¹echna
z 2 C mocniny

z0 = 1; z1 = z; z2 = z �z; : : : ; zn+1 = z � zn ;

a to pro v¹echna n 2 N0 . Polynomy de�nujeme jako jejich lineární kombinace
(ov¹em s koe�cienty z C !) a racionální funkce jako podíly polynomù. Speciálnì
de�nujeme

z�n = 1=zn ; z 6= 0; n 2 N :

Analogicky pracujeme s konvencí o de�nièním oboru: maximální mno¾inu, kde
má þpøedpis smyslÿ, hledáme v¹ak v C . Zavedení dal¹ích elementárních funkcí je
slo¾itìj¹í, u odmocnin je øe¹í algebra. V¹imnìte si, ¾e je 12 = (�1)2 = 1. Podobnì
je

i2 = i � i = [ 0; 1 ] � [ 0; 1 ] = [�1; 0 ] = �1 ; (�i)2 = �1 :

Pokud bychom tedy hledali mno¾inu, na které je funkce z 7! z2 prostá, nemù¾e
tato mno¾ina obsahovat ani R, ani mno¾inu fix; x 2 Rg. Je-li [x; y ] 2 C , pak

x+ iy = [x; 0 ] + i [ y; 0 ] = [x; 0 ] + [ 0; 1 ] � [ y; 0 ] = [x; 0 ] + [ 0; y ] = [x; y ] ;

tak¾e lze komplexní èísla zapisovat i ve tvaru, který je znám ze støední ¹koly.
Pozor, z rovnosti z = x + iy obecnì neplyne, ¾e x; y 2 R, tj. x = Re z, y = Im z.
Kdykoli v¹ak dále pou¾ijeme zápis èísla ve tvaru x + iy, pak pøedpokládáme, ¾e
ji¾ platí x; y 2 R; je to dal¹í konvence, kterou pou¾íváme.

De�nice 2.1.3. Je-li z = x + iy, nazýváme èíslo z := x � iy èíslem komplexnì

sdru¾eným k èíslu z.
Snadno nahlédneme, ¾e pro z = x+ iy je zz � 0, nebo» platí

zz = (x+ iy)(x � iy) = x2 + y2 ;

proto lze de�novat pro v¹echna z 2 C

jzj =
p
zz =

p
x2 + y2 :

Pokud znázoròujeme komplexní èísla jako body roviny, je jzj vzdálenost bodu
z = [x; y ] od poèátku. Analogicky jako v reálném oboru mù¾eme de�novat
sgn z = z=jzj pro z 6= [ 0; 0 ] = 0, pøièem¾ klademe sgn 0 = 0. Tato de�nice
je opìt roz¹íøením de�nice funkce sgn z R na C . Pro z 6= 0 jsme vý¹e ukázali, ¾e
platí z�1 = z=zz.
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Velmi dùle¾itý je fakt, ¾e pro absolutní hodnotu platí i v C trojúhelníková

nerovnost. To lze dokázat rùznì, napø. pøímo z de�nice.

Lemma 2.1.4. Pro ka¾dá dvì èísla z1; z2 2 C platí

jjz1j � jz2jj � jz1 � z2j � jz1j+ jz2j :

Dùkaz. Postupujme þpøirozenìÿ: nech» z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. Doka¾me
nejprve, ¾e platí nerovnost jz1 + z2j � jz1j+ jz2j, neboli

p
(x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 �

q
x21 + y21 +

q
x22 + y22 :

Po umocnìní a úpravì dostaneme

x1x2 + y1y2 �
q
(x21 + y21)(x

2
2 + y22) ;

av¹ak pro její platnost staèí znát nerovnost

jx1x2 + y1y2j �
q
(x21 + y21)(x

2
2 + y22) ; (2.1)

ze které snadno plyne nerovnost pøedcházející. To je v¹ak speciální pøípad Cau-
chyovy nerovnosti. Dále platí

jz1j = jz1 + z2 � z2j � jz1 + z2j+ jz2j ; tj.

jz1j � jz2j � jz1 + z2j :

Ze symetrie v z1 a z2 plyne

jz2j � jz1j � jz1 + z2j ; tak¾e platí jjz1j � jz2jj � jz1 + z2j :

Tím je dùkaz dokonèen.

Poznámka 2.1.5 (dùle¾itá). Je vhodné si uvìdomit, ¾e na C nezavádíme relaci
< èi � jako na R. Komplexní èísla lze uspoøádat napø. lexikogra�cky apod., ale
ne tak, aby takové uspoøádání mìlo stejné vlastnosti jako uspoøádání relací þ�ÿ
na R, tj. aby byly splnìny vlastnosti (10) { (12) z popisu R. K tomu staèí zvá¾it,
¾e i 6= 0 a ¾e z obou nerovností i>0 a i<0 by z tìchto vlastností plynulo

i2 = �1 > 0 ;

co¾ vede ke sporu. V C lze tedy porovnávat pomocí relací <, �, > a � pouze
absolutní hodnoty komplexních èísel.

V¹imnìme si blí¾e je¹tì otázky, jaké vlastnosti C vyplývají z tìch vlastností
R, které plynou z dùle¾itého axiomu (13) o suprému. Ten souvisí úzce s posloup-
nostmi. Nejprve doká¾eme jednoduché tvrzení o odhadech.
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Lemma 2.1.6. Pro z = x+ iy 2 C platí nerovnosti

0 � jxj � jzj ; 0 � jyj � jzj a také 0 � jzj � jxj+ jyj : (2.2)

Dùkaz. Obtí¾nìj¹í je snad pouze si uvìdomit, ¾e platíp
x2 + y2 � jxj+ jyj : (2.3)

Nerovnost v¹ak staèí umocnit a upravit na tvar

jxj � jyj � 0 :

Odtud dostaneme násobením obou stran nerovnosti èíslem 2 a pøiètením nezápor-
ného èísla x2 + y2 k obìma jejím stranám dal¹í nerovnost, její¾ snadnou úpravou
a odmocnìním dostaneme (2:3) 1) .

De�nice 2.1.7. Nech» fzng je posloupnost komplexních èísel, zn = xn + iyn,
a nech» z = x+ iy 2 C . Øekneme, ¾e limn!1 zn = z, resp. zn ! z pro n! +1,
pokud je

lim
n!1

jzn � zj = 0 :

Poznámka 2.1.8. Snadno nahlédnete, ¾e tuto de�nici lze pøepsat i pomocí okolí:
je-li U"(z) = fw 2 C ; jz � wj < "g, pak limn!1 zn = z znamená

(8" > 0)(9k 2 N)(8n � k)(zn 2 U"(z)) :

Tak jako v reálném oboru øíkáme, ¾e posloupnost fzng konverguje k z. Pojmy typu
nevlastních limit v C zavádìt nebudeme. Z Lemmatu 2.1.6 dostaneme okam¾itì
následující dùle¾itý poznatek.

Vìta 2.1.9. Nech» pro v¹echna n 2 N je zn = xn + iyn 2 C , a nech» z = x+ iy.
Potom zn ! z, právì kdy¾ xn ! x a souèasnì yn ! y.

Dùkaz. Staèí zvá¾it, ¾e podle Lemmatu 2.1.6 platí

jxn � xj

jyn � yj

�
� jzn � zj � jxn � xj+ jyn � yj : (2.4)

Platí-li zn ! z dostaneme z první nerovnosti v (2:4) xn ! x a zároveò yn ! y.
Z druhé nerovnosti plyne zbytek tvrzení.

Z pøedchozí vìty lehce vyplývá, ¾e v C platí napø. vìty o posloupnostech
a aritmetických operacích, nebudeme je v¹ak uvádìt a dokazovat znovu, nebo» by
to bylo nudné opakování nìèeho, co jsme ji¾ dìlali. Posuïte to sami na základì
(dùle¾itého) pøíkladu, døíve v¹ak uveïme jednu þzøejmouÿ de�nici.

1) Tento krok se velmi èasto vynechává s odvoláním na þekvivalentní úpravyÿ, nic takového

jsme v¹ak nezavedli a tak nám nezbývá, ne¾ se alespoò pøesvìdèit, ¾e nic nebrání þcestì zpìtÿ

k ¾ádanému výsledku.
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De�nice 2.1.10. Budeme øíkat, ¾e posloupnost fzng komplexních èísel splòuje
Bolzano-Cauchyovu podmínku (kratèeji: je cauchyovská), platí-li

(8" > 0)(9k 2 N)(8m;n � k)(jzm�znj < ") :

Velmi jednodu¹e doká¾eme, ¾e C má s R spoleènou dùle¾itou vlastnost, po-
psanou v následující vìtì.

Vìta 2.1.11. Posloupnost komplexních èísel fzng je konvergentní v C , právì kdy¾

je cauchyovská.

Dùkaz. Jedna èást ekvivalence byla triviální i v R. Je-li zn ! z, pak

jzm � znj � jzn � zj+ jzm � zj

naznaèuje, jak se její dùkaz provádí. Druhá èást v¹ak také není obtí¾ná, nebo» to
obtí¾né jsme ji¾ þodpracovaliÿ v R. Je-li fzng cauchyovská posloupnost, pak pro
reálné a imaginární èásti platí

jxm � xnj � jzm � znj ; jym � ynj � jzm � znj

a tedy fxng a fyng jsou cauchyovské posloupnosti v R. To znamená, ¾e jsou
konvergentní; oznaème

x := lim
n!1

xn ; y := lim
n!1

yn ;

pak je zøejmé, ¾e platí zn ! z = x+ iy.

De�nice 2.1.12. Souèet s øady
P1

k=0 zk komplexních èísel zk de�nujeme analo-
gicky jako v R. Pro n 2 N0 klademe sn :=

Pn
k=0 zk a pokud existuje v C limita

posloupnosti fsng, de�nujeme

s = lim
n!1

sn =
1X
k=0

zk :

Pøíklad 2.1.13 (dùle¾itý). Snadno vidíme, ¾e platí napø.

1X
0

jznj <1 )

1X
0

zn konverguje :

V C jsme nezavedli ¾ádné nevlastní body, s touto zále¾itostí se vyrovnáme poz-
dìji. Pro øady v C nebudeme formulovat a dokazovat v¹echna tvrzení analogická
tvrzením pro øady v R. Povìt¹inì je lze pouze pøevzít z þreálnéhoÿ pøípadu.
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Úmluva 2.1.14. Nyní bude výhodné zmìnit úmluvu a vynechávat u øad sèítací
meze v pøípadì, ¾e sèítáme od indexu 0. To znamená, ¾e pí¹eme

X
ak :=

1X
k=0

ak :

Poznámka 2.1.15. Jestli¾e vy¹etøujeme konvergenci øady
P

ak s komplexními

èleny ak, pak øada konverguje, právì kdy¾ konvergují øady
P

Re ak a
P

Im ak.
Pak také platí

X
ak =

X
Re ak + i

X
Im ak :

Podobnì, pøipomeneme-li de�nice

a+k := (jakj+ ak)=2 ; a�k := (jakj � ak)=2 ;

je pak zøejmì ak = a+k � a�k , jakj = a+k + a�k a øada
P

ak s reálnými èleny ak
konverguje absolutnì , právì kdy¾ konvergují øady s nezápornými èleny

P
a+k aP

a�k . Pak také platí

X
jakj =

X
(a+k + a�k ) =

X
a+k +

X
a�k :

Skuteènì, snadno nahlédneme, ¾e pøi divergenci právì jedné z øad
P

a+k ,
P

a�k
øada

P
ak diverguje. Proto pro neabsolutnì konvergentní øadu, kdy

P
ak konver-

guje a
P
jakj =1 musí souèasnì platit

ak ! 0 a
X

a+k =
X

a�k =1 :

Neabsolutnì konvergentní øady lze þpøerovnat k libovolnému souètuÿ, pøí-
padnì po pøerovnání mohou i divergovat, co¾ by mìlo být ètenáøi známo. Pro
pøipomenutí uvedeme ilustrativní pøíklad: pou¾ijeme-li schematický zápis, je

s = 1�
1
2
+

1
3
�

1
4
+

1
5
�

1
6
+

1
7
�

1
8
+ � � � ;

s=2 = 0 +
1

2
+ 0�

1

4
+ 0 +

1

6
+ 0 �

1

8
+ � � � ;

vlo¾ení nulových èlenù neovlivní konvergenci ani souèet øady. Z pøedchozího vy-
plývá seètením obou konvergentních øad èlen po èlenu

3s=2 = 1 +
1
3
�

1
2
+

1
5
+

1
7
�

1
4
+ � � �

Vzhledem k tomu, ¾e je s 6= 0, nebo» je s 2 (1=2; 1), zmìnil se þpøeskupením
èlenùÿ (neabsolutnì konvergentní) øady její souèet.
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Pro absolutnì konvergentní (døíve té¾ bezpodmíneènì konvergentní) øady se
ukazuje, ¾e tento jev nastat nemù¾e. Pøipomeneme nejprve pojem pøerovnání

øady. Pøerovnání si nejsnáze pøedstavíme jako þnekoneènou permutaciÿ�
0 1 2 3 : : :
k0 k1 k2 k3 : : :

�
:

Je to prosté zobrazení ' mno¾iny N0 na mno¾inu N0 .

De�nice 2.1.16. Je-li ' : N0 ! N0 prosté zobrazení na mno¾inu N0 , potom øaduP
bk :=

P
a'(k) nazýváme pøerovnání øady

P
ak.

Lemma 2.1.17. Nech»
P

ak je øada s nezápornými èleny a øada
P

bk její libo-

volné pøerovnání. Potom platí X
ak =

X
bk :

Dùkaz. Proto¾e øada
P

ak je pøerovnáním
P

bk, právì kdy¾ øada
P

bk je pøerov-
náním

P
ak, staèí dokázat X

bk �
X

ak : (2.5)

Oznaème n0 = maxf'(1); : : : ; '(n)g. Pak platí pro v¹echna n 2 N

nX
k=1

bk =
nX

k=1

a'(k) �

n0X
k=1

ak �

1X
k=1

ak ;

Odtud plyne pøi n!1 nerovnost (2:5). Tím je tvrzení dokázáno.

Vìta 2.1.18. Nech» øada komplexních èísel
P

ak konverguje absolutnì. Potom
pro její libovolné pøerovnání

P
bk platíX

bk =
X

ak : (2.6)

Dùkaz. Proto¾e øada
P
jbkj je pøerovnáním øady

P
jakj, konverguje i øada

P
bk

absolutnì. Vìtu staèí dokázat pro øady s reálnými èleny, proto¾e pro øady s kom-
plexními èleny pak vyplyne rozkladem þèlen po èlenuÿ na reálnou a imaginární
èást. Dále tedy pracujeme s øadami s reálnými èleny.

Pro souèty øad platíX
a+k =

X
b+k ;

X
a�k =

X
b�k ;

a je tedy X
bk =

X
(b+k � b�k ) =

X
b+k �

X
b�k =

=
X

a+k �
X

a�k =
X

(a+k � a�k ) =
X

ak :
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De�nice souèinu øad není obecnì pøirozená. Schematický zápis

�X
ak

�
�
�X

bl

�
=
X
(k;l)

akbl

ukazuje, ¾e problém spoèívá v þsouètu pøes spoèetnou mno¾inuÿ, tj. v de�nici
symbolu

X
�2A

a� (2.7)

pro spoèetnou mno¾inu A = N0 � N0 . Ukazuje se, ¾e existuje více mo¾ných pøí-
stupù k tomuto problému, které se od sebe li¹í. V¹e se v¹ak zjednodu¹í, budeme-li
násobit pouze absolutnì konvergentní øady.

Vìta 2.1.19. Nech»
P

ak,
P

bl, jsou absolutnì konvergentní øady a nech» platí

nX
k=0

ak = sn ! x ;

nX
l=0

bl = tn ! y ; n!1 :

Potom také øada

X
(k;l)2N0�N0

akbl

absolutnì konverguje a její souèet je roven souèinu xy.

Tvrzení nutnì vy¾aduje komentáø: Pokud seøadíme v¹echny souèiny akbl do
nekoneèné prosté posloupnosti a dostaneme tak øadu s tìmito èleny, která kon-

verguje absolutnì , konverguje tato øada podle pøedcházejícího výkladu k tému¾
souètu i po libovolném pøerovnání. Mù¾eme si proto v tomto pøípadì v¾dy vybrat
vhodné prosté zobrazení ' : N0 ! N0�N0 , které je zobrazením na a seèíst þøaduÿ

X
(akbl)'(k) ;

kde hodnota '(k), tj. dvojice (k; l), urèuje pøíslu¹ný souèin akbl.

Dùkaz. Oznaème
X

jakj = X <1 ;
X

jblj = Y <1 :

Uva¾ujme pro n 2 N0 èásteèný souèet

X
0�k;l�n

j(akbl)j =
� nX

0

jakj
�� nX

0

jblj
�
� XY :
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Tento odhad (sèítáme þpo ètvercíchÿ) platí pro v¹echna n 2 N0 . Odtud vidíme,
¾e øada ze souèinù konverguje absolutnì.

Zvolíme opìt speciální ', které nejvýsti¾nìji charakterizuje rèení þpo ètver-
cíchÿ, tj. s poøadím dvojic indexù k; l souèinù akbl

f'(k)g1k=0 = f(0; 0); j(0; 1); (1; 1); (1; 0); j(0; 2); (1; 2); (2; 2); (2; 1); (2; 0); j

(3; 0); (3; 1); (3; 2); (3; 3); (2; 3); (1; 3); (0; 3); j(0; 4); : : :g ;

poznamenejme, ¾e symbol j oddìluje jednotlivé þètverceÿ. Platí tedy (pøipomí-
náme znovu, ¾e jsme de�novali

Pn
k=0 ak = sn, aè se nyní sèítá od 0 !)

lim
n!1

� nX
k=0

ak
�� nX

l=0

bl
�
= lim

n!1
sntn = xy :

Tím je tvrzení dokázáno.

De�nice 2.1.20. Jsou-li
P

ak,
P

bl øady komplexních èísel, de�nujeme jejich
Cauchyùv souèin jako¾to øadu

P
cn, kde cn =

Pn
k=0 akbn�k.

Poznámka 2.1.21. Je na ètenáøi, aby si rozmyslel toto: jestli¾e v konvergentní øadìP
ak èleny þuzávorkujemeÿ podle schématu

a0 + � � �+ an0 + an0+1 + � � � + an1 + an1+1 + � � �+ an2 + � � � ;

potom souèet takto vzniklé øady je limitou posloupnosti fsn0 ; sn1 ; sn2 ; : : : g, co¾ je vy-

braná nosloupnost z posloupnosti fsnkg. Je proto stejný jako souèet pùvodní øady. Z di-

vergentní øady v¹ak mù¾e þuzávorkovánímÿ vzniknout konvergentní øada. Ukazuje se

tedy, ¾e pøi násobení absolutnì konvergentních øad není rozhodující, ¾e pracujeme s Cau-

chyovým souèinem.

Pøíklad 2.1.22. Pou¾ijeme-li vzorec pro souèet geometrické øady

1
1� z

= 1 + z + z2 + z3 + � � � ;

snadno odvodíme násobením øad

1
(1� x)2

= 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + � � � =
1X
k=0

(k + 1)xk ; x 2 (�1; 1) : (2.8)

Pozdìji tento vztah odvodíme jinými, snad dokonce jednodu¹¹ími, prostøedky.

Pøíklad 2.1.23. Víme, ¾e pro v¹echna z 2 R platí rovnost

exp z =
X zk

k!
: (2.9)
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Urèeme nyní ta z 2 C , pro která øada vpravo konverguje. K vy¹etøení absolutní
konvergence u¾ijeme podílové kritérium:

��� zn+1

(n+ 1)!

��� :
���zn
n!

��� = jzjn+1

(n+ 1)!
�
n!
jxjn

=
jzj

n+ 1
:

Odtud plyne s ohledem na

lim
n!1

jzj

n+ 1
= 0 ;

¾e øada dle (limitního) podílového kritéria konverguje absolutnì pro ka¾dé z 2 C .

De�nice 2.1.24. Pro v¹echna z 2 C de�nujeme exp z vzorcem (2:9).

Podobnì lze postupovat s goniometrickými funkcemi, pro které jsme v R také
odvodili vyjádøení øadami. Ètenáø si snadno samostatnì doká¾e, ¾e øady

cos z =
1X
k=0

(�1)k
z2k

(2k)!
; sin z =

1X
k=0

(�1)k
z2k+1

(2k + 1)!
: (2.10)

konvergují pro v¹echna z 2 C . Pomocí vzorcù (2.10) de�nujeme cos a sin v kom-
plexním oboru. Snadno ovìøíme seètením dvou konvergentních øad þèlen po èle-
nuÿ, ¾e pak platí rovnost

exp iz = cos z + i sin z : (2.11)

Ètenáøe patrnì napadne otázka, zda pak platí v celé komplexní rovinì C , tj.
pro v¹echna z; w 2 C , rovnost

exp(z + w) = exp z � expw ;

pomocí takové funkcionální rovnice jsme v R exponenciálu de�novali a tak jsme z
ní odvodili prakticky v¹e, co o ní dosud víme. Pak by patrnì bylo mo¾né analogicky
postupovat i v C . Ne¾li tento problém vyøe¹íme, v¹imneme si blí¾e øad, pomocí
nich¾ jsme exp, cos a sin de�novali. Tyto øady jsou velmi dùle¾ité a jejich výskyt
v analýze je velmi èastý. Pøipomeòme, ¾e analogickou podobu má i geometrická
øada, ta v¹ak ji¾ nekonverguje v celé komplexní rovinì C .

De�nice 2.1.25. Nech» z, z0 a ak jsou pro v¹echna k 2 N0 vesmìs z C . Øada
tvaru

X
ak(z � z0)

k ; (2.12)

se nazývá mocninná øada. Èísla ak, k 2 N0 , jsou koe�cienty øady (2:12) a èíslo
z0 je její støed.
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Smysl takto zavedené þgeometrickéÿ terminologie bude patrný z dal¹ího lem-
matu. V¹imneme si nejprve, jak vypadá obor konvergence øady (2:12), tj. mno¾ina
v¹ech takových z 2 C , pro nì¾ (2:12) konverguje.

Lemma 2.1.26. Nech» mocninná øada (2:12) konverguje v bodì � 2 C . Potom

(2:12) konverguje absolutnì pro ka¾dé z 2 C , pro nì¾ platí

jz � z0j < j� � z0j : (2.13)

Dùkaz. Pro � = z0 se øada redukuje na koneèný souèet, tedy absolutnì konverguje;
tento samozøejmý fakt není obsahem tvrzení. Nech» je tedy � 6= z0 a z 2 C

vyhovuje odhadu (2:13). Pak existuje 0 � M < 1 tak, ¾e pro v¹echna n 2 N0

platí

jan(z � z0)
nj � jan(� � z0)

nj �

����z � z0
� � z0

����
n

�M

����z � z0
� � z0

����
n

:

Existence M plyne z konvergence (2:12) v bodì �, odhadujeme jím velikost èlenù
konvergentní øady. Pro vy¹etøovanou øadu jsme tak na¹li konvergentní majorantu,
kterou je geometrická øada s kvocientem men¹ím ne¾ 1.

Poznámka 2.1.27. Ètenáø by si mìl pov¹imnout, ¾e ve skuteènosti bychom þvy-
staèiliÿ s omezeností posloupnosti èlenù øady fak(� � z0)kg, co¾ je dal¹í mo¾ný
znak, na kterém bychom mohli zalo¾it de�nici tzv. polomìru konvergence moc-
ninné øady (viz ní¾e).

Poznámka 2.1.28. Z (2.11) odvodíme vztah funkcí sin a cos k exponenciále.
Je-li x 2 R, snadno nahlédneme, ¾e platí také tzv. Eulerovy vzorce

cosx =
eix + e�ix

2
; sinx =

eix � e�ix

2i
; x 2 C ; (2.14)

Pøíklad 2.1.29 (dùle¾itý). Procvièíme si prakticky násobení øad na dal¹ím pøí-
kladì: legitimita výpoètu je dùsledkem absolutní konvergence øady pro exponen-
ciálu v C . Platí

� 1X
k=0

zk

k!

�� 1X
l=0

wl

l!

�
=

1X
n=0

nX
m=0

zmwn�m

m!(n�m)!
=

=
1X
n=0

� nX
m=0

n!
m!(n�m)!

zmwn�m
� 1
n!

=
1X
n=0

(z + w)n

n!
:

Pøíklad 2.1.30 (dùle¾itý). Pro funkce sin a cos dostáváme tzv. Moivreovu for-

muli

(cosx+ i sinx)n = einx = cosnx+ i sinnx ; x 2 R :


