


Kapitola 3

Fourierovy øady

3.1 Trigonometrické øady

Poznámka 3.1.1. V Kapitole 1 o Hilbertových prostorech jsme pracovali s Lebesgue-
ovým integrálem, nyní se v¹ak omezíme na práci s Riemannovým integrálem, pro který
jsme dokázali øadu tvrzení. Dostaneme sice slab¹í výsledky, budou v¹ak opøeny o to, co
jsme dokázali. V komentáøích se Lebesgueovu integrálu vyhýbat nebudeme. My¹lenkovì
vycházíme z práce s L2((��; �)) a z tzv. trigonometrického systému. Ten, jak uvidíme,
je ortogonální. Místo ortonormalizace dáváme pøednost modi�kaci de�nice skalárního
souèinu. V øeèi teorie míry tak pøi práci s 2�-periodickými funkcemi pracujeme s integrá-
lem vzhledem k násobku Lebesgueovy míry; jde o jistou normalizaci, dostáváme tak pro
f � 1 rovnost kfk = 1. Nìkdy té¾ bývá vhodné 2�-periodické funkce interpretovat jako
funkce na jednotkové kru¾nici T � C . Je-li F funkce na T, pak funkce f(t) = F (eit),
t 2 R, je 2�-periodická funkce na R. I kdy¾ jde o rozdílné objekty, nìkdy se ztoto¾òují.
Je to vhodné mít na pamìti, pokud ètenáø bude porovnávat výsledky z rùzných zdrojù.

Prostor L2((��; �)) je úplný Hilbertùv prostor. Nejprve v tomto prostoru
urèíme vhodný úplný ortonormální systém. Skalární souèin je v tomto pøípadì
dán vzorcem

(f; g) =
1
2�

Z �

��

f(t)g(t)dt : (3.1) fqq6g

Pro un(t) = eint, n 2 Z, ovìøíme výpoètem

(um; un) =
1
2�

Z �

��

ei(m�n)tdt =

=
1
2�

Z �

��

(cos(m� n)t+ i sin(m� n)t)dt =

�
0 m 6= n ;
1 m = n :

Proto tvoøí fuk(t)gk2Z ortonormální systém v L2((��; �)); upozoròujeme na to,
¾e pøed integrálem v de�nici skalárního souèinu stojí faktor 1=(2�). Analogický
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výpoèet lze provést té¾ pro systém f1; coskt; sin ktg1k=1 a dokázat, ¾e tvoøí ortogo-
nální systém v L2((��; �)). Ze souètových a rozdílových vzorcù pro sin a cos
dostaneme

sin kt sin lt = 1
2 [cos(k � l)t� cos(k + l)t] ;

cos kt cos lt = 1
2 [cos(k � l)t+ cos(k + l)t] ;

sin kt cos lt = 1
2 [sin(k + l)t+ cos(k � l)t] :

Pro k 2 Z, k 6= 0, pak zøejmì je

Z �

��

cos ktdt =
Z �

��

sin ktdt = 0 ;

pøièem¾ poslední integrál je roven 0 i pro k = 0. Odtud dostaneme pro k 6= l,
k; l 2 Z,

Z �

��

sin kt sin ltdt =
Z �

��

cos kt cos ltdt =
Z �

��

sin kt cos ltdt = 0 ;

pøièem¾ poslední z integrálù je roven 0 i pro k = l. Koneènì pro k 2 N platí

1
2

Z �

��

12dt =
Z �

��

cos2 ktdt =
Z �

��

sin2 ktdt = � :

V¹imneme si nyní blí¾e toho, jak spolu souvisí systém, slo¾ený z exponenciál-
ních funkcí a systém s goniometrickými funkcemi. Ukazuje se, ¾e jde prakticky
pouze o dvojí vyjádøení stejných vìcí.

De�nice 3.1.2. Trigonometrická øada je ka¾dá øada tvaru

a0
2

+
1X
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ; (3.2)fqq1g

kde t 2 R a ak ; bk 2 C (resp. R).

Je výhodné pracovat s komplexními koe�cienty a dále klást b0 = 0. Trigonome-

trické polynomy de�nujeme vztahem

sn(t) =
a0
2

+
nX

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ; (3.3)fqq2g

kde opìt ak ; bk 2 C , k = 0; 1; : : : ; n. Budeme u¾ívat je¹tì dal¹í vyjádøení;
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upravíme následující souèet:

nX
k=�n

cke
ikt = c0 +

nX
k=1

�
cke

ikt + c�ke
�ikt

�
=

= c0 +
nX

k=1

�
ck(cos kt+ i sin kt) + c�k(cos kt� i sin kt)

�
=

= c0 +
nX

k=1

�
(ck + c�k) cos kt+ i(ck � c�k) sin kt

�
:

Polo¾íme-li nyní

ak = ck + c�k ; bk = i(ck � c�k) ; resp.

ck = (ak � ibk)=2 ; c�k = (ak + ibk)=2 ;

a dále s0(t) = c0 = (a0=2), lze pøepsat (3.2) a (3.3) do tvarù

1X
�1

cke
ikt ; a

nX
�n

cke
ikt ; (3.4) fqq3g

jde o jiné vyjádøení trigonometrických øad a trigonometrických polynomù. Obojí
jsou, pokud ov¹em nekoneèná øada konverguje pro v¹echna t 2 R, 2�-periodickými
funkcemi.

V teoretických úvahach èasto pracujeme se systémem feiktg, pøi praktických
výpoètech èastìji s

"
reálným\ systémem f1; coskt; sin ktg. Následující lemma nám

poslou¾í jako ilustrativní pøíklad.
ftripomocg

Lemma 3.1.3. Je-li T (t) trigonometrický polynom, pak také (T (t))n pro ka¾dé

n 2 N a T (t+ x) pro ka¾dé x 2 R jsou trigonometrické polynomy.

Dùkaz. Trigonometrický polynom je koneènou lineární kombinací funkcí feiktgk2Z
a mocniny tìchto funkcí s pøirozeným exponentem jsou opìt funkcemi z tohoto
systému. Podobnì eik(t+x) = eikx � eikt je (komplexním) násobkem eikt. Odtud
ji¾ vyplývá tvrzení lemmatu.

Poznámka 3.1.4. Pøi práci s 2�-periodickými funkcemi nemusíme v¾dy integrovat pøes
interval (��; �), ale pøes jakýkoli interval délky 2�. To budeme v pøípadì potøeby
vyu¾ívat. Snadno si lze rozmyslit, ¾e 2�-periodicitu v na¹ich úvahách lze nahradit
periodicitou s obecnou periodou L (lineární substituce nám umo¾ní pøenést výsledky
na obecnìj¹í pøípad) a ¾e ve vzorcích pro koe�cienty lze opìt integrovat pøes jakýkoli
interval o délce L. Také studium funkce de�nované na obecném intervalu [ a; b ] není
problémem: pøi jejím studiu popsanými metodami pracujeme de facto s jejím roz¹íøením
s periodou (b� a) z intervalu [ a; b) na R.

Následující vìtu, související s látkou o Hilbertových prostorech, pouze vyslo-
víme, dokazovat ji v¹ak nebudeme.
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Vìta 3.1.5. Systémy feiktgk2Z a f1; coskt; sin ktgk2N jsou úplné v L2((0; 2�)).

První otázka, kterou si polo¾íme, je jednoduchá. Je-li

f(t) :=
a0
2

+
1X
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) ; t 2 R ; (3.5)ftrirastekog

kde ak ; bk 2 C , lze z funkce f toto vyjádøení trigonometrickou øadou zrekonstru-
ovat? To samozøejmì mo¾né je a alespoò v nìkterých pøípadech je to i velmi
jednoduché. Jestli¾e napø. trigonometrická øada na pravé stranì rovnosti (3.5)
konverguje stejnomìrnì na R, pak vyu¾ijeme ortogonality trigonometrického sys-
tému a zkoumáme skalární souèin funkce f s

"
jednotkovou funkcí\. Tak dostaneme

Z �

��

f(t)dt :=
Z �

��

a0
2
dt +

Z �

��

� 1X
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt)
�
dt ;

a proto¾e u posledního integrálu lze zamìnit poøadí sèítání a integrace, snadno
obdr¾íme

a0 =
1
�

Z �

��

f(t)dt :

Dále
"
násobíme\ rovnici (3.5) postupnì v¹emi funkcemi cos kt a sin kt a integru-

jeme v¾dy od �� do �. Tak analogicky dostaneme

ak =
1

�

Z �

��

f(t) cos ktdt ; bk =
1

�

Z �

��

f(t) sin ktdt : (3.6)ffurkog

Vidíme, ¾e èísla ak a bk jsou Fourierovými koe�cienty f jako¾to prvku L2((��; �))
vzhledem k ortonormálnímu systému(

1p
2�

;
cos ktp

�
;
sin ktp

�

)
1

k=1

; (3.7)ftrisynormg

pokud de�nujeme skalární souèin
"
bez faktoru pøed integrálem\. Maximalita (úplnost)

systémù feiktg1�1 a (3.7) v L2((��; �)) dává mo¾nost aplikovat výsledky z teorie Hilber-
tových prostorù. Speciálnì dostáváme pro ka¾dou funkci f 2 L2((��; �)) (a tedy
speciálnì i pro riemannovsky integrovatelné funkce z R((��; �)) pro

ck = f̂(k) =
1
2�

Z �

��

f(t)e�iktdt ; n 2 Z ;

pro èásteèné souèty Fourierovy øady funkce f

sn = sn(f; t) =
nX

k=�n

cke
ikt ; t 2 R ;
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vztah kf � snk2 ! 0. V èem je tento výsledek neuspokojivý? Nevíme napø. nic o
bodové konvergenci fsn(t)g. Také k tomu, abychom sestrojili

"
rozumnou\ Fourierovu

øadu funkce f , není zdaleka nutné, aby platilo f 2 L2((��; �)). Koe�cienty ck lze
zøejmì podle stejných vzorcù urèit i v jiných pøípadech. Staèí napø. pøedpokládat f 2
L1((��; �)) a lze de�novat Fourierovy koe�cienty funkce f vzorcem

ck =
1
2�

Z �

��

f(t)e�iktdt ; n 2 Z : (3.8)fnodefg

Potom øadu

1X
�1

cke
ikx

opìt nazýváme Fourierovou øadou funkce f a èísla cn Fourierovými koe�cienty funkce
f . Tak jako vý¹e de�nujeme

ak = (ck + c�k) ; bk = i(ck � c�k) (3.9) fkoe�g

pro k = 0; 1; 2; : : : . Proto¾e nevíme, zda vùbec
"
formálnì sestrojená\ Fourierova øada

v tomto pøípadì konverguje a k jaké funkci, u¾íváme zápis

f(t) �
1X
�1

cke
ikt ; resp: f(t) �

a0
2

+
1X
1

(ak cos kt+ bk sin kt) : (3.10)

Zápis øíká pouze to, ¾e ck, resp. ak a bk jsou urèeny jednoznaènì pomocí pøíslu¹ných
formulek, tj. ck = f̂(k), resp. (3.9). Musíme si v¹ak být vìdomi i toho, ¾e v tomto
pøípadì je poøadí funkcí systému, podle nìho¾ rozvíjíme, pevnì dáno, a ¾e je to dùle¾ité:
z sn(f; t)! f(t) pro v¹echna t 2 R nijak neplyne absolutní konvergence zkoumané øady.

Poznámka 3.1.6. Jak jsme ji¾ poznamenali, z poslednì dokázané vìty plyne, ¾e pokud
trigonometrická øada speciálnì konverguje stejnomìrnì, potom je Fourierovou øadou
svého souètu, tj. pøíslu¹né limitní funkce posloupnosti trigonometrických polynomù.
Bez dùkazu prozradíme, ¾e k tomu staèí i konvergence v Lp((��; �)), pro kterékoli
p 2 [1;+1). Na druhé stranì se lze setkat s nìkterými

"
ménì pøíjemnými\ jevy. Lze

sestrojit spojitou 2�-periodickou funkci na R tak, ¾e její Fourierova øada diverguje
v nìjakém bodì t0 2 R. Tìchto bodù mù¾e být v jistém smyslu

"
hodnì\: mohou

napø. tvoøit hustou podmno¾inu typu G� v intervalu (��; �). Uvádíme tyto pøíklady
proto, aby si ètenáø uvìdomil, ¾e jde o problematiku velmi slo¾itou, která ostatnì byla
jedním z vùdèích motivù pro tvorbu teorie mno¾in.

Historická poznámka 3.1.7. K Fourierovým øadám jsme dospìli cestou, která není
toto¾ná s historickým vývojem, tj. pøes abstraktní Fourierovy øady v Hilbertovì prosto-
ru. Proto je vhodné se alespoò krátce zmínit o historickém vývoji. Trigonometrickými
øadami se matematici zabývali ji¾ kolem roku 1740, nejprve zejména otázkami hladkosti
jejich souètu (Leonhard Euler (1707 { 1783), aj.). Jean Baptist Joseph Fourier

(1768 { 1830), po nìm¾ jsou Fourierovy øady nazvány, mìl s prosazováním svých my¹-
lenek obtí¾e, jeho výzkumy se dostávaly do rozporu se souèasným chápáním pojmu
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funkce apod. První posudek jeho výsledkù byl záporný: nic nového, nic zajímavého
(1808), aè právì v posuzované práci se ji¾ objevilo to, co dnes nazýváme Fourierovou
øadou. V soutì¾i, v jejím¾ zadání bylo popsat ¹íøení tepla a která byla vypsána r. 1811,
výbornì uspìl. V té dobì ji¾ Joseph Louis Lagrange (1736 { 1813) nemohl zabránit
ocenìní práce, ale práce nebyla publikována. Fourier dosáhl uznání a významné role
ve francouzské matematice a zaèal psát o svých výsledcích knihu. Ta vy¹la r. 1822.
S problémem konvergence to v¹ak bylo je¹tì slo¾ité. R. 1826 se jím zabýval Louis
Augustin Cauchy (1789 { 1857), ale i jeho dùkaz mìl

"
díry\. A tak teprve práce,

která se objevila v r. 1829, znamenala prùlom. Napsal ji tøiadvacetiletý
"
èerstvý\

profesor berlínské univerzity Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 { 1859) a s jeho
výsledkem se nyní seznámíme. Ten také byl jedním z tìch, kteøí pøispìli ke zmìnì v
chápání pojmu funkce.

Pro funkce z L2(��; �) víme, ¾e jejich Fourierovy koe�cienty (vzhledem k da-
nému úplnému ortonormálnímu systému) jsou z l2, a proto konvergují k 0. Mají-
li takové dvì funkce stejné Fourierovy koe�cienty, jsou si rovny skoro v¹ude
v intervalu [��; � ]. To pøi odhadování èlenù øady nedává zdaleka stejnomìrnou
konvergenci, a tak bez silnìj¹ích pøedpokladù nelze více oèekávat.

Vìta 3.1.8. Nech» f , g jsou spojité 2�-periodické funkce na R. Potom z rovnosti

v¹ech Fourierových koe�cientù funkcí f a g plyne f(t) = g(t) pro v¹echna t 2 R.

Dùkaz. Fourierovy koe�cienty funkce h = f � g jsou vesmìs nulové, proto platí

Z �

��

h(t) cos ktdt =
Z �

��

h(t) sin ktdt = 0

a je-li T (t) libovolný trigonometrický polynom, platí rovnì¾

Z �

��

h(t)T (t)dt = 0:

Dále provádíme dùkaz sporem: jestli¾e platí h 6= 0 na [��; � ], pak lze pøedpo-
kládat, ¾e existuje bod � 2 (��; �) tak, ¾e h(�) > 0; jinak pøejdeme k funkci
�h. Zvolme nyní � > 0 tak, ¾e I := [ � � �; � + � ] � (��; �) a h > K > 0 na I .
Nyní najdeme trigonometrický polynom p tak, ¾e p(t) � 1 pro t 2 I a p(t) < 1 na
zbytku intervalu [��; � ]. Lze volit napø. p(t) = 1+cos(t��)�cos �. Oznaèíme-li
x0 := � � �, platí podle Lemmatu 3.1.3

Z �

��

h(t)pn(t)dt =
Z x0+2�

x0

h(t)pn(t)dt = 0 :

Na intervalu I = [x0; x0 + 2�] je pro ka¾dé n 2 N

Z x0+2�

x0

h(t)pn(t)dt �
Z x0+2�

x0

h(t)dt � 2K� :
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Na intervalu J := [x0 + 2�; x0 + 2� ] budeme postupovat takto: pro libovolný
uzavøený interval K � J� je���

Z
K

h(t)pn(t)dt
��� �

Z
K

jh(t)jjp(t)jndt ! 0 ;

nebo» jp(t)jn� 0 na K podle Diniho vìty. Na zbytku J nK lze pro v¹echna n 2 N
integrál z jh(t)pn(t)j odhadnout integrálem z jh(t)j a ten lze volbou K udìlat
libovolnì malý. Odtud plyne, ¾e pro dostateènì velké n 2 N jeZ

I

h(t)p(t)ndt > 0 ;

co¾ je potøebný spor a platí tedy h = 0.

Poznámka 3.1.9. Pro praktické výpoèty jsou u¾iteèná následující pozorování:

(1) Fourierova øada reálné funkce ve tvaru (3:2) má vesmìs reálné koe�cienty
ak, bk, a tedy odpovídající ck a c�k jsou èísla komplexnì sdru¾ená.

(2) Jestli¾e poèítáme Fourierovu øadu liché funkce f , jsou v¹echny její Fourie-
rovy koe�cienty (pokud jsou de�novány) ak rovny 0.

(3) Analogicky, jestli¾e poèítáme Fourierovu øadu sudé funkce f , jsou v¹echny
její Fourierovy koe�cienty (pokud jsou de�novány) bk rovny 0.

Nepsali jsme, který typ integrálu pou¾íváme, integrovali jsme v¹ak spojité funkce, a
tak jsme v jednoduché situaci. Vyu¾ití plné síly Lebesgueova integrálu by ná¹ výklad
zjednodu¹ilo. Pro dal¹í výklad budeme potøebovat následující výpoèet (jde o tzv.
Abelovu parciální sumaci):

fapsg
Lemma 3.1.10. Nech» jsou dány posloupnosti fakg, fbkg a èísla p; q 2 N, p < q.
Oznaème

sn =
nX

k=1

ak ; n 2 N :

Potom platí

qX
k=p+1

akbk =
qX

k=p+1

(sk � sk�1)bk =
qX

k=p+1

skbk �

q�1X
k=p

skbk+1 =

=
qX

k=p+1

sk(bk � bk+1) + sqbq+1 � spbp+1 :

fdirveg
Vìta 3.1.11 (Dirichlet 1863). Nech»

P
ak je øada s komplexními èleny, fbkg

1

1 ne-

rostoucí posloupnost s nezápornými èleny. Potom øadaX
akbk konverguje ;

jestli¾e øada
P

ak má omezené èásteèné souèty a bk ! 0 pro k!1.
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Základem dùkazu je ovìøení Bolzano-Cauchyovy podmínky pro limitu èásteèných
souètù

Pn
k=1 akbk. Proto¾e bk ! 0 pøi k !1 a fbkg je nerostoucí posloupnost, existuje

pro libovolné " > 0 èíslo m 2 N tak, ¾e pro v¹echna p � m je bp � ". Je-li jskj �M <1
pro v¹echna k 2 N0 , mù¾eme odhadnout pro p; q � m, p < q,

��� qX
1

akbk �

pX
1

akbk

��� = ��� � qX
k=p+1

sk(bk � bk+1)
�
+ sqbq+1 � spbp+1

��� �
�M

� qX
k=p+1

(bk � bk+1) + bq+1 + bp+1
�
�2Mbp+1�2M" :

Tím je podmínka ovìøena. Ukazuje se, ¾e pro konvergenci øady
P

akbk staèí monotonie
a omezenost posloupnosti fbkg v pøípadì, ¾e øada

P
ak konverguje, to si mù¾e zkusit

ètenáø samostatnì dokázat èi vyhledat v nìkteré uèebnici.
Èásteèné souèty øady

nX
k=0

eikt =
nX

k=0

(cos kt+ i sin kt)

jsou pro ka¾dé t 2 (��; �) omezené. Skuteènì, je

��� nX
k=0

eikt
��� = ���1� ei(n+1)t

1� eit

��� � 2
je(1=2)it � e�(1=2)itj

=
1

sin 1
2
t

Pro
"
sinovou\ øadu to platí dokonce pro v¹echna t 2 R.

Pøíklad 3.1.12. Podle Vìty 3.1.11 trigonometrická øada

1X
k=2

sin kt
log k

konverguje pro v¹echna t 2 R. Tato trigonometrická øada v¹ak není Fourierovou øadou
¾ádné funkce. Dá se toti¾ ukázat, ¾e pak by musela konvergovat øada

P
1

k=2(k log k)
�1

a ta napø. podle integrálního kritéria diverguje.

Pøíklad 3.1.13. Rozvineme ve Fourierovu øadu 2�-periodické roz¹íøení restrikce
funkce jxj na interval [��; � ]. Proto¾e je tato funkce f sudá, platí bk = 0 a

ak =
2
�

Z �

0

f(x) cos kxdx :

Integrací metodou per-partes dostaneme

ak =
2
�

hx sin kx
k

i�
x=0

�
2
k�

Z �

0

sin kxdx =
2

k2�
(cos k� � 1) =

2
k2�

((�1)k � 1) :

Odtud dostáváme

f(t) =
�

2
�

4
�

hcos t
12

+
cos 3t
32

+ � � �+
cos(2k + 1)t
(2k + 1)2

+ � � �
i
: (3.11)fzajimag
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Snadno nahlédneme, ¾e øada konverguje podle Weierstrassova kritéria stejno-
mìrnì. Pøitom rozvíjená funkce nemá v¹ude derivaci a není tedy

"
hladká\. S

tím se matematici v období vytváøení teorie trigonometrických a Fourierových
øad ¹patnì vyrovnávali, a proto nará¾ely Fourierovy výsledky na nepochopení.
Pøitom dosazením t = 0 dostáváme velmi zajímavý výsledek:

�2 = 8
�
1 +

1
9
+

1
25

+
1
49

+ � � �
�
:

Z teorie Hilbertových prostorù víme, ¾e Fourierovy øady 2�-periodických spo-
jitých funkcí konvergují skoro v¹ude v R. Ve Fourierovy øady je v¹ak u¾iteèné
rozvíjet dokonce i nespojité funkce a proto potøebujeme kritérium, zaruèující
konvergenci øady k rozvíjené funkci i v takových pøípadech.

3.2 Dirichletova vìta

Nejprve si ujasníme ve zkratce, jak se k výsledku do¹lo a pøipravíme nìkteré
vztahy. Budeme pracovat s tzv. Dirichletovým jádrem Dn

Dn(x) =
nX

k=�n

eikx ;

Pomocí nìj lze èásteèný souèet sn(f; t) Fourierovy øady funkce f v bodì t vyjádøit ve
tvaru (u¾ijeme

"
exponenciální\ tvar)

sn(f; t) =
1
2�

Z �

��

f(x)Dn(t� x)dx :

Vyjádøení Dn(x) pak upravíme do vhodnìj¹ího tvaru

Dn(x) =
sin((n+ 1=2)x)

sin(x=2)
:

Pokud nyní za Dn dosadíme, dostaneme

fn(t) := sn(f; t) =
1
�

Z �

��

f(x)
sin((2n + 1)(x� t)=2)

2 sin((x� t)=2)
dx :

A¾ dosud lze shrnout nároky na pøedpoklady tak, ¾e pro urèení koe�cientù potøebujeme
integrabilitu k výpoètu integrálù. K dal¹ímu zjednodu¹ení budeme je¹tì potøebovat
2�-periodicitu funkce f , ji¾ jsme si v¹ak vysvìtlili, jak pomocí periodického roz¹íøení se
tento po¾adavek jeví pro lokální zkoumání prakticky neomezující. S tìmito pøedpoklady
upravíme pøedchozí vyjádøení na tvar

fn(t) =
1
�

Z �=2

0

�
f(t� 2u) + f(t+ 2u)

� sin((2n+ 1)u)
sinu

du ; (3.12) fupdiruvg
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Je dobré si pov¹imnout, ¾e výraz nezávisí na f(t), závisí v¹ak globálnì na hodnotách f
v celém intervalu (t� �; t+ �). Pøitom bychom rádi dokázali, ¾e

f(t) = lim
n!1

fn(t) = lim
n!1

�
f�n (t) + f+n (t)

�
;

kde f�n (t) je
"
polovina\ integrálu (3:12) bez f(t + 2u) a f+n (t) je

"
druhá polovina\

integrálu (3:12) bez f(t� 2u). A¾ sem prakticky do¹el i Fourier, av¹ak Dirichlet dospìl
dále: pov¹iml si, ¾e

"
pøíspìvek k hodnotì integrálù\ závisí podstatnì více na chování

f v blízkosti t, ne¾li na chování v bodech vzdálenìj¹ích. Dirichlet si také jako první
uvìdomil, jak je nutno pracovat s nespojitými funkcemi. V nepøesné rovinì lze jeho
úvahu popsat, napø. pro f+n (t), takto:

f+n (t) �
1
�

Z �=(2n+1)

0

f(t+ 2u)
sin((2n+ 1)u)

sin(u)
du �

�
1
�

�

2
f
�
t+

�

2n+ 1

�
=

1
2
f
�
t+

�

2n+ 1

�
:

Pro velká n jsou tyto hodnoty blízké f(t+) = limx!t+ f(t), pokud tato limita existuje.
Dal¹í Dirichletova úvaha spoèívala v tom, ¾e chtìl mít eventuální nespojitosti

"
oddìlené\

(po èástech spojitá funkce) a
"
kontrolu\ nad znamením f(t)� f(x) (funkce po èástech

monotonní). Pøipomínáme, ¾e spojením
"
po èástech\ se opìt myslí existence takového

dìlení D = f�� = x0 < � � � < xm = �g intervalu [��; � ], ¾e vy¹etøovaná funkce je
v ka¾dém dìlícím intervalu [xr�1; xr ], r = 1; : : : ;m spojitì roz¹iøitelná a monotónní.
Dospìl tak posléze k tvrzení:

Vìta 3.2.1 (Dirichlet). Nech» f je omezená, po èástech spojitá a po èástech mono-

tónní funkce na intervalu [��; � ]. Pøedpokládejme dále, ¾e f je 2�-periodická na R a

¾e platí

f(t) =
f(t+) + f(t�)

2

pro v¹echna t 2 R. Jsou-li èísla ak, bk Fourierovými koe�cienty f , tj. platí (3:6) pro

v¹echna k 2 N0 a de�nitoricky dle úmluvy b0 = 0, pak platí rovnost

f(t) =
a0
2

+
1X
1

(ak cos kt+ bk sin kt)

pro v¹echna t 2 R, neboli Fourierova øada funkce f konverguje k f .

Pøedcházející ponìkud �lozo�cký výklad má nejenommotivaèní charakter, ale mìl by
ètenáøi napomoci se zorientovat, k èemu a jakými prostøedky se pomocí ní¾e uvedených
lemmat chceme dostat. Nìkteré kroky jsou závislé na tom, ¾e se sna¾íme u¾ívat mini-
málnì tìch poznatkù, které jsme nedokázali. Dospìjeme k obecnìj¹ímu a elegantnìj¹ímu
tvrzení, bez pøedchozího výkladu by v¹ak bylo obtí¾né roli jednotlivých pøedpokladù
pochopit. Pracujeme s Riemannovým integrálem, co¾ poprvé vyznaèíme jako varování
pro ètenáøe, dále v¹ak ji¾ speciální oznaèení typu integrálu nebudeme u¾ívat.
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fzakllokg

Lemma 3.2.2. Nech» a; b 2 R, a < b, a nech» g má Riemannùv integrál na

intervalu [ a; b ]. Potom platí

lim
v!1

(R)
Z b

a

g(x) sin(vx)dx = lim
v!1

(R)
Z b

a

g(x) cos(vx)dx = 0 : (3.13)fbibig

Dùkaz. Integrály jsou dále v dùkazu uva¾ovány v Riemannovì smyslu. Násobením
spojitou omezenou funkcí se nemìní mno¾ina bodù nespojitosti funkce g a její
omezenost, tak¾e integrály vystupující v (3.13) existují. Doká¾eme (3.13) pro sin,
pro cos se dokazuje analogicky. Pøedpokládejme nejprve, ¾e g je charakteristická
funkce intervalu [�; � ] � [ a; b ]. Potom

lim
v!1

���
Z �

�

g(x) sin(vx)dx
��� = lim

v!1

j � cos(�v) + cos(�v)j

v
� lim

v!1

2

v
= 0 :

Je-li D = fa = x0 < x1 < � � � < xrg libovolné dìlení intervalu [ a; b ], polo¾íme
mk = inffg(x); x 2 [xk�1; xk ]g, k = 1; � � � ; r a dále h = mk � 1j[xk�1; xk ];
poznamenejme, ¾e jde o lineární kombinaci charakteristických funkcí, a tak z pøed-
chozího plyne platnost tvrzení pro funkci h. Zároveò je integrál této funkce
riemannovským dolním souètem s(g;D). Je g = h+(g�h) a pro ka¾dé " > 0 lze
nalézt h tak, ¾e platí jg � hj < ", a tedy

���
Z b

a

(g(x)� h(x)) sin(vx)dx
��� � "(b� a) ;

z èeho¾ ji¾ plyne dokazované tvrzení.

Dùsledek 3.2.3. Pro skoro v¹ude spojité omezené 2�-periodické funkce jejich

Fourierovy koe�cienty konvergují k 0, tj.

ak ! 0 ; bk ! 0 ; ( ck ! 0 ; c�k ! 0 ) pro k !1 :

Poznámka 3.2.4. Z dùkazu vyplývá idea i pro pøípad Lebesgueova integrálu: je jí
aproximace jednoduchými funkcemi. Vìta pak platí i pro neomezené intervaly, av¹ak
pøechod od charakteristických funkcí intervalu k jednoduchým funkcím není úplnì zøej-
mý. V informativní rovinì poznamenejme, ¾e vìta platí pro libovolnou funkci g 2 L(a; b),
nebudeme to v¹ak v dùkazech dal¹ích tvrzení pou¾ívat.

3.3 Princip lokalizace

Lemma 3.3.1 (Dirichletovo jádro). Oznaème pro n 2 N0 a x 2 R

Dn(x) =
nX

k=�n

eikx :
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Tato funkce je sudá a nabývá pouze reálných hodnot. Platí pro ni vzorce (první
vyjádøení lze spojitì roz¹íøit na R, v tom smyslu chápeme rovnost)

Dn(x) =
sin((2n+ 1)x=2)

sin(x=2)
= 2

�1
2
+

nX
k=1

cos kx
�
:

Dùkaz. Pøímo z de�nice plyne

Dn(x) = Dn(�x) a Dn(x) = Dn(x) ; quadn 2 N0 :

Pro ètenáøe zvyklé na úvahy v reálném oboru je ostatnì obojí patrno z dal¹ího
vyjádøení; v obou pøípadech u¾íváme Eulerovy vzorce.

Dn(x) = 1 +
nX

k=1

(eikx + e�ikx) = 2
�1
2
+

nX
k=1

cos kx
�
:

Dále podobnì obdr¾íme

Dn(x) =
�1X

k=�n

eikx +
nX

k=0

eikx =
e�ix(1� e�inx)

1� e�ix
+

1� ei(n+1)x

1� eix
=

=
1� ei(n+1)x

1� eix
�

1� e�inx

1� eix
=

ei(n+1)x � e�inx

eix � 1
�
e�ix=2

e�ix=2
=

=
ei(n+ 1

2
)x � e�i(n+ 1

2
)x

eix=2 � e�ix=2
;

z èeho¾ plyne druhé vyjádøení dìlením èitatele i jmenovatele èíslem 2i . Rovnost
platí po dode�nování limitou v¹ude v R, tedy i v nulových bodech jmenovatele;
vyplývá to napø. z pøedcházejícího vzorce s kosiny.

Poznámka 3.3.2. V literatuøe se oznaèení èasto ponìkud li¹í, napø. o faktor 1=2.
Nìkdy se do vyjádøení Dn(x) "

vtahuje\ i faktor 1=�. Existují dal¹í vhodná vyjádøení
Dn, my je v¹ak nebudeme potøebovat.

Pro ka¾dý èásteèný souèet sn(f; t) Fourierovy øady riemannovsky integrova-
telné 2�-periodické funkce f v bodì t platí

sn(f; t) =
nX

k=�n

cke
ikt =

nX
k=�n

� 1
2�

Z �

��

f(x)e�ikxdx
�
eikt =

=
1
2�

Z �

��

f(x)
nX

k=�n

eik(t�x)dx =
1
2�

Z �

��

f(x)Dn(t� x)dx :

Z ortogonality systému feiktgk2Z snadno vyplyne pro konstantní funkci f iden-
ticky rovnou 1

1 =
1
2�

Z �

��

Dn(t� x)dx ; n 2 N : (3.14)fprojednickug
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Lemma 3.3.3 (Riemann). Pro èásteèný souèet Fourierovy øady 2�-periodické
riemannovsky integrovatelné funkce platí

sn(f; t) =
1

�

Z �=2

0

�
f(t� 2u) + f(t+ 2u)

�sin((2n+ 1)u)

sinu
du : (3.15)fupdirg

Dùkaz. Za Dn dosadíme do vyjádøení sn(f; t), které jsme právì odvodili, a tak
s vyu¾itím Dn(x) = Dn(�x) dostaneme po pøesunutí faktoru 1=2 za integraèní
znamení

fn(t) := sn(f; t) =
1
�

Z �

��

f(x)
sin((2n+ 1)(x� t)=2)

2 sin((x� t)=2)
dx : (3.16) fvyjsng

Udìláme v integrálu lineární substituci x� t = v a dostaneme tak

fn(t) =
1
�

Z ��t

���t

f(t+ v)
sin((2n+ 1)v=2)

2 sin(v=2)
dv :

Vzhledem k periodicitì lze posunout integraèní meze a pak substituovat v = 2u.
Dostaneme tak postupnì

fn(t) =
1
�

Z �

��

f(t+ v)
sin((2n+ 1)v=2)

2 sin(v=2)
dv =

1
�

Z �=2

��=2

f(t+ 2u)
sin(2n+ 1)u

sinu
du :

Nyní rozdìlíme integrál na souèet dvou integrálù: první s mezemi ��=2, 0, druhý
s mezemi 0, �=2. V prvním integrálu provedeme substituci �u za u, abychom
mohli integrály seèíst (umístit integrandy pod jedno integraèní znamení)

fn(t) =
1
�

Z �=2

0

�
f(t� 2u) + f(t+ 2u)

�sin((2n+ 1)u)
sinu

du ; (3.17)

tím je vzorec (3:15) dokázán.
fprojedg

Dùsledek 3.3.4. Speciálnì z (3:14) a z pøedcházejících úprav vyplývá pro kon-

stantní funkci 1

1 =
1
2�

Z �

��

sin((2n+ 1)v=2)
sin(v=2)

dv =

=
1
�

Z �=2

��=2

sin(2n+ 1)u
sinu

du =
2
�

Z �=2

0

sin((2n+ 1)u)
sinu

du :

Následující vìta bývá bez ohledu na kontext, tj. i pro obecnìj¹í Lebesgueùv
integrál, oznaèována názvem princip lokalizace.
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Lemma 3.3.5. Nech» funkce f je 2�-periodická na R a riemannovsky integrova-

telná na intervalu [��; � ]. Oznaème dále pro � 2 (0; �=2)

sn(f; t; �) =
1
�

Z �

0

�
f(t+ 2u) + f(t� 2u)

� sin(2n+ 1)u
sinu

du :

Potom pro ka¾dé t 2 R platí

lim
n!1

�
sn(f; t)� sn(f; t; �)

�
= 0 : (3.18) friprilog

Dùkaz. U¾ijeme vyjádøení (3.15). Z aditivity Riemannova integrálu plyne pro
v¹echna n 2 N0

sn(f; t)� sn(f; t; �) =
1
�

Z �=2

�

f(t+ 2u) + f(t� 2u)
sinu

sin((2n+ 1)u)du :

Èitatel zlomku je zøejmì riemannovsky integrovatelná funkce a tato integrabilita
se zachová násobením kladnou omezenou spojitou funkcí 1= sinu. Proto lze pou¾ít
Lemma 3.2.2, z nìho¾ ji¾ plyne (3.18).

Dále vyu¾ijeme tuto vlastnost (Dirichletova) jádra, plynoucí napø. z (3.3.4)

f(t) =
1
2�

Z �=2

0

f(t)
sin(2n+ 1)u

sinu
du :

Vìta 3.3.6 (Dini). Nech» funkce f je 2�-periodická na R a riemannovsky inte-

grovatelná na [��; � ], a nech» pro nìjaké � 2 (0; �) existuje koneèný Riemannùv

integrál

Z �

��

f(t+ v)� f(t)
v

dv : (3.19)fintegrabilitag

Potom limn!1 sn(f; t) = f(t).

Dùkaz. Z vlastností Dirichletova jádra plyne

sn(f; t)� f(t) =
1
2�

Z �

��

f(t+ v)� f(t)
v

v

sin(v=2)
sin((2n+ 1)v=2)dv ;

pøièem¾ z riemannovské integrability (koneènost integrálu v (3.19) dostaneme
integrabilitu (f(t + v) � f(t))=v na intervalu [��; � ]. Násobením omezenou
spojitou funkcí v= sin(v=2) se tato integrabilita neporu¹í, a tak lze opìt pou¾ít
Lemma 3.2.2; z nìj ji¾ vyplývá tvrzení Diniho vìty.

Poznámka 3.3.7. Snadno nahlédneme, ¾e pøedpoklady Diniho vìty jsou splnìny, po-
kud má f v bodì t koneèné jednostranné derivace.



3.3. PRINCIP LOKALIZACE 41

De�nice 3.3.8. Nech» [ a; b ] � R. Pro reálnou funkci f de�novanou na [a; b]
a dìlení D = fa = x0 < x1 < � � � < xn = bg intervalu [a; b] klademe

V (f;D) =
nX

k=1

jf(xk)� f(xk�1)j : (3.20)fvardeg

Totální variací f na [ a; b ] nazýváme èíslo (ne nutnì z R, hodnota1 se pøipou¹tí)

V b
a f = sup

n
V (f;D);D 2 D([a; b])

o
;

kde D([a; b]) je mno¾ina v¹ech dìlení D intervalu [a; b]. Doplòme je¹tì de�nici pro
degenerovaný interval typu [a; a]: v tomto pøípadì klademe V a

a f = 0.

De�nice 3.3.9. Je-li V b
a < 1, øíkáme, ¾e f má koneènou variaci na [ a; b ].

Mno¾inu v¹ech funkcí s koneènou variací na [ a; b ] znaèíme BV([a; b]).
ftrivileg

Lemma 3.3.10. Je-li [ a; b ] � R, c 2 [ a; b ] a f; g jsou reálné funkce na [ a; b ],
pak systém v¹ech funkcí z BV([a; b]) tvoøí lineární prostor a

(1) V b
a (f + g) � V b

a f + V b
a g ;

(2) V b
a (�f) = j�jV b

a f ;

(3) V b
a f = V c

a f + V b
c f :

Dùkaz. U¾ijeme standardní techniku práce s dìleními a supremem, dùkaz struènì
popí¹eme. Je-li D dìlení [ a; b ], platí v jeho dílèích intervalech

j(f(xk) + g(xk))�(f(xk�1)+g(xk�1))j � jf(xk)�f(xk�1)j+jg(xk)�g(xk�1)j ;

z èeho¾ po seètení a pøechodu k supremu na pravé stranì dostaneme

V (f + g;D) � V b
a f + V b

a g

a posléze dal¹ím pøechodem k supremu na levé stranì té¾ první èást tvrzení.
Druhá èást plyne podobnì ze vztahu

j(�f)(xk)� (�f)(xk�1)j = j�jjf(xk)� f(xk�1)j :

Podobnì (srovnejte s vìtou o aditivitì Riemannovì integrálu) se prací s dìleními
D 2 D([ a; b ]) obsahujícími bod c dostane poslední vztah. Koneènì z (1) a (2)
vyplývá, ¾e BV([a; b]) je lineární prostor.

Vìta 3.3.11 (Jordan). Nech» je dána f : [ a; b ] ! R. Potom f 2 BV([ a; b ]),
právì kdy¾ existují neklesající funkce fj : [ a; b ]! R, j = 1; 2 takové, ¾e

f = f1 � f2
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Dùkaz. Jeliko¾ ka¾dá neklesající funkce g : [ a; b ] ! R má koneènou variaci a
V b
a f = f(b)� f(a), vyplývá z existence rozkladu funkce f na rozdíl neklesajících

funkcí fj , f = f1 � f2, ¾e f 2 BV([ a; b ]). Doká¾eme, ¾e lze tímto zpùsobem
vyjádøit ka¾dou f 2 BV([ a; b ]).

Pøedpokládejme, ¾e f je funkce na [ a; b ], V b
a f <1. De�nujme (zde pracujeme

s tzv. neurèitou variací) g(x) := V x
a f , x 2 [ a; b ]. Zøejmì je g(b) < 1 a pro

a � x < y � b platí

0 � g(x) � g(x) + V y
x f = g(y) � g(b) ;

tak¾e g je nezáporná a neklesající funkce na [ a; b ]. Polo¾me h = g � f . Potom
pro a � x < y � b platí s ohledem na pøedcházející odhad

h(y)� h(x) = g(y)� g(x)� (f(y)� f(x)) � V y
x f � jf(y)� f(x)j � 0 ;

nebo» triviálnì platí jf(y)� f(x)j � V y
x f ; tím je tvrzení dokázáno.

Poznámka 3.3.12. Dùsledkem vìty o existenci jednostranných limit monotónní
funkce na [ a; b ] ve v¹ech bodech x 2 [ a; b ] je, ¾e

f 2 BV([ a; b ]) ) f(x+) a f(x�) existují

pro v¹echny body x 2 [ a; b ]; v krajních bodech existuje z obou limit pochopitelnì
pouze jedna.

Jestli¾e ve vzorci (3.20) pracujeme s f : [ a; b ] ! Rm a chápeme j � j jako
oznaèení eukleidovské normy v Rm , dostaneme bì¾nou de�nici délky køivky a (3)
v Lemmatu 3.3.10 popisuje její aditivitu.

fdirikrig

Vìta 3.3.13 (Jordan, Dirichlet). Nech» funkce f je reálná 2�-periodická fun-

kce riemannovsky integrovatelná na [ 0; 2� ]. Nech» pro nìjaké t 2 R existuje

takové � > 0, ¾e f má koneènou variaci na intervalu [ t � �; t + � ]. Potom pro

èásteèné souèty sn(f; t) Fourierovy øady funkce f platí

lim
n!1

sn(f; t) =
f(t+) + f(t�)

2
:

Speciálnì pro 2�-periodickou funkci s koneènou variací na intervalu [ 0; 2� ], pro
kterou pro v¹echna t 2 R platí

f(t) =
f(t+) + f(t�)

2

dostáváme rovnost

f(t) =
a0
2

+
1X
1

(ak cos kt+ bk sin kt)

neboli Fourierova øada funkce f konverguje k f .
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Dùkaz. Uvedeme základní my¹lenku dùkazu. Vzhledem k (3.3.4) zøejmì platí

���sn(f; t)� f(t+) + f(t�)
2

��� �
��� 1
�

Z �=2

0

(f(t� 2u)� f(t�))
sin((2n+ 1)u)

sinu
du

���+
+
��� 1
�

Z �=2

0

(f(t+ 2u)� f(t+))
sin((2n+ 1)u)

sinu
du

��� ;
a z principu lokalizace staèí ukázat, ¾e oba výrazy na pravé stranì nerovnosti lze
volbou horní meze � 2 (0; �=2) v obou integrálech udìlat libovolnì malé. Zde
by byl

"
absolutní odhad\ pøíli¹ hrubý a tak se standardnì vyu¾ívá tzv. druhé

vìty o støední hodnotì integrálního poètu, v jejích¾ pøedpokladech je monotonie

funkce, v tomto pøípadì napø. funkce g(u) := (f(t + 2u) � f(t+)). Platí toti¾
limu!t+ g(u) = 0. Ka¾dý z výrazù se odhadne volbou � výrazem jg(�)j �M , kde

��� 1
�

Z �

�

sin((2n+ 1)u)
sinu

du
��� �M :

a odhad pomocí M je nezávislý na volbì � 2 (0; �) a n 2 N. To plyne z
podrobnìj¹ího studia integrandu, platí toti¾

���
Z �

�

sin((2n+ 1)u)

sinu
du

��� �
Z �=2n+1

0

sin((2n+ 1)u)

sinu
du < � :

Volíme proto nejprve vhodnì � 2 (0; �=2) tak, aby jg(�)j < "=2 a potom n0 2 N

tak, aby také
R �=2
�

(g(u) sin((2n + 1)u))=(sinu)du byl absolutnì odhadnut pro
v¹echna n � n0 hodnotou "=2. Hlavními rekvizitami jsou zde existence integrálu
a monotonie jedné z funkcí v integrandu, abychom mohli pøi odhadu vyu¾ít
alternace znamínek funkce sin.

Jak ji¾ bylo øeèeno, Dirichlet dokázal pøedcházející tvrzení ve slab¹í formì: po èástech
monotónní 2�-periodická funkce má koneènou variaci a dá se proto vyjádøit jako rozdíl
dvou monotónních funkcí. Verze zalo¾ená na Jordanovì rozkladu funkce s koneènou
variací na rozdíl nezáporných neklesajících funkcí je pozdìj¹ího data. K dokonèení
dùkazu Dirichlet-Jordanova kritéria staèí dokázat následující lemma; ve formì, v ní¾
ho budeme potøebovat, ho dokázal ji¾ r. 1849 Ossian Bonnet (1819 { 1892).

fdruinpog
Lemma 3.3.14 (Tzv. druhá vìta ostøední hodnotì integrálního poètu). Nech»

f 2 R([ a; b ]), a < b, a nech» g je monotónní na [ a; b ]. Potom existuje � 2 [ a; b ]
tak, ¾e Z b

a

f(t)g(t)dt = g(a)
Z �

a

f(t)dt + g(b)
Z b

�

f(t)dt : (3.21) fdruinpo1g

Dùkaz. Existuje-li
R b
a
f , lze de�novat F (x) :=

R x
a
f(t)dt , x 2 [ a; b ]. Dále existuje

K 2 R tak, ¾e restrikce f j[ a; b ] je men¹í èi nejvý¹e rovna K a F je spojitá v [ a; b ],
proto¾e j

R y
x
f j � Kjx� yj.
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Zøejmì té¾ existuje
R b
a
fg. Pøedpokládejme nejprve, ¾e g je nerostoucí funkce na

[ a; b ] a g(b) = 0, tak¾e gj[ a; b ] � 0. Pro g(a) = 0 je g � 0 a � lze volit libovolnì
v intervalu [ a; b ]. Oznaème dále A minimum a B maximum F na [ a; b ]. Pro ka¾dé
dìlení D 2 D([ a; b ]) polo¾me

O(D) :=
nX

k=1

g(xk�1)
Z xk

xk�1

f(t)dt :

Zøejmì platí

g(a)A � O(D) � g(a)B : (3.22)fuodg

U¾itím Abelovy parciální sumace z Poznámky 3.1.10 dostaneme pro sk = g(xk�1) a
ak =

R xk
xk�1

f

���O(D)�
Z b

a

f(t)g(t)dt
��� = ��� nX

k=1

Z xk

xk�1

(g(xk�1)� g(t))f(t)dt
��� �

�
nX

k=1

Z xk

xk�1

jg(xk�1)� g(t)j � jf(t)jdt
��� � K

�
S(g;D)� s(g;D)

�
:

Volbou dìleníDm 2 D([ a; b ]) tak, ¾eDm je ekvidistantní dìlení s normou �(Dm) = 1=m,
dostaneme limm!1O(Dm) =

R b
a
fg a limm!1(S(g;Dm)� s(g;Dm)) = 0. Z (3.22) tak

dostaneme limitním pøechodem m!1

A �
1

g(a)

Z b

a

f(t)g(t)dt � B ;

a jeliko¾ F je spojitá a nabývá v [ a; b ] obou hodnot A i B, existuje podle vìty o nabývání
mezihodnot takové � 2 [ a; b ], ¾e

F (�) =
1

g(a)

Z b

a

f(t)g(t)dt ; neboli
Z b

a

f(t)g(t)dt = g(a)
Z �

a

f(t)dt :

To je v¹ak ji¾ dokazovaný vzorec (3.21) pro uva¾ovaný pøípad g(b) = 0.
Jestli¾e je nyní g nerostoucí v [ a; b ]. Potom g(t)� g(b) je rovnì¾ nerostoucí v [ a; b ]

a má v bodì b hodnotu 0. Podle ji¾ dokázané pøedcházející èásti existuje � 2 [ a; b ] tak,
¾e Z b

a

f(t)(g(t)� g(b))dt = (g(a)� g(b))
Z �

a

f(t)dt ;

neboli Z b

a

f(t)g(t)dt = g(a)
Z �

a

f(t)dt + g(b)
Z b

a

f(t)dt � g(b)
Z �

a

f(t)dt ;

co¾ ji¾ dává vzorec (3.21). Jestli¾e je koneènì g neklesající v [ a; b ], dostaneme pomocí
pøedcházejícího krokuZ b

a

(�f(t))(�g(t))dt = (�g(a))
Z �

a

(�f(t))dt + (�g(b))
Z b

�

(�f(t))dt ;

co¾ dá opìt po úpravì vzorec (3.21).


