
Kapitola 4

Mocninné øady

4.1 Pøipomenutí

V této kapitole se vracíme k mocninným øadám. Mù¾e být èásteènì chápána
jako úvod do teorie funkcí komplexní promìnné: budeme pracovat v C a to, co
doká¾eme, tvoøí základ pro pozdìj¹í budování této teorie, nebo» v ní jsou mocninné
øady dùle¾itým jednoduchým nástrojem. Je to vlastnì zkrácená a lehce upravená
kapitola 16 skript. Ukázali jsme si, ¾e mocninná øada

1X
n=0

an(z � z0)
n (4.1)

má v komplexní rovinì C jednoduché konvergenèní chování. Je-li R polomìr kon-
vergence øady (4:1), oznaèíme

K(z0; R) = fz; jz � z0j < Rg ; C(z0; R) = fz; jz � z0j = Rg : (4.2)

Potom øada (4:1) konverguje pro v¹echna z 2 K(z0; R) a diverguje pro v¹echna z 2
C nK(z0 ; R). Mno¾inu K(z0; R) nazýváme kruh konvergence øady (4:1). V pøípadì,
¾e pro polomìr konvergence R platí 0 < R <1, nazýváme mno¾inu

C(z0; R) = fz; jz � z0j = Rg

konvergenèní kru¾nicí 1) øady (4:1). Na rozdíl od U(z0; r) := Ur(z0), r > 0, sym-
boly K(z0; R) a C(z0; R) budeme u¾ívat jen ve spojení s polomìrem konvergence
mocninné øady. Poznamenejme je¹tì, ¾e ka¾dá mocninná øada konverguje ve svém
støedu z0.

1) Tento název není pøíli¹ ¹»astnì utvoøen, nebo» vzbuzuje nesprávný dojem, ¾e øada na této
mno¾inì konverguje. Pro body této mno¾iny v¹ak nelze o konvergenci mocninné øady (4:1)
obecnì nic øíci.
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Pro tuto kapitolu uzavøeme opìt zjednodu¹ující úmluvy. Budeme vynechávat
meze u sumaèních znakù v pøípadì, ¾e se sèítá od 0 do +1; promìnná z probíhá
v¾dy podmno¾iny C , kde¾to oznaèení pomocí x u¾íváme jen v pøípadì, ¾e tato
promìnná probíhá podmno¾iny R; to by mìlo ètenáøi usnadnit orientaci pøi ètení
textu, ¾ádnou jinou magickou roli to nemá.

Pøipomeòme koneènì, ¾e jsme zavedli limitu, spojitost a derivaci v komplexním
oboru, a to analogicky jako v R. Pøipomeneme pouze de�nici derivace f 0(z) funkce
f v bodì z:

f 0(z) := lim
w!z

f(w)� f(z)
w � z

;

kde w a z jsou z C . Vy¹¹í derivace f 00, resp. f (2), f (3), : : : de�nujeme opìt reku-
rentnì, tj. f (n+1) = (f (n))0, n 2 N.

Pøíklady 4.1.1. 1. Øady
P

(n!)zn a
P

zn=n! ukazují, ¾e pro polomìr konver-
gence nastávají i extrémní pøípady R = 0 a R = +1.

2. Øada
P

zn=an pro a 2 (0;1) má polomìr konvergence R = a. Z Cauchyova
odmocninového kritéria plyne s ohledem na

n

p
jzn=anj = jzj=a

konvergence pro v¹echna z 2 K(0; a) a divergence pro v¹echna z, pro nì¾ je jzj > a.

3. Uva¾te, ¾e øady
X

zn ;
X

zn+1=(n+ 1) ;
X

zn+2=((n+ 1)(n+ 2))

se chovají na konvergenèní kru¾nici C(0; 1) rozdílnì; prvá na ní v¹ude diverguje,
druhá konverguje v bodì �1 a diverguje v bodì 1, tøetí konverguje absolutnì ve
v¹ech bodech C(0; 1).

Úmluva 4.1.2. Vzhledem k tomu, ¾e konvergence øady (4:1) v bodì z závisí
podstatnì pouze na vzdálenosti jz � z0j, mù¾eme se v dal¹ím omezit na øady
o støedu z0 = 0. I kdy¾ dále budeme vìty v¾dy vyslovovat pro øady v obecném
tvaru (4:1), budeme je dokazovat pouze pro pøípad z0 = 0, tj. pro øadu

X
anz

n : (4.3)

Tím se zápis formálnì trochu zjednodu¹í.

4.2 Základní vlastnosti

Lemma 4.2.1. Øada
P

an(z � z0)n konverguje ve svém kruhu konvergence ab-
solutnì a lokálnì stejnomìrnì.
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Dùkaz. Pøipomeòme pøedchozí úmluvu, ¾e v dùkazu se automaticky omezujeme
na pøípad (4:3). Pøípad R = 0 je triviální, nech» tedy je R > 0. Absolutní konver-
gence v K(0; R) je dùsledkem Lemmatu 2.1.26 a de�nice polomìru konvergence.
Je-li 0 � jzj � jz1j < R, pak lze (konvergentní) øadu

P
janzn1 j pou¾ít ve Weier-

strassovì vìtì jako majorantní øadu pro
P
janznj, tak¾e øada (4:3) konverguje na

U(0; jz1j) stejnomìrnì podle Weierstrassova M-testu, a tedy lokálnì stejnomìrnì
na K(0; R).

Lemma 4.2.2. Souèet mocninné øady (4:1) je funkce, která je spojitá v jejím
kruhu konvergence.

Dùkaz. V kruhu konvergence øada (4:1) podle Lemmatu 4.2.1 konverguje lokálnì
stejnomìrnì a její èásteèné souèty jsou polynomy spojité v C . Zbytek plyne z vìty
o stejnomìrné konvergenci a spojitosti.

Úmluva 4.2.3. Ve shodì s úmluvou o de�nièním oboru je vztahem

f(z) =
X

an(z � z0)
n (4.4)

de�nována funkce f : M ! C , kde M � C je maximální mno¾ina, na ní¾ øada
(4:1) konverguje. Zøejmì platí K(z0; R) � M , av¹ak M mù¾e navíc obsahovat
i body konvergenèní kru¾nice øady (4:1).

Lemma 4.2.4. Pro výpoèet polomìru konvergence R mocninné øady (4:1) platí
vzorec

R = (lim sup
n!1

n

p
janj)

�1

s konvencí 1=0 = +1 a 1=+1 = 0.

Dùkaz. Lemma je dùsledkem odmocninového kritéria, resp. de�nice limes superior
a základních poznatkù o konvergenci øad. Je-li

lim sup
n!1

n

p
janj � jzjn = jzj � lim sup

n!1

n

p
janj < 1 ;

øada konverguje v bodì z. Platí-li obrácená nerovnost, øada diverguje.

Lemma 4.2.5. Má-li øada (4:1) polomìr konvergence R 2 [ 0;1 ], mají tý¾ po-
lomìr konvergence i øady

1X
n=1

nan(z � z0)
n�1 a

1X
n=0

an
n+ 1

(z � z0)
n+1 : (4.5)

Poznámka 4.2.6. Formálním derivováním nebo integrací øady (4:1) èlen po èle-
nu vznikají tedy øady se stejným polomìrem konvergence jako má øada (4:1). Je
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tu ale rozdíl: zatímco pro z0 = 0 bychom mohli s odvoláním na vìtu o derivování
a rozklad na reálnou a imaginární èást psát f 0(x) =

P
nanx

n�1, x 2 (�R;R),
podobný vzorec pro f na K(z0; R) budeme muset dokázat. Stojí za pov¹imnutí, ¾e
øady v Pøíkladech 4.1.1 (viz 3.), vznikají postupným derivováním a podmno¾iny
C(0; 1), na nich¾ konvergují, jsou rozdílné.

Dùkaz Lemmatu 4.2.5. Tvrzení plyne snadno ze vzorce pro polomìr konvergence
z Lemmatu 4.2.4 a z poznatku, ¾e n

p
n! 1 pøi n! +1.

Vìta 4.2.7. Má-li øada (4:1) polomìr konvergence R > 0 a oznaèíme-li f její
souèet v K(z0; R), pak pro funkce

g(z) =:
1X
n=1

nan(z � z0)
n�1 ; G(z) =:

1X
n=0

an
n+ 1

(z � z0)
n+1 (4.6)

platí g(z) = f 0(z) a G0(z) = f(z) pro v¹echna z 2 K(z0; R).

Dùkaz. Podle uzavøené úmluvy budeme tvrzení dokazovat jen pro z0 = 0. Pak
pro libovolnì zvolené z 2 K(0; R), r, jzj < r < R, a w 2 K(0; r), w 6= z, platí

f(w)� f(z)
w � z

� g(z) =
1X
n=1

an

�
wn � zn

w � z
� nzn�1

�
:

Výraz v závorce budeme odhadovat. Pro n = 1 je roven 0 a pro n > 1 výrazu

(wn�1 � zn�1) + z(wn�2 � zn�2) + � � �+ zn�2(w � z) =

= (w � z)(wn�2 + wn�3z + � � �+ yn�2) + (w � z)(wn�3 + � � �+ zn�3) + � � �+

+(w � z)zn�3(w + z) + (w � z)zn�2 :

Po vytknutí (w�z) se výraz dobøe odhadne, nebo» platí jwj < r, jzj < r, a souèty
exponentù mocnin o základech w a z dávají stále (n� 2). Dostaneme tak

���� f(w) � f(z)

w � z
� g(z)

���� � jw � zj
1X
n=1

janj
n(n� 1)

2
rn�2 : (4.7)

Proto¾e k øadì vpravo existuje majorantní øada
P
(n2=r2)janjrn, která s ohledem

na

lim sup
n!1

((n2=r2janjr
n)1=n = r lim sup

n!1
(janj)

1=n < r=R < 1

konverguje, je limita výrazu v (4:7) vlevo pro w ! z rovna 0. Platí tedy rovnost
f 0(z) = g(z) pro v¹echna z 2 K(z0; R). Odtud plyne u¾itím ji¾ dokázané èásti
tvrzení na G i jeho zbytek.
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Dùsledek 4.2.8. Je-li f(z) =
P

an(z � z0)n a øada vpravo má polomìr konver-
gence R > 0, pak má f v K(z0; R) derivace v¹ech øádù, lze je v¹echny vyjádøit
mocninnými øadami a platí

f (k)(z) =
1X
n=k

n(n� 1) � � � (n� k + 1)anz
n�k ; z 2 K(z0; R) :

Dùsledek 4.2.9. Za stejných pøedpokladù jako v Dùsledku 4.2.8 platí

k! ak = f (k)(z0); k = 0; 1; 2; : : :

a koe�cienty an jsou tedy ve vyjádøení f v (4:4) jednoznaènì urèeny.

4.3 Operace s mocninnými øadami

Lemma 4.3.1. Nech» faklg, k; l 2 N0 je dvojná posloupnost komplexních èísel.
Platí-li

1X
k=0

1X
l=0

jaklj < +1 ; potom je
1X
l=0

1X
k=0

akl =
1X
k=0

1X
l=0

akl :

Dùkaz. Zvolme prostou posloupnost reálných èísel fxng10 , xn ! y, xn 6= y, a de-
�nujme posloupnost funkcí na metrickém prostoru M := fxn; n 2 N0g [ fyg
s eukleidovskou metrikou takto:

fk(xn) =
nX
l=0

akl ; fk(y) =
1X
l=0

akl : (4.8)

Polo¾me f(x) =
P1

k=0 fk(x), x 2M . Proto¾e platí

Ak :=
1X
l=0

jaklj � jfk(x)j ; x 2M ;

a
P

Ak < 1, øada
P

fk konverguje podle Weierstrassovy vìty stejnomìrnì
k funkci f . Dále platí fk(xn) ! fk(y) pro n ! 1, tak¾e fk jsou spojité v y
(vzhledem k M). Podle vìty Moore-Osgoodovy, aplikované na posloupnost èás-
teèných souètù øady

P
fk, platí rovnì¾ f(xn)! f(y) pro n!1. Podle de�nice

z 4.8 a s ohledem na dokázanou stejnomìrnou konvergenci je
1X
k=0

1X
l=0

akl =
1X
k=0

fk(y) = f(y) = lim
n!1

f(xn) = lim
n!1

1X
k=0

fk(xn) =

= lim
n!1

1X
k=0

nX
l=0

akl = lim
n!1

nX
l=0

1X
k=0

akl =
1X
l=0

1X
k=0

akl :

Tím je tvrzení, kterému se nìkdy øíká velká vìta o zámìnì, dokázáno.
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Vìta 4.3.2. Nech» f(z) =
P

an(z � z0)n, øada vpravo má polomìr konvergence
R > 0 a nech» w0 2 K(z0; R). Potom pro v¹echna z 2 C , pro nì¾ je

jz � w0j < R� jw0j ; (4.9)

platí

f(z) =
1X
n=0

f (n)(w0)
n!

(z � w0)
n : (4.10)

Dùkaz. Dokazujeme pro z0 = 0. Pøipomeòme si vztah binomické vìty a binomic-
kého rozvoje: pro n 2 N jsou binomické koe�cienty rovny nule pro n > k. Pro
v¹echna uva¾ovaná z platí

1X
n=0

1X
k=0

���an
�
n

k

�
wn�k
0 (z � w0)

k
��� =

1X
n=0

nX
k=0

janj

�
n

k

�
jw0j

n�kjz � w0j
k
��� =

=
1X
n=0

janj � (jz � w0j+ jw0j)
n <1 :

Konvergence poslední øady je zaruèena pøedpokladem (4:9). Nyní u¾ijeme Lemma
4.3.1 a dostaneme

f(z) =
1X
n=0

an((z � w0) + w0)
n =

1X
n=0

an

� 1X
k=0

�
n

k

�
wn�k
0 (z � w0)

k
�
=

=
1X
k=0

� 1X
n=k

�
n

k

�
anw

n�k
0

�
(z � w0)

k ;

poznamenejme, ¾e jsme v souètech pøidali a pak opìt vypustili èleny, které jsou
vesmìs rovny 0. Formule (4:10) plyne z vìty o derivování (Vìta 4.2.7), podle ní¾
dostáváme

f (k)(z) =
1X
n=k

n(n� 1) : : : (n� k + 1)akz
n�k = (k!) �

1X
n=k

an

�
n

k

�
zn�k :

Ètenáø by si mìl pov¹imnout, ¾e koe�cienty f (k)(z)=k! rozvoje f se støedem z jsou
urèeny pomocí fang jednoduchým vztahem, tedy posloupnost fang nese þplnou
informaciÿ o f .

Poznámka 4.3.3. Vìta øíká, ¾e øada (4:10) musí konvergovat alespoò pro ta z, která
vyhovují (4:9); mù¾e v¹ak konvergovat i pro dal¹í z, která tuto podmínku nesplòují.
Jinak øeèeno, její polomìr konvergence mù¾e být vìt¹í ne¾ R � jx0j. Toho se vyu¾ívá
k roz¹iøování f metodou tzv. analytického pokraèování. Za zdùraznìní stojí fakt, ¾e
funkce f , urèená jako souèet øady (4:4), má v kruhu konvergence derivace v¹ech øádù,
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je tedy z tøídy C(1)(K(z0; R)). Dá se dokázat i to, ¾e je-li G � C oblast a na ní je
de�nována komplexní funkce f taková, ¾e existuje f 0(z) pro v¹echna z 2 G 2 ) , pak
pak rovnì¾ platí f 2 C(1)(G). Pøitom funkce f má v ka¾dém bodì w 2 G Taylorùv
rozvoj, co¾ je mocninná øada o støedu w a polomìru konvergence R, pro který platí
R � dist(w; {G).

Pro operace, které s mocninnými øadami dìláme, je dùle¾itá následující vìta
o jednoznaènosti.

Vìta 4.3.4. Nech» R > 0, øady
P

an(z�z0)n a
P

bn(z�z0)n konvergují v kruhu
K(z0; R) a nech» M je mno¾ina v¹ech z 2 K(z0; R) takových, pro nì¾ platí

X
an(z � z0)

n =
X

bn(z � z0)
n : (4.11)

Je-li M 0 mno¾ina v¹ech hromadných bodù M a M 0 \ K(z0; R) 6= ;, platí an = bn
pro v¹echna n 2 N0 a rovnost (4:11) platí v¹ude v K(z0; R).

Dùkaz. Polo¾me cn = an � bn, n 2 N0 , a de�nujme

f(z) =
X

cn(z � z0)
n :

Potom zøejmì platí f(z) = 0 pro v¹echna z 2 M . Mno¾ina M 0 je dále podle
tvrzení z teorie MP uzavøená, tak¾e N = M 0 \ K(z0; R) je uzavøená v K(z0; R);
podle pøedpokladù je N 6= ; a ze spojitosti f plyne, ¾e f se anuluje i na N .
Doká¾eme-li, ¾e N je zároveò otevøená v K(z0; R), pak vzhledem k souvislosti
K(z0; R) dostaneme N = K(z0; R) a zároveò té¾ f(z) = 0 na K(z0; R). Pak v¹ak
je i f (k)(z) = 0 pro v¹echna k 2 N0 a z 2 K(z0; R). Odtud plyne cn = 0 pro
v¹echna n 2 N0 .

Zbývá proto dokázat otevøenost N . Podle pøedchozí vìty platí

f(z) =
X

dn(z � w0)
n ; (4.12)

kde w0 je libovolnì zvolený bod N ; øada (4:12) konverguje pro v¹echna z, pro nì¾
je jz �w0j < R� jw0j. Pokud je dn = 0 pro v¹echna n 2 N0 , je f(x) = 0 i v okolí
w0 a dùkaz je hotov.

Dále postupujeme sporem. Pøedpokládejme, ¾e existuje index m 2 N0 tak, ¾e
dm 6= 0 a oznaème k nejmen¹í index m s touto vlastností. De�nujme dále funkci
g(z) :=

P1

l=0 dk+l(z � w0)l. Pak v¹ak platí

f(z) = (z � w0)
k
1X
l=0

dk+l(z � w0)
l = (z � w0)

kg(z) :

Øada, de�nující funkci g, konverguje alespoò pro v¹echna z, jz � w0j < R� jw0j.
Je v¹ak (z � w0) 6= 0 v¹ude kromì z = w0 a také g(w0) = dk 6= 0, tak¾e ze

2) Funkce s touto vlastností se nazývají holomorfní funkce v G.
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spojitosti g existuje prstencové okolí P (w0) bodu w0, na nìm¾ je g(z) 6= 0. Proto
je i f(z) 6= 0 na P (w0), co¾ je spor, nebo» w0 není izolovaný, ale hromadný bod
mno¾iny M . Spor ukazuje, ¾e dn = 0 pro v¹echna n 2 N0 a tedy f se anuluje
v okolí w0, co¾ jsme mìli dokázat.

Poznámka 4.3.5. Konverguje-li øada
P

an(z � z0)n absolutnì v bodì �, pak je
její souèet F spojitá funkce na mno¾inì fz; jz� z0j � j� � z0jg; speciálnì to platí
i v pøípadì, ¾e bod � le¾í na konvergenèní kru¾nici C(z0; R). Zejména pak platí

lim
z!�; z2K(z0;R)

f(z) =
X

an(� � z0)
n = f(�) :

Platí v¹ak tato rovnost za pøedpokladu, ¾e � 2 C(z0; R) a
P

an(� � z0)n pouze
konverguje, av¹ak nikoli absolutnì ? Niels Henrik Abel (1802 { 1829) dokázal
r. 1826, ¾e odpovìï na tuto otázku je kladná, pokud se þblí¾íme k � speciálním
zpùsobemÿ. Obecnìji platí, ¾e konverguje-li mocninná øada v bodì � konvergenèní
kru¾nice C(z0; R), je její souèet spojitý vzhledem k úseèce spojující � se støedem
kru¾nice z0 a konvergence (4:1) na této úseèce je stejnomìrná.

4.4 Abelova vìta a sèítatelnost

Následující tvrzení je dùsledkem obecnìj¹í, kterou jsme v¹ak nedokazovali. Proto¾e
je to tvrzení velmi dùle¾ité, doká¾eme ho nezávisle pøímo.

Vìta 4.4.1 (Abel 1826). Nech» � 6= z0 a øada
P

an(� � z0)n konverguje. Oz-
naème

f(z) :=
X

an(z � z0)
n :

Potom platí

lim
x!1�

f(z0 + x(� � z0)) = f(�) :

Dùkaz plyne z následujícího lemmatu. Zvolíme-li v nìm bn = an(� � z0)n, je
zøejmé, ¾e øada

P
bn konverguje, právì kdy¾ konverguje

P
an(� � z0)n a

f(z0 + x(� � z0)) =
X

an(x(� � z0))
n =

X
bnx

n :

Vìta 4.4.2 (Abel 1826). Nech»
P

bn konverguje. Polo¾me

f(x) =
X

bnx
n ; x 2 (�1; 1) :

Potom platí limx!1� f(x) =
P

bn.
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Dùkaz. Polo¾me sk = b0 + b1 + � � �+ bk, k 2 N0 , s�1 = 0. Potom

kX
n=0

bnx
n =

kX
n=0

(sn � sn�1)x
n = (1� x)

k�1X
n=0

snx
n + skx

k :

Pro ka¾dé x, jxj < 1 proveïme limitní pøechod pro k ! 1. Proto¾e jsnj je
konvergentní a tedy i omezená posloupnost, platí

f(x) = lim
k!1

kX
n=0

bnx
n = (1� x)

1X
n=0

snx
n ; x 2 (�1; 1) :

Je-li s = limn!1 sn =
P

bn a " > 0, pak lze nalézt m 2 N tak, ¾e nerovnost
js� snj < "=2 platí pro v¹echna n � m. Ze znalostí o geometrické øadì dostáváme

(1� x)
1X
n=0

xn = 1 ; x 2 (�1; 1) :

Proto¾e limx!1
�

(1� x)
Pm

n=0 jsn � sj = 0, existuje � > 0 tak, ¾e pro v¹echna x,
1� � < x � 1, platí

jf(x)� sj =
���(1� x)

1X
n=0

(sn � s)xn
��� � (1� x)

mX
n=0

jsn � sj � jxjn + "=2 < " :

Tím je dùkaz dokonèen.

Tvrzení 4.4.3 (Abel 1826). Nech»
P

an,
P

bn a
P

cn jsou konvergentní øady,
pøièem¾ je

cn = a0bn + a1bn�1 + � � �+ anb0 ; n 2 N0 ;

tedy
P

cn je Cauchyùv souèin øad
P

an,
P

bn. Potom pro souèty uva¾ovaných
øad platí �X

an

�
�
�X

bn

�
=
X

cn :

Dùkaz. Polo¾me

f(x) =
X

anx
n ; g(x) =

X
bnx

n ; h(x) =
X

cnx
n

pro v¹echna x 2 [0; 1]. Potom pøi x! 1� platí

f(x)!
X

an ; g(x)!
X

bn ; h(x)!
X

cn ;

a rovnì¾ je f(x) � g(x) = h(x), x 2 (0; 1). Limitním pøechodem dostaneme ¾ádané
tvrzení.
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Poznámka 4.4.4. Pøedcházející tvrzení nále¾í vèetnì uvedeného dùkazu Abe-
lovi, nyní se v¹ak èasto pou¾ívá dùkaz, který podal r. 1890 Ernesto Ces¸ro

(1859 { 1906).

Poznámka 4.4.5. Uvá¾íme-li pøípad øady
P
(�1)nxn, pak platí

f(x) =
1

1 + x
=
X

(�1)nxn

a limita limx!1� f(x) existuje (a je rovna 1=2). To nás spolu s Vìtou 4.4.2 vede
k de�nici Abelovy sèítací metody.

De�nice 4.4.6 (Abelova sèítací metoda). Jestli¾e øada
P

anx
n s komplex-

ními koe�cienty konverguje v intervalu (�1; 1) a pro její souèet f(x) existuje
limx!1� f(x) 2 C , pak klademe

(A)-
X

an = lim
x!1�

f(x) :

Takto de�nované èíslo se nazývá abelovský souèet øady
P

an.

Poznámka 4.4.7. Z Vìty 4.4.2 vyplývá, ¾e pokud
P

an konverguje, je její souèet
shodný s jejím abelovským souètem. Abelovský souèet je v¹ak pøiøazen i nìkte-
rým divergentním øadám, Poznámka 4.4.5 ukazuje, ¾e platí (A)-

P
(�1)n = 1=2.

Proto¾e popsaná Abelova sèítací metoda roz¹iøuje de�nici þnormálníhoÿ souètu,
je to metoda regulární.

Èasto sèítáme èíselné øady takto: doká¾eme, ¾e
P

an je konvergentní a urèíme
její abelovský souèet s; pak samozøejmì platí

P
an = s.

Pøíklad 4.4.8. Pøíklad je pøevzat z knihy [11], str. 485. Pro n 2 N de�nujme
n-tý èásteèný souèet s(n) =

Pn
k=0 k

2. Potom platí

1X
n=0

s(n)

n!
=

17e

6
:

Na první pohled se zdá tento výsledek témìø magický. Uvìdomíme{li si v¹ak, ¾e
platí

nX
k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

staèí dokázat, ¾e platí

1X
n=0

n(n+ 1)(2n+ 1)
n!

= 17e : (4.13)
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To doká¾eme pomocí abelovské sèítatelnosti. Øada v rovnosti (4:13) vlevo zøejmì
konverguje podle podílového kritéria. Hledejme nyní vhodné vyjádøení funkce f ,
která se vyskytuje v de�nici abelovského souètu. Platí

xex =
X xn+1

n!
;

a tedy po dvojím zderivování

(2 + x)ex =
X n(n+ 1)xn�1

n!
:

Dosadíme nyní x2 za x, èím¾ dostaneme

(2 + x2)ex
2

=
X n(n+ 1)x2n�2

n!
:

Nyní násobíme obì strany rovnosti x3 a pak je¹tì jednou derivujeme. Obdr¾íme

(2x6 + 9x4 + 6x2)ex
2

=
X n(n+ 1)(2n+ 1)

n!
x2n :

Proto¾e je vlevo v rovnosti spojitá funkce promìnné x, staèí pøi výpoètu limity
pouze dosadit x = 1, z èeho¾ ji¾ plyne ¾ádaný výsledek.

Pøíklad 4.4.9 (Gregory 1671). Uka¾me si jiný jednoduchý, av¹ak dùle¾itý pøí-
klad: urèíme rozvoj funkce arctg v mocninou øadu o støedu 0. Je

(arctgx)0 =
1

1 + x2
=

1X
k=0

(�1)kx2k ;

a tedy (þintegraèní konstanta cÿ je rovna 0)

arctgx =
1X
k=0

(�1)k
x2k+1

2k + 1
:

Øada má polomìr konvergence rovný 1 a v bodì x = 1 konverguje. Odtud plyne
vzorec, který r. 1682 odvodil Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 { 1716). Platí

�

4
= 1�

1
3
+

1
5
�

1
7
+ � � � : (4.14)

Poznamenejme, ¾e exp i arctg jsou z C(1)(R), ale jejich rozvoje o støedu 0 mají
rùzné polomìry konvergence. Pøi vy¹etøování na R bychom dùvod ztì¾í nalezli,
av¹ak v C si snadno pov¹imneme, ¾e koøeny rovnice x2+1 = 0 le¾í na konvergenèní
kru¾nici C(0; 1) Maclaurinových rozvojù funkce 1=(x2 + 1) a funkce arctg.
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Historická poznámka 4.4.10. Podívejme se na sèítací metody v ¹ir¹ích souvis-
lostech. V pøedcházejících kapitolách jsme se pokusili naznaèit, ¾e cesta k pojmu
konvergence øady byla velmi slo¾itá. O jednom aspektu jsme se v¹ak dosud nezmí-
nili: divergentní øady se ukázaly v nìkterých pøípadech u¾iteèné. Dokonce i Louis
Augustin Cauchy (1789 { 1857) napsal: þMusel jsem vyjít z pøedpokladù zdán-
livì trochu tvrdých, napø. ¾e divergentní øady nemají souèetÿ. Abel napsal r. 1826
nejen základní práci o konvergenci binomické øady, ale v dopise z Francie i tìchto
nìkolik (èasto citovaných) øádek: þDivergentní øady jsou ïábelským výmyslem
a je ostudné zakládat na nich jakýkoli dùkaz. Pomocí nich lze odvodit jakýkoli
potøebný závìr, proto vedly k tolika klamným výsledkùm a paradoxùm. Stal jsem
se k tomu v¹emu abnormálnì pozorným, proto¾e s výjimkou geometrické øady
neexistuje v celé matematice snad jiná øada, její¾ souèet by byl urèen korektnì.
Jinak øeèeno, v matematice mají nejdùle¾itìj¹í vìci ty nejhor¹í základy. Je pravda,
¾e výsledky jsou vìt¹inou správné, to je na tom nejdivnìj¹í.ÿ

Zatím jsme se setkali prakticky s jedinou divergentní øadou
P
(�1)n+1 a zmí-

nili se o tom, jak s ní matematici zacházeli. Tak napø. Luigi Guido Grandi

(1671 { 1742) dosazením do rovnosti

(1� x)�1 = 1 + x+ x2 + � � � (4.15)

za x = �1 pøisoudil této øadì þsouèetÿ 1=2. Euler rozeznával konvergentní a di-
vergentní øady, u¾íval v¹ak v pestré smìsici oboje. Tak napø. odvodil rovnosti

1=4 = 1� 2 + 3� 4 + � � � ; �1 = 1 + 2 + 4 + 8 + � � � ; (4.16)

pøièem¾ postupoval stejnì jako Grandi. První rovnost dostal z (2:8) z Kapitoly 11
dosazením x = 1, druhou z (4:15) dosazením x = 2. Euler si uvìdomoval, ¾e
þne¹ikovné zacházeníÿ s øadami vede k rozporùm, byl v¹ak pøesvìdèen, ¾e pøíèina
nele¾í v øadách samotných, nýbr¾ v nedokonalosti metod sèítání. Jeho pøedstavy
dolo¾íme opìt citátem þ (: : : ) ka¾dá øada musí mít urèitou hodnotu. Abychom
se vyrovnali se v¹emi pøi tom vznikajícími obtí¾emi, nemìla by se tato hodnota
nazývat souèet. K tomuto oznaèení se vá¾e jeho chápání jako¾to výsledku sku-
teèného sèítání, co¾ není mo¾né u divergentních øad.ÿ Eulerovým ideálem bylo
pøiøadit ka¾dé øadì jakýsi zobecnìný souèet a zdánlivì þabsurdníÿ rovnosti (4:16)
jsou dùsledkem jeho pøesvìdèení, ¾e þsouèet ka¾dé øady je hodnotou toho koneè-
ného výrazu, jeho¾ rozvinutím pøíslu¹ná øada vznikáÿ (1745). Toto je tzv. Eulerùv
princip. Analytické pokraèování lze interpretovat jako jistou realizaci tohoto prin-
cipu.

Zacházení s divergentními øadami a þpodivnì správné výsledkyÿ si pøiblí¾íme
ukázkou: v rovnosti (4:15) polo¾me x = eit = cos t+ i sin t, t 2 (0; �). Porovnáním
reálných èástí výrazù na obou stranách rovnosti dostaneme pro t 2 (0; 2�)

1=2 = � cos t� cos 2t� cos 3t� : : :

a z ní zámìnou t+ � za t

1=2 = cos t� cos 2t+ cos 3t� : : :
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pro t 2 (��; �). Integrací odtud dostaneme

t=2 =
sin t
1

�
sin 2t
2

+
sin 3t
3

� : : :

a dal¹í integrací pak

t2

4
=
� cos t
12

�
� cos 2t

22
+
� cos 3t

32
� � � �+ C ;

kde je nutno urèit integraèní konstantu C. V¹imnìte si, ¾e vpravo je ji¾ øada,
která je dokonce stejnomìrnì konvergentní na intervalu [��; � ], aè jsme vy¹li od
øady, která v bodech eit pro v¹echna t 2 (0; 2�) divergovala. Z pøedchozí rovnosti
dopoèteme C napø. dosazením t = 0 a tak dostaneme

t2

4
=

1� cos t
12

�
1� cos 2t

22
+

1� cos 3t
32

� � � � : (4.17)

Zde je za C dosazována konvergentní øada o nám neznámém souètu, nicménì po
dosazení t = 0 se obì strany rovnice (4:17) anulují. Euler nyní dosadil t = � a tak
odvodil správný výsledek

X
(2k + 1)�2 = �2=8 :

Pokud odùvodníte ní¾e naznaèené operace (není to tì¾ké!), snadno jeho správnost
ovìøíte nezávisle na u¾ití divergentních øad:

1
12

+
1
32

+
1
52

+ � � � =
1
12

+
1
22

+
1
32

+ � � � �
1
22
�

1
42
�

1
62
� � � � =

=
�
1�

1
4

�
�
� 1
12

+
1
22

+
1
32

+ : : :
�
=

3
4
�
�2

6
=

�2

8
:

Podezøení Nicolase Bernoulliho (1687 { 1759) z r. 1743, ¾e by tá¾ èí-
selná øada mohla vzniknout z podstatnì odli¹ných výrazù, posilovalo nedùvìru
k Eulerovu principu, Euler v¹ak takové podezøení odmítal. Pozdìji se v¹ak na¹el
i pøíklad

1� xm

1� xn
=

1 + x+ � � �+ xm�1

1 + x+ � � �+ xn�1
= 1� xm + xn � xn+m + x2n � � � � ;

který þdáváÿ podle Eulerova principu jako hodnotu pro
P
(�1)n+1 ka¾dé z èí-

sel m=n. Tento jev vysvìtlil pozdìji Joseph Louis Lagrange (1736 { 1813).
Pøíslu¹né mocninné øady nejsou stejné a po dosazení x = 1 je tøeba pøihléd-
nout k nulovým èlenùm 0 � xk. Obecnì lze v¹ak øíci, ¾e existují sèítací metody,
které do jisté míry Eulerovu my¹lenku naplòují: lze jimi þseèístÿ mocninnou øadu
i v bodech, kde diverguje. To v¹ak vy¾aduje hlub¹í znalost teorie funkcí komplexní
promìnné a pøesahuje znaènì rámec tohoto textu. Dùle¾itým momentem je fakt
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¾e Euler pracoval s mocninnými øadami a ne s libovolnými funkèními øadami,
pro které by analogický princip nemìl nadìji na exaktní zpracování: jednoduché
pøíklady ukazují, ¾e analogické tvrzení neplatí.

Nový zájem o divergentní øady nevznikl okam¾itì s uveøejnìním Abelovy
práce. Trvalo to a¾ do r. 1880, kdy se podaøilo Georgu Frobeniovi (1849 {
1917) ukázat, ¾e Abelova vìta platí i v modi�kované podobì, nahradíme-li þoby-
èejnýÿ souèet øady ces¸rovským zobecnìným souètem. Jeho výsledek dále zobecnil
o dva roky pozdìji Otto Hölder (1859 { 1937), který studoval dal¹í iterované
prùmìry posloupností èásteèných souètù øad a de�noval sèítací metody (H; k).
Ponìkud strohý popis ozøejmíme na pøíkladì: èásteèné souèty první z øad v (4:16)
zøejmì divergují; tvoøí posloupnost

f1;�1;+2;�2; : : :g :

Jejich aritmetické prùmìry tvoøí posloupnost

f1; 0; 2=3; 0; : : :g ;

která opìt diverguje, a proto (H; 1)-souèet uva¾ované øady neexistuje. Utvoøíme
dal¹í prùmìry èlenù pøedchozí posloupnosti, èím¾ dostaneme posloupnost

f1; 1=2; 5=9; 5=12; : : :g ;

která konverguje k 1=4, tedy k þEulerovu výsledkuÿ. Zároveò vidíme, ¾e (H; 2)-
metoda dvakrát opakovaných prùmìrù je þsilnìj¹íÿ ne¾ (H; 1)-metoda. Pozdìji
zavedl Ces¸ro metody (C; 1), (C; 2), : : : , o kterýchKonrad Knopp (1882 { 1957)
r. 1907 a Walter Schnee (1885 { 1958) r. 1909 dokázali, ¾e jsou ekvivalentní
s Hölderovými metodami, tj. ¾e platí (C; 1) = (H; 1), (C; 2) � (H; 2), (C; 3) �
(H; 3),: : : . To znamená, ¾e metody (C; k) a (H; k) splývají pro k = 1 a pro k 2 N,
k > 1 jsou rozdílné, ale sèítají tyté¾ øady ke stejným zobecnìným souètùm.

Ces¸ro dokázal nejen variantu Tvrzení 4.4.3 pro (C; k)-souèty, ale obecnìji
ukázal, ¾e je-li øada

P
an sèítatelná (C; k)-metodou a øada

P
bn podobnì (C; l)-

metodou ke koneèným souètùm a; b, pak je jejich Cauchyùv souèin sèítatelný
(C; k + l + 1)-metodou k hodnotì ab. De�nitivnì prolomil panující nedùvìru ke
sèítacím metodám r. 1903 Leopold Fejér (1880 { 1959), který dokázal, ¾e Fou-
rierova øada ka¾dé spojité 2�-periodické funkce je sèítatelná (C; 1)-metodou k této
funkci v¹ude, i kdy¾ mù¾e v mnoha bodech divergovat. Poznamenejme, ¾e sèíta-
cích metod je mnoho a jsou þrùznì silnéÿ. Hölderùv výsledek napø. øíká, ¾e platí
implikace

(H; k)-
X

an = a) (A)-
X

an = a

pro ka¾dé k 2 N, tedy Abelova metoda je þsilnáÿ. V monogra�i [21] je v pøehledné
tabulce uvedeno takových metod 99.
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Poznámka 4.4.11. Pøi práci s mocninnými øadami lze u¾ívat i dal¹í operace. Vcelku
pøirozená jsou tvrzení o sèítání a násobení mocninných øad, která nebudeme ani vyslo-
vovat. Trochu zajímavìj¹í je tvrzení o dìlení mocninných øad; to v¹ak pouze vyslovíme,
ale dokazovat je nebudeme.

Vìta 4.4.12. Nech» mocninné øady o støedu 0 funkcí f a g konvergují k tìmto funkcím
pro v¹echna z, jzj < R. Potom v pøípadì, ¾e g(0) 6= 0, existuje takové r > 0, ¾e funkci
f=g lze rozvinout v øadu o støedu 0 konvergentní pro v¹echna z 2 C , jzj < r, a pøíslu¹ný
rozvoj lze získat þdìlením øadÿ. Pro toto r platí: r = inffjzj; jzj < R; g(z) = 0g, pokud
se g anuluje v K(0; R), nebo r = R v pøípadì, ¾e g(z) 6= 0 pro v¹echna z 2 C , jzj < R.

Pøíklad 4.4.13. Uka¾me si na pøíkladu funkce tg, jak se takové dìlení provádí. Platí
tg(x) = sin(x)= cos(x) pro v¹echna x 2 R n fx; cos(x) = 0g v¹ude kromì nulových bodù
funkce cos, dostáváme tedy pomocí dìlení

x� x3=3! + x5=5!� : : : : 1� x2=2! + x4=4!� : : : = x+
x3

3
+ : : : :

�x� x3=2!� x5=4!� : : :

x3=3 � x5=30 + : : :

�x3=3� x5=6�
2x5=15

Postup je analogický jako dìlení polynomu polynomem, dìlíme v¹ak þodzaduÿ, tj. od
nejni¾¹ích mocnin. Tak se odvodí rozvoj

tg x = x+
x3

3
+

2x5

15
+

17x7

315
+

62x9

2835
+ : : : ;

který konverguje pro x 2 (��=2; �=2), tedy a¾ þk nejbli¾¹ímu nulovému bodu funkce sin
od poèátkuÿ. Legitimitu tohoto dìlení nebudeme dokazovat, poznamenejme v¹ak, ¾e pro
b0 6= 0 lze jednodu¹e urèit koe�cienty þpodílové øadyÿ

P
anz

n ze vztahu

X
anz

n =
�X

cnz
n

�
:
�X

bnz
n

�

metodou porovnání koe�cientù, zalo¾enou na Vìtì 4.3.4. Øe¹íme tak rovnice

a0b0 = c0 ;

a0b1 + a1b0 = c1 ;

a0b2 + a1b1 + a2b0 = c2 ; : : :

vzhledem k neznámým a0, a1, a2, : : : . Z prvé rovnice vypoèteme a0 a dosadíme do druhé,
vypoèteme a1 a a0; a1 dosadíme do tøetí, atd. V¹imnìme si je¹tì souvislostí s elementární
matematikou.

Historické poznámky 4.4.14. Kruh konvergence byl znám v podstatì ji¾ Cauchymu
vèetnì metody výpoètu jeho polomìru, av¹ak dùkaz vzoreèku nebyl korektní a prodìlal
dal¹í vývoj. Proto se vzorec spojuje s letopoètem 1892 a jménem Hadamard. Jeho pou¾ití
pro dùkaz vìty o derivování a integraci mocninné øady èlen po èlenu není nezbytnì nutné,
pøedstavuje v¹ak jeho elegantní vyu¾ití. Abelùv výsledek o spojitosti vzhledem k úseèce
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spojující bod na konvergenèní kru¾nici se støedem kruhu konvergence zlep¹il pozdìji
Otto Stolz (1842 { 1905).

Rozvoj souètu f mocninné øady s kruhem konvergence K(x0; R), 0 < R < +1,
v Taylorovu øadu o jiném støedu je také dlouho znám. Uvedená Vìta 4.3.2 zaruèuje
minimální velikost polomìru konvergence rozvoje, ta v¹ak mù¾e být obecnì vìt¹í. Je
proto mo¾né, ¾e existuje mocninná øada se støedem � 2 C(z0; R) tak, ¾e její souèet f1
splývá s f na K(z0; R). Na tom je zalo¾ena my¹lenka analytického pokraèování, které
sehrálo zásadní roli v teorii funkcí komplexní promìnné. Dá se ukázat, ¾e alespoò jeden
bod konvergenèní kru¾nice tuto vlastnost nemá. Dal¹í studium mocninných øad vede
smìrem k teorii funkcí komplexní promìnné.

Vìtu o jednoznaènosti ve slab¹í formì, tj. pro pøípad, ¾eM je interval v R, dokázal ji¾
r. 1827 Abel. Ve formì, ve které jsme ji uvedli, ji patrnì první dokázal Carl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815 { 1897).

4.5 Je¹tì trocha historie

Historické poznámky 4.5.1. Jedním ze speci�ckých rysù tohoto textu je mno¾ství
historických ukázek a poznámek. Znalost historie vlastního oboru je u¾iteèná pro ka¾dého
matematika a pro uèitele matematiky by mìla být spolu se schopností nadhledu nad
látkou, kterou uèí, samozøejmostí. Snad k tomu tato uèebnice alespoò èásteènì pøispìje.
Na závìr uvedeme je¹tì nìkolik poznatkù obecnìj¹ího charakteru.

Centrálním objektem na¹eho výkladu byl pojem funkce. Vìnujme mu proto nìko-
lik poznámek. Termín funkce zavedl Leibniz r. 1692. K jeho rychlému vývoji pøispìli
zejména pøíslu¹níci rodiny Bernoulliù a Euler, od nìho¾ pochází oznaèení f(x) (1748).
Z dal¹ích mnoha jmenujme je¹tì dva významné matematiky. K chápání pojmu funkce
jako libovolného zobrazení, bez implicitních pøedstav analytického vyjádøení nebo spoji-
tosti, pøispìli zejména Jean Baptist Joseph Fourier (1768 { 1830) (1821) a Johann
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 { 1859) (1837). Mno¾inové pojetí pomocí
relace, resp. grafu zavedl patrnì Giuseppe Peano (1858 { 1932) r. 1911.

Pøedstavy o spojitosti funkce se vyvíjely v souvislosti s vývojem pojmu funkce. Tak
napø. v ranném stadiu vývoje byl pova¾ován za bod nespojitosti funkce takový bod,
v nìm¾ se þmìnil pøedpisÿ, který funkci popisoval. Nejvìt¹í vliv v¹ak patrnì mìlo zpøes-
nìní tohoto pojmu, které opìt pøinesl teprve a¾ Louis Augustin Cauchy (1789 { 1857)
v r. 1821 v [4] a pozdìji Carl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 { 1897); viz té¾
jeho pøedná¹ky z r. 1861, které publikoval Georg Cantor (1845 { 1918) r. 1870.

Podobné (snad i pøesnìj¹í) pojetí jako u Weierstrasse nacházíme v¹ak ji¾ v práci [2]
Bernarda Bolzana (1781 { 1848) z r. 1817; Bolzanovy práce v¹ak zùstaly po mnoho
let témìø neznámé. V r. 1872 napsal Eduard Heine (1821 { 1881) práci, v ní¾ exaktnì
odli¹il spojitost v bodì, v intervalu a stejnomìrnou spojitost. Zalo¾il de�nici spojitosti
na zacházení s posloupnostmi.

Ná¹ výklad byl doprovázen ukázkami z nìkterých historických pramenù. Pøibli¾me
si star¹í èeské uèebnice. Na poèátku 19. stol. byla v Rakousko-Uhersku v na¹ich zemích
gymnázia pìtiletá a ¹estiletá. Na nich byli uèitelé ji¾ specializováni podle pøedmìtù, které
uèili. Pozdìji byla v¹echna gymnázia ¹estiletá, a¾ do r. 1849, kdy byla zavedena osmiletá
gymnázia a pøípravy jejich uèitelù se ujaly novì zøízené �lozo�cké fakulty univerzit.
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Tzv. reálná gymnázia byla od r. 1868 sedmiletá a od r. 1869 byla na nich zavedena
maturita, opravòující v¹ak ke studiu jen na vysokých ¹kolách technických.

I kdy¾ byla nìkterá gymnázia oznaèena jako èeská, uèilo se na nich èesky i nìmecky.
Od r. 1867 byl u¾íván jen jeden jazyk, v Èechách zpravidla èeský, na Moravì nìmecký.
Napø. Praha mìla èeské gymnázium od r. 1850, Brno a¾ od r. 1867. Na Královském
èeském polytechnickém ústavu byly první èeské pøedná¹ky zavedeny r. 1861. Od ¹kolního
roku 1869/70 do¹lo k rozdìlení na èeskou a nìmeckou èást. Také na univerzitì se postupnì
pøecházelo k èe¹tinì a r. 1882 byla i ona rozdìlena na nìmeckou a èeskou èást.

Matematika a fyzika nemìla v prvé polovinì 19. stol. na pra¾ské univerzitì dobrou
úroveò. Je obrovská ¹koda, ¾e Bolzano nezískal r. 1804 místo profesora matematiky na
univerzitì. To se uprázdnilo úmrtím Stanislava Vydry (1741 { 1804), získal je v¹ak
Josef Ladislav Jandera (1776 { 1857), který sám nikdy nenapsal ¾ádnou vìdeckou
práci (vydal posmrtnì uèebnici Vydrovu). Z oblasti analýzy neexistovala èesky psaná
odborná literatura, je¹tì Filip Jakub Kulik (1793 { 1863) a také Karl Hornstein

(1824 { 1882) pøedná¹eli na univerzitì matematiku nìmecky; Kulik napsal nìmecky
uèebnici vy¹¹í analýzy.

První matematická vìdecká práce psaná èesky, jejím¾ autorem byl Václav ©imerka
(1819 { 1887), vy¹la r. 1862. Rok pøed tím byl ètyømi studenty zalo¾en Spolek pro volné
pøedná¹ky z matematiky a fyziky a po schválení stanov r. 1862 zahájil svoji èinnost.
Nejprve opìt èesky i nìmecky, ale asi po dvou letech probíhal spolkový ¾ivot ji¾ výhradnì
na bázi èe¹tiny. Kulik projevoval Spolku pøízeò a vìnoval mu svoji knihovnu. V roce 1869
dostal Spolek nové jméno Jednota èeských matematikù. Tato profesní organizace vyvíjí
pomìrnì rozsáhlou èinnost i dnes (nese jméno Jednota èeských matematikù a fyzikù.
Jednota byla zejména v meziváleèném období známa svojí edièní èinností na poli uèebnic
i monogra�í.

R. 1870 nastoupil na univerzitu jako docent Emil Weyr (1848 { 1894), jeho bratr
Eduard Weyr (1852 { 1903) se na univerzitì habilitoval jako docent r. 1876. Ten také
napsal obsáhlou vysoko¹kolskou uèebnici in�nitezimálního poètu [20], z ní¾ jsme vybrali
nìkteré ukázky. Je zajímavé, ¾e vùbec první èeskou uèebnicí vìnovanou této problematice
byla støedo¹kolská uèebnice ©imerkova [18] z r. 1864, která v¹ak byla schválena pouze jako
kniha pomocná. O rok pozdìji vy¹la kní¾ka Gustava Skøivana (1831 { 1866), který se
stal na základì konkursu, vypsaného ve ¹k. r. 1862/63, docentem pro èeské pøedná¹ky
z elementární i vy¹¹í matematiky na pra¾ské polytechnice; Skøivanova kní¾ka [17] byla
urèena technikùm, pøiná¹ela v¹ak z matematického hlediska dosti obsáhlý výklad. V
textu není uvedena ¾ádná ukázka z této knihy, z její pøedmluvy v¹ak uveïme citát,
který objasòuje roli matematiky tak, jak ji Skøivan chápal: þ®e jsem koneènì v¹elicos
pøijal, co¾, hledíc k ¾ivotním zájmùm polytechnikùv, toliko vìdecký, èili (jak vùbec se
praví) theoretický význam v sobì obná¹í, | toho se, tu¹ím, snadno omluvím, povím-li,
¾e studium prosté mathematiky za nejprospì¹nìj¹í a nejpøednìj¹í prostøedek formálného
vzdìlání pro polytechnika vá¾ím, za jeho¾ pomocí nejen s ústrojem kalkulu podstatnì se
spøáteliti, nýbr¾ i abstrakcím a exaktnému my¹lení snadno pøivykati bude moci.ÿ Kniha
Weyrova zpùsobila jisté spory, které patrnì nepøidaly autorovi na zdraví; viz [1] . Situace
se vyhrotila, nebo» spolu s Weyrem pøedná¹el na univerzitì matematiku Franti¹ek

Josef Studnièka (1836 { 1903) a oba umírají v r. 1903.
Do Prahy byl na univerzitu povolán z Brna Karel Petr a pozdìji té¾ i Jan So-

botka (1862 { 1931). Zejména vlivem Petrovým úroveò výuky analýzy výraznì stoupla.
Petr napsal uèebnici [16], která vy¹la r. 1916 a v roz¹íøené verzi o Dodatek Vojtìcha
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Jarníka (1897 { 1970) opìt v r. 1931. První vydání bylo zamý¹leno jako druhý díl Wey-
rovy uèebnice [20]. Weyr pokraèování své knihy ji¾ napsat nestihl. Petr pozdìji vydal
i þsvùj první dílÿ [15] Modernizaci pojetí integrálu, zalo¾enou na teorii Henri Louise
Lebesguea (1875 { 1941) z poèátku tohoto století, nalezneme v monogra�i [5], kterou
publikoval r. 1936 (opìt s Jarníkovým dodatkem) Eduard Èech (1893 { 1960). To byla
první èeská kniha, v ní¾ byl Lebesgueùv integrál vylo¾en.

Na Petrovo úsilí o pozvednutí úrovnì pøípravy støedo¹kolských uèitelù matematiky
v analýze i profesních matematikù pracujících mimo oblast ¹kolství navázal Jarník, jeho¾
uèebnice [9], [10], napsané v dobì druhé svìtové války, se u¾ívají dodnes; druhé díly obou
uèebnic jsou obsahovì podstatnì nároènìj¹í. Nezmiòujeme se o dal¹ích uèebních textech,
kterých ve formì skript a uèebních textù (nebo pøekladù) vy¹lo dodnes znaèné mno¾ství.

Dotkli jsme se èásteènì jen výseku historického vývoje výuky matematiky v èeských
zemích. Vývoji matematiky na univerzitì v období 1900 { 1918 je vìnován èlánek [7],
dal¹í informace lze nalézt napø. v publikaci [14]. Hlub¹í zájemce o historii matematiky
upozoròuji na ji¾ del¹í dobu pravidelnì poøádané Letní ¹koly o historii matematiky ;
vìøím, ¾e i mezi jejich úèastníky se najdou ètenáøi, které tato uèebnice osloví.
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