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Kapitola 1

Teorie integrálu v R
m

1.1 Vícerozmìrný integrál

Pøipomeòme si, ¾e ji¾ na støední ¹kole se ¾áci setkávají s urèováním obsahu jednoduchých
rovinných obrazcù; uèí se vzoreèky pro obsahy trojúhelníku, lichobì¾níku, kruhu apod.
Seznámí se rovnì¾ se vzorci pro objemy jednoduchých tìles v R3 . Pøi urèování obsahu
omezené mno¾iny A � R

2 se postupuje zpravidla takto: v rovinì se pomocí pøímek
rovnobì¾ných s osami souøadnic o rovnicích

x = k =
k

20
; y = k =

k

20
; k 2 Z ;

vytvoøí ètvercová sí» N0. Pro tuto sí» oznaèíme s0 souèet obsahù v¹ech ètvercù C sítì
N0 takových, pro které C � A, a S0 souèet obsahù v¹ech ètvercù C sítì N0, pro nì¾
C \A 6= ;; pro lep¹í pøedstavu si naèrtnìte jednoduchý obrázek. Sí» S0 "

zjemníme\ tak,
¾e dìlíme ka¾dý ètverec sítì S0 na ètyøi shodné ètverce sítì S1 pomocí spojnic støedù
stran. Analogicky vytvoøíme souèty s1 a S1. Postupným opakováním tohoto procesu do-
staneme posloupnosti souètù fsng a fSng. Snadno nahlédneme ¾e posloupnost fsng je
neklesající, posloupnost fSng nerostoucí a pro v¹echna n 2 N platí sn � Sn. Existuje-li
spoleèná limita takto vzniklých posloupností, nazýváme ji Jordan-Peanovým obje-

mem mno¾iny A.
Tento ponìkud zjednodu¹enì popsaný postup lze zpøesnit. Ukazuje se, ¾e Jordan-

Peanùv objem nemusí být de�nován i pro relativnì jednoduché mno¾iny. Je-li napø. A
mno¾ina v¹ech bodù ètverce [0; 1] � [0; 1] � R

2 , které mají obì souøadnice racionální a
zvolíme-li pro jednotlivá n 2 N sítì ètvercù Sn popsané pomocí pøímek o rovnicích

x =
k

2n
; y =

k

2n
; k 2 Z ;

pak pro ka¾dé n je sn = 0 a Sn = 1. Pro mno¾inu A není tedy její Jordan-Peanùv objem
de�nován. Tento zpùsob mìøení velikosti mno¾in úzce souvisí s Riemannovým integrá-
lem, jeho¾ my¹lenkové jádro je svázáno se základními intuitivnì zøejmými vlastnostmi
obsahu a objemu jako jsou aditivita, monotonie apod.
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1.2 Body nespojitosti funkce.

V dal¹ím se nám bude hodit mo¾nost charakterizovat jednodu¹e body nespojitosti
funkce. K tomu se u¾ívá funkce, kterou nazýváme oscilace. Nìkdy se jí té¾ kvùli
zmínìné charakterizaci bodù spojitosti øíká modul spojitosti.

De�nice 1.2.1. Nech» je funkce f de�nována na mno¾inì A. Potom hodnotu

!(f ;A) := supfjf(x)� f(y)j;x; y 2 Ag

nazýváme oscilace funkce f na mno¾inì A.

Poznámky 1.2.2. 1. Obecnì zøejmì platí 0 � !(f ;A) �1.

2. Je-li f omezená na A, jf j �M <1, pak zøejmì !(f ;A) � 2M .

3. Je-li f de�nována na A a B � A, pak !(f ;B) � !(f ;A).

4. Platí !(f ;A) = supff(x);x 2 Ag � infff(x);x 2 Ag.
Je-li navíc A napø. podmno¾ina metrického prostoru (P; �), dá se pojem osci-

lace snadno
"
lokalizovat\.

De�nice 1.2.3. Nech» A � (P; �) a f je funkce na A. Polo¾me pro x 2 A

B(x; r) := fy 2 A; �(x; y) < rg ;

tj. B(x; r) je otevøená koule o støedu x v podprostoruA prostoru (P; �); de�nujeme

!Af (x) := lim
r!0+

!(f ;B(x; r)) :

Hodnotu této limity nazýváme oscilace funkce f v bodì x vzhledem k mno-
¾inì A.

Poznámky 1.2.4. 1. Je-li f omezená funkce na A, jf j � M < 1, pak také je
!Af je omezená a !Af (x) � 2M pro v¹echna x 2 A.

2. Funkci !Af jsme de�novali pouze v bodech mno¾iny A.

3. Je-li x 2 A a fxng, fyng jsou posloupnosti bodù z A, které konvergují k bodu
x, pak pokud jf(xn)� f(yn)j � " pro v¹echna n 2 N, je !Af (x) � ".

4. Je-li x 2 A a fxng, fyng jsou opìt posloupnosti bodù z A, které konvergují
k bodu x, pak pokud posloupnosti ff(xn)g, ff(yn)gmají rùzné limity pro n!1,
je !Af (x) > 0.

5. Je-li funkce f nespojitá v bodì x 2 A, je !Af (x) > 0.

Lemma 1.2.5. Pøi vý¹e zavedeném oznaèení nastává rovnost !Af (x) = 0, právì
kdy¾ je f spojitá v bodì x vzhledem k A.
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Dùkaz. Je-li f nespojitá v x, je vzhledem k pøedchozí Poznámce 1.2.4 je !Af (x) >
0. Je-li !Af (x) = 0, pak k libovolnému " > 0 lze nalézt r > 0 tak, ¾e

jf(x)� f(y)j � !(f ;B(x; r)) < "

pro v¹echna y 2 B(x; r); B(x; r) je zde otevøená koule v A o polomìru r. Odtud
v¹ak ji¾ plyne spojitost f v bodì x vzhledem k A.

Z pøedchozího lemmatu vyplývá následující tvrzení:

Dùsledek 1.2.6. Je-li f funkce de�novaná na mno¾inì A � (P; �), pak mno¾ina

D(f ;A) v¹ech bodù nespojitosti f vzhledem k A je mno¾ina

fx 2 A; !Af (x) > 0g :

Oznaèíme-li pro v¹echna n 2 N

Dn(f ;A) :=
n
x 2 A; !Af (x) �

1
n

o
;

potom pro mno¾inu D(f ;A) v¹ech bodù nespojitosti f vzhledem k A platí

D(f ;A) =
1[
n=1

Dn(f ;A):

1.3 Riemannùv integrál v R
m

Z R1 je známo, ¾e postaèující podmínkou pro existenci Riemannova integrálu
(dále budeme psát krátce (R)-integrál) funkce f vzhledem k intervalu [a; b] � R1 je
monotonie nebo spojitost funkce f na [a; b] . Druhá z podmínek se snadno pøenese
i na (R)-integrál v Rm . Døíve v¹ak zavedeme nìkterá oznaèení a terminologii,
kterou pou¾ijeme k de�nici integrálu.

De�nice 1.3.1. Nech» a = [a1; : : : ; am], b = [b1; : : : ; bm] jsou body z Rm takové,
¾e bk � ak > 0 pro v¹echna k = 1; 2; : : : ;m. Potom de�nujeme

[ a; b ] := [ a1; b1 ]� [ a2; b2 ]� � � � � [ am; bm ] ; (1.1)

Je-li x = [x1; : : : ; xm] 2 Rm , pak x 2 I , právì kdy¾ ak � xk � bk, k = 1; 2; : : : ;m.
Pro ka¾dý interval I = [ a; b ] de�nujeme jeho objem vol(I) vzorcem

vol(I) :=
mY
k=1

(bk � ak) :
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De�nice 1.3.2. Jestli¾e pro uzavøené intervaly Ij , j = 1; : : : ; n platí, ¾e ¾ádné
dva nemají spoleèný vnitøní bod a zároveò I =

Sn
j=1 Ij , øíkáme, ¾e fIjg tvoøí

dìlení intervalu I . Mno¾inu v¹ech dìlení intervalu I oznaèíme analogicky D(I).
Je-li I = [a; b] popsán pomocí (1.1), oznaème symbolem Dk dìlení intervalu
[ak; bk], tj. Dk 2 D([ak ; bk]),

Dk = fak = x0k < x1k < � � � < xnkk = bkg;

k = 1; 2; : : : ;m. Potom dìlení D intervalu I , jeho¾ dìlící intervaly vzniknou jako
v¹echny mo¾né kartézské souèiny m dìlících intervalù [xjk�1k ; xjkk ], 1 � jk � nk,
k = 1; : : : ;m, dìlení Dk, budeme nazývat rozdìlením D intervalu I . Mno¾inu
v¹ech rozdìlení intervalu I oznaèíme analogicky D�(I).

Jak si ètenáø jistì pov¹iml, i kdy¾ neprovádíme ¾ádné nároèné úvahy, pøesný
popis mù¾e být formálnì komplikovaný. Proto si budeme nìkdy pomáhat obráz-
kem v R2 .

De�nice 1.3.3. Jsou-liD0; D00 dvì dìlení intervalu I � Rm , pak øíkáme, ¾e dìlení
D00 je zjemnìním dìlení D0, jestli¾e D00 = fIjgpj=1, D

0 = fJlgql=1 a pro ka¾dý
dìlící interval Jl dìlení D0 existují dìlící intervaly Ij dìlení D00 tak, ¾e tvoøí
dìlení Jl; v tom pøípadì pí¹eme D0 � D00.

Poznámky 1.3.4. 1. Interval I := [a; b] je tedy omezený a uzavøený, a tedy je
kompaktní mno¾inou v Rm .

2. Jsou-li I; J � Rm omezené uzavøené intervaly, které mají spoleèný alespoò
jeden vnitøní bod, je I \ J opìt omezený uzavøený interval. Omezenost a uza-
vøenost vyplývají z obecnìj¹ích tvrzení o prùnicích;

"
tvar\ si staèí rozmyslet pro

jednorozmìrný pøípad a uvá¾it, ¾e výsledný prùnik je kartézským souèinem prù-
nikù pøíslu¹ných jednorozmìrných intervalù. Pro lep¹í pøedstavu uvádíme obrázek
nìkolika (ne v¹ech) mo¾ných pøípadù v R2 .

Obrázek 1.1: Prùnik uzavøených intervalù

3. Ke ka¾dému dìlení D0 intervalu I existuje rozdìlení D00 2 D(I), D0 � D00.
Konstrukce D00 je nejlépe patrna z následujícího obrázku.
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Obrázek 1.2: Rozdìlení zjemòující dìlení

4. Ke ka¾dému koneènému systému intervalù fJlgql=1, Jl � I pro l = 1; 2; : : : ; q,
existuje rozdìlení D00 = fIjgpj=1 intervalu I takové, ¾e ke ka¾dému intervalu Jl lze
nalézt v D00 mno¾inu intervalù Ij , které tvoøí dìlení Jl. Z následujícího obrázku
je opìt patrna konstrukce.

Obrázek 1.3: Generované rozdìlení

5. Ke ka¾dým dvìma rozdìlením D0; D00 2 D(I) existuje jejich spoleèné zjem-
nìní D�

D0 � D�; D00 � D� :

Pøipojujeme opìt obrázek, ze kterého názornì vyplývá zpùsob konstrukce.

V dal¹ím popisujeme dìlící intervaly rozdìlení D 2 D(I) pøevá¾nì výètem:
D = fIjgpj=1. Pro ka¾dý interval I = [a; b] de�novaný v (1.1) klademe

vol(I) =
mY
k=1

(bk � ak): (1.2)

Je-li D 2 D(I), D = fIjgpj=1, pak vzhledem k tomu, ¾e pracujeme s rozdìlením,
zøejmì platí

vol I =
pX

j=1

vol(Ij):
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Obrázek 1.4: Spoleèné zjemnìní

Je-li nyní f omezená funkce na intervalu I a dìlení D 2 D(I) je zjednodu¹enì
popsáno výètem D = fIjgpj=1, oznaème pro j = 1; 2; : : : q

m = infff(x);x 2 Ig ; M = supff(x);x 2 Ig ;
mj = infff(x);x 2 Ijg ; Mj = supff(x);x 2 Ijg :

Potom zøejmì pro rozdìlení D a souèty

s(f ;D) :=
pX

j=1

mj vol(Ij); S(f ;D) =
pX

j=1

Mj vol(Ij)

platí jako v jednorozmìrném pøípadì nerovnosti

m vol(I) � s(f ;D) � S(f ;D) �M vol(I)

Èíslo s(f ;D) nazýváme dolní souèet pro funkci f a rozdìlení D a èíslo S(f ;D)
horní souèet pro funkci f a rozdìlení D. Ètenáø nech» si laskavì uvìdomí, ¾e
pouze opakujeme úvahy, které se dìlají pro pøípad jednorozmìrného (R)-integrálu;
viz opìt [MAU], str. 252 a násl.

Jestli¾e pro D0; D00 2 D(I) platí D0 � D00, je rovnì¾

s(f ;D0) � s(f ;D00); S(f ;D00) � S(f ;D0);

tedy hodnota dolního souètu se pøi pøechodu ke zjemnìní nezmen¹í a hodnota
horního souètu nezvìt¹í. Odtud pomocí Poznámky 1.3.4 (4) té¾ vyplývá, ¾e pro
libovolná D0; D00 2 D(I) platí s(f ;D0) � S(f ;D00). Je tedy

supfs(f ;D);D 2 D(I)g � inffS(f ;D);D 2 D(I)g: (1.3)

Èíslo, které stojí na levé stranì pøedcházející nerovnosti se nazývá dolní Ri-
emannùv integrál funkce f pøes interval I a podobnì èíslo stojící na pravé
stranì horní Riemannùv integrál funkce f pøes interval I . Ètenáø si laskavì roz-
myslí, ¾e to, ¾e jsme se omezili na rozdìlení D 2 D(I) a nepracovali s obecnìj¹ími
dìleními, nemá na existenci a hodnotu obou èísel ¾ádný vliv.
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Spoleènou hodnotu porovnávaných èísel v (1.3) znaèíme

(R)
Z
I

f; (R)
Z
I

f(x)dx ; (R)
Z
I

f(x1; : : : ; xm)dx1 : : : dxm

apod. Pokud v (1.3) platí ostrá nerovnost, øíkáme, ¾e (R)-integrál z f pøes interval
I neexistuje. Pro I = [a; b] se lze, zejména v R2 èi R3 , setkat i s oznaèením

(R)
Z b1

a1

� � �
Z bm

am

f(x1; : : : xm)dx1 : : : dxm :

Tyto integrály se nìkdy tradiènì nazývajímno¾né integrály, a následující ozna-
èení se pak u¾ívá pro dvojné a trojné integrály

(R)
Z b1

a1

Z b2

a2

f(x; y)dx dy ; (R)
ZZZ
I

f(u; v; w)du dv dw :

Koneènì v pøípadì, ¾e nemù¾e dojít k nedorozumìní, symbol (R)- pøed integrálem
vynecháváme. Pøímo z de�nice (R)-integrálu plyne tato zøejmá podmínka

Vìta 1.3.5 (Darboux). Nutnou a postaèující podmínkou pro existenci (R)-in-
tegrálu z f pøes interval I je rovnost horního a dolního (R)-integrálu z f pøes I.

Z této vìty lze stejnì stejnì jako v R obdr¾et následující nutnou a postaèující
podmínku:

Vìta 1.3.6 (Riemann). Nutnou a postaèující podmínkou pro existenci (R)-in-
tegrálu z f pøes interval I je, ¾e ke ka¾dému " > 0 musí existovat D 2 D(I) tak,

¾e

S(f ;D)� s(f ;D) < ":

Poznámka 1.3.7. Nìkdy u¾ívaná oznaèení Darbouxova nebo Riemannova pod-

mínka pro podmínky z Vìt 1.3.5 a 1.3.6 referují spí¹e k zásluhám Jeana Gastona

Darbouxe (1842 { 1917) aGeorga Friedricha Bernharda Riemanna (1826
{ 1866) o teorii (R)-integrálu. Riemann místo s dolními a horními souèty pracoval
se souèty tvaru

pX
j=1

f(�j) vol(Ij); (1.4)

kde �j 2 Ij je libovolnì zvolený bod. Oznaèíme-li �(D) maximum prùmìrù dì-
lících intervalù dìlení D a je-li fDng posloupnost dìlení Dn 2 D(I) taková, ¾e
�(Dn)! 0, a jestli¾e �j jsou libovolnì zvolené body z dìlících intervalù Ij dìlení
Dn, de�noval Riemann (R)-integrál jako limitu souètù (1.4) pro �(Dn) ! 0, po-
kud tato existovala a byla nezávislá na volbì posloupnosti fDng a volbì bodù �j .
Pøístup pøes horní a dolní souèty nále¾í Darbouxovi. Viz podrobnìji [2].
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Postaèující podmínka spojitosti f v I pro existenci (R)-integrálu platí i pro
pøípad Rm a dokazuje se stejnì jako v R; vzhledem k u¾iteènosti podmínky ho
podrobnì provedeme.

Vìta 1.3.8. Nech» f je spojitá funkce na omezeném uzavøeném intervalu I �
Rm . Potom existuje R-integrál z f pøes interval I.

Dùkaz. Z Vìty 13.4.25 v [MAU] o spojité funkci na kompaktní mno¾inì plyne, ¾e
f je stejnomìrnì spojitá na I . Zvolme " > 0 a k nìmu � > 0 z de�nice stejnomìrné
spojitosti tak, aby platilo pro v¹echna x; y 2 I

jx� yj < � ) jf(x)� f(y)j < ": (1.5)

Nyní vybereme D 2 D(I) tak, aby pro v¹echny dìlící intervaly Ij rozdìlení
D = fIjg1j=1 platilo

diam(Ij) = supfjx� yj;x; y 2 Ijg < � :

Pak v¹ak ze (1:5) plyne

supff(x);x 2 Ijg � infff(x);x 2 Ijg � " ;

a tak dostáváme

S(f ;D)� s(f ;D) �
pX

j=1

" � vol(Ij) � "

pX
j=1

vol(Ij) � " vol(I) :

Je tedy splnìna Riemannova podmínka z Vìty 1.3.6 a existence integrálu je do-
kázána.

Podmínka spojitosti je je¹tì zbyteènì znaènì silná, nebo» i pro funkce
"
dosti

nespojité\ mù¾e existovat R-integrál. Nejjednodu¹¹í pøíklady si ètenáø snadno
zkonstruuje sám. Slo¾itìj¹í pøíklad pøipomeneme:

Pøíklad 1.3.9. Standardní ilustrativní pøíklad vyu¾ívá tzv. Riemannovy funkce
�. Zopakujeme její de�nici

�(x) = 1 ; x 2 Z ; �(x) = 0 ; x 2 R n Q ;

�
�p
q

�
=

1
q

pro p 2 Z; q 2 N ; a (p; q) = 1 :

Tato funkce je spojitá právì ve v¹ech bodech R n Q a pro její (R)-integrál platí
1Z

0

�(x)dx = 0:
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Srovnej s [MAU], Pøíklady 10.2.14. Existence se dokazuje pøímým ovìøením Dar-
bouxovy podmínky z Vìty 1.3.5. Ètenáø nech» si samostatnì doká¾e, ¾e

!�(x) = �(x); x 2 R :

Poznámka 1.3.10. Existuje posloupnost funkcí fn spojitých na R taková, ¾e ffn(x)g
je nerostoucí posloupnost, 0 � fn � 1 a

lim
n!1

fn(x) = �(x)

pro v¹echna x 2 R, tj. Riemannova funkce � je limitou neklesající posloupnosti spojitých
funkcí. Ètenáø nech» si laskavì pov¹imne, ¾e pro ka¾dé a 2 R je mno¾ina

fx 2 R; �(x) > ag

otevøená. Tudy vede cesta k de�nici tzv. (shora) polospojitých funkcí, se kterými se je¹tì
setkáme.

Pøedcházející pozorování zobecníme. V Dùsledku 1.2.6 jsme zavedli mno¾iny spe-
ciální mno¾iny bodù nespojitostiDn(f ;A), které vystupují v následujícím tvrzení.

Lemma 1.3.11. Nech» f je omezená funkce na omezeném uzavøeném intervalu

I � Rm . Potom mno¾iny Dn(f ; I) jsou pro ka¾dé n 2 N kompaktní.

Dùkaz. Oznaème obecnìji pro a 2 R

da(f ; I) = fx 2 I ; !If (x) � ag

a doka¾me, ¾e pro ka¾dé a 2 R je da(f ; I) kompaktní. Proto¾e da(f ; I) � I , co¾ je
kompaktní interval, staèí dokázat pouze uzavøenost mno¾iny da(f ; I). Pro a � 0
je da(f ; I) = I a tvrzení platí. Je-li a > 0 takové, ¾e da(f ; I) 6= ;, zvolme x v jejím
uzávìru a body xn; yn 2 B(x; 1=n) \ da(f; I) tak, aby platilo

jf(xn)� f(yn)j � a:

Platí v¹ak xn ! x; yn ! x a !If (x) � limn!1 jf(xn) � f(yn)j � a. Je tedy
x 2 da(f ; I), co¾ jsme chtìli ovìøit.

Poznámka 1.3.12. Pøipomeòme, ¾e f : (P; �) ! (Q; �) je spojité zobrazení na
P, jsou-li vzory v¹ech otevøených mno¾in v Q otevøené v P ; viz [MAU], Vìta
12.5.5. Je-li Q = R, staèí podmínku ovìøit pouze pro mno¾iny tvaru

fx 2 P ; f(x) > ag; fx 2 P ; f(x) < ag

pro v¹echna a 2 R. Jsou-li vesmìs otevøené, je f spojitá funkce na P . K tomu
staèí uvá¾it, ¾e

fx 2 P ; f(x) 2 (�; �)g = fx 2 P ; f(x) > �g \ fx 2 P ; f(x) < �g
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a vztah otevøených mno¾in v R a intervalù v R. Pøedcházející tvrzení øíká, ¾e
mno¾iny fx 2 I ; !If (x) < ag jsou pro v¹echna a 2 R otevøené v I (jsou to doplòky
uzavøených mno¾in v R). Jak jsme se ji¾ zmínili døíve, znamená to, ¾e !If je shora
polospojitá funkce na I .

Lemma 1.3.13. Nech» I je omezený uzavøený interval v Rm a pro funkci f a

" > 0 platí

!If (x) < "

pro v¹echna x 2 I. Potom existuje rozdìlení D 2 D(I),D = fIjgpj=1, ¾e

!(f ; Ij) < "

pro v¹echna j = 1; : : : ; p.

Dùkaz. Oznaème pro � > 0 symbolem K�(x) mno¾inu

K�(x) = fy 2 Rm ; jxk � ykj � �

2
; k = 1; : : : ;mg;

je to tedy
"
krychle\ o støedu x a délce hrany �, která má stìny rovnobì¾né se

souøadnicovými nadrovinami. Proto¾e platí

!If (x) = lim
�!0+

!(f ; I \K�(x));

lze pokrýt interval I otevøenými mno¾inami K0
�=2(x), x 2 I tak, ¾e pro ka¾dé

x 2 I volíme pøíslu¹né � > 0 tak, aby

!(f ; I \K�(x)) < " : (1.6)

Z tohoto pokrytí vybereme koneèné pokrytí otevøenými
"
polovièními\ krychlemi

a z nìj dostaneme i pokrytí uzavøenými krychlemi s dvojnásobnou délkou hrany a
vlastností (refbora). Nyní podle Poznámky 3.1.3 (3) sestrojíme D 2 D(I) tak, ¾e
jeho vhodné podsystémy dìlících intervalù budou rozdìleními intervalù K�(xj)\
I .

Vìta 1.3.14 ([Du Bois-Reymond). Nech» f je omezená funkce na intervalu

I = [a; b] � Rm . Potom (R)-integrál z f pøes I existuje, právì kdy¾ je splnìna

podmínka: Pro ka¾dá dvì r; s 2 (0;+1) existuje koneèný systém intervalù Jl,
l = 1; 2; : : : ; q tak, ¾e

fx 2 I ;!If (x) � rg = dr �
q[
l=1

Jl

a zároveò platí
Pq

j=1 vol(Jl) < s.
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Dùkaz. Uká¾eme nejprve, ¾e z vyslovené podmínky plyne Riemannova podmínka
z Vìty 1.3.6. Zvolme libovolnì " > 0 a polo¾me r = s = ". Pomocí podmínky
nalezneme pokrytí mno¾iny

fx 2 I ;!If (x) � "g
koneènì mnoha intervaly Jl, l = 1; : : : ; q o souètu objemù men¹ím ne¾ ". Nyní v
prvém kroku vyrobíme pomocí fJlgql=1 rozdìlení intervalu I , jeho¾ podsystémy
tvoøí rozdìlení ka¾dého Jl, l = 1; : : : q. Na dìlících intervalech, které nejsou èástí
¾ádného Jl, je oscilace !If v ka¾dém jejich bodì men¹í ne¾ ". Lze tedy podle
Lemmatu 1.3.13 ka¾dý z nich rozdìlit na intervaly, na nich¾ oscilace f vzhledem
k tomuto intervalu bude men¹í ne¾ ", to udìláme v druhém kroku.

Pokud podmínka z dokazované vìty splnìna není, existují r; s 2 (0;+1) tak,
¾e pro ka¾dý koneèný systém intervalù Jl pokrývající mno¾inu

fx 2 I ;!If (x) � rg
má celkový souèet objemù � s. Proto je té¾ S(f ;D)�s(f ;D) � rs > 0 a tedy Rie-
mannova podmínka není splnìna. Tím je dùkaz dokonèen. Existence (R)-integrálu
z f pøes I je tedy ekvivalentní splnìní podmínky z dokazované vìty.

Poznámka 1.3.15. Du Bois-Reymondovu podmínku lze vyjádøit je¹tì jiným zpùso-
bem: øíká, ¾e mno¾inu bodù urèitých nespojitostí funkce f (tìch, v nich¾ je !If � r) lze
pokrýt koneènì mnoha intervaly, souèet jejich objemù je libovolnì malý. Pozdìji tuto
podmínku dáme do souvislosti s Jordan-Peanovým objemem. Nyní nám poslou¾í jako
inspirace k dal¹í nutné a postaèující podmínce.

De�nice 1.3.16. Øíkáme, ¾e mno¾ina A � Rm má Lebesgueovu míru �m
rovnu 0, jestli¾e ke ka¾dému " > 0 existuje spoleèný systém intervalù fJlg1l=1

takový, ¾e

A �
1[
l=1

Jl a

1X
l=1

vol(Jl) < ";

pí¹eme pak �(A) = �m(A) = 0, pøièem¾ pokud nehrozí nebezpeèí z nedorozumìní,
index m u �m vynecháváme.

Poznámka 1.3.17. A¾ dosud jsme pracovali s omezenými uzavøenými intervaly.
V pøedchozí de�nici nejsou intervaly Jl speci�kovány. Je to proto, ¾e pokud roz-
¹íøíme de�nici objemu intervalu (1.2) na nedegenerované intervaly libovolného
typu, de�nice bude stále správná. Jsou-li tedy Ik, k = 1; : : : ;m, omezené inter-
valy o koncových bodech ak < bk, k = 1; : : : ;m, pak pro I = I1 � : : : Im klademe
v¾dy

vol(I) =
mY
1

(bk � ak):
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Pro nás je podstatné, ¾e v pøedchozí de�nici lze pokrývat té¾ omezenými otevøe-
nými intervaly. To je vidìt z následující úvahy: pøi pokrytí otevøenými intervaly
pokrývají i jejich uzávìry (co¾ jsou uzavøené intervaly) mno¾inu A a souèet jejich
objemù zùstane stejný. Ve druhém pøípadì pokryjeme A uzavøenými intervaly o
celkovém souètu objemù "=2, kde " > 0 je pøedem dáno; pak ka¾dý z pokrývajících
intervalù nahradíme otevøeným intervalem, který je podmno¾inou uva¾ovaného
intervalu a má stejný støed a dvojnásobný objem. Tyto intervaly opìt pokrývají
A a souèet jejich objemù je men¹í ne¾ ". Pro obecnìj¹í intervaly lze postupovat
stejnì, av¹ak my tento fakt nebudeme potøebovat.

Vìta 1.3.18 (Lebesgue). Nech» f je omezená funkce na omezeném uzavøeném

intervalu I � Rm . Potom existuje (R)-integrál z funkce f pøes interval I, právì
kdy¾ mno¾ina D(f ; I) v¹ech bodù nespojitosti f vzhledem k I má nulovou Lebes-

gueovu míru, tj. je �(D(f ; I)) = 0.

Dùkaz. Uká¾eme, ¾e je-li splnìna Du Bois-Reymondova podmínka z Vìty 1.3.14,
je splnìna i Lebesgueova podmínka. Zvolíme " > 0 a mno¾iny Dn(f ; I) zavedené
v Dùsledku 1.2.6 pokryjeme pro ka¾dé n 2 N koneènì mnoha intervaly Jnl tak, ¾e

pnX
l=1

vol(Jnl ) �
"

2n
:

Potom je systém intervalù ffJl; l = 1; : : : lng; n 2 Ng spoèetný a pøíslu¹ný souèet
objemù

1X
n=1

pnX
l=1

vol(Jnl ) � "

1X
n=1

1

2n
= ":

Takto lze dospìt k rozdìlení D 2 D(I), D = fIjgpj=1 takovému, ¾e na intervalech
Ij platí buï !(f ; Ij) < ", nebo, pokud tato nerovnost splnìna není, je souèet
objemù takových Ij malý. Podle tohoto hlediska rozdìlíme dìlící intervaly D do
dvou skupin. Pro rozli¹ení intervaly v prvé skupinì a druhé skupinì oznaèíme
pøidáním jedné a dvou èárek a pøi sèítání budou symboly

P0 P00 znamenat, ¾e
sèítáme pouze v rámci jedné z tìchto skupin.

V první ze skupin lze odhadnout pøíspìvek od intervalù Ij k rozdílu horního
a dolního souètu S(f ;D)� s(f ;D) hodnotou

X0
" � vol(I 0j) � "

X0
vol(I 0j) � " vol(I):

Ve druhé skupinì jsou intervaly I 00J , z nich¾ ka¾dý je èástí nìjakého intervalu
Jl, l = 1; : : : ; q. Tyto pøispívají k vy¹etøovanému rozdílu hodnotou, kterou lze
odhadnout èíslem

X00
2M � vol(I 00j ) � 2M

X00
vol(I 00J ) � 2M:

X
vol(Jl) � 2M":
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Celkovì tak dospíváme k odhadu

S(f ;D)� s(f ;D) � "(2M + vol(I));

z èeho¾ plyne splnìní Riemannovy podmínky z Vìty 1.3.6, nebo» volbou " > 0 lze
rozdíl vlevo odhadnout libovolnì malým kladným èíslem.

Je-li obrácenì splnìna Lebesgueova podmínka, existuje spoèetný systém ote-
vøených intervalù (viz Poznámka 1.3.17), pokrývajících mno¾inu bodù nespojitosti
D(f ; I) funkce f vzhledem k I , o libovolnì malém souètu objemù. Mno¾ina

fx 2 I ;!If (x) � rg
je pro ka¾dé r > 0 kompaktní, lze tedy z otevøeného pokrytí mno¾inyD o celkovém
souètu objemù � s vybrat koneèné. Uzávìry tìchto koneènì mnoha intervalù mají
souèet objemù � s, co¾ ukazuje, ¾e je splnìna Du Bois-Reymondova podmínka z
Vìty 1.3.14.

1.4 Obecnìj¹í mno¾iny

Jestli¾e máme urèit Jordan-Peanùv objem mno¾iny A � Rm , pou¾ijeme k tomu
(R)-integrál. Budeme pøedpokládat, ¾e A je v¾dy omezená, jinak tento objem
nede�nujeme. Zvolíme libovolnì omezený uzavøený interval I tak, ¾e je A � I a
integrujme charakteristickou funkci �A (pøipomínáme, ¾e je �A(x) = 1 pro
x 2 A a �A(x) = 0 pro x 2 RmnA) pøes interval I .
De�nice 1.4.1. Pro omezenou A � Rm de�nujeme její Jordan-Peanùv objem

m(A) rovností

m(A) := (R)
Z
I

�A(t)dt ; (1.7)

kde I je libovolný omezený uzavøený interval obsahující I , pokud integrál vpravo
existuje.

Poznámky 1.4.2. 1. Je tøeba si rozmyslet, ¾e de�nice nezávisí na volbì I : jsou-li
I; J dva takové intervaly obsahující A, pak zøejmì platíZ

I

�A =
Z
I\J

�A =
Z
J

�A

2. Je-li I interval, je vol(I) = m(I); v tomto smyslu je Jordan-Peanùv objem
roz¹íøením funkce vol na vìt¹í systém mno¾in.

3. Z pøedcházejícího výkladu víme, ¾e integrál v (1.7) existuje, právì kdy¾D(�A; I)
má nulovou Lebesgueovu míru. Pro �A jsou v¹ak body nespojitosti právì v¹echny
body hranice �A mno¾iny A.
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Úmluva 1.4.3. Jestli¾e existuje m(A), pak øíkáme, ¾e mno¾ina A je mìøitelná
v Jordan-Peanovì smyslu, nebo krátce jordanovsky mìøitelná.

Dùsledek 1.4.4. Omezená mno¾ina A � Rm je jordanovsky mìøitelná, právì

kdy¾ je �(@A) = 0, tj. její hranice má nulovou Lebesgueovu míru.

Chceme-li integrovat pøes omezenou mno¾inu A � Rm v Riemannovì smyslu
obecnìj¹í funkci ne¾ f � 1, nebo f � konst:, budeme postupovat takto: v¾dy bu-
deme pøedpokládat, ¾e A je jordanovsky mìøitelná. Pak u¾ je pøirozená následující
de�nice:

De�nice 1.4.5. Je-li A � Rm jordanovsky mìøitelná mno¾ina a f omezená
funkce na A, pak de�nujeme pomocnou funkci f1 tak, ¾e f1(x) = f(x), x 2 A a
f1(x) = 0 pro x 2 Rm nA. Pak klademe

(R)
Z
A

f := (R)
Z
I

f1;

kde I je libovolný omezený uzavøený interval obsahující A.

Poznámka 1.4.6. O takto de�novaném (R)-integrálu lze dokázat øadu tvrzení.
Nìkterá z nich uvedeme, dokazovat je v¹ak nebudeme. Dokazují se zpravidla stejnì
jako pro pøípad R1 , kde jsme se (R)-integrálem zabývali v [MAU] pomìrnì po-
drobnì. Pøi výpoètech tato tvrzení budeme pou¾ívat.

Vìta 1.4.7. Nech» R(A) je systém v¹ech omezených funkcí na jordanovsky mì-

øitelné mno¾inì A, pro které existuje (R)-integrál pøes mno¾inu A. Potom R(A)
je lineární prostor a polo¾íme-li pro ka¾dou f 2 R(A)

Rf :=
Z
A

f(x)dx ;

je R : f 7! Rf nezáporný lineární funkcionál. Dále podle Vìty 1.3.8 je zøejmì

C(A) �� R(A). Pokud opatøíme R(A) supremovou normou

kfk = supfjf(x)j;x 2 Ag
je funkcionál R na R(A) vzhledem k této normì spojitý. Analogicky jako v R1

platí

���
Z
A

f(x)dx
��� �

Z
A

jf(x)jdx :

Poznámka 1.4.8. Bylo by mo¾né zavést
"
integrální normu\ i na R(A)? Ètenáø si

snadno rozmyslí, ¾e R(jf j) má i v tomto pøípadì nìkteré vlastnosti normy, ale nikoli

v¹echny. Je toti¾ R(jf j) = 0 i pro funkce, které mají na mno¾inì Lebesgueovy míry
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nula nenulové hodnoty, tak¾e neplatí R(jf j) = 0 ) f � 0 na A. V pøípadì intervalu
I � R

m by opìt staèilo omezit se na funkce z C(I), obecnìji v¹ak to vy¾aduje dodateèné
pøedpoklady o A; pouhá jordanovská mìøitelnost nestaèí.

Lze v¹ak dokázat vìtu, která v jistém smyslu postihuje
"
meze\ (R)-integrálu.

Ty ho v nìkterých pøípadech èiní nepou¾itelným.

Vìta 1.4.9. Jsou-li A1; : : : ; An jordanovsky mìøitelné disjunktní mno¾iny v Rm ,

pak platí

m
� n[
j=1

Aj

�
=

nX
j=1

m(Aj); (1.8)

je-li f omezená funkce na A =
Sn
j=1, pak

(R)
Z
A

f =
nX
j=1

Z
Aj

f ;

jakmile existuje integrál na levé stranì rovnosti (1:8) nebo pokud existují v¹echny

integrály v souètu na pravé stranì (1:8).

Pøedcházející vìta popisuje pro f � 1 dùle¾itou vlastnost Jordan-Peanova
objemu m; obsah rovnosti (1:8) pak slovnì popisujeme tak, ¾e øíkáme o Jordan-
Peanovì objemu, ¾e je koneènì aditivní mno¾inovou funkcí na systému v¹ech
jordanovsky mìøitelných mno¾in v Rm . To té¾ odpovídá elementárním pøedstavám
o aditivitì a monotonii obsahù a objemù, kterou známe z elementární geometrie.

Souvisí nìjak výpoèet obsahu nebo objemu m(A) s tím, co se zpravidla uèí
student v kalkulu, kde se seznamuje se vzoreèkem pro obsah obrazce

"
pod gra-

fem\ spojité funkce f na intervalu [a; b] nebo s výpoètem objemu rotaèních tìles?
Odpovìï je kladná, døíve v¹ak doká¾eme tvrzení, které nám umo¾ní (R)-integrály
v Rm pro m > 1 poèítat.

1.5 Výpoèet Riemannova integrálu v R
m

Poznámka 1.5.1. Zaèáteèník by mohl snadno nabýt dojmu, ¾e integrál je dítìtem de-
vatenáctého století. Ve skuteènosti lze techniky s integrálem související sledovat a¾ k
Archimedovi (287 pøed n. l. { 212 pøed n. l.); staèí ostatnì srovnat exhaustivní metodu
èi jeho metodu komprese s de�nicí (R)-integrálu pomocí dolních a horních souètù. Vìta,
kterou si v jednoduché verzi doká¾eme, souvisí také s velmi starým poznatkem, který
dnes nazýváme Cavalieriho princip:

Kdy¾ dvì tìlesa mají stejnou vý¹ku a kdy¾ øezy rovinami, které jsou rovnobì¾né s

jejich podstavami a mají od nich stejnou vzdálenost, jsou takové, ¾e pomìr jejich obsahù

je v¾dy stejný, potom objemy tìles mají tý¾ pomìr.

Jestli¾e je pomìr v pøedcházejícím pøípadì roven 1, vyplývá z tvrzení napø. to, ¾e
kolmý a ¹ikmý hranol o té¾e vý¹ce mají stejný objem apod. Pøi odvozování tohoto
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principu se vycházelo z geometrických názorných pøedstav, kterým v dne¹ní dobì lze
dát nejen pøesný smysl, ale lze je i podstatným zpùsobem zobecnit.

Jádrem metody, kterou vylo¾íme, je pøevedení výpoètu vícerozmìrného inte-
grálu na postupný výpoèet jednorozmìrných integrálù. Pro Lebesgueùv integrál

pochází elegantní vìta tohoto typu od Quida Fubiniho (1879 { 1943) , který ji
dokázal r. 1907. Základním krokem je zde pøevod m-rozmìrného integrálu na jed-
norozmìrný integrál z funkce, která je vyjádøena jako (m� 1)-rozmìrný integrál.

Doká¾eme tvrzení o pøevodu (R)-integrálu pøes interval I � R2 ze spojité
funkce na tzv. integrál dvojnásobný, co¾ je sled dvou jednorozmìrných integrací.
Jde tedy o jistou vìtu Fubiniova typu; prozradíme ji¾ na tomto místì, ¾e Lebesgu-
eùv integrál je obecnìj¹í ne¾li integrál Riemannùv a tak vìta, kterou doká¾eme,
je jen (velmi slabým) dùsledkem Fubiniovy vìty.

Vìta 1.5.2. Nech» f je funkce spojitá na intervalu I = [a; b]� [c; d] � R2 . Potom

platí

Z
I

f(x; y)dx dy =
Z b

a

(
Z d

c

f(x; y)dy)dx =
Z d

c

(
Z b

a

f(x; y)dx )dy : (1.9)

Dùkaz. Na první pohled není pøíli¹ zøejmé, ¾e oba
"
postupné\ integrály mají

vùbec rozumný smysl. Doká¾eme v¹ak mj. i to, ¾e

F (x) =
Z d

c

f(x; y)dy; x 2 [a; b] ;

je spojitá funkce na [a,b]; podobnì se doká¾e i G 2 C([c; d]) pro

G(y) =
Z b

a

f(x; y)dx ; y 2 [c; d] ;

tuto zcela analogickou úvahu jako pro pøípad funkce F pøenecháme ètenáøi. Potom
je¹tì doká¾eme první z obou rovností ve vztahu (1.9). Analogicky se toti¾ doká¾e
i rovnost

Z
I

f(x; y)dx dy =
Z d

c

(
Z b

a

f(x; y)dx )dy ;

ze které ji¾ plyne (1.9). Proto¾e je f spojitá na I , je na I té¾ stejnomìrnì spojitá.
Proto pro ka¾dé " > 0 existuje � > 0 tak, ¾e speciálnì platí

jf(x1; y)� f(x2; y)j � "

pro ka¾dé y 2 [c; d] a ka¾dá dvì èísla x1; x2 2 [a; b] , pro nì¾ je jx1 � x2j < �. Z
ekvivalentního vztahu

�" � f(x1; y)� f(x2; y) � "
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plyne integrací vzhledem k y pøes interval [c; d] po jednoduché úpravì

jF (x1)� F (x2)j =
���
Z d

c

f(x1; y)dy �
Z d

c

f(x2; y)dy
��� � "(d� c);

z toho vyplývá (dokonce stejnomìrná) spojitost F v intervalu [c; d].
V dal¹í èásti dùkazu doká¾eme první rovnost z (1.9). Nejprve v¹ak zavedeme

speciální oznaèení. Polo¾me

D0 = fa = x0 < x1 � � � < xr = bg; D00 = fc = y0 < y1 < � � � < ys = dg;
tj. D0 2 D([a; b]) má r dìlících intervalù Ik; k = 1; 2; : : : ; r a D00 2 D([c; d]) má s
dìlících intervalù Jl; l = 1; 2; : : : ; s. Dìlení D, které vznikne jako

"
D0 �D00\ , tj.

pøesnìji

D = fKkl; k = 1; : : : r; l = 1; : : : ; sg;
kde Kkl = Ik � Jl, je rozdìlením I . Oznaème dále

mkl = infff(x; y); [x; y] 2 Kklg; Mkl = supff(x; y); [x; y] 2 Kklg:
Zøejmì platí pro ka¾dé x 2 Ik a k = 1; : : : ; s

mkl � infff(x; y); y 2 Jlg � supff(x; y); y 2 Jlg �Mkl

V¹echny èleny této nerovnosti vynásobíme kladným èíslem vol(Jl) a pak vznik-
lé nerovnosti pro k = 1; : : : ; s seèteme. Dostaneme tak

sX
l=1

mkl vol(Jl) � s(f(x; �); D00) � S(f(x; �); D00) �
sX
l=1

Mkl vol(Jl)

z f 2 C(I) plyne f(x; �) 2 C([c; d]) pro v¹echna x 2 [a; b] a tedy

s(f(x; �); D00) �
Z d

c

f(x; �) � S(f(x; �); D00);

pøièem¾ (R)-integrál ve
"
slo¾ené nerovnosti\ uprostøed existuje pro v¹echna x 2

[a; b] a je to F (x), spojitá funkce promìnné x v [a; b]. Dále je

sX
l=1

mkl vol(Jl) � inffF (x);x 2 Ikg � supfF (x);x 2 Ikg �
sX
l=1

Mkl vol(Jl)

V¹echny èleny této nerovnosti vynásobíme kladným èíslem vol(Ik) a pak vzniklé
nerovnosti pro k = 1; : : : ; r seèteme. Dostaneme tak

rX
k=1

sX
l=1

mkl vol(Kkl) � s(F ;D0) � S(F ;D0) �
rX

k=1

sX
l=1

Mkl vol(Kkl);
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neboli s ohledem na (R)-integrovatelnost F

s(f ;D) �
Z b

a

F � S(f ;D);

co¾ s pøihlédnutím k de�nici F dává

s(f ;D) �
Z b

a

(
Z d

c

f(x; y)dy)dx � S(f ;D):

Takovou nerovnost mù¾eme odvodit pro libovolné rozdìlení D 2 D(I). Odtud
v¹ak ji¾ plyne rovnost

(R)
Z
I

f =
Z b

a

(
Z d

c

f(x; y)dy )dx ;

kterou jsme chtìli dokázat.

Pøedstavme si nyní oblast A � R2 , která je popsána dvojicí spojitých funkcí
g; h 2 C([a; b]), pro nì¾ je g(a) = h(a), g(b) = h(b) a g(x) < h(x) pro v¹echna
x 2 (a; b), takto:

G = f[x; y] 2 R2 ; g(x) � y � h(x); x 2 [a; b]g:
Dá se podobností jako v pøedcházejícím pøípadì dokázat, ¾e pro ka¾dou spojitou
funkci f na A platí

(R)
Z
A

f =
Z b

a

(
Z h(x)

g(x)

f(x; y)dy )dx

Poznamenejme, ¾e pro f � 1 na A známe tento vzorec z teorie jednorozmìr-
ného integrálu: dává velikost plochy

"
mezi grafy\ funkcí g a h

m(A) =
Z
A

1 =
Z b

a

(h(x) � g(x))dx :

Ideální by bylo, kdyby se dal poèítat (R)-integrál z f 2 R(I) stejným zpùso-
bem. Snadno v¹ak sestrojíme pøíklad, kdy v takovém pøípadì

Z d

c

f(x; y)dy

nebude existovat pro nìkterá x 2 [a; b] a tak analogicky popsaná funkce F nebude
de�nována v¹ude v [ a; b ]. To je v¹ak jen jedna z nevýhod (R)-integrálu. Dále lze
napø. ukázat, ¾e pro Riemannovu funkci � na [0; 1] je

lim
n!1

n
p
�(x) = �(x);
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kde vpravo �(x) znaèí Dirichletovu funkci na [0; 1]. Oznaèíme-li fn(x) = n
p
�(x),

x 2 [0; 1] a f(x) = �(x), x 2 [0; 1], platí

lim
n!1 fn(x) = f(x);

av¹ak

lim
n!1

Z 1

0

fn(x)dx = 0 a
Z 1

0

f(x)dx neexistuje!

Pøíklad 1.5.3. Pøes popsané nevýhody (R)-integrál staèí k výpoètu obsahù a
objemù jednoduchých útvarù v R2 a R3 . Tak napø. pro

A := f[x; y] 2 R2 ; x2 + y2 � R2g
s daným R > 0 spoèteme m(A) podle ji¾ odvozené vìty. Snadno spoèteme, ¾e lze
volit h(x) =

p
R2 � x2, x 2 [�R;R] a g = �h, tak¾e

m(A) =
Z R

�R
(
Z p

R2�x2

�pR2�x2
dy)dx = 4

Z R

0

p
R2 � x2dx ; (1.10)

vyu¾ili jsme zde symetrii podle obou os (integrujeme sudé funkce na oborech sou-
mìrných vzhledem k bodu 0). V integrálu ze spojité funkce, který proto mù¾eme
spoèítat jako Newtonùv integrál, substituujeme napø. x = R sin t, èím¾ z posled-
ního výrazu v (1.10) dostaneme

4
Z �

2

0

R
p
1� sin2 t R cos tdt = 4R2

Z �
2

0

cos2 tdt =

= 2R2

Z �
2

0

(1 + cos 2t)dt = 2R2

�
t+

sin 2t

2

��
2

0

= �R2

Pøíklad 1.5.4. Podobnì pro A = f[x; y; z] 2 R3 ; x2 + y2 + z2 � R2g s R > 0 lze
spoèítat objem m(A) pøevodem na trojnásobný integrál

m(A) =
Z R

�R
(
Z p

R2�x2

�pR2�x2
(
Z pR2�x2�y2

�
p
R2�x2�y2

dz )dy )dx = � � � = 4
3
�R3:

Oznaèíme-li K(x; r) uzavøený kruh o støedu x a polomìru r, je u¾iteèné pozo-
rování, ¾e objem m(A) je vlastnì roven jednorozmìrnému integrálu

m(A) =
Z R

�R
m(K(x;

p
R2 � x2))dx =

Z R

�R
�(R2 � x2)dx =

=

�
�

�
R2x� x3

3

��R
x=�R

= 2�R3 � 2R3

3
=

4
3
�R3 :

To nám blí¾e osvìtluje vý¹e zmínìný Cavalieriho princip.
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Samotná Fubiniova vìta ani ve své
"
silné verzi\ k efektivnímu poèítání více-

rozmìrných integrálù obvykle nestaèí a kombinuje se zpravidla s variantou
"
vìty

o substituci\ pro Rm . Ne¾li ji vyslovíme, pøipomeneme si nìkteré pojmy.

De�nice 1.5.5. Nech» G � Rm je otevøená mno¾ina a zobrazení ' : G! Rm ,
' = ('1; : : : ; 'm) je tøídy C(1)(G), tj. takové, pro nì¾ existují a jsou spojité v¹ude
v G parciální derivace Dj'

k, j; k = 1; : : : ;m. Dále nech» pro v¹echna x 2 G platí

D'(x) = det

0
BBB@
D1'

1(x) D2'
1(x) : : : Dm'1(x)

D1'
2(x) D2'

2(x) : : : Dm'2(x)
...

...
...

D1'
m(x) D2'

m(x) : : : Dm'm(x)

1
CCCA 6= 0

Potom øíkáme, ¾e ' je regulární zobrazení na G.

Poznámka 1.5.6. Determinant D'(x) z pøedchozí de�nice je determinantem
tzv. Jacobiho matice zobrazení ', nebo krátce jakobiánem zobrazení ' v bodì
x. Z pøedpokladu D'(x) 6= 0 na G plyne, ¾e ' je otevøené zobrazení, které je té¾
lokálnì prosté. Èasto budeme pracovat s prostými regulárními zobrazeními.

Platí následující tvrzení:

Vìta 1.5.7. Nech» G je otevøená jordanovsky mìøitelná mno¾ina a nech» ' je

prosté regulární zobrazení na G, zobrazující G na omezenou otevøenou mno¾inu

'(G). Je-li f spojitá a omezená funkce na '(G), pak platí

Z
'(G)

f(y)dy =
Z
G

f('(x)):jD'(x)jdx :

Poznámka 1.5.8. Tuto vìtu dokazovat nebudeme. Její pøedpoklady jsou voleny
tak, ¾e (R)-integrál v rovnosti na levé stranì existuje. Pøesto jsou s jejím pou-
¾itím obtí¾e, nebo» èasto musíme

"
zanedbat\ malé èásti integraèních oborù tak,

abychom dosáhli regularity pøíslu¹né substituce.

Pøíklad 1.5.9. Budeme opìt poèítat m(A) pro mno¾inu A z Pøíkladu 1.5.3. Její
vnitøek je otevøená mno¾ina a m(@A) = 0, to v¹ak není zdaleka zøejmé. Zobrazení
(tzv.

"
polární souøadnice\) ' o rovnicích

x = � cos t ; y = � sin t

je prosté na mno¾inì f[ �; t ]; � 2 (0;1); t 2 (0; 2�]g, to v¹ak není otevøená mno-
¾ina a proto ' ani nemù¾e být na ní regulární. Je v¹ak regulární a prosté na
mno¾inì G = (0; R)� (0; 2�) a '(G) je mno¾ina

~A = f[x; y]; x2 + y2 < R2g n f[ t; 0 ]; t 2 (�R; 0]g:
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Snadno spoèteme, ¾e D'([ �; t ]) = � , a tedy

Z
G

�d�dt =
Z
~A

1dx dy =
Z
A

dx dy

Druhá z pøedchozích rovností platí vzhledem k tomu, ¾e
Z
An ~A

dx dy = 0:

První z integrálù snadno vypoèteme pomocí vìty Fubiniova typu. Je

Z
~A

�d�dt =
Z 2�

0

(
Z R

0

�d�)dt =
Z 2�

0

�
�2

2

�R
0

dt = �R2:

Poznámka 1.5.10. Jakkoli je (R)-integrál velmi názorný, zachází se s ním rela-
tivnì obtí¾nì. V disertaèní práci z r. 1902 Henri Louis Lebesgue (1875 - 1941)
zavedl integrál, který dnes oznaèujeme jeho jménem a který zobecòuje (R)-integrál
(kni¾ní vydání [1] je z r.1904). S nìkterými poznatky o Lebesgueovì integrálu se
nyní seznámíme. Výklad o jeho historii je struènì hezky podán v [2].
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