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Kapitola 2

Mocninné øady

2.1 Úvod

� V této kapitole je vylo¾en aparát mocninných øad. Shrnuje vlastnosti obecnì
známé z elementárních uèebnic (reálné) analýzy a uvádí i nìkteré vlastnosti slo¾i-
tìj¹í; viz napø. [MAU], Kapitola 16. Ètenáø ji mù¾e zbì¾nì projít a vrátit se pouze
v pøípadì, ¾e by nìèemu o mocninných øadách dále nerozumìl. Pokud je s moc-
ninnými øadami v komplexním oboru ji¾ seznámen, mù¾e ji i pøi prvním ètení
pøeskoèit. Dùle¾ité pojmy jsou opìt gra�cky vyznaèeny polotuènou antikvou,
i kdy¾ patrnì nebudou pro ètenáøe nové. Pøipomínáme, ¾e u sumaèních znakù
budeme opìt vynechávat meze v pøípadì, ¾e se sèítá od 0 do +1.! Kapitola 3.

Historická poznámka 2.1.1. Mocninné øady patøily ji¾ od vzniku in�nitezimálního
poètu k dùle¾itým matematickým nástrojùm, av¹ak jejich pou¾ívání nebylo svázáno
s pøesnými znalostmi jejich vlastností. V jistém smyslu, který záhy poznáme, teorie funkcí
komplexní promìnné

"
splývá\ s teorií mocninných øad. Ji¾ Joseph Louis Lagrange

(1736 { 1813) pracoval s funkcemi, které bylo mo¾no lokálnì vyjádøit mocninnou øadou.
V práci Théorie des fonctions analytiques z r. 1797 chtìl dokonce dokázat, ¾e lze takto
vyjádøit ka¾dou spojitou funkci. Z té doby pochází název analytické funkce; byly to
zároveò právì ty funkce, které byly tehdy pokládány v analýze za u¾iteèné.

2.2 Základní vlastnosti
fdefmorag

De�nice 2.2.1. Nech» z0; ak 2 C , k 2 N0 , Øada funkcí (v promìnné z) tvaru

X
ak(z � z0)k ; (2.1) fmorag

se nazývá mocninná øada. Èísla ak, k 2 N0 , jsou koe�cienty øady (2.1) a èíslo
z0 je její støed.
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Pøíklad 2.2.2. Nejjednodu¹¹ím netriviálním pøíkladem mocninné øady (a záro-
veò velmi dùle¾itým) je geometrická øada s prvním èlenem rovným 1, která
zøejmì konverguje právì pro ta z 2 C , pro nì¾ jzj < 1:

1
1� z

=
X

zk = 1 + z + z2 + z3 + � � � :

Tento vzorec je pro z 2 (�1; 1) standardní èástí støedo¹kolské látky, èasto v¹ak
bez odùvodnìní konvergence; viz [MAU], Pøíklad 3.3.1, str. 81.

Mocninná øada (2.1) konverguje v¾dy alespoò v bodì z0; v komplexní rovinì
C má pøitom velmi jednoduché konvergenèní chování. To vyplývá z následujícího
tvrzení, které pochází od Nielse Henrika Abela (1802 { 1829).

fmocrag
Lemma 2.2.3 (Abel 1826). Jestli¾e mocninná øada (2.1) konverguje v bodì
� 2 C , � 6= z0, pak konverguje absolutnì pro v¹echna z 2 C , vyhovující nerov-
nosti

jz � z0j < j � � z0j : (2.2)fmocra1g

Dùkaz. Nech» � 6= z0 a nech» z 2 C vyhovuje nerovnosti (2.2). Potom existuje
M 2 R+ tak, ¾e pro v¹echna k 2 N0 platí

jak(z � z0)kj = jak(� � z0)k j �

����z � z0
� � z0

����
k

�M

����z � z0
� � z0

����
k

: (2.3)fomevkkg

Existence M plyne z konvergence (2.1) v bodì �; èíslo M je spoleèným odhadem
absolutní hodnoty èlenù konvergentní øady, které tvoøí posloupnost konver-
gentní k 0. Pro (2.1) jsme tak na¹li konvergentní majorantu; je jí geometrická
øada s kvocientem men¹ím ne¾ 1.

Poznámka 2.2.4. V souladu s Poznámkou 1.7.6 z Kapitoly 1 lze øíci, ¾e konverguje-li
øada (2.1) v bodì � 6= z0, konverguje normálnì v U(z0; j � � z0j). Pomocí M-testu
dokazujeme jak absolutní, tak i lokálnì stejnomìrnou konvergenci v kruhu U(z0; j��z0j).

Pokud se studují pouze tzv. formální mocninné øady o tomté¾ støedu bez ohledu
na konvergenci, lze o nich øíci, ¾e tvoøí komplexní algebru. Pak u 2 C ztoto¾òujeme s
øadou u+

P
1

k=1 0
k(z � z0)k a pro f =

P
ak(z � z0)k, g =

P
bk(z � z0)k de�nujeme

f + g =
X

(ak + bk)(z � z0)
k ; f g =

X
pk(z � z0)

k ;

kde pk :=
Pk

j=0 ajbk�j je Cauchyùv souèin øad
P

ak;
P

bk; viz [MAU], str. 311.

fpolkong
De�nice 2.2.5. Øíkáme, ¾e mocninná øada konverguje nebo je konver-
gentní, konverguje-li alespoò ve dvou rùzných bodech. Èíslo R, 0 � R � +1,

R := sup
z2C

fjz � z0j;
X

an(z � z0)n konverguje v bodì zg (2.4)frmocg
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se nazývá polomìr konvergence øady (2.1). Je-li R > 0, pak se mno¾ina

U(z0; R) = fz 2 C ; jz � z0j < Rg

nazývá kruh konvergence øady (2:1).

Tato terminologie je vcelku pøirozená: Øada (2.1) toti¾ konverguje v U(z0; R)
a diverguje pro v¹echna z, jz � z0j > R 1) . Zdùrazòujeme je¹tì jednu dùle¾itou
vlastnost: U geometrické øady je v kruhu konvergence U(0; 1) posloupnost èlenù
øady omezená a vnì U(0; 1) není omezená. Tuto vlastnost mají i obecné mocninné
øady.

fmeluzg
Lemma 2.2.6. Posloupnost èlenù mocninné øady (2.1) je v ka¾dém bodì kruhu
konvergence omezená a není omezená v ¾ádném bodì z komplementu jeho uzávìru.
Platí tedy

R = supft � 0; posloupnost fjakjtkg je omezenág :

Dùkaz. Tvrzení plyne ihned z odhadu (2:3) v dùkazu Lemmatu 2.2.3.
fduprig

Pøíklady 2.2.7. 1. Øady
P

(k!)zk a
P

zk=k! ukazují, ¾e pro polomìr konver-
gence mohou nastat i extrémní pøípady R = 0 a R = +1.

2. Øada
P

zk=ak pro a 2 (0;1) má polomìr konvergence R = a. Z limitní
verze Cauchyova odmocninového kritéria (viz [MAU], str. 93) plyne s ohledem na
rovnost

k

q
jzk=akj = jzj=a

konvergence pro v¹echna z 2 U(0; a) a divergence pro v¹echna z, pro nì¾ je jzj > a.

3. Uva¾te, ¾e øadyX
zk ;

X
zk+1=(k + 1) ;

X
zk+2=((k + 1)(k + 2))

mají polomìr konvergence R = 1 a na konvergenèní kru¾nici fz 2 C ; jzj = 1g
se chovají rozdílnì; prvá na ní v¹ude diverguje, proto¾e neplatí zk ! 0, druhá
konverguje v bodì �1 a diverguje v bodì 1, tøetí na ní konverguje v¹ude. V¹imnìte
si vzájemného vztahu uvedených øad (zkuste poslední øadu derivovat

"
èlen po

èlenu\).

Úmluva 2.2.8. Absolutní konvergence øady (2.1) v bodì z závisí v následujícím
smyslu na vzdálenosti jz � z0j: substitucí z = z0 +w lze vy¹etøování konvergence

1 )Jestli¾e pro polomìr konvergence R platí 0 < R <1, nazýváme mno¾inu fz; jz � z0j = Rg
konvergenèní kru¾nicí; tento název není pøíli¹ ¹»astnì utvoøen, nebo» vzbuzuje dojem, ¾e øada
v bodech této mno¾iny konverguje. Právì pro nì v¹ak nelze o konvergenci mocninné øady (2:1)
obecnì nic øíci.
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øady (2.1) pøevést na vy¹etøování øady
P

akw
k se støedem 0. Proto se v dal¹ím

textu budeme omezovat na øady o støedu z0 = 0. Tvrzení budeme v¾dy vyslovovat
pro øady v obecném tvaru (2.1), budeme je v¹ak automaticky dokazovat pouze
pro pøípad z0 = 0, tj. pro øadu X

akz
k ; (2.5) fspemorag

èím¾ se zápis formálnì zjednodu¹í. Na tento pøípad se obecný pøevede jednoduchou
substitucí z � z0 = w.

fzakvlg
Lemma 2.2.9. Øada

P
ak(z� z0)k konverguje ve svém kruhu konvergence o po-

lomìru R > 0 normálnì, tedy i absolutnì a lokálnì stejnomìrnì, k funkci spojité
v kruhu U(z0; R).

Dùkaz. Pøipomeòme pøedchozí úmluvu, ¾e v dùkazu se automaticky omezujeme
na pøípad (2.5) a také R > 0. Absolutní konvergence v U(0; R) je dùsledkem
Lemmatu 2.2.3 a De�nice 2.2.5, v ní¾ jsme de�novali kruh konvergence. Je-li
0 � jzj � jz1j < R, pak lze (konvergentní) øadu

P
jakz

k
1 j pou¾ít ve Vìtì 1.7.5

jako majorantní øadu pro
P
jakz

kj, tak¾e øada (2.5) konverguje na U(0; jz1j) ab-
solutnì a stejnomìrnì podle Weierstrassova M-testu, a tedy lokálnì stejnomìrnì
na U(0; R); speciálnì je souèet v U(0; R) spojitá funkce.

Úmluva 2.2.10. Pro mocninné øady budeme pou¾ívat tuto úmluvu: pokud není
øeèeno nìco jiného, vztahem

f(z) :=
X

an(z � z0)n (2.6)fsmrg

je de�nována funkce f : M ! C , kde M � C je mno¾ina v¹ech z, pro nì¾ øada
v (2.6) konverguje. Je-li R polomìr konvergence øady, je zøejmì U(z0; R) � M ,
av¹ak M mù¾e navíc obsahovat i nìkteré body konvergenèní kru¾nice øady.

Poznámka 2.2.11. Jestli¾e R1; R2 > 0 jsou po øadì polomìry øad

f(z) :=
X

ak(z � z0)
k a g(z) :=

X
bk(z � z0)

k ;

pak øady pro souèet èi rozdíl f � g vzniklé seètením èi odeètením
"
èlen po èlenu\ mají

polomìr konvergence alespoò minfR1; R2g. Také Cauchyùv souèin øad má polomìr kon-
vergence alespoò minfR1; R2g a konverguje k fg. To plyne ze základních vìt o operacích
s (absolutnì) konvergentními øadami. Dal¹í elementární operace (dìlení, skládání) vedou
opìt k øadám s kladným polomìrem konvergence, to v¹ak jednodu¹e vyplyne z výsledkù,
ke kterým dospìjeme v Kapitole 5.

2.3 Derivování mocninné øady

V této èásti si blí¾e v¹imneme, jak lze urèit polomìr konvergence ka¾dé mocninné
øady tvaru (2.1), a také nìkterých vlastností této øady v U(z0; R) v pøípadì R > 0.



2.3. DERIVOVÁNÍ MOCNINNÉ ØADY 41

Pøipomeòme, ¾e pro posloupnost fxkg, xk 2 R, de�nujeme limes superior
neboli horní limitu lim supxk jako nejvìt¹í (v R [ f�1;+1g) z hromadných
bodù posloupnosti fxkg. Je-li � := lim supxk 2 R, platí

je-li a < �; potom je mno¾ina fk 2 N0 ; xk > ag je nekoneèná ;

je-li b > �; potom je mno¾ina fk 2 N0 ; xk > bg je koneèná :

Pomocí tìchto vlastností lze limes superior i de�novat. Poznamenejme, ¾e pøi
� = +1 je druhá podmínka prázdná, nebo» neexistuje b > �.

fvzorrg
Lemma 2.3.1 (Cauchy 1821,Hadamard 1888). Pro polomìr konvergenceR
mocninné øady (2.1) platí vzorec

R = (lim sup
k!1

k

p
jakj)�1 (2.7) fcaadvzg

s konvencí 1=0 = +1 a 1=+1 = 0.

Dùkaz. Lemma je dùsledkem obecné formy odmocninového kritéria; viz [MAU],
str. 286, vzorec v¹ak doká¾eme jen na základì vý¹e popsaných vlastností limes
superior. Polo¾me

L = (lim sup
k!1

k

p
jakj)

�1 ;

doká¾eme nerovnosti L � R a R � L. K tomu postaèí dokázat, ¾e pro ka¾dé c,
pro nì¾ 0 < c < L, platí c � R a pro ka¾dé d, pro nì¾ L < d <1, platí d � R.

Nejprve volme c, 0 < c < L; potom platí c�1 > lim supk!1
k

p
jakj, a proto

existuje takové n 2 N, ¾e pro v¹echna k � n platí k

p
jakj < c�1. Proto je po-

sloupnost fjakjckg omezená, a tedy c � R. Jestli¾e zvolíme d, L < d < 1, pak
d�1 < lim infk!1 k

p
jakj. Proto pro nekoneènì mnoho k 2 N platí d�1 < k

p
jakj a

tedy pro v¹echna tato k je jakjdk > 1. Av¹ak odtud plyne, ¾e fjakjdkg nekonverguje
k 0 a tudí¾ d � R. Tím je dùkaz dokonèen.

Poznámka 2.3.2. Ètenáø patrnì ji¾ zná nìkteré metody výpoètu polomìru konver-
gence mocninné øady. Vzorec (2.7) nemá velký význam pro praktický výpoèet polomìru
konvergence R øady (2.1). Èasto lze pou¾ít vzorec

R = lim
k!1

����
ak
ak+1

���� ; (2.8) fRpodg

pokud ov¹em limita vpravo existuje. To plyne z absolutní konvergence øady (2.1) v kruhu
konvergence a divergence mimo jeho uzávìr; staèí u¾ít limitní podílové kritérium. Ana-
logicky mù¾eme pou¾ít i limitní odmocninové kritérium: platí

R = ( lim
k!1

k
p
jakj)

�1 ; (2.9) fRodmg

pokud existuje limita vpravo. Je vhodné si v¹ak uvìdomit, ¾e vzoreèek (2.7) je pou¾itelný
i v pøípadì, ¾e limita v (2.8) neexistuje. Podrobnìji se touto otázkou nebudeme zabývat.
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Poznamenejme, ¾e r. 1821 Louis Augustin Cauchy (1789 { 1857) odvodil vý¹e
uvedené tvrzení o konvergenci mocninné øady vèetnì vzorce (2.7); vzorec popsal slovy,
nebo» formální de�nici lim sup podal teprve Paul David Gustav du Bois-Reymond

(1831 { 1889) r. 1882. Cauchy té¾ souèasnì dokázal vzorec (2.9), pokud v nìm uve-
dená limita existuje. R. 1888 objevil (2.7) znovu, patrnì nezávisle na Cauchym, Jaques
Hadamard (1865 { 1963); v té dobì byl studentem známé École Normale. Pøesnou
formulaci pak podal v èlánku z r. 1888, vlivem kterého se v øadì uèebnic uvádí (2.7)
jako Hadamardùv vzorec. Patrnì je nejvhodnìj¹í u¾ívat oznaèení Cauchy-Hadamardùv
vzorec, nebo» Hadamard dal¹ím vyu¾itím vzorec

"
zpopularizoval\. Viz dále Historická

poznámka 3.3.4.

De�nice 2.3.3. Nech» funkce f je de�nována v nìjakém okolí U(z0) bodu z0.
Jestli¾e existují derivace f (n)(z0) komplexní funkce f pro v¹echna n 2 N0 , pak
mocninnou øadu X f (k)(z0)

k!
(z � z0)k

nazýváme Taylorovou øadou funkce f o støedu z0.

Ètenáø se ji¾ s mnohými Taylorovými øadami v reálné analýze setkal, jak v¹ak
poznáme, je situace v reálné analýze a v komplexní analýze rozdílná.

fforderg
Lemma 2.3.4. Je-li R 2 [ 0;1 ] polomìr konvergence øady (2:1), mají tentý¾
polomìr konvergence i øady vzniklé derivováním a integrováním

"
èlen po èlenu\,

tj.
1X
k=1

kak(z � z0)k�1 a
1X
k=0

ak
k + 1

(z � z0)k+1 : (2.10)ffordig

Dùkaz. Tvrzení plyne snadno ze vzorce (2:7) pro polomìr konvergence a z po-
znatku, ¾e k

p
k ! 1 pøi k ! +1. Je toti¾

lim sup
k!1

k

p
kjakj =

�
lim
k!1

k

p
k
��

lim sup
k!1

k

p
jakj
�
:

fderintg
Vìta 2.3.5. Jestli¾e je øada (2.1) konvergentní, R > 0 je její polomìr konver-
gence, f její souèet v U(z0; R), pak pro funkce

g(z) :=
X
k=1

kak(z � z0)k�1 ; G(z) :=
X ak

k + 1
(z � z0)k+1 (2.11)ffordiig

platí g(z) = f 0(z) a G0(z) = f(z) pro v¹echna z 2 U(z0; R). Funkce f je tedy
holomorfní v U(z0; R) a pro v¹echna n 2 N0 platí

f (n)(z) =
1X
k=n

n!
�
k

n

�
an(z � z0)

k�n =
1X
p=0

(n+ p)!
p!

an+p(z � z0)
p z 2 U(z0; R):

(2.12)fefeng
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Pro z0 a pro v¹echna k 2 N0 speciálnì platí

f (k)(z0)
k!

= ak ;

tedy øada (2.1) je Taylorovou øadou svého souètu a její koe�cienty jsou koe�ci-
enty Taylorova rozvoje f .

Dùkaz. Zøejmì staèí dokázat rovnost g(w) = f 0(w) v libovolnì zvoleném bodì w 2
U(z0; R). Odtud dostaneme vzorecG0(w) = f(w) a vícenásobným opakováním té¾
vzorec (2.12); staèí pouze pøipomenout, ¾e

n!
�
k

n

�
= k!

(k�n)! = k(k � 1) � � � (k � n+ 1) :

S ohledem na pøedcházející Vìtu 2.3.1 je funkce g de�nována v U(z0; R). Bez újmy
na obecnosti budeme opìt pøedpokládat z0 = 0. Polo¾me dále pro z 2 C a k 2 N

qk(z) = zk�1 + zk�2w + � � �+ zk�lwl�1 + � � �+ wk�1 :

Pak platí zk � wk = (z � w)qk(z) a dále

f(z)� f(w) =
1X
k=1

ak(zk � wk) = (z � w)
1X
k=1

akqk(z) ; z 2 U(z0; R) :

Polo¾me #(z) := #w(z) :=
P
1

k=1 akqk(z). Z pøedcházející rovnosti dostáváme
s ohledem na qk(w) = kwk�1

f(z)� f(w) = #(z)(z � w) ; z 2 U(z0; R) a

#(w) =
1X
k=1

kakw
k�1 = g(w) :

Podle Lemmatu 1.4.1 staèí nyní dokázat spojitost # v bodì w. Øada, kterou je
de�nována funkce #, je øadou spojitých funkcí. Doká¾eme její stejnomìrnou kon-
vergenci na okolí U(0; r), kde jwj < r < R (stále pracujeme za pøedpokladu
z0 = 0). Platí supfjakqk(z)j; z 2 U(0; r)g � jakjkr

k�1, a tedy pro z 2 U(0; r) je
1X
k=1

jakqk(z)j �
1X
k=1

kjakjr
k�1 <1 ;

kde poslední nerovnost plyne opìt z pøedcházejícího Lemmatu 2.3.4. Tím je dùkaz
dokonèen.

fdermrg
Dùsledek 2.3.6. Je-li f(z) =

P
ak(z � z0)k a øada vpravo má polomìr konver-

gence R > 0, pak má f v U(z0; R) derivace v¹ech øádù, lze je v¹echny vyjádøit
mocninnými øadami a platí

f (n)(z) =
1X
k=n

k(k � 1) � � � (k � n+ 1)akzk�n ; z 2 U(z0; R) :
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Dùsledek 2.3.7. Nech»
P

ak(z� z0)k =
P

bk(z� z0)k pro v¹echna z 2 U(z0; r),
kde r 2 R+ . Potom platí ak = bk pro v¹echna k 2 N 0 .

Dùkaz. Pro ck = ak � bk, k 2 N0 , je souèet øady g(z) =
P

ck(z � z0)k roven 0
v okolí bodu z0 a je tedy g(k)(z0) = k!ck = 0.

fgerag

Pøíklad 2.3.8. Velmi èasto pou¾íváme znalostí o geometrické øadì k odvození
analogických rozvojù. Tak napø. pro navzájem rùzná z; �; z0 2 C ze zøejmé identity

1
z � �

=
1

(z � z0)� (� � z0)
=

1
z � z0

 
1

1� (� � z0)=(z � z0)

!
=

=
1

�(� � z0)

 
1

1� (z � z0)=(� � z0)

!

plynou snadno vzoreèky

1
z � �

=
X (� � z0)k

(z � z0)k+1
;

1
z � �

= �
X (z � z0)k

(� � z0)k+1
: (2.13)fgera1g

První platí pro v¹echna z; �, pro nì¾ je j � � z0j < jz� z0j a druhý pro v¹echna ta
z; �, pro nì¾ j � � z0j > jz � z0j. Tato vyjádøení jsou velmi u¾iteèná.

Uvedeme je¹tì vìty, které se nìkdy o mocninných øadách elementárnì, tj. bez rozví-
jení teorie funkcí komplexní promìnné, dokazují. Zájemce odkazujeme napø. na [MAU],
Kapitolu 16. My je dostaneme pozdìji, av¹ak jako dùsledek obecnìj¹ích vìt.

frozmorag
Vìta 2.3.9. Za stejných pøedpokladù jako ve Vìtì 2.3.5 lze funkci f v ka¾dém bodì
w 2 U(z0; R) rozvinout v Taylorovu øadu

f(z) =
X f (k)(w)

k!
(z � w)k ; (2.14)ffnukg

její¾ polomìr konvergence je alespoò R� jw � z0j.

Dùkaz. Viz napø. [MAU], dùkaz Lemmatu 16.3.1, str. 417.

Poznámka 2.3.10. Vìta øíká, ¾e øada (2:14) musí konvergovat alespoò pro ta z, která
vyhovují podmínce jz�wj < R�jw�z0j; mù¾e v¹ak konvergovat i pro dal¹í z, která tuto
podmínku nesplòují. Jinak øeèeno, polomìr konvergence øady (2:14) mù¾e být vìt¹í ne¾
R � jw � z0j. Toho se vyu¾ívá k roz¹iøování f metodou tzv. analytického pokraèování.

Také velmi u¾iteènou následující vìtu o jednoznaènosti pro mocninné øady, zalo-
¾enou na pøedcházející Vìtì 2.3.9, doká¾eme pozdìji, pøi dùkazu lokální rozvinutelnosti
ka¾dé holomorfní funkce v mocninnou øadu. Av¹ak i tato vìta bývá známa pøed rozvi-
nutím teorie funkcí komplexní promìnné. Pak lze ov¹em nìkteré poznatky této teorie
odvodit podstatnì døíve.
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fvojmrg
Vìta 2.3.11. Nech» R > 0, øady

P
ak(z � z0)k a

P
bk(z � z0)k konvergují v kruhu

U(z0; R) a nech» M je mno¾ina v¹ech z 2 U(z0; R) takových, pro nì¾ platí

X
ak(z � z0)

k =
X

bk(z � z0)
k : (2.15)fq5sg

Je-li M 0 mno¾ina v¹ech hromadných bodù M a M 0 \ U(z0; R) 6= ;, platí ak = bk pro
v¹echna k 2 N0 a rovnost (2:15) platí pro v¹echna z 2 U(z0; R).

Dùkaz. Viz napø. [MAU], dùkaz Vìty 16.3.4 na str. 419.

2.4 Hranièní chování mocninné øady

Jestli¾e má mocninná øada (2.1) polomìr konvergence R 2 R+ , vzniká otázka, jestli
lze její souèet spojitì roz¹íøit na uzávìr U(z0; R). Elementární pøíklady ukazují, ¾e to
obecnì není mo¾né, av¹ak pokud existuje bod � takový, ¾e j� � z0j = R, v nìm¾ øada
(2.1) konverguje absolutnì, mo¾né to je. Pak toti¾ øada

P
jakjj� � z0j

k je majorantní
øadou k (2.1) v ka¾dém bodì mno¾inyM := fz 2 C ; jz�z0j � Rg a tak øada konverguje
stejnomìrnì na M . Speciálnì souèet øady je spojitá funkce na M .

V [MAU] jsme dokázali Vìtu 16.4.1, kterou nyní je¹tì mírnì zesílíme. Její znìní lze
formálnì zjednodu¹it tak, ¾e staèí uva¾ovat øadu (2.5) o polomìru konvergence R = 1,
která neabsolutnì konverguje v bodì 1.

fabelvetg
Vìta 2.4.1 (Abel 1826). Nech» øada

P
ak neabsolutnì konverguje. Oznaème pro v¹e-

chna n 2 N0 její èásteèný souèet fn(z) :=
Pn

k=1 akz
k. Potom pro ka¾dou mno¾inu

M � U(0; 1), na ní¾ je funkce j1 � zj=(1� jzj) omezená, platí fk� na M .

Dùkaz. Zavedeme je¹tì toto oznaèení: pro n 2 N0 polo¾íme

sn :=
nX

k=0

ak ; s :=
1X
k=0

ak ; rn := s� sn

a dále "n := supfjrkj; k � ng. Zøejmì rn ! 0 a tak f"ng je neklesající posloupnost
konvergující k 0. Snadno spoèteme pro z 2 U(0; 1)

fp(z)
1� z

= (1 + z + � � � )
pX

k=0

akz
k =

pX
k=0

skz
k + sp

zp+1

1� z
:

Podobnì násobením geometrické øady èíslem s dostaneme

s

1� z

pX
k=0

s zk + s
zp+1

1� z
:

Odeèteme nalezené vztahy a dostaneme po úpravì pro p 2 N vztah

s� fp(z)
1� z

=
pX

k=0

rkz
k + rp

zp+1

1� z
: (2.16) fpulrozdg
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Nyní zvolíme m;n 2 N, n < m a dosadíme je za p do (2.16) a pak obdr¾ené vztahy
odeèteme; dostaneme

fn(z)� fm(z)
1� z

=
mX

k=n+1

rkz
k +

rmz
m+1 � rnz

n+1

1� z
(2.17) fcelrozdg

Nyní
"
absolutnì\ odhadneme jrmzm+1 � rnz

n+1j < 2" a

���
mX

k=n+1

rkz
k
��� � jrn+1z

n+1j+ � � �+ jrmz
mj < "n(1 + jzj + � � � ) <

"n
1� jzj

:

Odtud dostaneme odhad

jfn(z)� fm(z)j < "n
�
2 +

j1� zj

1� jzj

�
(2.18)fcelodabg

ze kterého ji¾ plyne dokazované tvrzení.

Poznámka 2.4.2. Podmínka z pøedcházející vìty má názorný geometrický charakter.
Zvolme nyní z = x+ iy 2 U(1=2; 1=2) s y > 0 a oznaème � úhel, který le¾í v trojúhelníku
4(0; 1; z) pøi vrcholu v bodì 1. Je-li � = j1 � zj, pak dle kosinové vìty pro 4(0; 1; z)
dostáváme jzj2 = 1 + �2 � 2� cos �. Odtud plyne

j1� zj

1� jzj
=
j1� zj(1 + jzj)

1� jzj2
<

2�
2� cos � � �2

=
2

2 cos � � �
:

Z pravoúhlého trojúhelníku 4(0; 1; w) takového, ¾e z 2 h[ 1;w ]i snadno vyèteme, ¾e pro
z 2 h[ 1;w ]i je � � cos �, tak¾e

j1� zj

1� jzj
<

2
cos �

: (2.19)fprokapkug

Pokud je tedy w uvnitø 4(1; z; z), který má pøi vrcholu 1 vnitøní úhel 2� platí odhad
(2:19) a fn� na celém 4(1; z; z).

Poznámka 2.4.3. Snadno nahlédneme, ¾e napø. pøi konvergenci øady
P

akz
k o polo-

mìru konvergence R 2 R+ v bodì �, j�j = R, konverguje øada
P

ak(�z)k v bodì 1. Tak
lze výsledek pøenést na obecný pøípad. Jsou-li napø. z1; z2; � tøi rùzné body na kru¾nici
jzj = R, pak existuje limita f(z) =

P
akz

k v bodì � vzhledem k 4(z1; z2; �) a je rovnaP
ak�

k. K bodu � se tedy musíme pøibli¾ovat netangenciálnì, napø. v mno¾inì, kterou
tvoøí konvexní obal mno¾iny U(0; r) [ f�g. Nìkdy se v této souvislosti mluví o kapce
nebo Stolzovì oblasti.

fduabg
Dùsledek 2.4.4. Nech» ak 2 C pro v¹echna k 2 N0 a f(z) =

P
akz

k,
P

ak = L 2 R.
Potom f je de�nována alespoò v U(0; 1) a limx!1

�

f(x) = L.

Poznámka 2.4.5. Dùsledek 2.4.4 je dokázán v [MAU]. Obrácené tvrzení obecnì ne-
platí. Nalezení dodateèných podmínek, pøi kterých z existence limity L plyne

P
ak = L,

má mimoøádný význam. Výsledkem jsou tzv. vìty Tauberova typu. Jsou nazvány po
Alfredu Tauberovi (1866 { 1942). Jako pøíklad uveïme následující tvrzení, které
dokázal r. 1911 John Edensor Littlewood (1885 { 1977):
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Tvrzení 2.4.6. Nech» f(z) =
P

akz
k je funkce holomorfní v U(0; 1) a ak 2 R pro

v¹echna k 2 N0 . Nech» existuje 0 < K <1 tak, ¾e kak � K pro v¹echna k 2 N. Jestli¾e
existuje limx!1

�

f(x) = L 2 R, pak
P

ak = L.

Dùkaz tvrzení byl velmi obtí¾ný a teprve r. 1930 se ho podaøilo zjednodu¹it. V [3] lze
nalézt velmi jednoduchý dùkaz tohoto tvrzení. Viz té¾ [4], kde je dùkaz reprodukován;
èlánek [4] velmi ètivì informuje o vzájemných vztazích reálné a komplexní analýzy.
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