
Kapitola 9

Diferenciální rovnice

prvního øádu

9.1 Lineární rovnice

Setkali jsme se ji¾ s funkcionálními rovnicemi, ve kterých v roli neznámé vy-
stupovaly funkce. Podobným typem rovnic jsou diferenciální rovnice, ve kterých
neznámé funkce vystupují i prostøednictvím svých derivací.

Pøíklad 9.1.1. Ji¾ v Kapitole 6 jsme poznali, ¾e exponenciála vyhovuje na R rovnici
f 0 � f = 0, tj. rovnicím

f 0(x)� f(x) = 0 ; x 2 R : (9.1)

Z historických dùvodù se pou¾ívá zápisu tvaru

y0 � y = 0 : (9.2)

Pøitom se rozumí, ¾e rovnici øe¹íme na R, co¾ je maximální interval, na kterémmá rovnice
(9:2) smysl. Funkce exp je jedním øe¹ením této rovnice na R; platí pro nì exp(0) = 1.
Snadno uhádneme i jiné øe¹ení: je jím funkce y � 0 (tj. y(x) = 0; x 2 R). Jsou to ji¾
v¹echna øe¹ení rovnice (9:2) na R? Zkusme zderivovat funkci y=exp s tím, ¾e y 2 C(1)(I),
kde I � R je otevøený interval, na kterém je y je øe¹ením rovnice (9:2) 1 ) . Platí

� y

exp

�
0

=
y0 exp�y exp

(exp)2
=

y0 � y

exp
= 0 :

Vy¹etøovaný podíl je proto podle Dùsledku 5.2.20 konstantní funkce na I a tedy platí
y= exp = C, C 2 R. Proto¾e se snadno derivováním pøesvìdèíme, ¾e ka¾dá funkce C exp je
øe¹ením rovnice (9:2), vyplývá odtud, ¾e v¹echna øe¹ení rovnice (9:2) na I jsou popsána
vztahem y(x) = C expx = Cex, kde C 2 R. Tak se zpravidla zapisuje poznatek, ¾e
fy = C exp; C 2 Rg je mno¾ina v¹ech øe¹ení rovnice (9:2) na I = R.

1) Prostory C(k)(I) jsme zavedli v De�nici 6.6.1.
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Úmluva 9.1.2. Pøi studiu diferenciálních rovnic budeme u¾ívat obvyklé symbo-
liky, která se ponìkud li¹í od té, kterou jsme dosud pou¾ívali. Neznámá funkce se
obvykle znaèí y a její promìnná se pøi zápisu zpravidla vynechává. Tak napø. pí-
¹eme ponìkud nelogicky

y0 =
1
x
; x 2 (0;1) ; (9.3)

co¾ je rovnice, o ní¾ jsme se zmínili pøi zavádìní logaritmu. Èasto se té¾ vyne-
chává speci�kace intervalu, na kterém máme rovnici øe¹it. Pokud bychom v (9:3)
vynechali x 2 (0;1), rozumí se automaticky, ¾e hledáme øe¹ení na intervalech
I � R n f0g, tedy na intervalech, kde má rovnice smysl. Opìt je v¹ak nutno v¾dy
bezpeènì znát pøesný význam ponìkud vágních zápisù, které budeme pou¾ívat.
Poznamenejme je¹tì, ¾e ve fyzice se èasto pøi derivování funkce závislé na èase
u¾ívá k oznaèení derivace místo èárky teèka.

Nejvy¹¹í derivace neznámé funkce, která v rovnici
"
efektivnì vystupuje\, ur-

èuje øád rovnice. Objasníme to na pøíkladu: rovnice y00 � y00 + y0 � y = 0 je
diferenciální rovnice prvního øádu, kde¾to rovnici y0 � y0 � y = 2x za diferenci-
ální rovnici nepova¾ujeme. Zatím se v této kapitole omezíme na zkoumání velmi
jednoduchých, pro fyziku v¹ak znaènì dùle¾itých rovnic 1. øádu, které se u¾ívají
k popisu zákonù pro rùst populací, k popisu radioaktivního rozpadu, atp. Jsou to
rovnice tvaru

y0 + a(x)y = b(x) ; x 2 (c; d) ; (9.4)

kde a; b 2 C(c; d).
Nejjednodu¹¹í rovnice tohoto typu jsme ji¾ poznali. I kdy¾ jsme pøi popisu

metod hledání primitivních funkcí výslovnì o diferenciálních rovnicích nemluvili,
lze úlohu nalézt primitivní funkci k dané funkci f interpretovat jako jednodu-
chou diferenciální rovnici. Budeme proto vyu¾ívat dosud nedokázanou Vìtu 8.1.6
o existenci primitivní funkce ke spojité funkci.

De�nice 9.1.3. Øe¹ením rovnice (9:4) na nìjakém intervalu (; �) � (c; d) je
taková funkce ', pro kterou existuje derivace '0 na (; �) a platí

'0(x) + a(x)'(x) = b(x) ; x 2 (; �) :

Dùsledek 9.1.4. Je-li y øe¹ením rovnice (9:4) na intervalu (; �) � (c; d), pak
s ohledem na spojitost funkcí a, b a y plyne ze vztahu y0(x) = b(x) � a(x)y,
x 2 (; �), ¾e platí y 2 C(1)(; �). Víme tedy, ¾e staèí hledat øe¹ení pouze mezi
funkcemi tøídy C(1).

Poznámka 9.1.5. Rovnice (9:4) je lineární diferenciální rovnice 1. øádu s pravou
stranou b. To vy¾aduje urèité objasnìní. Pøi øe¹ení této rovnice hraje významnou
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roli té¾ rovnice

y0 + a(x)y = 0 ; x 2 (c; d) ; (9.5)

kterou z pøedchozí rovnice dostaneme speciální volbou b � 0. O ní zpravidla mlu-
víme jako o rovnici s nulovou pravou stranou nebo jako o homogenní rovnici.
Absurdnímu termínu

"
rovnice bez pravé strany\, který se nìkdy u¾ívá, se bu-

deme zásadnì vyhýbat. Tato úmluva nám umo¾òuje se o obou rovnicích (9:4)
a (9:5) jednodu¹e domlouvat. Obecnì je nutno dávat pozor na kontext, nebo» ter-
mín

"
homogenní\ se v pøíbuzných matematických disciplínách vyskytuje v jiných

významech.

Termín lineární souvisí s tím, ¾e oznaèíme-li

L(y) = y0 + a(x)y ; y 2 C(1)(c; d) ;

je L lineární operátor na C(1)(c; d) (viz De�nice 6.6.1). To znamená, ¾e pro ka¾dé
dvì funkce y1; y2 2 C(1)(c; d) a v¹echna �1; �2 2 R platí

L(�1y1 + �2y2) = �1L(y1) + �2L(y2) :

Linearita rovnice znaènì usnadòuje její úplné vyøe¹ení.

De�nice 9.1.6. Jestli¾e je ' øe¹ením diferenciální rovnice (9:4), pro nì¾ platí
(; �) = (c; d), nazývá se takové øe¹ení maximální øe¹ení, podrobnìji maximální
øe¹ení na (c; d). Systém v¹ech maximálních øe¹ení rovnice (9:4) nazýváme obecné
øe¹ení rovnice (9:4).

Úmluva 9.1.7. Øe¹it diferenciální rovnici bude pro nás znamenat nalézt obecné
øe¹ení rovnice, a to i pozdìji, v pøípadech mnohem slo¾itìj¹ích. Máme-li na-
lézt napø. maximální øe¹ení rovnice (9:4) takové, ¾e vyhovuje pro danou dvojici
[x0; y0 ] 2 R2 , x0 2 (c; d), podmínce y(x0) = y0, je to jiná úloha.

Pøíklad 9.1.8. Mno¾ina funkcí flog +C; C 2 Rg je obecným øe¹ením rovnice
y0 = 1=x, x 2 (0;1). Pov¹imnìte si, ¾e pracujeme s øe¹eními v¾dy na intervalu,
podobný pojem pro obecnìj¹í mno¾inu nezavádíme.

Vìnujme se nyní rovnici (9:5). Doká¾eme, ¾e pro ni je struktura øe¹ení podobná
jako u rovnice (9:2). Pøipomeòme, ¾e pou¾íváme Dùsledek 9.1.4.

Lemma 9.1.9. V¹echna maximální øe¹ení rovnice (9:5) tvoøí lineární podprostor
prostoru C(1)(c; d). Dimenze tohoto prostoru je 1 2) .

Dùkaz. Z linearity operátoru L plyne, ¾e jsou-li y1, y2 (maximálními) øe¹eními
rovnice (9:5) a c1; c2 2 R, je také c1y1+ c2y2 (maximálním) øe¹ením rovnice (9:5),

2) Pou¾ijeme-li znalostí z lineární algebry, je tento prostor jádrem KerL operátoru L.
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tj. platí

L(c1y1 + c2y2) = 0 :

K dùkazu, ¾e maximální øe¹ení tvoøí jednodimenzionální podprostor prostoru
C(1)(R), u¾ijeme podobného obratu jako vý¹e. Je-li A primitivní funkce k funkci a,
tj. platí A0 = a, potom se lze dosazením snadno pøesvìdèit, ¾e funkce

y(x) = exp(�A(x)) ; x 2 (c; d) ;

je øe¹ením (9:5). V¹imnìme si dále, ¾e pro libovolné c 2 R platí

exp(�A(x) + c) = (exp c) exp(�A(x)) ;

a proto zøejmì i ka¾dý kladný násobek funkce exp(�A(x)) je øe¹ením (9:5). Pro
nás je podstatné dokázat, ¾e ka¾dé øe¹ení (9:5) je násobkem exp(�A(x)). K tomu
staèí uvá¾it, ¾e pro ka¾dé øe¹ení y rovnice (9:5) na R platí

�
y(x)

exp(�A(x))

�
0

=
y0(x) exp(�A(x)) + y(x) exp(�A(x))a(x)

exp2(�A(x))
=

=
y0(x) + a(x)y(x)
exp(�A(x))

= 0 ;

a tedy je tento podíl konstantní funkcí na (c; d). Tím je dùkaz dokonèen.

Lemma 9.1.10. Je-li y1 øe¹ení rovnice (9:4) na (; �) a y2 øe¹ením rovnice (9:5)
na (; �), pak je souèet y1 + y2 øe¹ením rovnice (9:4) na (; �). Speciálnì to platí
pro maximální øe¹ení.

Dùkaz. Pøímý výpoèet dává L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) = b+ 0 = b.

Lemma 9.1.11. Jsou-li y1, y2 dvì øe¹ení rovnice (9:4) na intervalu (; �), pak
je jejich rozdíl y1 � y2 øe¹ením rovnice (9:5) na (; �). Speciálnì to opìt platí pro
maximální øe¹ení.

Dùkaz. Pøímý výpoèet dává L(y1 � y2) = L(y1)� L(y2) = b� b = 0.

Vìta 9.1.12. Obecné øe¹ení rovnice (9:4) obdr¾íme jako souèet jednoho maxi-
málního øe¹ení rovnice (9:4) a obecného øe¹ení rovnice (9:5). Jinak øeèeno, je-li
y1 maximálním øe¹ením rovnice (9:4), pak pro ka¾dé maximální øe¹ení y rovnice
(9:4) existuje maximální øe¹ení y2 rovnice (9:5) tak, ¾e platí

y = y1 + y2 :

Dùkaz. Zvolme jedno maximální øe¹ení y1 rovnice (9:4). Je-li y libovolné maxi-
mální øe¹ení rovnice (9:4), platí y = y1+(y� y1), z èeho¾ pomocí pøedcházejících
dvou lemmat lehce plyne tvrzení vìty.
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Úmluva 9.1.13. S ohledem na pøedcházející vìtu je pøirozené, ¾e se pou¾ité øe-
¹ení y1 rovnice (9:4), které nám pomohlo vyjádøit obecné øe¹ení (9:4), nazývá
partikulární øe¹ení rovnice (9:4).

Poznámka 9.1.14. Nalezení partikulárního øe¹ení (9:4) není obtí¾ným problé-
mem. Pou¾ívá se k tomu metody variace konstant (zde pùjde o jedinou konstantní
funkci). Ji¾ víme, ¾e

y(x) = C exp(�A(x)) ; x 2 (c; d) ;

je obecným øe¹ením (9:5), pokud A0 = a. Budeme nyní hledat øe¹ení (9:4) ve tvaru

y(x) = C(x) exp(�A(x)) ; x 2 (c; d) ;

kde C je nìjaká funkce, která má vlastní derivaci pro v¹echna x 2 (c; d). Zderivo-
váním a dosazením do (9:4) dostaneme pro v¹echna tato x

C 0(x) exp(�A(x)) + C(x) exp(�A(x))(�a(x)) +

+ C(x) exp(�A(x)) a(x) = b(x) ;

tj. platí

C 0(x) = b(x) exp(A(x)) :

Vpravo je funkce z C(c; d), existuje k ní tedy (alespoò jedna) primitivní funkce
a ta po dosazení za C(x) dá formuli pro partikulární øe¹ení rovnice (9:4). Podle
pøedcházejícího lemmatu pak dostaneme obecné øe¹ení této rovnice. Snadno na-
hlédneme, ¾e funkce C je v¾dy z C(1)(c; d).

9.2 Nìkolik pøíkladù

Pøíklad 9.2.1 (exponenciální rùst). Populace bakterií v roztoku závisí na èa-
se; oznaème P (t) jejich poèet v èase t. Nech» �P := P (t+�t)�P (t) je pøírùstek
poètu bakterií za èas �t; ten je úmìrný velikosti P (t). To znamená, ¾e platí

�P � �P (t)�t ;

kde � je kladná konstanta 3) . Odtud dostáváme po nahrazení � symbolem =

�P=�t = �P (t) ;

resp. pøi �t! 0+ dostáváme jednoduchou diferenciální rovnici

P 0 � �P = 0 : (9.6)

3) To je poznatek podlo¾ený zku¹eností z experimentù. Symbol � má ètenáøe varovat, ¾e ná¹
model popisuje zjednodu¹enou situaci.
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Jak jsme vý¹e odvodili, obecné øe¹ení této rovnice má tvar

P (t) = P0 e
�t ; t 2 R ;

kde P0 je velikost populace v èase t = 0 4) . Tento jednoduchý zákon rùstu popu-
lace není speci�cký pro populaci bakterií a je aplikovatelný na lidskou populaci,
populaci rostlin èi zvíøat urèitého druhu.

Známe-li P1 := P (t1) pro t1 > 0, mù¾eme vypoèítat konstantu �; platí

� =
1
t1

log
P1
P0

:

Oznaème � èas, za který se velikost populace zdvojnásobí. Snadno nahlédneme,
¾e platí

2 =
P (t+ �)
P (t)

=
P0 e

�(t+�)

P0 e�t
= e�� ;

a tedy � = log 2=�. Je pozoruhodné, ¾e tento rùstový zákon i pøes zjednodu¹ení
reálné situace dává pro urèitá èasová období výsledky blízké empiricky získaným
datùm.

Poznámka 9.2.2. Je zøejmé, ¾e v pøedchozím modelu vlastnost (je P0 > 0)

lim
t!1

P (t) = lim
t!1

P0e
�t = +1

odporuje na¹im pøedstavám. Intuitivnì cítíme, ¾e pro dlouhé èasové intervaly
(v závislosti na rychlosti rùstu populace) takový model nebude dávat dobré vý-
sledky. Uka¾me si to na následujícím pøíkladu, který se týká lidské populace.

Pøíklad 9.2.3. Statistická data ukazují, ¾e po dlouhou dobu se poèet obyvatel na Zemi
zdvojnásobuje pøibli¾nì ka¾dých 35 let. Podle údajù OSN v r. 1986 ¾ilo na Zemi asi
5 miliard lidí. Z tìchto údajù snadno urèíme potøebné konstanty, tak¾e pro poèet lidí na
Zemi dostáváme vzorec

P (t) = 5 � 109 � e0:02 t :

Podle nìj provedeme výpoèet pøedpokládaného poètu obyvatel Zemì v budoucnosti; po
zaokrouhlení pøíslu¹ných hodnot dostaneme tabulku

Rok Obyvatel Zemì
2000 6.6 miliard
2050 18 miliard
2100 48.9 miliard
2300 2.7 biliónù
2501 148.7 biliónù .

4) Zpravidla nás zajímá pouze chování P od jistého okam¾iku, jemu¾ odpovídá t = 0.
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To by znamenalo, ¾e v r. 2501 bude mít ka¾dý obyvatel Zemì k dispozici cca 1m2. I kdy¾
model poskytuje v krat¹ích èasových intervalech vcelku pøijatelné hodnoty, z posledního
vidíme, ¾e popsaný model je absurdní.

Dále budeme ponìkud struènìj¹í, nebo» jde o úvahy tého¾ typu jako v pøed-
cházejícím pøíkladu.

Pøíklad 9.2.4 (radioaktivní rozpad). Rozpad radioaktivních látek se øídí po-
dobnou zákonitostí jako je ta, kterou jsme ji¾ poznali. Je-li M(t) mno¾ství látky
v èase t, pak

�M = M(t+�t)�M(t) � �M(t)�t ;

kde v¹ak je � < 0. Pøedpokládejme proto � > 0, tak¾e je

�M � ��M(t)�t :

Dospìjeme k rovnici tvaru M 0 + �M = 0 s obecným øe¹ením

M(t) =M0 e
��t ;

tak¾e rozpad je popsán vztahem (� > 0)

M(t) =M0 e
��t ; t � 0 :

Èas, za který se mno¾ství látky zmìní na polovièní, se obvykle nazývá poloèas
rozpadu.

Poznámka 9.2.5. Ukazuje se, ¾e není obtí¾né øe¹it i trochu slo¾itìj¹í rovnice,
pokud jsou speciálního tvaru. Tak napø. obecnì nelineární rovnici se separovanými
promìnnými, co¾ je rovnice tvaru

y0 = f(x)g(y) ; (9.7)

kde f , g jsou dané spojité funkce, øe¹íme zpravidla bez vìt¹ích obtí¾í. Formální
zpùsob øe¹ení spoèívá v úpravì

y0 =
dy
dx

= f(x)g(y) ; resp. y0(x) = f(x)g(y(x))

vedoucí posléze k rovnostiZ
y0(x)
g(y(x))

dx =
Z

f(x) dx :

Proto¾e jde o rovnost nìjakých dvou primitivních funkcí, je jejich rozdíl kon-
stantní. Tento fakt se zpravidla zapisuje formulíZ

y0(x)
g(y(x))

dx =
Z

f(x) dx + C :
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Potí¾e nastávají v pøípadì, kdy funkce g má nulové body. V Kapitole 14 si pøíèiny
tìchto potí¾í objasníme podrobnìji. Poskytnutý návod je tøeba kriticky zhodnotit:
pokud podle nìj nìco spoèteme, musíme se pøesvìdèit, ¾e jsme dostali øe¹ení dané
rovnice, ale to lze lehce provést derivováním. Jsme v¹ak velice daleko od ideálního
stavu, který ¾ádá nalézt v¹echna maximální øe¹ení rovnice, nebo» o maximalitì
systému takto získaných øe¹ení nic nevíme.

Pøíklad 9.2.6 (Peano 1890). Øe¹me rovnici y0 = 3 y2=3. Podle návodu pøe-
jdeme k rovnici

Z
1

3
y�2=3(x) dx =

Z
dx + C ; (9.8)

jejím¾ øe¹ením jsou funkce 3

p
y(x) = (x + C), resp. y(x) = (x + C)3 pro ka¾dé

C 2 R. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e nulový bod x0 = �C
"
nevadí\, funkce je

v¾dy øe¹ením na R, tedy zøejmì i maximálním øe¹ením. Na¹li jsme v¹ak opravdu
v¹echna maximální øe¹ení? Odpovìï je záporná, snadno zjistíme, ¾e také funkce
y(x) = 0, x 2 R je maximálním øe¹ením. Situace je v¹ak hor¹í, ne¾ se mù¾e na
první pohled zdát. Napø. ka¾dá funkce tvaru (je K > 0)

y(x) =

8<
:

(x+K)3 ; pro x < �K ;
0 ; pro x 2 [�K;K ] ;
(x�K)3 ; pro x > K ;

je také maximálním øe¹ením vy¹etøované rovnice, pro které platí y(0) = 0, a ta-
kových øe¹ení je nekoneènì mnoho (a zdaleka je¹tì nejsou v¹echna).

Jestli¾e budeme zkoumat v¹echna taková øe¹ení y rovnice (9:8), pro která platí
napø. y(1) = 1, pak tato øe¹ení v nìjakém okolí bodu x = 1 splynou. Budeme-
li si pøedstavovat úlohu geometricky a interpretovat ka¾dé øe¹ení jako køivku v
rovinì, pak podobnou vlastnost jako právì zvolený bod [ 1; 1 ] mají v¹echny body
v rovinì kromì bodù osy x, tj. bodù, le¾ících na pøímce o rovnici y = 0. Tìmito
body prochází také grafy nekoneènì mnoha maximálních øe¹ení. Je tu ale jistý
rozdíl: ke ka¾dému x0 2 R a ka¾dému jeho okolí U(x0) lze nalézt taková dvì
øe¹ení y1, y2 na R, která na U(x0) nesplývají. Je to lehké, napø. pro bod x0 = 0
staèí volit y1(x) = 0, x 2 R a y2(x) = x3.

Pøíklad 9.2.7. Proto¾e existuje funkce, která je øe¹ením rovnice y0 = y, je pøirozené
se ptát, zda existuje také funkce, pro kterou platí f 0 = f2. Podle postupu popsaného
v Poznámce 9.2.5, dostaneme y0(x)=y2(x) = 1, a pak po pøechodu k primitivním funkcím

� 1
y(x)

= x :

Rozdíl tìchto dvou funkcí musí být konstantní, z èeho¾ obdr¾íme elementárními úpra-
vami pro ka¾dé C 2 R

y(x) = (C � x)�1 ; x 6= C :
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Vidíme, ¾e maximálními øe¹eními této rovnice jsou funkce

y(x) = (C � x)�1; x 2 (�1; C); pro v¹echna C 2 R ;

a také funkce

y(x) = (C � x)�1; x 2 (C;+1); pro v¹echna C 2 R ;

o tom se staèí pøesvìdèit dosazením do øe¹ené rovnice. Maximalita øe¹ení je zøejmá.
Tímto postupem nenalezneme øe¹ení y(x) = 0, x 2 R, je to v¹ak dal¹í maximální øe¹ení
rovnice, kterou zkoumáme. To je zøejmé. U jiných rovnic v¹ak mù¾e být situace mnohem
slo¾itìj¹í.

Poznámka 9.2.8. Pro názorné chápání øe¹ení diferenciálních rovnic uveïme je¹tì jednu
interpretaci geometrického charakteru. Diferenciální rovnice (9:7) je jakýmsi

"
kompa-

sem\, který v bodech [x; y ] roviny ukazuje, jakým smìrem se v ní máme pohybovat.
Vyøe¹it diferenciální rovnici (9:7) pak znamená

"
projít rovinou\ podle tohoto kompasu.

Køivka, po ní¾ se pohybujeme, je grafem (nìjakého) øe¹ení. Èasto se v této souvislosti
mluví o smìrovém poli, urèeném rovnicí (9:7) a to se té¾ gra�cky znázoròuje.

Pøíklad 9.2.9 (logistický rùstový zákon). Snaha po nalezení dokonalej¹ího
rùstového zákona vedla k modi�kacím pøíslu¹né diferenciální rovnice. Intuitivnì
cítíme, ¾e

"
lep¹í\ rùstový zákon by mìla popisovat rovnice P 0 = �(P ) � P , kde �

je vhodnì zvolená, pro velká P klesající funkce. Pak bude klesat i rychlost rùstu
populace. Budeme se zabývat jednoduchým pøípadem tohoto typu, døíve v¹ak
uveïme jeden údaj, týkajících se formy rovnice. Èasto se rùstová konstanta �
v rovnici (9:6) zapisuje ve tvaru rozdílu a pracuje se s nepatrnì formálnì odli¹nou
rovnicí

P 0 = P � �P ; (; � > 0) ;

kde konstanty  a � charakterizují porodnost a úmrtnost dané populace.
Modi�kovaná rovnice, popisující logistický rùstový zákon, je tvaru

P 0 = P � �P 2 ; (; � > 0) : (9.9)

Rovnici lze dát je¹tì dal¹í interpretaci: prostøedí, v nìm¾ populace ¾ije, má ome-
zené zdroje, které urèují

"
maximální kapacitu ¾ivotního prostoru\. Rùst populace

je úmìrný nejen její velikosti, ale i
"
velikosti zbývajícího prostoru\. Skuteènì, po-

lo¾me � = � a K = =�. Zbývající ¾ivotní prostor popisuje velièina K�P (t), kde
konstanta K odpovídá maximální kapacitì. Rovnice tak po úpravì má tvar

P 0 = �P (K � P ) ; (�;K > 0) :

Zde je vý¹e zmínìná klesající funkce �(P ) = �(K � P ) lineární, tedy obzvlá¹»
jednoduchá. Øe¹ení rovnice je tvaru (odvoïte to separací promìnných nebo se
o tom pøesvìdète derivováním)

P (t) =


� + (=P0 � �)e�t
; resp. P (t) =

K

1 + (K=P0 � 1)e��Kt
; t � 0 ;
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kde P0 > 0. Lze ukázat, ¾e v daném oboru je to popis v¹ech maximálních øe¹ení
rovnice (9:9). Øe¹ená rovnice v¹ak ji¾ není lineární rovnicí prvního øádu, nebo»
obsahuje èlen P 2.

Poznámka 9.2.10. Rovnice tohoto typu se v nìkterých pøípadech jeví jako po-
mìrnì dobrý model pro reálnou situaci. Tak napø. studie o rùstu sluneènic ukazují
jinou reálnou situaci, jí¾ odpovídá tý¾ model. Vý¹ka sluneènic pomìrnì dobøe vy-
hovuje analogickému vztahu

h(t) =
H

1 + (H=h0 � 1)e��Ht
;

kde H je maximální vý¹ka rostliny a h0 vý¹ka na zaèátku pozorování. V r. 1983
byla publikována studie, která ukázala, ¾e analogické chování vykazuje i

"
svìtová

automobilová populace\.

9.3 Speciální rovnice vy¹¹ích øádù

K rovnicím vy¹¹ích øádù se vrátíme v Kapitole 14, av¹ak speciální rovnice tohoto
typu umíme øe¹it ad hoc bez budování dal¹ího teoretického zázemí. Snadno na-
hlédneme, ¾e je-li f 2 C(R), pak v nìkterých pøípadech není obtí¾né pro jakékoli
n 2 N øe¹it rovnici

y(n) = f(x) :

K øe¹ení staèí urèit jedinou funkci F tak, aby platilo F (n)(x) = f(x), x 2 R.
Ètenáø jistì snadno doká¾e, ¾e existuje obecné øe¹ení této rovnice, av¹ak v pøípadì
konkrétní f mù¾e být explicitní popis øe¹ení pomocí funkcí, které jsme de�novali,
jak triviálním, tak i neøe¹itelným problémem. Doporuèujeme ètenáøi, aby zvá¾il
pøípady f � 0, f = sin, f = exp a f(x) = exp(�x2). Ní¾e se budeme takovými
jednoduchými speciálními rovnicemi formou pøíkladù zabývat.

Pøíklad 9.3.1 (volný pád). Volný pád lze rovnì¾ popsat jednoduchou diferenciální
rovnicí (u¾ijeme fyzikálního znaèení)

mg = m�x ; resp. �x = g :

Zde x(t) je poloha pøedmìtu v èase t a m jeho hmotnost, g je gravitaèní zrychlení, jeho¾
hodnota je 9:81ms�2. Rovnice je lineární diferenciální rovnice druhého øádu, av¹ak velmi
speciální a lze ji snadno integrovat 5 ) . Dostáváme tak

v(t) := _x(t) = gt :

Proto¾e rozdíl primitivních funkcí je na intervalu konstantní, je obecné øe¹ení tvaru
g(t) + C1, kde C1 2 R je, jak se v nìkterých uèebnicích z oblasti diferenciálních rov-
nic øíká,

"
integraèní konstanta\. Polo¾íme-li v0 = _x(0), dostaneme dosazením v0 = C1

5) Zde znamená
"
integrovat\ v podstatì toté¾, jako nalézt øe¹ení rovnice. S touto historicky

motivovanou terminologií se mù¾ete setkat v mnoha uèebnicích, zejména aplikaèního charakteru.
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a dospìjeme ke vzoreèku pro rychlost v(t) = gt + v0, známému z fyziky. Analogicky
dospìjeme dal¹ím krokem ke vzorci

x(t) =
1
2
gt2 + v0t+ C2

a polo¾ením x(0) = 0 urèíme C2 = 0. Dospìjeme tak k rovnici

x(t) =
1
2
gt2 + v0t :

Pro v0 = 0 tak dostaneme

v(t) = gt ; x(t) =
1
2
gt2 ;

co¾ jsou vztahy popisující fyzikální zákony, ke kterým dospìl empiricky jako první Ga-
lileo Galilei (1564 { 1642).

Snadno nahlédneme, ¾e v nìkterých situacích jsou tyto zákony nepou¾itelné: neøídí
se jimi ani klesání padáku, ani pád èlovìka v zemské atmosféøe (napø. pøed otevøením
padáku). Zcela jsme zanedbali vliv odporu prostøedí. Viz dal¹í pøíklad.

Pøíklad 9.3.2 (stabilizovaný pád). Jestli¾e pøihlédneme k odporu vzduchu, který je
úmìrný rychlosti padajícího tìlesa v atmosféøe, dospìjeme na základì fyzikálních úvah
k rovnici

m�x = mg � % _x ; (% > 0) ;

kde kladná konstanta % popisuje odpor prostøedí. Pøechodem k _x = v dostaneme

m _v = mg � %v ; resp. _v = � %

m
v + g :

Toto je lineární rovnice tvaru _v = �v + �, její¾ øe¹ení pro � 6= 0 je dáno vzorcem

v(t) = Ce�t � �=� ; C 2 R
(zde jde o obecné øe¹ení rovnice). Pøepi¹me ho do tvaru

v(t) = C1e
�(%=m)t +

mg

%
;

kde jsme ji¾ oznaèili integraèní konstantu C1, nebo» pøi dal¹í integraci pøibude je¹tì
jedna. Polo¾íme-li

v0 = v(0) = C1 +
mg

%
; resp. C1 = v0 � mg

%
;

dostaneme rovnici tvaru

v(t) =
�
v0 � mg

%

�
e�(%=m)t +

mg

%
:

Odtud dal¹í integrací dostaneme

x(t) =
�
v0 � mg

%

��
�m

%

�
e�(%=m)t +

mg

%
t+ C2 :
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Je-li x(0) = 0, dostaneme dosazením

C2 =
�
v0 � mg

%

�m
%

a posléze i hledaný vzorec

x(t) =
m

%

�
v0 � mg

%

��
1� e�(%=m)t

�
+
mg

%
t ;

z nìho plyne v(t) ! mg=% pro t ! 1, co¾ je fakt, odpovídající reálné situaci, kdy se
rychlost pádu stabilizuje.

Opìt jsme v¹ak zanedbali nìkteré vlivy, které mohou za urèitých okolností hrát
podstatnìj¹í úlohu, napø. pokles hustoty atmosféry v závislosti na vý¹ce apod.

Pøíklad 9.3.3 (start rakety). Do na¹ich úvah zahrneme opìt pouze
"
hlavní parame-

try\ úvahy. Pøedpokládáme, ¾e vesmírná raketa startuje ve svislém smìru; polomìr Zemì
oznaèíme R a hv vý¹ku rakety nad zemským povrchem v okam¾iku, kdy dojde k vy-
hoøení paliva rakety; hodnota x(t) nech» udává vý¹ku rakety nad zemským povrchem
v èase t. Od okam¾iku vyhoøení paliva se raketa chová jako kámen, vr¾ený do prostoru.
Vrhneme-li ho malou rychlostí, spadne opìt na zemský povrch, pøi velké rychlosti se
vymaní z vlivu zemské pøita¾livosti. Minimum rychlostí, pro nì¾ nastává druhý pøípad,
se nazývá úniková rychlost. Tu bychom rádi, v závislosti na velikosti hv, urèili.

Na poèátku situace, kterou se zabýváme, platí

x(0) = R+ hv =: xv a _x(0) =: vv :

Z Newtonova gravitaèního zákona vyplývá, ¾e pro velikost síly pùsobící na raketu platí
K = � �m(x)=x2, kdem(x) je hmotnost rakety; ta se pochopitelnì mìní s dobou a tedy
i v závislosti na x. Je proto napø. M := m(R) hmotnost rakety pøi startu a m := m(xv)
vlastní hmotnost rakety (bez paliva) 6 ) . Urèíme velikost  vy¹etøením situace pøi startu.
Z rovnosti

�Mg = � M
R2

dostaneme  = gR2 ;

tak¾e platí K = �gR2m=x2. Proto po vyhoøení paliva pro raketu platí

m�x = �gR2 � m
x2

; resp. �x = �gR2 � 1
x2

:

Nyní si pomù¾eme
"
trikem\: násobíme obì strany rovnice èinitelem 2 _x, tak¾e dostaneme

2 _x�x = �2gR2 � _x
x2

; resp. ( _x2)0 =

�
2gR2 � 1

x

�
0

;

zde znaèíme èárkou opìt derivaci podle èasu, zápis s u¾itím teèek by byl znaènì nepøe-
hledný. Odtud dostaneme integrací (v := _x)

v2 = 2gR2 � 1
x
+ c ; C 2 R :

6) Slo¾itìj¹í modely zahrnují dal¹í velièiny, v na¹em pøípadì je sledování úbytku hmotnosti
rakety zbyteèné.
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Uvá¾íme-li, ¾e pro t = 0 je v2v = 2gR2 � (1=xv) +C, dostáváme koneènì

v2 = 2gR2x�1 + v2v � 2gR2x�1
v : (9.10)

Jestli¾e bude platit v2v � 2gR2=xv � 0, pøíslu¹ná rychlost umo¾ní raketì opustit sféru
vlivu pøita¾livosti Zemì 7 ) . Tomuto jevu odpovídá hodnota vv =

p
2gR2=xv.

Pro pøípad relativnì malé vý¹ky hv , to znamená pro xv
:
= R, dostaneme pro prùmìr

Zemì D = 2R = 12; 757 � 106 m hodnotu, rovnou
p
gD

:
= 11; 19 kms�1. Toto je tedy

hledaná úniková rychlost.

Pøíklad 9.3.4 (lineární dietní model). Hmotnost èlovìka závisí na mnoha vì-
cech, ale v prvním pøiblí¾ení je funkcí pøísunu energie v potravinách a její

"
spo-

tøeby\; ta závisí na èinnosti, kterou èlovìk vykonává, ale i na vìku a pohlaví
jedince, na metabolických faktorech apod. Denní spotøeba jedince èiní 30 a¾ 40
kalorií na kilogram jeho váhy. Pøi prùmìrném energetickém pøísunu 35 cal=kg lze
oèekávat její stabilizaci. Vcelku je pøijatelná pøedstava, ¾e zmìna váhy je pøímo
úmìrná pøebytku resp. nedostatku v energetickém pøísunu, tedy ¾e váha w vyho-
vuje rovnici

w0 = k(c� 35w) :

Rozmìr velièiny na levé stranì je kg=den, druhý èinitel vpravo má rozmìr cal=den,
konstanta k má proto rozmìr kg=cal. Zpravidla se udává, ¾e 7 kcal = 7000 cal je
ekvivalentní jednomu kilogramu, tak¾e k = (7000)�1 kg=cal. Pøi konstantním c
dostáváme jednoduchou rovnici 7000w0 = c� 35w, její¾ øe¹ení je dáno rovnicí

w(t) = c=35+ (w(0) � c=35)e�0;005t :

Stabilní (cílová) váha je c=35. Chce-li pan Tlustý, vá¾ící 95 kg, omezit denní pøísun
na 2625 kalorií, bude jeho váha vyhovovat vztahu w(t) = 75 + 20 exp(�0; 005t).
Cílová váha pana Tlustého je 75 kg, pøièem¾ dosáhne teoreticky váhy 80 kg (!) za
278 dní, tedy za více ne¾ tøi ètvrtì roku 8) . Proto patrnì tolik dobrých pøedsevzetí
konèí �askem! (Model je popsán v [3]).

Lze oèekávat, ¾e nalezené výsledky o lineárních rovnicích bude mo¾no dále
zobecnit, napø. pro lineární rovnice n-tého øádu. To skuteènì pozdìji udìláme,
nyní si pouze uká¾eme, èásteènì pro povzbuzení ètenáøovy zvìdavosti, jednoduchý
pøíklad rovnice druhého øádu. Øadu dal¹ích zajímavých pøíkladù nalezne ètenáø
v [1], jedné z

"
nejètivìj¹ích\ uèebnic, které pojednávají o diferenciálních rovnicích.

Dal¹í knihou tohoto typu je [2], z ní¾ jsme vybrali nìkteré ukázky.

Pøíklad 9.3.5 (Matematické kyvadlo). Studujeme-li pohyb ideálního kyvadla (je to
hmotný bod M o hmotì m na nehmotném závìsu délky l, odpor prostøedí se zanedbá),

7) Rovnice (9:10) odpovídá energetické bilanci, kterou by patrnì zku¹enìj¹í fyzik pøi odvozování
napsal pøímo

"
bez poèítání\.

8) Pro milovníky SI soustavy uvádíme pøevodní vztah 1kcal = 4; 186 kJ. Pro milovníky piva
uvádíme je¹tì dal¹í pøevodní vztah 1 l Gambrinusu 12�

:
= 1860 kJ.
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lze ho na základì Newtonova pohybového zákona popsat rovnicí

m�s = ml �' = mg sin' ; resp. �'+ (g=l) sin' = 0 ;

zde �s je velikost okam¾itého zrychlení a ' úhel výkyvu (doporuèujeme ètenáøi, aby si
naèrtl obrázek). Slo¾ka síly odpovídající smìru závìsu o velikosti mg cos' nemá na
pohyb vliv, znamení minus odpovídá tomu, ¾e síla pùsobí proti smìru pohybu bodu M .
Pro malé hodnoty

"
rozkyvu\ je sin' � '. Rovnice

�'+ (g=l)' = 0 ; resp. �'+ !2
0' = 0 ; !0 :=

p
g=l

je rovnice harmonického oscilátoru, která je velmi dùle¾itá ve fyzice. Uka¾te, ¾e jsou-li
C1; C2 2 R, ka¾dá funkce '(t) = C1 cos!0t+C2 sin!0t je øe¹ením rovnice. Pøi poèáteè-
ních podmínkách '(0) = '0, _'(0) = 0 lze toto øe¹ení upravit na tvar '(t) = '0 cos!0t.

Zdaleka není zøejmé, ¾e jsme
"
uhádli\ v¹echna øe¹ení uva¾ované rovnice. Pokud se

ètenáø zajímá jen o techniku øe¹ení, ta není obtí¾ná. Jestli¾e v¹ak chce pochopit teorii
hloubìji, musí se je¹tì døíve nauèit nìkteré dal¹í partie matematiky.

Historické poznámky 9.3.6. Øe¹ení, resp. dle tradièní terminologie integrace, prv-
ních diferenciálních rovnic úzce souvisí se samotným zrodem in�nitezimálního poètu.
Takové rovnice øe¹ili ji¾ napø. Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 { 1716) r. 1684,
resp. Jacob Bernoulli (1654 { 1705) (1692). Rovnice tvaru

y0 = a(x)y + b(x)y�

se po nìm nazývá Bernoulliova rovnice; je lineární pro � = 0; 1. Právì in�nitezimální
poèet pøinesl mocný nástroj k øe¹ení velmi slo¾itých úloh. Pokud napø. uva¾ujeme mate-
matické kyvadlo, pomohla nám pouze náhrada sin' � ' k tomu, ¾e doba kyvu T podle
získaného popisu èinila T = 2�

p
l=g a nezávisela na m a '0. Pokud chceme dosáhnout

rozumného pøiblí¾ení k reálné situaci, musíme volit '0 < �=6. Christian Huygens

(1629 { 1695) se zabýval problémem sestrojení dokonale isochronního kyvadla. Dokázal
urèit, ¾e dráha, po ní¾ se musí pohybovat hmotný bod v tomto pøípadì není kru¾nice,
nýbr¾ cykloida. Tato jednoduchá køivka je tedy tzv. tautochronou, resp. isochronou. Zde
rovnost èasu kyvu nezávisle na výchylce lze interpretovat té¾ takto: postavíme-li U-
rampu pro skateboardisty ve tvaru cykloidy a necháme je sjí¾dìt do nejni¾¹ího bodu
z rùzných vý¹ek, pak nejni¾¹ím bodem (samozøejmì v ideálním pøípadì, tj. bez tøení
apod.) projedou v¾dy za stejnou dobu. Odtud jsou odvozeny uvedené názvy.

Dal¹í struèný komentáø k historii vývoje diferenciálních rovnic nalezne ètenáø v Ka-
pitole 14. Ji¾ teï v¹ak poznamenávám, ¾e základním zdrojem informací v tomto smìru
byla pro mne kniha [2].
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