
Kapitola 14

Diferenciální rovnice

14.1 Úvod

Poznámka 14.1.1. V Kapitole 9 jsme se ji¾ jednou setkali s diferenciálními rov-
nicemi. Nauèili jsme se øe¹it lineární rovnici 1. øádu a rovnice speciálního tvaru;
poèetní metody, se kterými jsme se seznámili, nám umo¾nily øe¹it nìkteré rovnice
tvaru y0 = f(x) g(y) se separovanými promìnnými. Pro øe¹ení konkrétních rov-
nic tohoto typu jsme pou¾ili ad hoc vytvoøených postupù. I kdy¾ jsme potøebné
pojmy ve speciálních pøípadech ji¾ jednou de�novali, udìláme to nyní struènì
v obecnìj¹í situaci znova.

Je u¾iteèné pøipomenout, ¾e v teorii (obyèejných) diferenciálních rovnic se
historicky ustálily nìkteré konvence: neznámá funkce se znaèí témìø v¾dy y (pro-
mìnná se vynechává),

"
integraèní konstanty\ se èasto nerozli¹ují, i kdy¾ se v prù-

bìhu výpoètu nìkolikrát zmìní. Na¹ím cílem je seznámit se s touto partií zejména
pro její praktický význam; budeme podstatnì vyu¾ívat základních poznatkù z al-
gebry a nebudeme je dokazovat. Výklad bude mít navíc volnìj¹í popisnou formu,
nebo» striktní formalizace by pro na¹e potøeby byla pøíli¹ nároèná a neúèelná.

Oznaèení 14.1.2. Obyèejnou diferenciální rovnicí budeme rozumìt rovnici

F (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0 ; (14.1)

kde funkce F je spojitá funkce na nìjaké oblasti G � Rn+2 . Nejvy¹¹í øád derivace
efektivnì vystupující v rovnici nazýváme øád rovnice. Je-li F napø. polynom, pak
jeho stupeò je stupnìm rovnice. Øe¹ením rovnice (14.1), podrobnìji øe¹ením rov-
nice (14:1) na intervalu (c; d), nazýváme ka¾dou funkci ' de�novanou na intervalu
(c; d) takovou, ¾e existuje její derivace '(n) na (c; d), je [x; '(x); : : : ; '(n)(x) ] 2 G
pro v¹echna x 2 (c; d) a platí

F
�
x; '(x); : : : ; '(n)(x)

�
= 0 ; x 2 (c; d) :
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Øe¹ení rovnice (14:1) se nazývá maximální øe¹ení (nìkdy se u¾ívá i termín úplné
øe¹ení), je-li de�nováno na maximálním intervalu, tj. není restrikcí øe¹ení rovnice
(14:1), de�novaného na intervalu (c0; d0), pro nìj¾ (c; d) � (c0; d0) 6= (c; d). Mno¾inu
v¹ech maximálních øe¹ení rovnice (14.1) nazýváme obecným øe¹ením (14:1).

Poznámka 14.1.3. Velmi èasto pracujeme s rovnicemi

y(n) = f(x; y; y0; : : : ; y(n�1)) ;

které jsou rozøe¹eny vzhledem k nejvy¹¹í derivaci. Jeliko¾ vlevo stojí derivace
y(n) neznámé spojité funkce y(n�1), je tato rovnice øe¹itelná pouze v pøípadì,
¾e i vpravo stojící funkce f je

"
dostateènì rozumná\. Proto se omezíme opìt na

pøípad spojité funkce f .

V¹imnìme si nejprve blí¾e jednoduchého pøípadu takové diferenciální rovnice

y0 = f(x; y) ; (14.2)

kde f je funkce de�novaná na oblasti (tj. otevøené souvislé mno¾inì) G � R2 .
Z praktických dùvodù je dùle¾itá té¾ otázka existence, pøípadnì jednoznaènosti
øe¹ení, vyhovujícího je¹tì dal¹í podmínce : je-li [x0; y0] 2 G, èasto øe¹íme problém
nalézt takové øe¹ení ', které je de�nováno na nìjakém intervalu (c; d) � R, pro
který je x0 2 (c; d) a platí rovnost

'0(x) = f(x; '(x)) ; x 2 (c; d) ;

a tudí¾ i inkluze f[x; '(x) ]; x 2 (c; d)g � G, a zároveò rovnost

'(x0) = y0 : (14.3)

S ohledem na nìkteré fyzikální aplikace, kde promìnnou x bývá èasto èas, nazývá
se tato úloha poèáteèní úlohou. Obvykle u¾ívaný struèný zápis úlohy je tvaru

y0 = f(x; '(x)) ; y(x0) = y0 ;

kde rovnost y(x0) = y0 popisuje poèáteèní podmínku.
Pøi geometrické interpretaci øe¹ení jako¾to køivky popsané funkcí ' hovoøíme

pak o øe¹ení, procházejícím bodem [x0; y0]. Pøirozené otázky, na které budeme
hledat odpovìï, jsou dvì:

(a) kdy existuje øe¹ení rovnice (14.2) vyhovující poèáteèní podmínce (14.3), a

(b) kdy ke ka¾dým dvìma øe¹ením této úlohy existuje okolí U(x0) bodu x0, na
kterém tato øe¹ení splývají.

V tomto smyslu také popsaný problém chápeme jako problém existence a jedno-
znaènosti øe¹ení (14:2) procházejícího bodem [x0; y0]. Zformulujeme odpovìï jako
následující tvrzení:
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Tvrzení 14.1.4 (Peano 1886). 1) Pøedpokládejme, ¾e v rovnici

y0 = f(x; y) ; (14.2)

je funkce f spojitá na oblasti G � R2 a ¾e platí [x0; y0] 2 G. Potom existuje
interval (c; d) a funkce ' : (c; d) ! R tak, ¾e je x0 2 (c; d), [x; '(x) ] 2 G pro
v¹echna x 2 (c; d), a platí

'0(x) = f(x; '(x)); x 2 (c; d) ;

'(x0) = y0 : (14.3)

Poznámka 14.1.5. Toto tvrzení, zaruèující existenci øe¹ení rovnice (14.2) procházejí-
cího bodem [x0; y0], nebudeme dokazovat, jeho dùkaz v¹ak alespoò naznaèíme. Ze spoji-
tosti funkce f vyplývá, ¾e øe¹ení ' musí na nìjakém okolí bodu x0 vyhovovat podmínce

j'0(x)j �M <1 :

Zvolíme-li interval [ c; d ] v tomto okolí tak, aby x0 2 (c; d) a dále libovolné dìlení D
intervalu [ c; d ]

D = f c = t0 < t1 < � � � < tn = d g

takové, ¾e x0 2 D, lze snadno de�novat spojitou po èástech lineární funkci l(D) tak, ¾e
platí

l(tk)� l(tk�1)
tk � tk�1

= f(tk�1; l(tk�1))

pro v¹echny dìlící body D le¾ící vpravo od bodu x0. Vlevo od bodu x0 sestrojíme funkci
l(D) tak, aby splòovala podobnou podmínku

l(tk)� l(tk�1)
tk � tk�1

= f(tk; l(tk)) ;

funkce l(D) sestrojujeme tedy v¾dy
"
od bodu x0\. Ukazuje se, ¾e sestrojíme-li takové

funkce l(D) pro v¹echna popsaná dìlení D intervalu [ c; d ], lze z tohoto systému funkcí
(nìkdy se nazývají Eulerovy po èástech lineární funkce) vybrat stejnomìrnì konvergentní

posloupnost flng = fln(Dn)g tak, ¾e

ln �!�! ' na [ c; d ] ;

pøièem¾ funkce ' je øe¹ením rovnice (14:2) s po¾adovanými vlastnostmi. Poznamenejme,
¾e pro ka¾dý bod x intervalu [ c; d ] existuje k " > 0 takové � > 0, ¾e pro v¹echny funkce
l = l(D) platí

(y 2 [ c; d ]; jx� yj < �)) jl(y)� l(x)j < " ;

toto je tzv. stejná spojitost v¹ech funkcí l(D). Funkce l(D) jsou stejnì omezené a stejnì

spojité, a lze proto na nì uplatnit obecnou vìtu z teorie MP, která existenci takové
vybrané konvergentní posloupnosti flng na [ a; b ] zaruèí. Jde vlastnì o kritérium kom-
paktnosti mno¾iny M � C([ c; d ]), popsané tzv. Arzel¸-Ascoliho vìtou. Poznamenejme,
¾e v¹ak je¹tì musíme dokázat, ¾e funkce ' je diferencovatelná a vyhovuje (14:2).

1) Na základì práce, v ní¾ je obsa¾ena tato vìta, získalGiuseppe Peano (1858 { 1932) doktorát.
Èasto se cituje a¾ práce z r. 1890; viz [3], str. 150.
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Historická poznámka 14.1.6. Tvrzení vy¾aduje krátký komentáø. Ji¾ v r. 1694 Jo-
hann Bernoulli (1667 { 1748) pou¾íval metodu pøibli¾ného øe¹ení takové rovnice. Me-
toda, kterou pou¾íval Euler, je z r. 1768, av¹ak historicky prvním tvrzením o existenci

a jednoznaènosti bylo tvrzení, které dokázal Louis Augustin Cauchy (1789 { 1857)
r. 1824. Kompaktnost mno¾iny spojitých funkcí na intervalu studovali Cesare Arzel¸
(1847 { 1912) a Giulio Ascoli (1843 { 1896), jejich tvrzení je v¹ak pouze jednou z
mo¾ných cest k dùkazu vý¹e uvedeného Peanova tvrzení. Viz dále komentáø v Historické
poznámce 14.1.10.

Uvedená Peanova vìta nezaruèuje jednoznaènost øe¹ení rovnice (14:2) ani lokálnì.
Jestli¾e si ètenáø pøipomene Pøíklad 9.2.6, snadno nahlédne, ¾e na libovolnì malém
otevøeném intervalu obsahujícím bod x0 mohou existovat dvì rùzná øe¹ení (dokonce
i nekoneènì mnoho) rovnice (14:2), splòující podmínku (14:3). Popsaná metoda dává
i jisté tu¹ení o mo¾né pøibli¾né metodì øe¹ení a je zdrojem zajímavé interpretace úlohy.
Funkce f pøedstavuje jakýsi podivný

"
kompas\, podle nìho¾ máme projít mno¾inou G

tak, aby trajektorie na¹eho pohybu pro¹la bodem [x0; y0].

Pro na¹i potøebu je dùle¾itá vìta, v ní¾ se o funkci f pøedpokládá více a která
dává navíc i (lokální) jednoznaènost øe¹ení popsané poèáteèní úlohy.

Vìta 14.1.7 (Picard 1890, Lindelöf 1894). Nech» � > 0 a nech»

I = (x0 � �; x0 + �)� (y0 � �; y0 + �) :

Pøedpokládejme, ¾e v rovnici (14:2), tj. rovnici

y0 = f(x; y) ;

je funkce f spojitá v intervalu I a ¾e existuje kladné èíslo K takové, ¾e pro v¹echna
x 2 (x0 � �; x0 + �) a pro v¹echna y1; y2 2 (y0 � �; y0 + �) platí

jf(x; y1)� f(x; y2)j � Kjy1 � y2j

(struènìji øíkáme, ¾e f(x; � ) jsou pro x 2 (x0 � �; x0 + �) (stejnì ) lipschitzovské
v promìnné y v (y0 � �; y0 + �)). Potom platí:

(a) Existuje interval (c; d) a øe¹ení ' rovnice (14:2) na intervalu (c; d) takové,
¾e je x0 2 (c; d) a platí '(x0) = y0, tj. øe¹ení vyhovuje poèáteèní podmínce
(14:3).

(b) Jestli¾e øe¹ení '1, '2 splòují podmínku (14:3), shodují se v okolí bodu x0.

Dùkaz. Nejprve pøevedeme øe¹ení popsané úlohy na øe¹ení jiné úlohy (místo di-
ferenciální rovnice budeme pracovat s integrální rovnicí). Zvolíme interval [ c; d ]
tak, aby souèasnì platilo x0 2 (c; d), d�c < � a d�c < 1=2K. Smysl této speciální
volby bude zøejmý dále.
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Øe¹it rovnici (14:2) s podmínkou (14:3) je ekvivalentní s problémem øe¹it rov-
nici

'(x) = y0 +
Z x

x0

f(t; '(t)) dt : (14.4)

Skuteènì, je-li x0 2 (c; d) a ' spojitá funkce na intervalu [ c; d ], pro kterou platí
(14:4) pro v¹echna x 2 [ c; d ], pak zøejmì '(x0) = y0 a podle Vìty 10.2.36 o
derivování integrálu podle horní meze platí té¾ (14:2). Je-li naopak ' øe¹ením
poèáteèní úlohy (14:2), (14:3), platí podle tvrzení o primitivních funkcích i (14:4).
V¹imneme si, ¾e pro ' 2 C([ c; d ]) je pravá strana rovnosti (14:4) spojitá funkce
na [ c; d ].

Nyní aplikujeme lokálnì Banachovu vìtu o pevném bodu v prostoru C([ c; d ])
se suprémovou normou k�k1. Víme, ¾e v I je splnìna vý¹e uvedená lipschitzovská
podmínka

jf(x; y1)� f(x; y2)j � Kjy1 � y2j

pro v¹echna x 2 (x0 � �; x0 + �), y1; y2 2 (y0 � �; y0 + �). Uva¾ujme (14:4) jako
operátor na C([ c; d ]), Pro operátor A

A'(x) := y0 +
Z x

x0

f(t; '(t)) dt ; x 2 [ c; d ] ;

který zobrazuje prostor C([ c; d ]) do C([ c; d ]), platí pro ka¾dé x 2 [ c; d ] odhady

jA'(x) �A (x)j =
���
Z x

x0

f(t; '(t)) dt �
Z x

x0

f(t;  (t)) dt
��� �

�

Z x

x0

���f(t; '(t)) � f(t;  (t))
��� dt �

Z x

x0

K j'(t) �  (t)j dt �

�K

Z x

x0

k'�  k1 dt � K(d� c)k'�  k1 � (1=2)k'�  k1 :

Pøejdeme-li je¹tì vlevo k suprému pøes v¹echna x 2 [ c; d ], dostaneme

kA'�A k1 � (1=2)k'�  k1 ;

kde na obou stranách je
"
suprémová\ norma v úplném prostoru C([ c; d ]). Volbou

intervalu [ c; d ] dostateènì malé délky jsme dosáhli toho, ¾e A je kontrakce na
C([ c; d ]) a lze tedy pou¾ít Banachovu vìtu.

Pro pevný bod ' operátoru A na prostoru C([ c; d ]) platí ' 2 C([ c; d ]) a

'(x) = y0 +
Z x

x0

f(t; '(t)) dt ; x 2 (c; d) ;

èím¾ je dùkaz tvrzení dokonèen (funkce ' je dokonce z prostoru C1((c; d)), nebo»
vyhovuje pøedcházející integrální rovnici). Banachova vìta dává zároveò jedno-
znaènost øe¹ení ' rovnice (14:4), a tedy i poèáteèní úlohy z Vìty 14.1.7.
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Pøípad slo¾itìj¹í rovnice

y(n) = f(x; y; y0; : : : ; y(n�1)) ;

mù¾eme celkem snadno zjednodu¹it. Polo¾íme-li

y(x) = y1(x) ; y0(x) = y2(x) ; : : : ; y(n�1)(x) = yn(x) ;

pøejdeme k ekvivalentní úloze øe¹it soustavu rovnic

y01 = y2 ; y02 = y3 ; : : : ; y0n = f(x; y1; y2; : : : ; yn) :

Bez zjevného zvý¹ení obtí¾nosti lze vy¹etøovat soustavu tvaru

y01 =f1(x; y1; y2; : : : ; yn) ;

y02 =f2(x; y1; y2; : : : ; yn) ;

: : : ;

y0n =fn(x; y1; y2; : : : ; yn) :

Struènìj¹í zápis vyu¾ívá vektorového oznaèení. Vektorová funkce

y = (y1; y2; : : : ; yn)

zobrazuje interval [ a; b ] na reálné ose do Rn . Funkce f = (f1; f2; : : : ; fn) je de�-
nována na oblasti G � R

n+1 a zobrazuje G do Rn . Pro funkci g = (g1; g2; : : : ; gn)
na [ a; b ] se spojitými slo¾kami gk de�nujeme

kgk1 = max f supfgk(t); t 2 [ a; b ]g; k = 1; : : : ; ng :

Mno¾inu v¹ech takových funkcí oznaèíme nC([ a; b ]); jde tedy vlastnì o kartézský
souèin n prostorù C([ a; b ]).

Zformulujme vìtu obdobnou pøedchozí vìtì:

Vìta 14.1.8. Nech» � > 0 a nech»

I = (x0 � �; x0 + �)� (y10 � �; y10 + �)� � � � � (yn0 � �; yn0 + �) :

Nech» y = (y1; : : : ; yn) a f = (f1; : : : ; fn) 2) . Pøedpokládejme, ¾e v rovnici

y0 = f(x;y) ; (14.5)

je zobrazení f spojité v intervalu I. Dále pøedpokládáme, ¾e existuje kladné èíslo
K takové, ¾e pro v¹echna (x;y1); (x;y2) 2 I platí

kf(x;y1)� f(x;y2)k1 � Kky1 � y2k1 ;

tak¾e f je (stejnì) lipschitzovská vùèi y pro v¹echna x v (x0 � �; x0 + �). Potom

2) Jde tedy o systém celkem o n rovnicích (y1)0 = f1(x; y1; : : : ; yn); � . Slo¾ky f i y jsou
znaèeny pomocí horních indexù.
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(a) existuje øe¹ení � rovnice (14:5) na intervalu (c; d) obsahujícím x0 takové,
¾e platí

�(x0) = y0; (po slo¾kách: '1(x0) = y01 ; � ) ; (14.6)

tj. øe¹ení � vyhovuje pøedcházející poèáteèní podmínce;

(b) øe¹ení je urèeno lokálnì jednoznaènì, tj. ka¾dá dvì taková øe¹ení splývají na
nìjakém okolí x0.

Dùkaz. Prakticky lze
"
okopírovat\ postup dùkazu pøedcházející vìty, proto budeme

struènìj¹í. Z dùvodù snaz¹ího chápání nebudeme dùslednì u¾ívat vektorového oznaèení.
Nejprve vhodnì zvolíme interval [ c; d ] a pøejdeme k ekvivalentní integrální formulaci
úlohy

'1(x) = y10 +
Z x

x0

f1(t; '1(t); : : : ; 'n(t)) dt ; � :

Dále de�nujeme operátor A na prostoru nC([ c; d ]) analogicky jako v pøedcházejícím
dùkazu, tj.

A�(x) := y0 +
Z x

x0

f(t;�(t)) dt ; x 2 [ c; d ] : (14.7)

Interval [ c; d ] jsme zvolili opìt o dostateènì malé délce tak, abychom dosáhli toho ¾e
A bude kontrakce na prostoru nC([ c; d ]). Pro ka¾dé x 2 [ c; d ] platí (pozor, normy se
v prùbìhu dùkazu mìní)

kA�(x)�A	(x)k = k

Z x

x0

f(t;�(t)) dt �
Z x

x0

f(t;	(t)) dt k �

�

Z x

x0

kf(t;�(t))� f(t;	(t))k dt �
Z x

x0

Kk�(t)�	(t)k dt �

� K

Z x

x0

k��	k dt � K � (d� c)k��	k :

Po úpravì levé strany, podobnì jako v dùkazu, který jsme ji¾ dìlali, volíme interval [ c; d ]
tak, ¾e posléze dostaneme

kA��A	k � (1=2)k� �	k :

Zbytek je zøejmý.

Jako dùsledek pøedcházející vìty dostaneme vìtu pro poèáteèní úlohu pro rov-
nici n-tého øádu.

Vìta 14.1.9. Nech» � > 0 a nech»

I = (x0 � �; x0 + �)� (y10 � �; y10 + �)� � � � � (yn0 � �; yn0 + �) :
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Nech» dále je funkce f v rovnici

y(n) = f(x; y; y0; : : : ; y(n�1)) (14.8)

spojitá v intervalu I � Rn+1 a (stejnì) lipschitzovská pro ka¾dé x vzhledem k po-
sledním n promìnným. Potom platí:

(a) Existuje øe¹ení ' rovnice (14:8) takové, ¾e je

'(x0) = y0 ; '0(x0) = y1 ; : : : ; '(n�1)(x0) = yn�1 ;

tj. toto øe¹ení vyhovuje poèáteèní podmínce.

(b) Jestli¾e dvì øe¹ení '1, '2 splòují obì poèáteèní podmínku, shodují se na
nìjakém okolí bodu x0.

Historická poznámka 14.1.10. Cauchy dokázal Vìtu 14.1.7 za pøedpokladu, ¾e funk-
ce f(x; � ) má pro ka¾dé x spojitou derivaci a teprve pozdìji r. 1876 Rudolf Otto

Sigismund Lipschitz (1832 { 1903) oslabil tuto podmínku do formy, kterou jsme pou¾ili
v této vìtì my. Jestli¾e generujeme posloupnost postupných aproximací �n+1 = A(�n),
která je skryta v dùkazu Banachovy vìty o pevném bodu, nazývá se tato posloupnost
Picardova posloupnost postupných aproximací. K dùkazu vìty ji pou¾il Charles Émile
Picard (1856 { 1941) r. 1890. Tento nástroj byl v¹ak ji¾ pou¾íván døíve. Picardùv dùkaz
dále zlep¹il r. 1894 Ernst Leonard Lindelöf (1870 { 1946). Viz [3], str. 146.

Vzniká pøirozená otázka, zda existuje nìjaké maximální øe¹ení, které vyhovuje
(14.3). Odpovìï na tuto otázku je kladná. Øe¹ení, jejich¾ existenci jsme dokázali,
se toti¾

"
dají slepit\.

Vìta 14.1.11. Nech» G � Rn+1 je oblast a nech» funkce f v rovnici

y0 = f(x;y) ; (14.5)

je v G spojitá a lokálnì lipschitzovská vùèi y. Potom

(a) existuje interval (c; d) obsahující bod x0 a na nìm de�nované maximální
øe¹ení � rovnice (14:5) takové, ¾e platí

�(x0) = y0 ; (k13-5)

tj. toto maximální øe¹ení � vyhovuje poèáteèní podmínce (14:6);

(b) toto maximální øe¹ení je urèeno jednoznaènì.

Poznámka 14.1.12. Ne¾ pøedcházející vìtu doká¾eme, dodejme na vysvìtlenou, ¾e
pøedpokládáme, ¾e ke ka¾dému bodu [x;y ] 2 G existuje interval I � G, který tento bod
obsahuje a na kterém jsou splnìny pro tento bod a I pøedpoklady Vìty 14.1.8. Proto¾e
v takovém bodì se nemù¾e øe¹ení

"
¹tìpit\, je tvrzení intuitivnì zøejmé.
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Dùkaz Vìty 14.1.11. Nech» �1 a �2 jsou dvì øe¹ení (14:5), de�novaná na interva-
lech (c1; d1) a (c2; d2), obsahujících bod x0, a nech» platí �1(x0) = �2(x0) = y0.
Oznaème

(c; d) := (c1; d1) \ (c2; d2) ; G = fx 2 (c; d); �1(x) = �2(x)g :

Potom x0 2 G, a tedy G 6= ;. Pou¾ijeme nyní Vìtu 13.5.4, podle které je interval
souvislou mno¾inou. Mno¾ina G je uzavøená, nebo» pro mno¾inu v¹ech hromad-
ných bodù G0 platí s ohledem na spojitost �1;�2 inkluze G0 � G. Je v¹ak i
otevøená v (a; b), nebo» podle vìty o lokální jednoznaènosti z �1(x) = �2(x)
plyne �1 = �2 na nìjakém okolí U(x) bodu x. Proto je G = (a; b) a lze tedy
de�novat � na sjednocení obou intervalù tak, ¾e polo¾íme

� := �1 na (c1; d1) ; � := �2 na (c2; d2) :

Av¹ak stejným zpùsobem lze de�novat maximální øe¹ení �max pomocí mno¾iny
v¹ech øe¹ení f��; � 2 Ag, splòujících podmínku ��(x0) = y0. Je-li (c�; d�) de�-
nièní obor øe¹ení ��, platí tedy x0 2 (c�; d�). Polo¾íme pro v¹echna � 2 A

�max := �� na (c�; d�) ;

de�nice je dle pøedchozí úvahy korektní, �max je hledané maximální øe¹ení, pøi-
èem¾ c := inffc�; � 2 Ag a d := supfd�; � 2 Ag.

Poznámka 14.1.13. V Pøíkladu 9.2.6 lze za G z pøedcházející Vìty 14.1.11 volit oblasti
G1 := f[ x; y ]; y > 0g nebo G2 := f[ x; y ]; y < 0g, nebo» to jsou maximální oblasti,
v nich¾ jsou splnìny pøedpoklady Vìty 14.1.11. Ètenáø by si mìl znovu uvìdomit, ¾e
de�nièní obor (interval) ka¾dého maximálního øe¹ení v G1 závisí na poèáteèní podmínce,
tj. bodu [x0; y0 ], který v G1 zvolíme.

Je-li G mno¾ina z Vìty 14.1.11, pak by se ètenáø mohl domnívat, ¾e pro ka¾dé maxi-
mální øe¹ení � s de�nièním oborem (c; d) existuje limx!d��(x) a ¾e

"
graf maximálního

øe¹ení konèí v nìjakém bodì hranice G\. Platí toti¾ jen mnohemménì: oznaèíme-li Gr(�)
graf �, platí

dist(Gr(�); {G) = 0 ;

tj. graf �
"
se neomezenì blí¾í k doplòku mno¾iny G\.

Proto¾e je ((1=x) sin(1=x))0 = (�1=x2)((1=x) cos(1=x) + sin(1=x), má rovnice

y0 = (�1=x2)((1=x) cos(1=x) + sin(1=x)

v G = f[x; y ]; x > 0g maximální øe¹ení

'(x) = (1=x) sin(1=x) ; x 2 (0;1) ;

které se v¹ak k doplòku G
"
blí¾í\ velmi komplikovaným zpùsobem.

Jako dùsledek Vìty 14.1.11 dostaneme tvrzení o existenci maximálního øe¹ení
pro rovnice n-tého øádu.
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Dùsledek 14.1.14. Nech» G � Rn+1 je oblast a nech» funkce f v rovnici

y(n) = f(x; y; y0; : : : ; y(n�1)) (14.9)

je v G spojitá a lokálnì lipschitzovská vùèi posledním n promìnným. Potom

(a) existuje interval (c; d) obsahující bod x0 a na (c; d) de�nované maximální
øe¹ení ' rovnice (14:9) takové, ¾e platí

'(x0) = y0 ; '0(x0) = y1 ; : : : ; '(n�1)(x0) = yn�1 :

tj. toto maximální øe¹ení ' vyhovuje pøedcházejícím poèáteèním podmínkám;

(b) toto maximální øe¹ení ' je urèeno jednoznaènì.

14.2 Lineární diferenciální rovnice

V dal¹ím se budeme zabývat lineární diferenciální rovnicí øádu n. Ètenáøi do-
poruèujeme si pøipomenout jednoduchá tvrzení z Kapitoly 9. Budeme pracovat
s pevnì zvoleným intervalem (c; d); funkce a1; : : : ; an; b jsou spojité funkce na
(c; d). Vy¹etøovaná rovnice je tvaru (dále v¹ak promìnnou x budeme vynechávat)

L(y) := y(n) + a1(x)y
(n�1) + � � �+ an(x)y = b(x) ; x 2 (c; d) : (14.10)

Stejnì jako v pøípadì rovnice prvního øádu i zde snadno nahlédneme, ¾e øe¹ením
rovnice (14:10) je funkce z prostoru C(n)((c; d)). Terminologie souvisí s tím, ¾e levá
strana rovnice (14.10) je lineární diferenciální operátor na prostoru C(n)((c; d)): je
zøejmé, ¾e pro y, y1, y2 z tohoto prostoru a k 2 R platí

L(y1 + y2) =L(y1) + L(y2) ;

L(ky) =kL(y) :

Kromì rovnice (14.10) budeme je¹tì uva¾ovat rovnici

L(y) = 0 ; (14.11)

co¾ je pøiøazená rovnice k (14:10) s nulovou pravou stranou; nìkdy se u¾ívá i názvu
pøiøazená homogenní rovnice. Ná¹ postup je zalo¾en stejnì jako v pøípadì rovnice
1. øádu opìt na my¹lence nalézt v¹echna øe¹ení rovnice (14.10) pomocí v¹ech øe¹ení
rovnice (14.11).

Funkce a1; : : : ; an jsou spojité na (c; d) a tedy i lokálnì omezené, proto je
funkce na pravé stranì rovnosti

y(n)(x) = b(x)� a1(x)y
(n�1)(x)� � � � � an(x)y(x)

lokálnì lipschitzovská vzhledem k promìnným y; y0; : : : ; y(n�1). Z vý¹e uvedeného
Dùsledku 14.1.14 proto plyne, ¾e maximální øe¹ení rovnice (14:10) jsou de�nována
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na intervalu (c; d) a jsou jednoznaènì urèena poèáteèními podmínkami. Pozna-
menejme, ¾e pro rovnici 1. øádu jsme maximální øe¹ení jednodu¹e pøímo spoèetli.

Zcela analogicky jako v pøípadì rovnice prvního øádu se doká¾í následující
jednoduchá tvrzení (dùkazy vynecháme):

Lemma 14.2.1. Je-li y1 øe¹ení rovnice (14:10) na (; �) a y2 øe¹ením rovnice
(14:11) na (; �), pak je souèet y1+y2 øe¹ením rovnice (14:10) na (; �). Speciálnì
to platí pro maximální øe¹ení.

Lemma 14.2.2. Jsou-li y1, y2 dvì øe¹ení rovnice (14:10) na intervalu (; �), pak
je jejich rozdíl y1 � y2 øe¹ením rovnice (14:11) na (; �). Speciálnì to opìt platí
pro maximální øe¹ení.

Vìta 14.2.3. Obecné øe¹ení rovnice (14:10) obdr¾íme jako souèet jednoho maxi-
málního øe¹ení rovnice (14:10) a obecného øe¹ení rovnice (14:11). Jinak øeèeno,
je-li y1 maximálním øe¹ením rovnice (14:10), pak pro ka¾dé maximální øe¹ení y
rovnice (14:10) existuje maximální øe¹ení y2 rovnice (14:11) tak, ¾e platí

y = y1 + y2 :

Tvrzení 14.2.4. Øe¹ení rovnice (14:11) tvoøí lineární prostor.

Proto¾e nás tento lineární prostor (podprostor C(n)((c; d))) zajímá, budeme
nejprve studovat lineární nezávislost diferencovatelných funkcí.

De�nice 14.2.5. Nech» y1; : : : ; yn 2 C(n�1)((c; d)). Potom funkci de�novanou na
(c; d) pøedpisem

W [ y1; : : : ; yn ](x) = det

0
BBB@

y1(x); : : : ; yn(x)
y01(x); y0n(x)
...

...

y
(n�1)
1 (x); : : : ; y

(n�1)
n (x)

1
CCCA ; x 2 (c; d) ;

nazýváme podle objevitele Josefa Marii Wronského (1776 {1853) Wron-
ského determinantem funkcí y1; : : : ; yn, resp. krátce, av¹ak nespisovnì wronski-
ánem funkcí y1; : : : ; yn.

Tvrzení 14.2.6. Nech» y1; : : : ; yn jsou lineárnì závislé funkce z C(n�1)((c; d)).
Potom

W [ y1; : : : ; yn ](x) = 0 ; x 2 (c; d) ;

tj. wronskián tìchto funkcí je roven identicky 0.



376 KAPITOLA 14. Diferenciální rovnice

Dùkaz. Pokud jsou y1; : : : ; yn lineárnì závislé, existují konstanty c1; : : : ; cn, které
nejsou vesmìs rovny 0 tak, ¾e platí

c1y1 + � � �+ cnyn = 0

(jde o rovnost funkcí na (c; d) ! ). Zderivujeme tuto rovnost (n� 1)-krát, èím¾ do-
staneme pro v¹echna x 2 (c; d)

c1y1(x) + : : : + cnyn(x) = 0 ;
c1y

0

1(x) + : : : + cny
0

n(x) = 0 ;
...

...
...

c1y
(n�1)
1 (x) + : : : + cny

(n�1)
n (x) = 0 :

(14.12)

Tato soustava lineárních rovnic musí mít netriviální øe¹ení, dokonce nezávislé na
x. Odtud ale plyne, ¾e matice soustavy musí být singulární pro ka¾dé x 2 (c; d),
a proto platí

W [ y1; : : : ; yn ](x) = 0 ; x 2 (c; d) :

Tím je dùkaz dokonèen.

Pøipomínáme, ¾e jsme dokázali obecné tvrzení o existenci a jednoznaènosti
maximálního øe¹ení, z nìho¾ pro lineární rovnici n-tého øádu plyne pro ka¾dou
poèáteèní podmínku

y(x0) = y0 ; : : : ; y
(n�1)(x0) = yn�1 ; x0 2 (c; d) ;

urèenou n-ticí èísel (y0; : : : ; yn�1) existence a jednoznaènost maximálního øe¹ení
na intervalu (c; d). Zvolíme-li nyní napøíklad

y(x0) = 1 ; y0(x0) = 0 ; : : : ; y(n�1)(x0) = 0 ;
y(x0) = 0 ; y0(x0) = 1 ; : : : ; y(n�1)(x0) = 0 ;

...
...

...
y(x0) = 0 ; y0(x0) = 0 ; : : : ; y(n�1)(x0) = 1 ;

(14.13)

pak tomuto systému n poèáteèních podmínek odpovídá n lineárnì nezávislých
øe¹ení rovnice (14.11).

Tvrzení 14.2.7. Nech» y1; : : : ; yn jsou lineárnì nezávislé funkce z C(n�1)((c; d)) ,
které jsou øe¹eními rovnice (14:11). Potom platí pro v¹echna x 2 (c; d)

W [ y1; : : : ; yn ](x) 6= 0 :

Dùkaz. Nech» existuje nìjaké x0 2 (c; d) tak, ¾e

W [ y1; : : : ; yn ](x0) = 0 :
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Potom má soustava (14.12) pro x = x0 netriviální øe¹ení (c1; : : : ; cn). Polo¾me

c1y1 + � � �+ cnyn = y� :

Zøejmì je y�(x0) = 0. Jestli¾e v¹ak jsou y1; : : : ; yn øe¹ení (14.11), je i y� øe¹ením
(14.11) a

y�(x0) = 0 ; (y�)0(x0) = 0 ; : : : ; (y�)(n�1)(x0) = 0 ;

podle vìty o jednoznaènosti je y�(x) � 0, tj. y� je nulové øe¹ení. Je tedy

c1y1 + � � �+ cnyn � 0

a tato rovnost platí v¹ude v (c; d). Odtud plyne, ¾eW [ y1; : : : ; yn ] nemù¾e nabývat
hodnoty 0 v ¾ádném bodì x 2 (c; d), pokud jsou øe¹ení y1; : : : ; yn nezávislá.

Poznámka 14.2.8. Není-li wronskián funkcí y1; : : : ; yn z C(n�1)((c; d)) identicky
roven 0, jsou tyto funkce lineárnì nezávislé, co¾ plyne z ji¾ døíve dokázaného
tvrzení. Pøedchozí tvrzení ukazuje, ¾e pro y1; : : : ; yn 2 C(n)((c; d)), které jsou
øe¹eními (14.11), nastává právì jedna z mo¾ností:

1. W [ y1; : : : ; yn ](x) = 0 pro v¹echna x 2 (c; d) , nebo

2. W [ y1; : : : ; yn ](x) 6= 0 pro v¹echna x 2 (c; d) .

Poznámka 14.2.9. Tvrzení podstatnì závisí na vìtì o jednoznaènosti: jsou-li
y1; : : : ; yn pouze (dostateènì hladké) funkce, pro které je wronskián nulový, ne-
plyne odtud jejich lineární závislost.

Dimenze prostoru v¹ech øe¹ení (14.11) je právì n. Víme ji¾, jak napø. pomocí
(14.13) takových n øe¹ení nalézt. Ty v¹ak tvoøí bázi: jestli¾e je y libovolné øe¹ení
L(y) = 0, pak zvolme x0 2 (c; d) a urèeme

y(x0) = y0 ; y
0(x0) = y1 ; : : : ; y

(n�1)(x0) = yn�1 ;

Nyní ze soustavy rovnic

c1y1(x0) + � � � + cnyn(x0) = y0 ;
...

...
...

c1y
(n�1)
1 (x0) + � � � + cny

(n�1)
n (x0) = yn�1

urèíme (jednoznaènì) koe�cienty c1; : : : ; cn, nebo» matice soustavy je regulární.
Av¹ak pak platí

y = c1y1 + � � �+ cnyn

v¹ude v (c; d), nebo» levá i pravá strana jsou øe¹eními (14.11), která mají shodné
poèáteèní podmínky v bodì x0.
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Rovnice (14.11) má n lineárnì nezávislých øe¹ení, které tvoøí bázi prostoru
v¹ech øe¹ení (14.11). Je vhodné si uvìdomit, ¾e pouze víme, ¾e tato øe¹ení existují,
ale nemáme ¾ádnou praktickou metodu, jak je spoèítat.

De�nice 14.2.10. Ka¾dá n-tice lineárnì nezávislých øe¹ení (14.11) se nazývá
fundamentální systém øe¹ení.

Øe¹ení rovnice (14.11) jsme pøevedli na úlohu nalézt fundamentální systém
øe¹ení (14.11); potom lze ka¾dé øe¹ení (14.11) vyjádøit jako lineární kombinaci
funkcí z tohoto fundamentálního systému. Obecné øe¹ení (14.11) je tedy tvaru

y = c1y1 + � � �+ cnyn ;

kde fy1; : : : ; yng tvoøí fundamentální systém øe¹ení (14.11) a c1; : : : ; cn jsou libo-
volné (reálné) konstanty.

Nyní pøi urèení obecného øe¹ení rovnice (14.10) postupujeme, jako v pøípadì
rovnice 1. øádu, podle tvrzení z Lemmat 14.2.1, 14.2.2 a Vìty 14.2.3. Odtud plyne
praktický návod: Obecné øe¹ení rovnice (14.10) je souètem obecného øe¹ení rovnice
(14.11) a jednoho libovolnì zvoleného øe¹ení rovnice (14.10); tomuto øe¹ení se opìt
øíká partikulární øe¹ení.

Av¹ak i nalezení obecného øe¹ení rovnice (14.11) není obecnì lehké. Umíme to
napø. pro rovnice prvního øádu (úloha se redukuje na hledání vhodné primitivní
funkce). Podaøí-li se nám nìjaké øe¹ení rovnice (14.10) uhodnout, lze øe¹ení nìkdy
pøevést na øe¹ení rovnice ni¾¹ího øádu, nìkdy je rovnice (14.11) speciálního tvaru
a pak se dá díky tomu rovnì¾ vyøe¹it. Tyto metody nebudeme podrobnìji rozebírat
a ètenáøe, pokud by tyto metody chtìl nauèit, odkazujeme napø. na [1], [5], [6] a
dal¹í uèebnice.

Podaøí-li se pøeklenout problém nalezení obecného øe¹ení rovnice (14.11), exis-
tuje obecná metoda, která øíká, jak pak nalézt potøebné partikulární øe¹ení. Pøed-
pokládejme, ¾e se toto øe¹ení dá vyjádøit ve tvaru

y = c1(x)y1(x) + � � �+ cn(x)yn(x) ;

kde c1(x); : : : ; cn(x) jsou funkce. Je to lineární kombinace fundamentálního sys-
tému øe¹ení s koe�cienty, které jsou funkcemi na (c; d).

Historická poznámka 14.2.11. Metoda, kterou vylo¾íme, se objevuje v jednoduché
verzi v souvislosti se studiem speciální rovnice 2. øádu porvé u Leonharda Eulera

(1707 { 1783) r. 1739. V obecnìj¹í podobì ji pøi systematickém studiu lineárních diferen-
ciálních rovnic (s nekonstantními koe�cienty) pou¾il pozdìji Joseph Louis Lagrange

(1736 { 1813); ten se patrnì inspiroval star¹ími metodami výpoètù v astronomii. Viz [3].

Provedeme následující výpoèet: derivujeme y a ve vyjádøení y0 polo¾me souèet
èlenù obsahujících c01; : : : ; c

0

n roven 0; pak poèítejme y00 a postupujme obdobnì,
atd. Klademe výrazy ve druhé a¾ pøedposlední rovnici zcela vpravo, obsahující
derivace c01; : : : ; c

0

n, v¾dy rovny 0, èím¾ dostaneme n � 1 rovnic pro neznámé
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c01; : : : ; c
0

n. Formální úprava dává dobrou pøedstavu o podstatì vìci, pro struè-
nost vynecháváme promìnnou x:

y = c1y1 + � � � + cnyn ;
y0 = c1y

0

1 + � � � + cny
0

n + c01y1 + � � � + c0nyn ;
y00 = c1y

00

1 + � � � + cny
00

n + c01y
0

1 + � � � + c0ny
0

n ;
...

...
...

...
...

y(n�1) = c1y
(n�1)
1 + � � � + cny

(n�1)
n + c01y

(n�2)
1 + � � � + c0ny

(n�2)
n ;

y(n) = c1y
(n)
1 + � � � + cny

(n)
n + c01y

(n�1)
1 + � � � + c0ny

(n�1)
n :

Upravme nalezených n + 1 rovnic tak, ¾e vynásobíme prvou rovnici funkcí an,
druhou rovnici funkcí an�1 atd. Pøedposlední rovnici násobíme funkcí a1. V¹echny
takto získané rovnice vèetnì poslední neupravované seèteme. Proto¾e y1; : : : ; yn
jsou øe¹eními (14.11), dostáváme po snadné úpravì s pøihlédnutím k (14.10)

c1L(y1) + � � �+ cnL(yn) + c01y
(n�1)
1 + � � �+ c0ny

(n�1) = b :

Prvých n sèítancù se zøejmì anuluje; dostaneme tak poslední, tj. n-tou rovnici

c01y
(n�1)
1 + � � �+ c0ny

(n�1)
n = b :

Nalezená soustava

c01y1 + � � � + c0nyn = 0 ;
c01y

0

1 + � � � + c0ny
0

n = 0 ;
...

...
...

c01y
(n�1)
1 + � � � + c0ny

(n�1)
n = b ;

pro neznámé c01; : : : ; c
0

n má regulární matici, proto se problém redukuje na nalezení
n primitivních funkcí, èím¾ získáme potøebné partikulární øe¹ení.

Popsaná metoda se nazývámetoda variace konstant. Její aplikace na konkrétní
pøípady mù¾e být velmi pracná, zejména pokud ji provádíme

"
ruènì\.

Ve speciálním pøípadì rovnice (14.10), resp. (14.11), kdy koe�cienty a1; : : : ; an
jsou konstantní funkce na (c; d), mù¾eme pøevést úlohu nalézt fundamentální sys-
tém øe¹ení rovnice (14.11) na ryze algebraickou úlohu. Na¹ím cílem je v¹ak najít
pro pøípad takové rovnice (14.11) s koe�cienty a1; : : : ; an 2 R opìt reálné funkce
na (c; d), tvoøící fundamentální systém øe¹ení (14.11). Pøedpokládejme, ¾e rovnice
(14.11) má øe¹ení tvaru

y(x) = e�x ; x 2 (c; d) ; (14.14)

a pokusme se nalézt podmínky omezující volbu takových �. Po zderivování a do-
sazení do (14.11) dostaneme

e�x
�
�n + a1�

n�1 + � � �+ an�
0
�
= 0 :
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Staèí tedy nalézt � 2 R, které je koøenem tzv. charakteristické rovnice pøíslu¹né
k (14.11)

�n + a1�
n�1 + � � �+ an = 0 :

a máme jedno (reálné) øe¹ení tvaru (14.14).
Av¹ak rovnice nemusí vùbec reálné koøeny mít: základní vìta algebry o exis-

tenci koøene ka¾dé algebraické rovnice tvaru P (x) = 0, kde P je polynom stupnì
st(P ) � 1, nám jako dùsledek dává pro rovnici stupnì n, n � 1, existenci právì
n obecnì komplexních koøenù, poèítaných vèetnì jejich násobnosti.

Vznikají pøirozené otázky:

1. Je-li charakteristická rovnice pøiøazená operátoru L z rovnice (14.11) tvaru

P (�) = 0 ; (14.15)

pak její vícenásobné koøeny dávají pouze jedno
"
pøirozené øe¹ení\; jak lze

nalézt celý fundamentální systém øe¹ení rovnice (14.11)?

2. Co dìlat s komplexními koøeny rovnice (14.15) v pøípadì, ¾e hledáme reálný
fundamentální systém (P je polynom s reálnými koe�cienty)?

Výsledky jsou prùhlednìj¹í, interpretujeme-li je z hlediska komplexních funkcí
reálné promìnné. Jsou-li �1; : : : ; �n koøeny (14.15) a jsou-li tyto navzájem rùzné,
jsou funkce

e�1x; e�2x; : : : ; e�nx

øe¹eními (14.11) a jsou navzájem nezávislé, tj. tvoøí fundamentální systém. Pro
jejich wronskián platí

W [ e�1x; : : : ; e�nx ] = e(�1+���+�n)x �

���������

1; 1; : : : ; 1
�1; �2; : : : ; �n
...

...
�n�11 ; �n�12 ; : : : ; �n�1n

���������
;

pøièem¾ determinant vpravo je tzv. Vandermondùv determinant; jeho hodnota je
rovna souèinu v¹ech dvojèlenù (�j � �k) pro 1 � j < k � n, a je tedy nenulová.
Jsou-li tyto koøeny vesmìs reálné, získáme tak fundamentální systém slo¾ený z n
reálných funkcí.

Historická poznámka 14.2.12. V této kapitole pou¾íváme mnoha poznatkù z alge-
bry. K oblasti studia lineárních rovnic polo¾il základy Gottfried Wilhelm Leibniz

(1642 { 1727) pracemi z r. 1678 a r. 1693. Metoda øe¹ení soustav rovnic o dvou, tøech
a ètyøech neznámých pochází z r. 1729 od Colina Maclaurina (1698 { 1746), byla
v¹ak publikována po jeho smrti r. 1748. ©výcar Gabriel Cramer (1704 { 1752), po
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nìm¾ se dnes postup (Cramerovo pravidlo) nazývá, ho popsal r. 1750. Významným alge-
braikem byl Alexander-Theophile Charles August Vandermonde (1735 { 1786).
Pro práce z oblasti teorie øe¹itelnosti algebraických rovnic vy¹¹ích stupòù bývá oznaèo-
ván jako pøedchùdce Nielse Henrika Abela (1802 { 1829). Nespornì je v¹ak tvùrcem
teorie determinantù, ve které mu nále¾í øada výsledkù.

Má-li polynom v (14.15) reálné koe�cienty a1; : : : ; an, pak, jak snadno nahléd-
neme, s ka¾dým koøenem � má té¾ koøen � (èíslo komplexnì sdru¾ené). V tom
pøípadì, kdy¾ nìkteré koøeny charakteristické rovnice nejsou reálné, dostáváme øe-
¹ení rovnice (14.11), která jsou komplexními funkcemi reálné promìnné. Ta jsou
nad R nezávislá. Je-li � = � + i, jsou øe¹ení tvaru

e�x (cos x+ i sin x) ; e�x (cos x� i sin x) :

Pøejdeme k jejich vhodným lineárním kombinacím, které dají reálnou a imaginární
èást:

e�x cos x ; e�x sin x :

Snadno ovìøíme pøímým výpoètem, ¾e jsou to lineárnì nezávislé funkce. Z rovnosti

c1e
�x cos x+ c2e

�x sin x = 0

dostaneme dìlením e�x 6= 0 a pak zderivováním a dìlením  6= 0 soustavu

c1 cos x+ c2 sin x = 0 ;

�c1 sin x+ c2 cos x = 0 ;

která má pouze triviální øe¹ení c1 = c2 = 0.

Poznámka 14.2.13. Zbývá vyøe¹it pøípad vícenásobných koøenù. Motivací je nám úva-
ha: jsou-li �1 6= �2 reálná èísla, která jsou koøeny (14.15), je

e�1x � e�2x

�1 � �2

rovnì¾ øe¹ení (14.11). Pøi �2 ! �1 má zlomek limitu xe�1x, co¾ nás vede k domnìnce, ¾e
tato funkce je rovnì¾ øe¹ením (14.11) a ¾e toto øe¹ení je s ostatními

"
zøejmými\ lineárnì

nezávislé. Obojí není slo¾ité, av¹ak pøeci jen pracnìj¹í a technicky nároènìj¹í. Pøitom je
pro nás podstatný pouze výsledek.

Tvrzení 14.2.14. Jsou-li �1; : : : ; �k koøeny (14:15) s násobností s1; : : : ; sk, pak

e�1x; xe�1x; : : : ; xs1�1e�1x;
e�2x; xe�2x; : : : ; xs2�1e�2x;

� � �
e�kx; xe�kx; : : : ; xsk�1e�kx;

(14.16)
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tvoøí fundamentální systém øe¹ení (14:11) a je s1+s2+ � � �+sk = n. Eventuálním
pøechodem k lineárním kombinacím øe¹ení pøíslu¹ných komplexnì sdru¾eným ko-
øenùm lze dosáhnout toho, ¾e vzniklý systém je tvoøen reálnými funkcemi, pokud
P má reálné koe�cienty.

Dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt v uèebnicích teorie obyèejných diferenciálních
rovnic, napø. v [4], str. 48, Vìta 4.1, nebo [5], str. 126, nebo v [6], str. 239 a
následující.

Pøíklad 14.2.15. Pro lineární diferenciální rovnici 2. øádu

y00 � 3y0 + 2y = 0 ; resp. zkrácenì L1(y) = 0 ; (14.17)

má její charakteristická rovnice tvar �2� 3�+2 = 0. Jejími rùznými koøeny jsou èísla 1
a 2, proto je fundamentální systém øe¹ení tvoøen funkcemi ex a e2x a její obecné øe¹ení
obvykle zapisujeme ve tvaru y = C1ex+C2e2x. Podobnì v pøípadì dvojnásobného koøene
charakteristické rovnice pro rovnici

y00 � 2y0 + y = 0 ; resp. zkrácenì L2(y) = 0 ; (14.18)

je tvoøen fundamentální systém øe¹ení funkcemi ex a xex. Koneènì pro rovnici

y00 + 4y0 + 13y = 0 ; resp. zkrácenì L3(y) = 0 ; (14.19)

její¾ charakteristická rovnice �2 +4�+13 = 0 má dvojici komplexnì sdru¾ených koøenù
�2+ 3i a �2� 3i, dostaneme jim odpovídající komplexní funkce e(�2+3i)x a e(�2�3i)x,
které mají (a¾ na znaménko) shodnou reálnou a imaginární èást e�2x cos 3x a e�2x sin 3x;
tyto funkce rovnì¾ tvoøí fundamentální systém øe¹ení rovnice (14:19). Zøejmì je

e(�2+3i)x = e�2x(cos 3x+ i sin 3x) :

O správnosti tìchto jednoduchých tvrzení se lze pøesvìdèit pøímým výpoètem.

Existuje
"
jednoduchý trik\, který umo¾òuje snadno, bez pou¾ití dal¹í inte-

grace, kterou bychom provádìli pøi u¾ití variace konstant, nalézt partikulární
øe¹ení rovnice (14.10) pro speciální pravé strany. Je vhodné si pamatovat jeho

"
komplexní verzi\, ze které snadno plyne postup v

"
reálném pøípadì\. Jestli¾e je

pravá strana b(x) rovnice (14:10) tvaru

f(x)e�x ;

kde f je polynom stupnì r (s komplexními koe�cienty) a � 2 C , pak klademe
k = 0 pro pøípad P (�) 6= 0, respektive k =

"
násobnost koøenu � charakteristického

polynomu P\, a rovnice (14:10)

L(y) = f(x) e�x

má partikulární øe¹ení tvaru

xk g(x) e�x ;
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kde g je polynom (s komplexními koe�cienty) tého¾ stupnì r jako f . Ostatní
pøípady pravých stran s goniometrickými funkcemi apod. jsou v tomto pøípadu
zahrnuty, ètenáø si je v¹ak musí samostatnì promyslet. Jeliko¾ pøi aplikaci metody
zároveò ovìøujeme, ¾e pøedpokládané øe¹ení je skuteènì partikulárním øe¹ením
(14:10), nebudeme tento trik nijak teoreticky zdùvodòovat; viz [5], str. 128, [4],
str. 52, nebo [6], str. 244.

Pøíklad 14.2.16. Navá¾eme na pøedcházející Pøíklad 14.2.15. Øe¹me rovnici

y00 � 3y0 + 2y = 2x+ 3 ; tj. L1(y) = 2x+ 3 : (14.20)

Koøeny pøíslu¹né charakteristické rovnice pro (14:17) jsou èísla 1 a 2, pravá strana (14:20)
má tvar e0x(2x+3) a 0 není koøenem charakteristické rovnice. Proto¾e 2x+3 je polynom
stupnì 1, hledáme partikulární øe¹ení rovnice (14:20) ve tvaru e0x(ax+ b) = ax+ b, kde
a; b 2 R. Po zderivování a dosazení do (14:20) dostaneme rovnici

0� 3a+ 2(ax+ b) = 3x+ 2 ;

ze které snadno spoèteme a = 3=2, b = 13=4. Tímto zpùsobem jsme snadno urèili
partikulární øe¹ení y1 = (3=2)x+ 13=4, a proto obecné øe¹ení (14:20) je tvaru

y = C1e
x +C2e

2x + (3=2)x+ 13=4 :

Pro rovnici L1(y) = x2e2x je situace nepatrnì slo¾itìj¹í, proto¾e 2 je (jednoduchým) ko-
øenem charakteristické rovnice pro (14:17); v tomto pøípadì hledáme partikulární øe¹ení
ve tvaru

y1 = e2x(ax3 + bx2 + cx) :

Koneènì pro rovnici L1(y) = ex cos 2x uvá¾íme, ¾e její pravá strana je reálnou èástí
funkce e(1+2i)x, a proto¾e komplexní èíslo 1 + 2i není koøenem charakteristické rovnice
pro (14:17), hledáme v tomto pøípadì partikulární øe¹ení ve tvaru

y1 = aex cos 2x+ bex sin 2x ;

kde a; b 2 R. Podobnì pro rovnici L2(y) = ex(x+3) hledáme partikulární øe¹ení ve tvaru
y1 = ex(ax3 + bx2), proto¾e èíslo 1 je dvojnásobným koøenem charakteristické rovnice
pro (14:18). Koneènì pro rovnici L3(y) = x2e�2x sin 3x hledáme partikulární øe¹ení ve
tvaru

y1 = (ax3 + bx2 + cx)e�2x cos 3x+ (dx3 + fx2 + gx)e�2x sin 3x ;

kde a; b; c; d; f; g 2 R, proto¾e komplexní èísla �2 � 3i jsou jednoduchými koøeny cha-
rakteristické rovnice pro (14:19).

Poznamenejme, ¾e je pak ji¾ jen zále¾itostí poèetní praxe odhadnout, zda je výhod-
nìj¹í pou¾ít variaci konstant nebo

"
hádání\ tvaru øe¹ení. Pokud se zbavíme nutnosti

hledat primitivní funkce, neznamená to zdaleka, ¾e jiný postup je èasovì výhodnìj¹í.
Podrobný výklad metody nalezne ètenáø napø. v [5], str. 128. Tam se lze pouèit i o
metodách øe¹ení soustav lineárních rovnic, které v maticovém tvaru lze zapsat pomocí
vztahu

y
0 = A(x)y+ b(x) :
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Pøíklad 14.2.17. Dostatek praktických pøíkladù na rovnice vy¹¹ích øádù poskytuje
napø. fyzika. Rovnice

y00 + 2ay0 + !2y = 0

s ! > 0 a a = 0 je rovnice harmonického pohybu. Jejím netriviálním øe¹ením (c21+c
2
2 > 0)

jsou funkce

y(t) = c1 cos!t+ c2 sin!t ; t 2 R : (14.21)

Polo¾íme-li C = (c21 + c22)
1=2 > 0, pak existuje t0 2 R tak, ¾e je

y(t) = C sin(!t+ t0) :

Jestli¾e je a > 0, pak povaha øe¹ení (14:21) závisí na vztahu ! a a. Øe¹ení popisují
tlumené (0 < a < !) èi netlumené (a > !) kmity; v pøípadì a = ! nemá øe¹ení
periodický charakter. Viz napø. [2], str. 133. V tomto skriptu je té¾ ukázáno odvození
Keplerových zákonù pro pohyb planet z Newtonových zákonù.

Historické poznámky 14.2.18. Obyèejné diferenciální rovnice (ODE) tvoøí význam-
nou partii matematiky, která je vzhledem k èetným aplikacím velmi dùle¾itá. Velmi
podnìtné jsou v tomto smìru uèebnice [1] a [3]. U vìt o existenci a jednoznaènosti jsme
se o hlavních protagonistech vývoje ji¾ krátce zmínili. Neprobírali jsme typy rovnic,
které lze bez vìt¹í námahy vylo¾eným aparátem øe¹it; viz napø. [4]. Také jsme neuvádìli
slo¾itìj¹í tvrzení o chování maximálních øe¹ení.

V komplexním oboru je øe¹ení diferenciálních rovnic rovnì¾ rozvinutou partií ma-
tematické analýzy, poznamenejme v¹ak alespoò to, ¾e øe¹ení lze napø. hledat ve tvaru
mocninné øady. Tìmito øadami se budeme zabývat v Kapitole 16.

Poznamenejme, ¾e o stáøí poznatkù z této oblasti svìdèí napø. to, ¾e pojem charak-

teristický polynom nebo charakteristická rovnice pocházejí patrnì ji¾ od Eulera. Pøíklad,
ukazující mo¾nou nejednoznaènost øe¹ení jsme uvedli ji¾ v Kapitole 9. Tzv. Lipschitzovu
podmínku zavedl poprvé Lipschitz r. 1864 pøi vy¹etøování Fourierových øad. Pozname-
nejme koneènì, ¾e jedineèným zdrojem poznatkù z oblasti historie ODE je kniha [3].
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