
Kapitola 15

Stejnomìrná konvergence

15.1 Základní pojmy

Se stejnomìrnou konvergencí jsme se ji¾ setkali pøi práci s metrickými prostory
v Kapitolách 12 a 13, kdy¾ jsme pracovali se suprémovou normou na prostoru
C([ a; b ]). Nyní ji prostudujeme podrobnìji. Je vhodné si uvìdomit, ¾e je to pojem
nároèný a jeho dokonalé pochopení èinilo v prvé polovinì minulého století obtí¾e
i ¹pièkovým matematikùm. Uvedeme proto vìt¹í poèet pøíkladù.

De�nice 15.1.1 (Weierstrass 1841). Nech» A je libovolná neprázdná mno¾ina
a nech» fn, n 2 N, a f jsou funkce na A. Potom øíkáme, ¾e posloupnost funkcí
ffng konverguje stejnomìrnì na A k funkci f , jestli¾e platí

(8" > 0)(9k 2 N)(8x 2 A)(8n 2 N; n � k)(jfn(x) � f(x)j < ") : (15.1) fn7e1g

Pí¹eme pak fn� f na A. Zápis fn� na A znamená, ¾e existuje taková f de�no-
vaná na A, ¾e fn� f na A.

Poznámky 15.1.2. 1. Srovnáním s látkou o MP vidíme, ¾e ekvivalentnì lze
(15:1) vyjádøit ve tvaru

lim
n!1

supfjfn(x)� f(x)j; x 2 Ag = lim
n!1

kfn(x) � f(x)k1 ;

kde norma znaèí suprémovou normu v prostoru v¹ech omezených funkcí na A.

2. Jestli¾e platí fn(x) ! f(x) pro v¹echna x 2 A, pak øíkáme, ¾e posloupnost
ffng konverguje k f , podrobnìji konverguje bodovì k f . Zapí¹eme-li tuto de�nici
pomocí logických symbolù, dostaneme

(8x 2 A)(8" > 0)(9k 2 N)(8n 2 N; n � k)(jfn(x) � f(x)j < ") :

Srovnáním s (15:1) vidíme, ¾e se de�nice bodové a stejnomìrné konvergence li¹í
pouze poøadím kvanti�kátorù. Zatímco v této de�nici závisí èíslo k 2 N na volbì
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x 2 A, u stejnomìrné konvergence toto k 2 N závisí pouze na èísle " > 0, av¹ak
nikoli na x 2 A.

3. Èasto pou¾íváme následujícího pozorování: platí fn� f na A, právì kdy¾ platí
jfn � f j� 0 na A. To vyu¾ijeme v Tvrzení 15.1.4.

Oznaèení 15.1.3. K odli¹ení bodové a stejnomìrné konvergence pou¾íváme toto
oznaèení: fn ! f na A znamená limn!1 fn(x) = f(x), x 2 A; tuto kon-
vergenci nazýváme bodovou. Symbol fn� f na A a fn� na A u¾íváme pro
stejnomìrnou konvergenci.

Nejjednodu¹¹ím kritériem pro stejnomìrnou konvergenci je patrnì následující
upravený þpøepis de�niceÿ:

fprimtvrg
Tvrzení 15.1.4. Platí fn� f na A, právì kdy¾ existuje posloupnost nezáporných
èísel f�ng tak, ¾e �n ! 0 a

an := supfjfn(t)� f(t)j; t 2 A g � �n :

Dùkaz. Jestli¾e fang nekonverguje k 0, pak zøejmì lim sup an = a > 0 a pro
nekoneènì mnoho n 2 N existují tn 2 A tak, ¾e jfn(tn) � f(tn)j > a=2 > 0,
tj. ffng nekonverguje stejnomìrnì k f . Zbytek je zøejmý.

Poznámka 15.1.5. Zdùrazòujeme, ¾e Tvrzení 15.1.4 v sobì skrývá ekvivalenci

fn� f na A; právì kdy¾ an ! 0;

vedle toho platí je¹tì u¾iteèná implikace (�n ! 0) ) fn� f na A. Význam
stejnomìrné konvergence souvisí se zámìnou limitních pøechodù. Tá¾eme-li se
napøíklad, zda limita f konvergentní posloupnosti ffng spojitých funkcí fn je
spojitá funkce, jde vlastnì o to zjistit, zda platí

lim
x!y

f(x) = lim
x!y

( lim
n!1

fn(x))
?
= lim

n!1
( lim
x!y

fn(x)) = lim
n!1

fn(y) :

S touto situací jsme se ji¾ jednou setkali pøi zkoumání úplnosti prostoru C([ a; b ])
v Lemmatu 13.3.6. Díky tomu, ¾e konvergence v C([ a; b ]) je vlastnì stejnomìrnou
konvergencí, byla zámìna limitních procesù mo¾ná.

Historická poznámka 15.1.6. Jako ukázku si uveïme výklad o stejnomìrné konver-
genci øady z uèebnice [10] Eduarda Weyra (1852 { 1903) z r. 1902, str. 68.

Dána-li reálná nekoneèná øada

u0 + u1 + u2 + : : : ; (15.2)fweyr26g

její¾ èleny jsou závislé na promìnné x, a konverguje-li tato øada pro v¹echna x hovící po-
¾adavku a � x � b èili v intervallu (a : : : b), tu pravíme, ¾e konverguje v tomto intervallu
stejnomìrnì (uniformément, gleichmässig), mo¾no-li, po vytknutí libovolného kladného
èísla ", udati èíslo p takové, aby zbytek øady Rn byl èíselnì men¹í ne¾ ", jakmile n > p,
nech» jest x kterákoli hodnota v daném intervallu 1) .

1) Seidel, Abh. d. Münch. Acad., II. Cl. V., 2. A., p. 380; Stolz, Allgem. Arithmetik I., p. 343.
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Pøi stejnomìrné konvergenci mo¾no tedy udati urèitý poèet èlenù, jich¾ souèet vy-
stihuje hodnotu øady s libovolnou pøesností, necha» jest x jakékoli v daném intervallu.

Jest patrno, ¾e stejnomìrnou konvergenci øady (15.2) mo¾no také de�novati faktem,
¾e ku ka¾dé kladné hodnotì " existuje èíslo p takové, ¾e pro n > p a pro ka¾dé x intervallu
platí

jun + un+1 + � � �+ un+� j < "

nech» jest � jakékoli.
Z de�nice pøímo patrno, ¾e je-li øada (15:2) stejnomìrnì konvergentní ve dvou inter-

vallech (a : : : b), (b : : : c), k sobì pøiléhajících, jest také stejnomìrnì konvergentní v in-
tervallu (a : : : c).

Abychom ukázali, ¾e existují øady konvergující pro ka¾dé x daného intervallu, av¹ak
nikoli stejnomìrnì, vezmìme v úvahu øadu

x

1 � (x+ 1)
+

x

(x+ 1)(2x+ 1)
+

x

(2x+ 1)(3x+ 1)
+ � � � +

+
x

((n� 1)x+ 1)(nx+ 1)
+ : : : ;

pøi x = 0 vymizí v¹ecky èleny a souèet øady jest 0; pøi x > 0 pi¹me, vzhledem k toto¾nosti

x

((n� 1)x+ 1)(nx+ 1)
=

x

(n� 1)x+ 1
�

1
nx+ 1

;

øadu ve tvaru �1
1
�

1
x+ 1

�
+
� 1
x+ 1

�
1

2x+ 1

�
+ � � �+

+
� 1
(n� 1)x+ 1

�
1

nx+ 1

�
+ : : : ;

z nìho¾ patrno, ¾e souèet prvních n èlenù jest

sn = 1�
1

nx+ 1
;

a tedy souèet øady s = limn!1 sn = 1. Konverguje tedy øada pro v¹ecky hodnoty x
intervallu (0 : : : b), b > 0, majíc pro x = 0 souèet 0 a pro v¹ecky ostatní hodnoty x
souèet 1.

Pøi x > 0 jest zbytek

Rn = s� sn =
1

nx+ 1
;

a nelze jej volbou dosti velkého n uèiniti < " pro ka¾dé x intervallu; nebo» nech» jest n
jakkoli velké, staèí vzíti x = 1

n
, aby Rn = 1

2
nekleslo pod libovolnì malé ". Øada tedy

v intervallu (0 : : : b) konverguje, av¹ak nikoli stejnomìrnì.
Jinak se má vìc, vytkneme-li intervall (a : : : b), omezený dvìma èísly a > 0, b > a;

po¾adavek Rn < " vymáhá, aby

n >
1� "

x"
;

a nerovnost ta jest vyplnìna pro ka¾dé x intervallu (a : : : b), volíme-li n > (1� ")=a".
Jest tedy øada v intervallu (a : : : b) stejnomìrnì konvergentní. (Konec ukázky.)
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fruprg
Pøíklady 15.1.7. V¹echny bezprostøednì následující pøíklady mají jednu vìc spoleè-
nou. Posloupnost funkcí ffng v¾dy konverguje bodovì na nìjakém intervalu v R k funkci
f a urèitá vlastnost, jakou je napø. spojitost nebo integrovatelnost apod., kterou ka¾dá
z funkcí fn má, se na limitní funkci f nepøenese. Pøíèinou tohoto efektu je fakt, ¾e bodo-
vou konvergencí se þpøíjemné vlastnostiÿ funkcí fn nemusí na limitní funkci f pøenést.
Doporuèujeme ètenáøi, aby si studiu následujících pøíkladù v¾dy naèrtl obrázek, v tomto
pøípadì to èasto mù¾e pomoci objasnit podstatu vìci.

1. Jestli¾e de�nujeme posloupnost funkcí vztahem fn(x) = arctg nx, x 2 R, pak snadno
nahlédneme, ¾e platí

fn(x)! (�=2) sgnx ; x 2 R :

Tato konvergence v¹ak není stejnomìrná, nebo»

sup fj (�=2) sgnx� arctg nxj; x 2 R; n � kg = �=2 ;

a» zvolíme k 2 N jakkoli. V¹imnìte si, ¾e v¹ak platí

f 0
n
(x) =

n

1 + n2x2
!
��
2
sgnx

�
0

v¹ude v R. Skuteènì, pro x = 0 je tato limita rovna +1, v ostatních pøípadech je
rovna 0. Pozdìji uvidíme, ¾e ani za pøedpokladu fn� f na intervalu I nemusí obecnì
platit f 0

n
! f 0 na I.

2. Polo¾me fn(x) = n2x(1� x2)n, x 2 [ 0; 1 ]. Potom se lehce uká¾e, ¾e platí fn(x)! 0,
x 2 [ 0; 1 ]; staèí vy¹etøit (bodovou) konvergenci øady

P
fn(x). Výpoètem snadno spoè-

teme
Z 1

0

x(1� x2)n dx =
1

2n+ 2
; a tedy

Z 1

0

fn(x) dx =
n2

2n+ 2
! +1 :

Za pov¹imnutí stojí jiný zápis stejné vìci:

Z 1

0

lim
n!1

fn(x) dx = 0 6= +1 = lim
n!1

Z 1

0

fn(x) dx :

3. Zamìníme-li v pøedchozím pøíkladu koe�cient n2 ve vyjádøení funkcí fn za n, bude
limita integrálù koneèná a bude rovna (1=2); závada tedy není þv nekoneènostiÿ. Názor-
nìj¹í a tak i zapamatovatelnìj¹í pøíklad sestrojíme takto: nech» pro v¹echna n 2 N jsou
funkce fn de�novány tak, ¾e fn(t) = 0 pro t 2 [ 0; 1 ] n (1=(n+ 1); 1=n). V pùlícím bodì
intervalu [ 1=(n+ 1); 1=n ] de�nujeme hodnotu fn napø. 2n(n+ 1) a pak spojitì dode�-
nujme fn lineárnì na obou zbývajících intervalech. Snadno nahlédneme, ¾e (R)

R 1
0
fn = 1

(tak, jak se v þtrojúhelníècíchÿ zkracuje základna, roste zároveò vý¹ka a jejich obsah
zùstává konstantní) a fn ! 0; nulová funkce má i nulový integrál a je

Z 1

0

lim
n!1

fn(x) dx = 0 6= 1 = lim
n!1

Z 1

0

fn(x) dx :
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4. Situace s derivováním je delikátnìj¹í, dal¹í pøíklady budou následovat. De�nujeme-li

fn(x) = (1=n) arctg xn ; x 2 R ;

pak zøejmì platí nejen fn ! 0 na R, ale i fn� 0 na R. Pøesto v¹ak

f 0
n
(1) =

xn�1

1 + x2n

����
x=1

=
1
2
;

tedy f 0
n
nekonvergují k derivaci þlimitní nulové funkceÿ v bodì 1. V bodì �1 nastává jiný

efekt, nebo» limn!1 f 0
n
(�1) dokonce neexistuje. Bli¾¹í pohled na derivace f 0

n
ukazuje,

¾e f 0
n
(x) ! 0 na R n f�1; 1g; na intervalu (�1; 1) platí odhad jf 0

n
(x)j � jxjn�1 ! 0,

zatímco pro jxj > 1 je jf 0
n
(x)j � (1=jxj)n+1 ! 0. Rozhodnì v¹ak neplatí f 0

n
� 0 na R.

Poznámka 15.1.8. Ji¾ døíve jsme ve Vìtì 10.1.15 dokázali, ¾e je-li funkce f na in-
tervalu (a; b) derivací (pro jistotu zdùraznìme, ¾e f nabývá pouze hodnot z R), má
Darbouxovu vlastnost. Má v¹ak je¹tì i dal¹í vlastnost, která ukazuje, ¾e i bodová kon-
vergence spojitých funkcí je dùle¾itá. Oznaèíme-li F pevnì zvolenou primitivní funkci
k f a de�nujeme

fn(x) =

�
n(F (x+ 1=n)� F (x)) ; pro x 2 (a; b� 2=n) ;
n(F (b� 1=n)� F (b� 2=n) ; pro x 2 [b� 2=n; b) ;

kde v pøípadì b = +1 u¾ijeme pouze de�nièní rovnosti z prvního øádku, jsou fn spojité
funkce na (a; b) pro v¹echna n 2 N a fn ! f na (a; b). Je tedy derivace bodovou limitou
spojitých funkcí. Proto¾e je f na (a; b) limitou spojitých funkcí, øíkáme, ¾e je funkcí z
první Baireovy tøídy na (a; b). Bairovy tøídy se de�nují induktivnì: funkce g je z n-té
Baireovy tøídy Bn, je-li bodovou limitou funkcí gn 2 Bn�1, kde B0 = C je tvoøena v¹emi
spojitými funkcemi (za oznaèením tøídy uvádíme eventuálnì interval, na kterém se v¹e
odehrává). Tuto klasi�kaci zavedl v práci z r. 1899 René Louis Baire (1874 { 1932).

Obì popsané vlastnosti jsou základními vlastnostmi ka¾dé derivace. Proto pro ka¾-
dou derivaci f na (a; b) platí f 2 DB1(a; b), co¾ vyjadøuje, ¾e f má souèasnì Darbouxovu
vlastnost a je z B1(a; b). Je napø. známo, ¾e funkce z DB1(a; b) musí mít v intervalu
(a; b) hustou mno¾inu bodù spojitosti; viz napø. [3], str. 115. Zároveò je vhodné si uvìdo-
mit, co toto tvrzení vypovídá o existenci primitivní funkce: nutnou podmínkou existence
primitivní funkce k funkci f na (a; b) je f 2 DB1(a; b).

Není obtí¾né ukázat, ¾e Riemannova funkce z Pøíkladu 4.2.9 je z B1(0; 1), av¹ak
Dirichletova funkce z Pøíkladu 4.2.8 není prvkem této tøídy, nebo» je nespojitá v¹ude
v intervalu (0; 1). Platí v¹ak pro ni

�(x) = lim
m!1

lim
n!1

(cosm!�x)n; x 2 (0; 1) ;

tak¾e je � 2 B2(0; 1); viz napø. [3], str. 78.

De�nice 15.1.9. Nech»
P

fn je øada funkcí, které jsou vesmìs de�novány na
mno¾inì A. Øíkáme, ¾e øada

P
fn konverguje stejnomìrnì na A k funkci s, jestli¾e

èásteèné souèty sn =
Pn

k=1 fk konvergují stejnomìrnì k s na A.
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Oznaèení 15.1.10. Pro stejnomìrnou konvergenci øad u¾íváme opìt symbol �
a popis mno¾iny, k ní¾ se limitní pøechod vztahuje. Pí¹eme tedy napø.

X
fn� s na R ;

apod. Pøi pou¾ití symbolu pro stejnomìrnou konvergenci lze limitní funkci vyne-
chat a psát

X
fn� na R jako u fn� na [0; 1] ; apod. ;

existuje-li funkce, k ní¾ øada stejnomìrnì konverguje.

Pøíklady 15.1.11. 1. Snadno nahlédneme, ¾e pøi n ! 1 platí xn ! 0 pro
x 2 [0; 1) a xn ! 1 pro x = 1. Proto nemù¾e platit xn� na [ 0; 1 ], nebo»
limitované funkce jsou vesmìs spojité a limitní funkce není spojitá. Pro v¹echna
q, 0 < q < 1, platí na [ 0; q ] odhad xn � qn ! 0, a tedy xn� 0 na [ 0; q ];
viz Lemma 13.3.6, nebo Vìta 15.3.1.

2. Øada funkcí
P1

k=1 fk, kde

fk(x) = (1� x)xn; x 2 [ 0; 1 ] ;

nekonverguje stejnomìrnì na [ 0; 1 ] k funkci f(x) = x. Platí sice

x =
1X
k=1

(1� x)xk = (1� x)
1X
k=1

xk =
(1� x)x
1� x

;

a je proto
Pn

k=1 fk ! x, av¹ak

���x�
nX

k=1

(1� x)xk
��� = ���x� x

(1� x)(1� xn)
1� x

��� = xn+1

a, jak jsme ukázali v pøedchozím pøíkladì, xn+1 6� 0 na [ 0; 1 ].

3. Stejnì snadno doká¾eme, ¾e pro øadu o èlenech fk(x) = xk=k � xk+1=(k + 1),
k 2 N, platí P1

k=1 fk�x na [ 0; 1 ], nebo» na tomto intervalu platí

���x�
nX

k=1

�xk
k
� xk+1

k + 1

���� = ���x� �x
1
� x2

2
+
x2

2
� x3

3
+ � � � x

n

n
� xn+1

n+ 1

���� =

=
��� xn+1

n+ 1

��� = xn+1

n+ 1
� 1

n+ 1
! 0 :

4. De�nujme pro v¹echna x 2 R a v¹echna n 2 N

fn(x) =
n

1 + n2x2
; gn(x) =

nx

1 + n2x2
; hn(x) =

x

1 + n2x2
:
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Snadno ovìøíme, ¾e fn, gn a hn jsou vesmìs spojité funkce na R. Dále je fn(x) ! 0
pro x 2 R n f0g, fn(0)! +1, tedy ffng nekonverguje ani bodovì na R.

Podobnì snadno dostaneme gn(x) ! 0 pro v¹echna x 2 R, tedy fgng konver-
guje bodovì k 0 na R. Av¹ak

jgn(1=n)� 0j = n=n

1 + (n2=n2)
=

1
2
;

a proto je supfjgn(x) � 0j;x 2 Rg � (1=2) 6! 0. Proto neplatí gn� 0 na R.
Pro tøetí posloupnost fhng lichých funkcí hn rovnì¾ snadno dostaneme hn ! 0

na R. Dále je hn(0) = limx!1 hn(x) = 0 a

h0n(x) =
1 + n2x2 � 2xn2x

(1 + n2x2)2
=

1� x2n2

(1 + n2x2)2
:

Platí h0n(1=n) = 0 a 1=n je jediný nulový bod h0n na (0;+1), z èeho¾ vyplývá

supfjhn(x)� 0j; x 2 Rg = supfjhn(x)j; x 2 [ 0;1 ]g = hn(1=n) = (1=2n)! 0 :

Odtud dostáváme stejnomìrný odhad vzhledem k x, a tedy platí hn� 0 na R.
V¹imnìte si, ¾e v¹ak neplatí ani h0n ! 0, nebo» je h0n(0) = 1 pro v¹echna n 2 N.

15.2 Kritéria stejnomìrné konvergence

Ji¾ jsme vidìli, jak lze rozhodnout o stejnomìrné konvergenci posloupnosti nebo
øady funkcí podle de�nice. Pøedcházející pøíklady ukazují cestu k odvození dal¹ích
kritérií stejnomìrné konvergence. Je pøitom lhostejné, na jaké mno¾inì A pracu-
jeme. Volíme zpravidla tuto strategii: sna¾íme se nalézt maxima, resp. supréma
jfn � f j na A a dokázat, ¾e tvoøí posloupnost konvergující k 0. Nelze-li je urèit,
sna¾íme se je aspoò odhadnout pomocí �n a ukázat, ¾e �n ! 0. Nìkdy je vhodné
u¾ít Bolzano-Cauchyovu podmínku pro stejnomìrnou konvergenci.

fbcprofug
Vìta 15.2.1 (Cauchy 1853,Weierstrass 1861). Posloupnost funkcí ffng kon-
verguje stejnomìrnì na mno¾inì A, právì kdy¾

(8" > 0)(9k 2 N)(8m;n � k)(8x 2 A)(jfm(x)� fn(x)j < ") : (15.3) fstejcaucg

Dùkaz. Z (15:3) plyne existence f(x) := lim fn(x) pro v¹echna x 2 A, tedy þbo-
dovìÿ. Av¹ak pak v (15:3) pøejdeme k limitì vzhledem k m ! 1, z èeho¾ plyne
fn� f na A. Av¹ak z fn� f na A plyne jfn� f j� 0 na A. Koneènì z nerovnosti

jfm(x)� fn(x)j � jfm(x)� f(x)j+ jf(x)� fn(x)j

plyne zbytek tvrzení.
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Následující tvrzení pro øady je zajímavìj¹í; v literatuøe bývá oznaèováno èasto
jako Weierstrassùv M-test nebo majorantní kritérium. Jak snadno nahlédneme,
jde o postaèující podmínku pro stejnomìrnou konvergenci øady funkcí.

fmtestg
Vìta 15.2.2 (o majorantní øadì). Nech»

P
fn je øada funkcí de�novaných na

mno¾inì A a nech» pro Mn = supfjfn(t)j; t 2 Ag platí
P

Mn < 1. Potom øadaP
fn konverguje stejnomìrnì na A.

Dùkaz. Pro èásteèné souèty sn øady
P

fn platí pøi m > n odhad

supfjsm(t)� sn(t)j; t 2 Ag �Mn+1 + � � �+Mm

a pøi konvergenci
P

Mn je tedy posloupnost èásteèných souètù fsng þstejnomìrnì
cauchyovskáÿ.

Poznámka 15.2.3. Poznamenejme, ¾e v tomto pøípadì platí Mn = kfnk, kde
norma je stejná jako generická suprémová norma na C([ a; b ]). Vìta se docela
dobøe pamatuje, nebo» de facto øíká, ¾e øada funkcí konverguje stejnomìrnì, pokud
þkonverguje v normìÿ. Rozmyslete si, ¾e v normovaném lineárním prostoru je
de�nováno sèítání a konvergence, tedy v¹e, co pro práci s øadami potøebujeme.
Tudy vede cesta k práci s øadami v obecnìj¹ím kontextu.

friemprg
Pøíklad 15.2.4. Polo¾íme-li

g(x) =
1X
n=1

sin(n2x)
n2

; x 2 R ; (15.4)fbdfg

je zøejmì g spojitá na R, nebo» pro n-tý èásteèný souèet gn platí

jg(x)� gn(x)j =
���
1X

k=n+1

sin(k2x)
k2

��� �
1X

k=n+1

���sin(k2x)
k2

��� �
1X

k=n+1

1
k2

! 0 ;

kde limitní pøechod je proveden vzhledem k n!1.

Pøíklad 15.2.5. Zvolme za A interval [ 0; 1 ]; nech» fk je de�nována (naèrtnìte
si obrázek) tak, ¾e fk(t) = 0 pro t 2 [ 0; 1 ] n (1=(k + 1); 1=k), k 2 N. V pùlícím
bodì intervalu [ 1=(k + 1); 1=k ] de�nujeme hodnotu fk napø. 1=k a pak spojitì
dode�nujme fk lineárnì na obou zbývajících intervalech. Snadno nahlédneme,
jaký je souèet s øady

P
fk, nebo» v ka¾dém bodì x 2 [ 0; 1 ] je nenulová nejvý¹e

jedna funkce fk. Zøejmì
P

Mk =
P

k�1 = +1, av¹ak

sup
n���s(t)�

nX
k=1

fk(t)
���; t 2 [ 0; 1 ]

o
� 1

n+ 1
! 0 :

Proto platí dokonce
P

fn� na [ 0; 1 ], i kdy¾ Weierstrassùv M-test nám tuto
informaci nepøinesl.
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Poznámka 15.2.6. Na tomto principu lze konstruovat zajímavé pøíklady. Pra-
cujme s intervalem (0; 1) (kreslete si opìt obrázek). Zvolíme-li napø. hodnotu fn
z pøedchozího pøíkladu v pùlícím bodì intervalu rovnu n místo 1=n, pak

P
Mn

diverguje a dokonce i Mn ! +1, av¹ak souèet
P

fn na intervalu (0; 1) je spojitá
funkce. Analogická metoda s pøiléhavým názvem þmetoda klouzavého hrbuÿ má
v matematice èetné aplikace.

15.3 Dùle¾itá tvrzení

Ilustrovali jsme jistou nedostateènost bodové konvergence pro pøená¹ení nìkte-
rých vlastností na limitní funkci. Schopnost pøená¹et pøíjemné vlastnosti má v¹ak
stejnomìrná konvergence. Jedno z tvrzení, které matematicky dokumentuje toto
nematematické vyjádøení, jsme dokázali v Kapitole 13 o metrických prostorech
v Lemmatu 13.3.6; to si nyní vèetnì dùkazu pøipomeneme.

Z hlediska metrických prostorù je stejnomìrná konvergence jen jedním typem
konvergence, ten je v¹ak mimoøádnì dùle¾itý, co¾ ukazují následující vìty.

funispojg
Vìta 15.3.1 (Cauchy 1853). Nech» ffng je posloupnost funkcí spojitých na in-
tervalu I. Nech» platí fn� f na I. Potom f je spojitá na intervalu I.

Dùkaz. Budeme ji¾ postupovat rychleji: zvolme x 2 I a dokazujme spojitost f
(ev. zprava èi zleva) v bodì x. Zvolme " > 0 a naleznìme takové n 2 N, aby
platilo jfn(t) � f(t)j < "=3 pro v¹echna t 2 I . Pak zvolme � = �(n) > 0 tak, aby
jfn(x) � fn(y)j < "=3 pro v¹echna y 2 I taková, ¾e jx � yj < �. Nyní platí pro
v¹echna y 2 I , pro nì¾ je jx� yj < �, odhad

jf(x)� f(y)j = jf(x)� fn(x) + fn(x)� fn(y) + fn(y)� f(y)j �
� jf(x)� fn(x)j + jfn(x)� fn(y)j+ jfn(y)� f(y)j <
< "=3 + "=3 + "=3 = " ;

a tedy f je spojitá v bodì x (ev. zprava èi zleva).

Vìta 15.3.2. Nech» funkce fn mají Riemannùv integrál na intervalu [ a; b ], nech»
fn� f na [ a; b ]. Potom i funkce f má Riemannùv integrál na [ a; b ] a platí

lim
n!1

(R)
Z b

a

fn = (R)
Z b

a

f : (15.5) fn8e3g

Dùkaz. V následujícím dùkazu pracujeme pouze s (R)-integrály. Z fn� f na [ a; b ]
plyne, ¾e

an := sup
�jf(x)� fn(x)j;x 2 [ a; b ]

	! 0 :

K " > 0 existuje tedy k 2 N tak, ¾e pro n � k je an < ". Zvolme takové n 2 N;
pak platí

fn � " � f � fn + " ;
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a tedy pro libovolné dìlení D 2 D([ a; b ]) je
s(fn;D)� "(b� a) � s(f ;D) � S(f ;D) � S(fn;D) + "(b� a) ;

z èeho¾ dostaneme snadnou úpravou

S(f ;D)� s(f ;D) � (S(fn;D)� s(fn;D)) + 2"(b� a) :

Oba èleny na pravé stranì odhadu lze volbou " a dìlení D udìlat þmaléÿ; odtud
vyplývá podle Vìty 10.2.12, ¾e i limitní funkce f má Riemannùv integrál.

Dále platí

���
Z b

a

f �
Z b

a

fn

��� �
Z b

a

jfn � f j � kfn � fk1 � (b� a) ;

z èeho¾ plyne vztah (15:5). Obtí¾nìj¹í èástí dùkazu bylo odùvodnìní integrovatel-
nosti f .

Jádro dùkazù vìt o stejnomìrné konvergenci je patrnì nejvíce zøejmé z obec-
nìj¹í vìty, kterou si nyní doká¾eme v kontextu MP. Pøipomeòme, ¾e se zámìnou
limit jsme se setkali ji¾ napø. pøi vy¹etøování souèinu øad. Vzniklou dvojnou øadu
(sèítanci závisely na dvou indexech) by bylo mo¾no sèítat nejprve þpo øádcíchÿ
nebo þpo sloupcíchÿ a pak seèíst øadu nalezených souètù.

fmoosg
Vìta 15.3.3 (Moore 1900, Osgood 1897). Nech» (P; %) je MP, x0 2 P , a
nech» ffng je posloupnost (komplexních) funkcí na P . Nech» dále

(1) fn� f na P ,

(2) fn(x) ! an pro x! x0 .

Potom té¾ existují vlastní limn!1 an a limx!x0 f(x) a jsou si rovny.

Dùkaz. K " > 0 existuje k 2 N tak, ¾e pro v¹echna m;n � k, m;n 2 N, platí
x 2 P ) jfm(x) � fn(x)j < " ;

a tedy, po limitním pøechodu x ! x0, rovnì¾ i jam � anj � ". Odtud vyplývá
konvergence fang. Polo¾me lim an = a. Dále platí

jf(x)� aj � jf(x)� fn(x)j+ jfn(x)� anj+ jan � aj :
Nyní lze volbou n 2 N dosáhnout toho, ¾e první a tøetí èlen na pravé stranì
nerovnosti je odhadnut pro v¹echna x 2 P pomocí "=3. Potom zvolíme � > 0 tak,
¾e pro prstencové okolí bodu x0 v P platí

x 2 P�)) jfn(x)� anj < "=3 ;

z èeho¾ u¾ dostáváme lehce dokazované tvrzení.
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Dùsledek 15.3.4. Nech» existuje � > 0 tak, ¾e

(1) fn� f na (c; c+ �) ,

(2) fn(x) ! an pro x! c+ .

Potom té¾ existují vlastní limn!1 an a limx!c+ f(x) a jsou si rovny.

Poznámka 15.3.5. Obdobná podmínka þfungujeÿ i pro pøípad x! c� a obecnì
s libovolným okolím U(c), na nìm¾ je fn� f . To je dùle¾ité pro lokální vlastnosti
(spojitost, diferencovatelnost apod.), nebo» nìkdy staèí ovìøovat stejnomìrnou
konvergenci pouze lokálnì.

Poznámka 15.3.6. Promyslete si dùkaz Vìty 15.3.1, zalo¾ený na právì dokázané
Moore-Osgoodovì vìtì. Uvìdomte si zároveò, ¾e tvrzení by bylo mo¾no dokázat
v daleko obecnìj¹ím kontextu.

De�nice 15.3.7. Nech» ffng je posloupnost funkcí na intervalu (a; b) a nech» ke
ka¾dému c 2 (a; b) existuje okolí U(c) � (a; b) tak, ¾e fn� f na U(c). Potom
øíkáme, ¾e posloupnost ffng konverguje lokálnì stejnomìrnì na (a; b) k funkci f .

Oznaèení 15.3.8. K oznaèení právì zavedeného pojmu lokálnì stejnomìrné kon-
vergence budeme pou¾ívat symbol fn� loc f na (a; b). Chceme-li zapsat de�nici
pomocí kvanti�kátorù, je to ji¾ trochu slo¾itìj¹í:

(8c 2 (a; b))(9U(c) � (a; b))(8" > 0)(9k 2 N)
(8n � k; n 2 N)(8x 2 U(c))(jfn(x) � f(x)j < ") :

funiconlg
Lemma 15.3.9. Platí fn� loc f na (a; b), právì kdy¾ pro ka¾dý uzavøený interval
[ c; d ] � (a; b) platí

fn� f na [ c; d ] : (15.6) fn8e1g

Dùkaz. Zvolme x0 2 (a; b) a pak s ohledem na podmínku (15:6) body c, d tak,
aby platilo

a < c < x0 < d < b a zároveò fn� na [ c; d ] :

Nyní staèí volit U(x0) = (c; d). Druhou implikaci obdr¾íme z Borelovy pokrývací
vìty (viz Vìta 10.1.14). K danému intervalu [ c; d ] zvolme pokrytí systémem okolí
fU(x); x 2 [ c; d ]g intervalu [ c; d ] s U(x) � (a; b), pro nì¾ je

fn� f na U(x)
pro v¹echna x 2 [ a; b ]. Z tohoto pokrytí vybereme koneèné podpokrytí. Nyní
nalezneme pro toto koneèné pokrytí fU(x1); : : : ;U(xm)g intervalu [ c; d ] k " > 0
èísla k1; : : : ; km 2 N tak, ¾e

(8x 2 U(xl))(8n � kl)(jfn(x) � f(x)j < ") ; l 2 f1; : : : ;mg ;
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a zvolíme k = maxfk1; : : : ; kmg. Pak pro v¹echna x 2 [ c; d ] � Sm
1 U(xl) je pøi

n � k splnìna nerovnost jfn(x) � f(x)j < ".
flocuderg

Vìta 15.3.10 (Weierstrass 1861). Nech» funkce fn, n 2 N, mají vesmìs vlast-
ní derivaci v¹ude v intervalu (a; b), a nech»

(1) existuje x0 2 (a; b) tak, ¾e ffn(x0)g konverguje,

(2) pro derivace f 0n platí f 0n� loc na (a; b).

Potom té¾ fn� loc na (a; b) a oznaèíme-li f(x) := limn!1 fn(x), x 2 (a; b), má
f na (a; b) derivaci f 0 a platí

f 0n� loc f
0 na (a; b) :

Dùkaz. Není patrnì pøíli¹ pøekvapivé, ¾e budeme pracovat s uzavøeným intervalem
[ c; d ] � (a; b). Dùkaz je zalo¾en na Moore-Osgoodovì vìtì (Vìta 15.3.3) a je
slo¾itìj¹í pouze formálnì.

Postupnì doká¾eme, ¾e z pøedpokladù plyne

fn� na [ c; d ] a pro f := lim
n!1

fn té¾ f 0n� f 0 na (a; b) :

Zaèneme s vy¹etøováním rozdílu fm � fn. Pro x; t 2 [ c; d ], x 6= t, platí podle
Lagrangeovy vìty (Vìta 5.2.15)

(fm(t)� fn(t)) � (fm(x)� fn(x))
t� x

= (f 0m(�)� f 0n(�)) ; (15.7)fodhadg

kde � le¾í mezi body t a x, tj. v (c; d). Je tedy

j(fm(t)� fm(x)) � (fn(t)� fn(x))j � jt� xjjf 0m(�) � f 0n(�)j : (15.8)fodhag

Pøedpokládejme nyní, ¾e platí x0 2 [ c; d ]. Z odhadu (15:8) plyne splnìní
Bolzano-Cauchyovy podmínky pro stejnomìrnou konvergenci posloupnosti ffng
na [ c; d ], nebo» platí

jfm(x)� fn(x)j � j(fm(x)� fn(x)) � (fm(x0)� fn(x0))j+ jfm(x0)� fn(x0)j ;

a proto je

jfm(x)� fn(x)j � (d� c)jf 0m(�)� f 0n(�)j+ jfm(x0)� fn(x0)j :

Tedy z f 0n� na [ c; d ] a konvergence fn(x0) dostáváme fn� na [ c; d ], a proto
fn� loc na (a; b). Zvolme nyní pevnì x 2 [ c; d ] a de�nujme

�n(t) :=
fn(t)� fn(x)

t� x
; �(t) :=

f(t)� f(x)
t� x
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pro t 2 [ c; d ] n fxg. Pou¾ijeme opìt odhad (15:7) a upravíme ho do tvaru

����(fm(t)� fm(x))
t� x

� (fn(t)� fn(x))
t� x

���� � (jf 0m(�)� f 0n(�)j) ;

Z této nerovnosti plyne platnost Bolzano-Cauchyovy podmínky pro f�ng, tak¾e
platí

�n(t)� na [ c; d ] n fxg :

Nyní se vyu¾ije Vìty 15.3.3 na okolí bodu fxg. Zøejmì �n(t)��(t) na [ c; d ]nfxg
a pro t! x dostaneme

lim
t!x

�n(t) = f 0n(x) ; f 0(x) = lim
t!x

�(t) = lim
n!1

f 0n(x) :

Tím je dùkaz dokonèen.

Pøíklad 15.3.11. Pøedcházející vìta ukazuje, ¾e situace pøi derivování posloupnosti
funkcí þèlen po èlenuÿ není jednoduchá. Polo¾me

fn(x) =
sin(n2x)

n
; gn(x) = sin

x

n2
; x 2 R :

Potom platí fn ! 0 a také gn ! 0 na R. Je v¹ak jfn(x)�0j � 1=n! 0, a proto fn� na
R, ale zároveò je jgn(n2�=2)� 0j = 1, a tedy neplatí gn� na R. V¹imnìte si, ¾e v¹echny
funkce jsou dokonce z C(1)(R). Pro derivace f 0

n
a g0

n
dostáváme

f 0
n
(x) = n cos(n2x) ; g0

n
(x) =

1
n2

cos
x

n2
;

a tedy neplatí f 0
n
! 0 na R, av¹ak platí g0

n
� 0 na R.

Pøíklad 15.3.12. Ne¾li budeme dokazovat následující vìtu, uvedeme dal¹í ilu-
strativní pøíklad pro Newtonùv integrál. De�nujme

f(x) := (1� jxj)+ = max(1� jxj; 0) :

Pomocí f de�nujeme posloupnost funkcí fgng

gn(x) := (1=n)f(x=n) ; x 2 R; n 2 N :

Zøejmì existují Newtonovy integrály z gn pøes R pro v¹echna n 2 N a jsou vesmìs
rovny 1. I kdy¾ platí gn� 0, je

lim
n!1

Z 1

�1
gn(x) dx = 1 6= 0 =

Z 1

�1
( lim
n!1

gn(x)) dx :

Pøíklad ukazuje dùle¾itost pøedpokladu omezenosti intervalu v následující vìtì.
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Vìta 15.3.13. Nech» fn� f na omezeném intervalu (a; b) a nech» fn 2 N (a; b),
tj. fn, n 2 N, mají Newtonùv integrál na (a; b). Potom existuje i (N )-integrál z f
pøes (a; b) a platí

lim
n!1

(N)
Z b

a

fn(x) dx = (N)
Z b

a

f(x) dx : (15.9) fn8e2g

Dùkaz. Oznaème Fn primitivní funkce k fn, pøièem¾ je volme tak, aby pro pevnì
zvolený bod x0 2 (a; b) platilo Fn(x0) = 0, n 2 N. Zopakujeme úvahu z dùkazu
pøedchozí vìty; platí

jFm(x)� Fn(x)j = j(Fm(x)� Fn(x))� (Fm(x0)� Fn(x0))j �
� jfm(�)� fn(�)j � (b� a) ;

kde jsme odhadli rozdíl pomocí Lagrangeovy vìty (Vìta 5.2.15). Bod � le¾í mezi
x a x0, tedy v (a; b) a rozdíl jx�x0j jsme odhadli délkou (omezeného dle pøedpo-
kladù!) intervalu (a; b). Pou¾ijeme je¹tì pøedchozí vìtu na funkce Fn a obdr¾íme
pro F := limn!1 Fn rovnost F 0(x) = f(x), x 2 (a; b). Na koncové body a, b uva-
¾ovaného intervalu aplikujeme Vìtu 15.3.3, èím¾ dostaneme pro x ! a+, resp.
x! b�, vztahy

lim
n!1

Fn(a+) = lim
x!a+

F (x) = F (a+) ; lim
n!1

Fn(b�) = lim
x!b�

F (x) = F (b�) :

Odtud snadno dostaneme

lim
n!1

Z b

a

fn(x) dx = lim
n!1

(Fn(b�)� Fn(a+)) = F (b�)� F (a+) =
Z b

a

f(x) dx ;

co¾ je ¾ádaná rovnost (15:9).

Poznámka 15.3.14. Pøedcházející vìty jsme vyslovili pro posloupnosti. Uvá¾í-
me-li vztah mezi posloupnostmi èásteèných souètù øady

P
fn a touto øadou, tedy

X
fn� loc na (a; b) () sn =

nX
k=1

fn� loc na (a; b)

apod., dostaneme odtud lehce tvrzení pro øady funkcí. Toto tvrzení ji¾ dokazovat
nebudeme, jde toti¾ prakticky jen o formální úpravu.

Vìta 15.3.15. Nech»
P

fk je øada funkcí majících vesmìs vlastní derivaci na
(a; b) a nech» existuje bod x0 2 (a; b) tak, ¾e

P
fk(x0) konverguje. Jestli¾e platíP

f 0k� loc na (a; b), je rovnì¾
P

fk� loc na (a; b) a pro s :=
P

fk platí

s0(x) =
1X
n=1

f 0k(x) ; x 2 (a; b) :
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Zkrácenì, i kdy¾ ne zcela pøesnì, øíkáme, ¾e þøadu
P

fn lze derivovat èlen po
èlenuÿ. Podobná vìta platí pro integrál, av¹ak i v pøípadì (N )-integrálu musíme
pracovat s omezeným intervalem (a; b). Vyslovíme ji pro Newtonùv integrál.

Vìta 15.3.16. Nech»
P

fk je øada funkcí newtonovsky integrovatelných vzhledem
k omezenému intervalu o koncových bodech a; b, a

P
fk� na (a; b). Oznaèíme-li

f :=
P

fk, je rovnì¾ f newtonovsky integrovatelná a platí

(N)
Z b

a

f =
1X
n=1

(N)
Z b

a

fk :

Poznámka 15.3.17. Analogická vìta platí i pro Riemannùv integrál.

Na závìr uveïme je¹tì jedno elegantní kritérium stejnomìrné konvergence po-
sloupnosti ffng, které vyvozuje tuto konvergenci z monotonie posloupnosti ffng
a speciálních vlastností funkcí fn. Pro procvièení ho vyslovíme ve znìní pro kom-
paktní metrický prostor (P; %); ètenáø si mù¾e pøedstavit na místì (P; %) napø. in-
terval [ a; b ] � R.

fdinig
Vìta 15.3.18 (Dini 1878). Nech» ffng je monotónní posloupnost spojitých funk-
cí konvergentní na kompaktním metrickém prostoru (P; %) ke spojité funkci f .
Potom fn� f na P .

Dùkaz. Uvìdomme si nejprve, ¾e staèí vìtu dokázat pro speciální pøípad posloup-
nosti nezáporných funkcí gn konvergující monotónnì k 0 a výsledek aplikovat na
funkce gn = fn � f , resp. gn = f � fn. Je-li " > 0, lze nalézt pro ka¾dé x 2 P
takové n = nx, ¾e platí gnx(x) < "=2. V¹echny funkce gnx jsou spojité v P ; po-
sloupnost fgng je neklesající. Zvolme ke ka¾dému x okolí U(x) tak, aby platilo
jgnx(y)�gnx(x)j < "=2 pro v¹echna y 2 U(x). Platí tedy gnx(y) < " na U(x). Sys-
tém okolí fU(x); x 2 Pg tvoøí pokrytí kompaktního prostoru P . Existuje proto
K � P koneèná, pro kterou koneèný systém fU(x); x 2 Kg rovnì¾ pokrývá P .
Je tedy

P �
[
fU(x); x 2 Kg

a ke ka¾dému x 2 K pøíslu¹í ta funkce, pomocí ní¾ bylo okolí de�nováno, kterou
budeme znaèit gx. Nyní polo¾me k = maxfnx; x 2 Kg. Pro ka¾dé y 2 P existuje
x 2 K tak, ¾e y 2 U(x). Pak platí pro v¹echna n � k

gn(y) � gk(y) < gx(x) + "=2 < "=2 + "=2 = " ;

èím¾ je tvrzení dokázáno.

Je pøirozené, ¾e ètenáøe mù¾e napadnout otázka, jak souvisí absolutní a stej-
nomìrná konvergence. Je¹tì naléhavìji by se jevila pøi dal¹ím studiu mocninných
øad v následující kapitole, proto ji zodpovíme ji¾ nyní.
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Pøíklad 15.3.19 (Pringsheim 1899). Vy¹etøeme funkci f de�novanou souè-
tem øady

f(x) :=
1X
n=1

x2

1 + x2

� 1
1 + x2

�n
:

Zøejmì pro v¹echna x 6= 0 platí rovnost f(x) = (1 + x2)�1, co¾ po vytknutí pr-
vého zlomku dostaneme snadno seètením geometrické øady. Dosazením té¾ snadno
ovìøíme f(0) = 0. Proto¾e jde o øadu s nezápornými èleny, konverguje absolutnì
v¹ude v R. Jeliko¾ jde o øadu spojitých funkcí, její¾ souèet je evidentnì funkce
nespojitá v bodì 0, øada nekonverguje stejnomìrnì na R, ani napø. na intervalu
[ 0; 1 ]. Konvergence je v¹ak lokálnì stejnomìrná na ( 0; 1 ].

Pøíklad 15.3.20. Vy¹etøeme podrobnìji øadu funkcí

1X
n=1

(�1)n+1x
2 + n

n2
:

Proto¾e platí pro ka¾dé x 2 R a ka¾dé n 2 N
1
n
� x2 + n

n2
=
���(�1)n+1x

2 + n

n2

��� ;
øada nekonverguje absolutnì v ¾ádném bodì x 2 R. Bodová konvergence øady je
v¹ak zøejmá z Leibnizova kritéria (viz Vìta 3.3.1) a naprosto analogicky jako tam
dostáváme pro m > n obecnì odhad

jsm(x) � sn(x)j � jan+1(x)j :
Vidíme, ¾e pro (lokálnì) stejnomìrnou konvergenci øady se støídavými znaménkyP
(�1)n+1an(x) staèí (lokálnì) an� 0. V na¹em konkrétním pøípadì platí

���(�1)n+1x
2 + n

n2

��� � M2

n2
+

1
n
� M2 + 1

n
; pro v¹echna x; jxj �M ;

tak¾e øada konverguje lokálnì stejnomìrnì na R.

Pøedcházející dvojice pøíkladù dostateènì pøesvìdèivì ukazuje, ¾e spolu stej-
nomìrná a absolutní konvergence v obecném pøípadì pøíli¹ nesouvisí. To ostatnì
ilustrují i neabsolutnì konvergentní èíselné øady; zároveò ukazují dal¹í smìr po-
stupu.

15.4 Dal¹í kritéria
fabedig

Vìta 15.4.1 (Abel, Dirichlet). Nech»
P

an je øada reálných nebo komplexních
funkcí de�novaných na mno¾inì M a nech» fbng je posloupnost nezáporných
funkcí na mno¾inì M taková, ¾e platí b1(x) � b2(x) � � � � � 0.
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Nech» je splnìna alespoò jedna z následujících podmínek

(1)
P

an� na M a b1 je omezená funkce na M , nebo

(2)
P

an má omezenou posloupnost èásteèných souètù a bn� 0 na M .

Potom øada
P

anbn konverguje stejnomìrnì na M .

Dùkaz. Podáme pouze hrubý náznak dùkazu. Ten je zalo¾en na u¾ití Bolzano-Cauchyovy
podmínky, nyní v¹ak pro stejnomìrnou konvergenci funkcí. Po technické stránce se pro-
vede zcela analogicky jako dùkaz Vìty 11.2.5; práce s øadou funkcí není o nic slo¾itìj¹í ne¾
v pøípadì èíselné øady. Viz napø. [6], Vìta 55, kde ètenáø nalezne i pøístupný dùkaz.

ftakagig

Pøíklad 15.4.2. V pøíkladu 10.5.1 jsme sestrojili þpilovitou funkciÿ f , která je
lineární na ka¾dém intervalu [ k�1; k ] pro k 2 Z. Funkce f je 2-periodická a spojitá
na R, pøièem¾ platí 0 � f � 1. Pro v¹echna x 2 R n Z je f 0(x) = �1. Polo¾me
fk(x) = f(2kx)=2k, k 2 N, a de�nujme

g(x) =
1X
k=1

fk(x) ; x 2 R :

Ka¾dá z funkcí fk je spojitá a øada
P

fk konverguje stejnomìrnì podle Vìty 15.2.2,
nebo» pro v¹echna x 2 R je

jfk(x)j � 2�k a platí
1X
k=1

2�k = 1 <1 :

Obrázky zachycují prvních sedm èásteèných souètù øady na intervalu [ 0; 2 ]; g je
zøejmì 2-periodická funkce, obrázky proto dobøe zachycují chování øady na R1 .

ab
Funkce g je tedy spojitá na R podle Vìty 15.3.1. Pro k 2 N je funkce fk lineární

na intervalech [ (s�1)=2k; s=2k ] pro ka¾dé s 2 Z a uvnitø tìchto intervalù, kterým
budeme øíkat intervaly øádu k, platí f 0k(x) = �1; zároveò je funkce fk periodická
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s periodou 21�k. Zvolme libovolnì x 2 R. Doká¾eme, ¾e g0(x) není vlastní, tj. ¾e
neexistuje vlastní limita

lim
y!x

g(y)� g(x)
y � x

:

cd
Proto¾e x le¾í v¾dy alespoò v jednom z intervalù In øádu n, lze zvolit po-

sloupnost do sebe zaøazených intervalù In+1 � In, n 2 N tak, ¾e x 2 In pro
v¹echna n 2 N. V ka¾dém z intervalù In o délce 2�n existuje bod xn tak, ¾e
jxn � xj = 2�(n+1). Zøejmì platí xn ! x a

fk(xn)� fk(x)
xk � x

= 0

pro v¹echna k > n+ 1. Proto je

g(xn)� g(x)
xn � x

=
n+1X
k=1

fk(xn)� fk(x)
xn � x

=
n+1X
k=1

(�1) ;

kde sèítáme (n+1) nenulových hodnot, z nich¾ ka¾dá je rovna +1 nebo �1. Hod-
nota posledního souètu je tedy liché èíslo pro n sudé a sudé èíslo pro n liché, zru¹í
se v¾dy jen sudý poèet sèítancù. Proto posloupnost èísel (g(xn)� g(x))=(xn � x)
obsahuje pouze celá èísla a není cauchyovská, nemù¾e tedy pro n!1 konvergo-
vat.

Vzhledem k volbì x jsme tak sestrojili funkci g 2 C(R), která nemá vlastní
derivaci v ¾ádném bodì z R. Popsaný dùkaz je modi�kací postupu, který se v lite-
ratuøe oznaèuje jakoWaerdenùv pøíklad spojité funkce bez derivace. Funkci tohoto
typu vy¹etøoval ji¾ r. 1903 Teiji Takagi (1875 { 1960); viz té¾ [9], str. 174. Aè se
Waerdenùv pøíklad li¹í od Takagiho jen nepodstatnì, metoda dùkazu je zalo¾ena
na triku, který v pøípadì vy¹etøované funkce nelze pou¾ít.
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ef
g

Sèítáním vhodnì volených funkcí lze sestrojit zajímavé pøíklady; vylo¾ený apa-
rát umo¾òuje u¾ívat i nekoneèné souèty (øady) funkcí a tak þkumulovatÿ body
zvlá¹tního charakteru.

Pøíklad 15.4.3. Oznaème frng prostou posloupnost v¹ech racionálních èísel z in-
tervalu (0; 1) a polo¾me hn(x) = sgn(x� rn), x 2 (0; 1). Pak je funkce

h(x) :=
1X
n=1

1
2n

hn(x) ; x 2 (0; 1) ;

souètem neklesajících funkcí a je tedy rovnì¾ neklesající. Øada je podle Weier-
strassova M-testu stejnomìrnì konvergentní. Proto pro v¹echna y 2 (0; 1) platí

lim
x!y+

h(x) = lim
x!y+

1X
n=1

1
2n

hn(x) =
1X
n=1

lim
x!y+

1
2n

hn(x)

a podobnì i pro limx!y� h(x). Je zøejmé, ¾e funkce h je spojitá v ka¾dém iraci-
onálním bodì y 2 (0; 1) n Q, nebo» ka¾dá funkce hn má v tìchto bodech stejné
jednostranné limity. V ka¾dém bodì y 2 (0; 1) \ Q je nespojitá, nebo» v souètu
existuje právì jedna funkce hl, pro kterou je limx!y� hl < limx!y+ hl. Proto¾e
mezi ka¾dými dvìma body u; v 2 (0; 1), u < v, existuje alespoò jedno racionální
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èíslo, je h rostoucí funkce na (0; 1), která je nespojitá ve v¹ech bodech mno¾iny
(0; 1) \ Q.
Pøíklad 15.4.4. Je-li frng opìt prostá posloupnost v¹ech racionálních èísel z in-
tervalu (0; 1), gn(x) = jx� rnj, x 2 (0; 1), pak je funkce

g(x) :=
1X
n=1

1
2n

gn(x) ; x 2 (0; 1) ;

konvexní, av¹ak v ka¾dém bodì rn, n 2 N, je g0(rn�) < g0(rn+), a tedy g00(x)
neexistuje pro ¾ádné x 2 (0; 1). Snadno zjistíme, ¾e g je souètem stejnomìrnì
konvergentní øady spojitých funkcí a je tedy spojitá. Je konvexní, nebo» je souètem
konvexních funkcí a má v ka¾dém bodì jednostranné derivace. Platí

g(x)� g(y)
x� y

=
1X
n=1

1
2n

gn(x) � gn(y)
x� y

a øada vpravo opìt konverguje stejnomìrnì, lze tedy jednostranné derivace funkce
g spoèítat jako souèty jednostranných derivací funkcí gn. Oznaèíme-li

hrn(y) := lim
x!y+

jx� rnj ; hln(y) := lim
x!y�

jx� rnj ; y 2 (0; 1) ;

pak platí

g0+(x) =
1X
n=1

1
2n

hrn(x) ; g0�(x) =
1X
n=1

1
2n

hln(x) ; x 2 (0; 1) :

a je g0�(x) < g0+(x) pro v¹echna x 2 (0; 1) \ Q; v ostatních bodech g0(x) existuje.
flerchprg

Pøíklad 15.4.5 (Lerch 1888). Je-li frng opìt prostá posloupnost v¹ech racio-
nálních èísel z intervalu (0; 1),

fn(x) := (x� rn)
2 sin

1
x� rn

; fn(rn) = 0 ; x 2 (0; 1) ;

pak funkce

f(x) :=
1X
n=1

1
2n

fn(x)

je jako¾to souèet stejnomìrnì konvergentní øady spojitých funkcí (pou¾íváme
Weierstrassùv M-test) spojitá na intervalu [ 0; 1 ]. Pro derivace platí

f 0n(x) = 2(x� rn) sin
1

x� rn
� cos

1

x� rn
; f 0n(rn) = 0 ; x 2 (0; 1) ;
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tedy sèítanci mají v¹ude na intervalu (0; 1) vlastní derivaci, tyto derivace jsou
omezené a proto rovnì¾

P1
n=1 2

�nf 0n� na (0; 1); pou¾ili jsme opìt M-test, z nìho¾
stejnomìrná konvergence vyplývá. V ka¾dém bodì x 2 (0; 1) n Q jsou vesmìs
v¹echny f 0n spojité a tedy i f 0 je spojitá v x. Stejnou úvahu lze aplikovat na
f 0 � f 0n v bodì rn, av¹ak f 0n není spojitá v bodì rn. Tak jsme získali spojitou
funkci f s velmi nespojitou derivací f 0.

Pøíkladù podobného typu je mo¾no nalézt pochopitelnì mnohem více, uvedli
jsme nìkteré pro pochopení principu.

15.5 Stejnomìrná aproximace polynomy

Je-li n 2 N a funkce f má v okolí bodu x0 2 R derivace a¾ do øádu (n+1) vèetnì,
pak Taylorùv polynom Tn pro funkci f v bodì x0 aproximuje relativnì pøesnì
funkci f . O této lokální aproximaci je Vìta 7.4.8. Proto mù¾e být pøekvapující,
¾e pomocí polynomù lze stejnomìrnì aproximovat libovolnou funkci f 2 C([a; b])
s jakoukoliv pøesností, tj. ¾e k libovolnému " > 0 existuje polynom P tak, ¾e

jf(x)� P (x)j < " pro v¹echna x 2 [ a; b ] :

Ne¾li pøikroèíme k dùkazu tvrzení, které je ekvivalentní s tím, které jsme právì
vyslovili, uvìdomíme si nìkolik jednoduchých fakt.

Poznámky 15.5.1. 1. Je-li f komplexní funkce na intervalu [ a; b ], f = f1+ if2,
kde

f1(x) = Re f(x) ; f2(x) = Im f(x) ; x 2 [a; b] ;

a g1; g2 jsou reálné funkce na [ a; b ] takové, ¾e pro k = 1; 2 je jfk � gkj < ", pak

j(f1 + if2)� (g1 + ig2)j �
p
(f1 � g1)2 + (f2 � g2)2 �

p
2 � " < 2" :

Funkce g := g1 + ig2 je komplexní funkce, pøièem¾ jf � gj < 2".

2. Jsou-li g1, g2 polynomy s reálnými koe�cienty, je g1 + ig2 polynom, obecnì
s komplexními koe�cienty.

3. Je-li f 2 C([a; b]), je
g(t) := f(t(b� a) + a) ; t 2 [ 0; 1 ] ;

spojitá funkce na intervalu [ 0; 1 ]. Jestli¾e je P takový polynom, ¾e pro nìj platí
jg(t) � P (t)j < " pro v¹echna t 2 [ 0; 1 ], pak platí f(x) = g((x � a)=(b � a)),
x 2 [ a; b ], pøièem¾

jf(x)� P ((x � a)=(b� a))j < "

pro v¹echna x 2 [ a; b ]. Pøitom P ((x� a)=(b� a)) je opìt polynom v x.
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4. Je-li l lineární funkce a P polynom, pak j(f � l)� P j = jf � (P + l)j a P + l je
opìt polynom.

Tyto jednoduché poznatky nám umo¾òují dokazovat pouze speciální pøípad
následující velmi dùle¾ité vìty:

fweiervtg
Vìta 15.5.2 (Weierstrass 1895). Nech» f 2 C([a; b]) je komplexní funkce. Po-
tom existují polynomy Pn takové, ¾e

Pn(x)� f na [ a; b ] :

Je-li f : [ a; b ]! R, lze nalézt Pn s koe�cienty z R, tj. Pn : R ! R.

Dùkaz. Na základì pøedchozích poznámek staèí tvrzení dokázat pouze pro reálnou
funkci f , pro kterou platí

f 2 C([ 0; 1 ]) ; f(0) = f(1) = 0 :

Se zachováním oznaèení symbolem f roz¹íøíme f na R hodnotou 0 mimo [ 0; 1 ],
tak¾e f je stejnomìrnì spojitá na R.

De�nujeme polynomy Qn(x) = cn(1� x2)n pro v¹echna n 2 N, pøièem¾ koe�-
cienty cn 2 R volíme tak, aby platilo

Z 1

�1
Qn(x) dx = 1 ; n 2 N : (15.10)fw1g

Odhadneme velikost cn pomocí výpoètu

(cn)
�1 =

Z 1

�1
(1� x2)n dx = 2

Z 1

0

(1� x2)n dx � 2
Z 1=

p
n

0

(1� x2)n dx �

�2
Z 1=

p
n

0

(1� nx2) dx = 2
h
x� nx3

3

i1=pn
x=0

=
4

3
p
n
> (

p
n)�1 ;

z nìho¾ vyplývá

cn <
p
n : (15.11)fw2g

K odhadu integrované funkce jsme pou¾ili Bernoulliovu nerovnost dokázanou
v Pøíkladu 1.3.23. Pro libovolné �, 0 < � < 1, a x 2 [�1; � ] [ [ �; 1 ] platí

0 � Qn(x) �
p
n(1� �2)n =: an : (15.12)fw3g

Proto¾e an+1=an ! (1 � �2) < 1, øada
P

an konverguje, z èeho¾ plyne an ! 0,
a je tedy

Qn(x)� 0 na fx 2 R; � � jxj � 1g :
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Pomocí substituce u = x+ t a vlastností funkce f dostaneme postupnì pro funkce
Pn(x), x 2 [ 0; 1 ],

Pn(x) =
Z 1

�1
f(x+ t)Qn(t) dt =

Z 1�x

�x
f(x+ t)Qn(t) dt =

=
Z 1

0

f(u)Qn(u� x) du :

Z tvaru posledního integrálu vidíme, ¾e Pn je polynom v promìnné x, pøièem¾ je
to reálný polynom, nebo» f je reálná funkce. Ze stejnomìrné spojitosti f plyne,
¾e ke ka¾dému " > 0 lze nalézt � > 0 tak, ¾e pro jx� yj < � platí

jf(x) � f(y)j < "=2 :

Oznaème M := maxfjf(x)j; x 2 [ 0; 1 ]g. Proto¾e Qn jsou sudé a nezáporné na
intervalu [�1; 1 ], dostaneme s pou¾itím (15:10) { (15:12) postupnì

jf(x)� Pn(x)j =
���
Z 1

�1
(f(x) � f(x+ t))Qn(t) dt

��� �
�
Z 1

�1

���f(x)� f(x+ t)
���Qn(t) dt �

� 4M
Z 1

�

Qn(t) dt +
"

2

Z �

��
Qn(t) � 4Man + "=2 ;

poslední výraz je men¹í ne¾ " pro v¹echna dostateènì velká n 2 N. Tím jsme
nalezli Pn tak, ¾e je

jf(x)� Pn(x)j < " na [ 0; 1 ] ;

z èeho¾ plyne dokazované tvrzení.

Poznámka 15.5.3. Vìtu 15.5.2 lze v nìkolika smìrech znaènì zobecnit. Pro tato
zobecnìní, z nich¾ Vìta 15.5.2 pøi ¹ikovném postupu vyplyne, potøebujeme z þkla-
sické analýzyÿ stejnomìrnou aproximovatelnost polynomy pro funkci f(x) = jxj,
x 2 [�1; 1 ], ukazuje se v¹ak, ¾e tím se dùkaz ji¾ podstatnì nezjednodu¹í; viz
napø. [9]. Pro zajímavost uveïme je¹tì jiný explicitní vzorec pro aproximující
(Bernsteinovy) 2) polynomy: je-li f 2 C([ 0; 1 ]), de�nujeme

Bn(f; x) =
nX

k=0

f

�
k

n

��
n

k

�
xk(1� x)n�k ; x 2 [ 0; 1 ] : (15.13) fbernpog

Potom platí Bn(f; x)� f na [ 0; 1 ].

2) U¾íváme obvyklé transkripce; jde v¹ak o ruského, resp. sovìtského matematika, tak¾e patrnì
správnìj¹í by bylo u¾ít jména ve formì Bern¹tejn.
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Historické poznámky 15.5.4. Pojem stejnomìrné konvergence byl obtí¾nì zvládnu-
telný i pro ¹pièkové matematiky minulého století. Tak napø. Louis Augustin Cauchy

(1789 { 1857) þdokázalÿ, ¾e souèet konvergentní øady spojitých funkcí je spojitá funkce
(protipøíklad podal Abel v r. 1826). Nìkteøí historikové interpretují Cauchyovy dùkazy
jako pou¾ití metod nestandardní analýzy a tak dokazují, ¾e Cauchyho ze zámìny bodové
a stejnomìrné konvergence nelze vinit. Odhlédneme-li od práce z r. 1841 o funkcích kom-
plexní promìnné, kterou napsal Carl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 { 1897)
(oti¹tìna 1894) je¹tì jako gymnaziální profesor, publikovali r. 1848 nezávisle pomìrnì
cenné, ne v¹ak zcela jasné, pøíspìvky k problému spojitosti souètu øady spojitých funkcí
Philipp L. Seidel (1821 { 1896) a George Gabriel Stokes (1819 { 1903). Cauchy
pozdìji svou práci z r. 1821 opravil a souèasnì r. 1857 de�noval stejnomìrnou konver-
genci. Weierstrass pak r. 1861 dokázal tentý¾ výsledek o spojitosti limity posloupnosti
spojitých funkcí spolu s Vìtou 15.3.10 o derivování (za vcelku nepodstatnì silnìj¹ích
pøedpokladù).

Jak ji¾ bylo jednou zmínìno, vyvíjely se pøedstavy o derivaci relativnì pomalu;
pøi jejich studiu je nutné v¾dy peèlivì zkoumat i soudobé pøedstavy o jiných pojmech
(napø. o funkci, její spojitosti apod.). Je známo, ¾e Bernhard Riemann (1826 { 1866)
ji¾ v roce 1854 uvádìl na pøedná¹kách jako pøíklad funkci

f(x) =
1X
n=1

fnxg

n2

(zde f: : : g znaèí funkci þlomená èástÿ, tj. fxg = x� [x]; pøíklad byl publikován v roce
1867). Tato funkce je nespojitá na husté podmno¾inì R, má v¹ak Riemannùv integrál
napø. pøes interval [ 0; 1 ]. Nejpozdìji kolem roku 1861 rovnì¾ na pøedná¹kách uvádìl
pøíklad funkce

g(x) =
1X
n=1

sin(n2x)
n2

; (15.14)fbdf1g

která nemìla mít v ¾ádném bodì vlastní derivaci (v¹imnìte si, ¾e pøitom sèítáme funkce
tøídy C(1)(R)).

Weierstrass je¹tì v roce 1872 napsal, ¾e i pøední matematici jako napø. Carl Fried-
rich Gauss (1777 { 1855), Cauchy i Pierre Gustav Lejeune Dirichlet (1805 { 1859)
patrnì plnì akceptovali soudobou pøedstavu, ¾e derivace spojité funkce nemusí existovat
(nebo být nevlastní) jen na izolované mno¾inì bodù. Kdy¾ se Weierstrass sna¾il dokázat,
¾e Riemannem de�novaná funkce g z (15:14), resp. (15:4), nemá nikde derivaci, ztros-
kotal. Posléze v¹ak pøesto dokázal sestrojit jinou spojitou funkci h na R1 , která nemá
v ¾ádném bodì vlastní derivaci. De�noval ji podobným zpùsobem jako Riemann, jako
souèet øady

h(x) =
1X
n=1

an cos(bn�x) ;

kde b je liché èíslo, b > 1 a 0 < a < 1; pøitom pøedpokládal, ¾e platí ab > 1 + (3=2)�. 3)

3 ) Pozdìji v r. 1916 dokázal Gotfried Harold Hardy (1877 { 1947), ¾e staèí pøedpokládat
0 < a < 1 a ab � 1.
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Jádro vìty o spojitosti a dal¹ích vìt o zámìnì limit popsal William Fogg Osgood

(1864 { 1943) v práci z r. 1897. Tím patrnì zavr¹il cestu k chápání pojmu stejnomìrné
konvergence a jejího významu pro vìty, které v sobì skrývají þzámìnnostÿ. U nás je
u¾íván obvykle název Moore-Osgoodova vìta.

Weierstrassùv pøíklad funkce h publikoval v r. 1875 Paul David Du Bois Rey-

mond (1831 { 1889). Weierstrass o pøíkladu referoval ji¾ 18. 7. 1872, ale publikoval ho
a¾ r. 1880. Je pouèné se u této problematiky je¹tì zastavit. Teprve v r. 1918 se podaøilo
Hardymu dokázat, ¾e Riemannem de�novaná funkce g z (15:14), nemá derivaci ve v¹ech
iracionálních násobcích èísla � a takté¾ i v nìkterých racionálních násobcích �. Av¹ak v
r. 1970 (!) ukázal J. Gerver, ¾e existují body, v nich¾ g má vlastní derivaci (!) a o rok
pozdìji podal jejich úplnou charakteristiku; viz [5].

Weierstrassùv pøíklad byl pøijímán s rozpaky. Je znám napøíklad výrok, jeho¾ au-
torem je Charles Hermite (1822 { 1901), který v dopise Thomasovi Janu Stiel-

tjesovi (1856 { 1894) r. 1905 napsal o spojitých funkcích, které nemají nikde derivaci:
Ale tyto vývody, jakkoli jsou elegantní, jsou posti¾eny klatbou ( : : : ). Se zdì¹ením a
hrùzou se odvracím od té politováníhodné rány, kterou nám zasadily tyto spojité funkce
( : : : ). K funkcím podobných vlastností dospìli Charles Cellérier (1818 { 1889)
kolem r. 1860 a ne pozdìji ne¾ r. 1834 Bernard Bolzano (1781 { 1848). Bolzanova
konstrukce je geometrické povahy, Cellérier pracoval s øadou funkcí. Je vcelku pochopi-
telné, ¾e pøesný dùkaz nediferencovatelnosti v¹ude pro tyto funkce byl podán exaktnì a¾
pozdìji. Objev Bolzanovy funkce byl znaènì stimulující pro èeské matematiky; uèinil ho
støedo¹kolský profesor Martin Ja¹ek (1879 { 1945), který ve tøicátých letech vytvoøil
fotodokumentaci tìch Bolzanových rukopisù, které byly ulo¾eny ve vídeòském archívu;
srovnej [7].

Ji¾ jsme se zmínili o konstrukci slo¾itých funkcí pomocí øad a o prioritì Bernarda
Bolzana, který si nejen jako první uvìdomil, ¾e spojité funkce mohou mít mnoho bodù,
ve kterých derivace neexistuje, ale funkci tohoto typu i jako první popsal. Metodami
teorie metrických prostorù lze existenci þspojitých funkcí bez derivaceÿ pomìrnì snadno
dokázat, pøíklady konkrétních funkcí této vlastnosti jsou v¹ak v¾dy nutnì netriviální.
Patrnì nejjednodu¹¹í pøíklad, který je v souèasné dobì znám, je spojován se jménem
Bartel Leendert van der Waerden (1903 { 1996), i kdy¾ Waerden pouze reprodu-
koval øe¹ení úlohy o nediferencovatelných funkcích, které podali Heyting a Buzeman.
Ji¾ pøed jeho objevením na konci 30. let tohoto století existovaly þtovárníÿ postupy na
konstrukci funkcí tohoto typu, bylo jich více a byly pova¾ovány za vcelku standardní.
Pøíklad 15.4.2 je modi�kovaným pøíklademWaerdenovým, nále¾í v¹ak zøejmì Takagimu;
viz napø. [9], str. 174. Proto¾e platí tvrzení, ¾e monotónní funkce na intervalu (0; 1) má
v tomto intervalu derivaci v¹ude a¾ na mno¾inu Lebesgueovy míry 0, je ka¾dý pøíklad
spojité funkce bez derivace na intervalu (0; 1) i pøíkladem funkce, která není monotónní
v ¾ádném intervalu (a; b) � (0; 1).

Dal¹í pøíklady ilustrují metodu, které se nìkdy øíká metoda kondenzace singularit.
Pochází od Hermana Hankela (1839 { 1873), av¹ak k dokonalosti ji dovedl teprve
Ulisse Dini (1845 { 1918). Pøíklad 15.4.5 pochází od Matyá¹e Lercha (1860 { 1922)
z r. 1888; viz [8]. Za zmínku stojí i fakt, ¾e i pøed Ja¹kovým objevem byla tato pro-
blematika u nás populární. Jeden z prvních pøehledných èlánkù s touto problematikou
je [4].

Dá se dokázat, ¾e spojitých funkcí, které nemají v ¾ádném bodì vlastní derivaci
je v jistém smyslu v prostoru C([a; b ]) vìt¹ina: ty, které mají alespoò v jednom bodì
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vlastní derivaci, tvoøí mno¾inu 1. kategorie v Baireovì smyslu (viz Kapitola 13). Dùkaz
existence spojité nikde nediferencovatelné funkce metodou kategorií pochází od Stefana
Banacha (1892 { 1945) z r. 1931; viz [1].

a b
c d

Postupné aproximace Bolzanovy funkce

I kdy¾ se zdá, ¾e jde o jakousi okrajovou zále¾itost, není to zcela pravda; jedním
z nejslo¾itìj¹ích pojmù je þintuitivnì zøejmýÿ pojem køivky. Chápe-li se køivka jako spo-
jité zobrazení intervalu [ a; b ] do R2 nebo do Rm , ¹okuje zpravidla studenty matematiky
zji¹tìní, ¾e existuje spojité zobrazení [ 0; 1 ] na interval [ 0; 1 ] � [ 0; 1 ] 2 R

2 ; konstrukci
takového zobrazení podal r. 1890 Giuseppe Peano (1858 { 1932). Slo¾ky takového zob-
razení jsou funkce podobného typu jako spojité funkce bez derivace. Viz [3], str. 106;
stejnomìrná konvergence mù¾e pøi konstrukci takových zobrazení významnì pomoci.

R. 1827 pozoroval Robert Brown (1773 { 1858) èásteèky pylu ve vodì a popsal
tzv. Brownùv pohyb. Ten hraje dùle¾itou roli ve fyzice. Jeho matematický popis je pod-
statnì mlad¹í, zde se v¹ak opìt spojité funkce bez derivace uplatòují pøi popisu trajek-
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torií Brownovských èástic. Je patrné, ¾e monstra lze pou¾ít k popisu jevù, která mají
pro fyziku znaènou dùle¾itost.

Elegantní vìtu o monotonnii a stejnomìrné konvergenci (Vìta 15.3.18) dokázal ji¾
r. 1878 Dini. Jednou z nejdùle¾itìj¹ích vìt v této kapitole byla vìta Weierstrassova
o polynomiální aproximaci (Vìta 15.5.2). Ve stejném roce jako Weierstrass (1885) ji
nezávisle dokázal Carle David Tolmé Runge (1856 { 1927). Dal¹í zjednodu¹ující
dùkazy podali napø. Henri León Lebesgue (1875 { 1941) r. 1898 a mj. té¾ r. 1892 a
1893 Matyá¹ Lerch (1860 { 1922). Dùkaz, který jsme pou¾ili, pochází od Edmunda

Georga Hermanna Landaua (1877 { 1938). Jiný velmi známý a pou¾ívaný dùkaz
Weierstrassovy vìty publikoval r. 1911, resp. 1912 Sergej Natanoviè Bernstein (1880
{ 1968). Tento dùkaz je zalo¾en na explicitním vzorci (15:13) pro aproximující polynomy,
který neobsahuje integrál.

Dal¹í relevantní výsledek publikoval Pavel Petroviè Korovkin (1913 { 1985).
Existuje toti¾ elegantní dùkaz Weierstrassovy vìty, který je zalo¾en na tzv. Korovki-
novì vìtì o tøech funkcích a který vyu¾ívá Bernsteinových polynomù. Lze ho nalézt
napø. v èlánku [2].
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