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0. Uvod

Ovétrovani souvislosti a hranové respektive vrcholové k-souvislosti neorientovanych grafi,
jakoz i rozklad grafi na komponenty souvislosti a bloky patii mezi klasické problémy
studované teorii grafovych algoritmi jiz od jejiho vzniku. Kazdy problém tohoto typu je
mozno TeSit dvéma zpilisoby:

® staticky, to jest sestrojit algoritmus, ktery dostane na vstupu graf a jeho vystu-
pem je FeSeni prislusného problému pro tento graf, u problému souvislosti tedy
napfiklad rozklad zadaného grafu na komponenty souvislosti.

® dynamicky, to znamend sestrojit dynamickou datovou strukturu, ktera repre-
zentuje graf a umozihuje jednak tento graf modifikovat (obvykle pfidavat a
odebirat jednotlivé hrany) a jednak odpovidat na dotazy na feSeni piislusného
problému pro pravé reprezentovany graf, tedy napiiklad zda dané 2 vrcholy
patii do téze komponenty souvislosti ¢i nikoliv.
Tento pristup je vyhodny zejména tehdy, mame-li dany problém fesit pro po-
sloupnost grafii liSicich se navzdjem pouze v malém poc¢tu hran. Tehdy miizeme
nahradit opakované spousténi statického algoritmu postupnym modifikovanim
grafu reprezentovaného algoritmem dynamickym. K tomu nalezneme pfilezitost
tich ¢i optimalizace ndvrhu integrovanych obvodi, a jednak v online aplikacich,
ve kterych pracujeme s grafy popisujicimi postupné se ménici stav reality, tedy
napiiklad u dynamického smérovani v pocitacovych sitich.

Pro staticky pripad souvislosti i 2-souvislosti jsou jiz mnoho let zndmy optiméalni algo-
ritmy pracujici v linedrnim ¢ase, obecné pro k-souvislost je situace obtiznéjsi, ale i zde byla
objevena efektivni feSeni. Pfehled dosazenych vysledki lze nalézt v libovolné monografii
o grafovych algoritmech, za vSechny jmenujme naptiklad [K83]. Rovnéz byly objeveny pa-
ralelni algoritmy pro souvislost [SV82] a 2-souvislost [TV85] s polylogaritmickou* ¢asovou
slozitosti.

Situace na poli dynamickych algoritmt byla doneddvna mnohem méné piizniva. Obec-
né techniky dynamizace datovych struktur popsané Mehlhornem v [M84b] bohuZzel neni
mozno pouzit, jelikoz k-propojenost neni rozlozitelnou vlastnosti. Prvnim vysledkem ne-
vyzadujicim linedrni ¢as na kazdou operaci byl Fredericksonliv dynamicky algoritmus
pro souvislost s ¢asovou slozitosti O(y/m) na operaci publikovany v roce 1985 v [F85],
nasledovany v roce 1991 stejné rychlym algoritmem pro hranovou 2-souvislost popsa-
nym v [F97]. Oba algoritmy se posléze Eppsteinovi, Galilovi, Italianovi a Nissenzweigovi
zdafilo pouzitim sparsifikace (viz [EGI92] a [EGI93|) zrychlit na O(y/n). Na konci této
fady ,odmocninovych“ feseni stoji algoritmus pro dynamickou souvislost pracujici v ¢ase
O(%¥/n - logn) objeveny Monikou Henzinger a Valerii King v roce 1997 [HK97a].

Ve svété dynamickych datovych struktur jsou ovSem obvyklé spiSe logaritmické, resp.
polylogaritmické casové slozitosti, vétSina odbornikli se proto shoduje na tom, ze od-
mocninové dynamické algoritmy jsou pouze prechodnym vyvojovym stupném na cesté
k polylogaritmickému feSeni, které je v mnohych pracich uvadéno jako otevieny problém.
Pro randomizované algoritmy se tohoto cile podafilo dosdhnout pro souvislost v roce 1995
opét Monice Henzinger a Valerii King [HK95] (jejich algoritmus posléze zrychlil Mikkel
Thorup na O(log®n) [HT96]), pro hranovou 2-souvislost témZe autorkdm v roce 1997
[HK97b].

* tedy polynomiélni v logaritmu velikosti vstupu
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Cilem této prace je prozkoumat a popsat deterministické dynamické grafové algoritmy
pro souvislost a hranovou 2-souvislost a pokusit se nalézt polylogaritmicky algoritmus
pro hranovou 2-souvislost. To u¢inime tak, Ze nejprve popiSeme polylogaritmické datové
struktury pro udrzovani stromul a operace na nich, pomoci nich odvodime nékteré semi-
dynamické algoritmy a posléze tyto algoritmy zobecnime na plné dynamické prevodem
reprezentace nestromovych hran na reprezentaci bodiu v roviné. Vzhledem k tomuto cili
nékteré datové struktury a jejich rozbor zjednodusime a naopak jiné doplnime a budeme
je analyzovat detailnéji. Rovnéz budeme misto ¢asové slozitosti v nejhorsim piipadé ob-
vykle pocitat slozitost amortizovanou, coz ovsem vzhledem k aplikacim naSich algoritmi
jako podprogramy neni nikterak na skodu.

Béhem tvorby této prace se ukézalo, Ze hledané polylogaritmické algoritmy byly mezi
tim objeveny Mikkelem Thorupem, Jacobem Holmem a Kristianem De Lichtenbergem
z university v Kodani. Jejich feSeni, doposud publikované pouze jako technické zpravy
kodaniské university [HLT97a] a [HLT97b], je uvedeno v posledni kapitole. Tato prace
nicméné ukazuje alternativni pristup k problému a demonstruje mnoho technik, které
mohou poslouzit k budovani polylogaritmickych algoritmt pro dalsi grafové problémy.



1. Definice

V této kapitole zavedeme pojmy souvislosti, nasobné souvislosti, minimalni kostry a dy-
namického grafového algoritmu a vyslovime nékolik jednoduchych charakteriza¢nich lem-
mat. Neuvedeme-li jinak, budeme grafem nazyvat vzdy neorientovany graf bez smycek a
nasobnych hran.

1.1. Souvislost

Definice 1.1.1: Bud G = (V, E) graf. Potom definujeme, Ze:

® Vrcholy v a w jsou propojeny = existuje cesta v G mezi v a w.
® Vrcholy v a w jsou vrcholové k-propojeny = v a w jsou propojeny, odstrani-
me-li z G libovolnych nejvyse k —1 vrcholii riznych od v a w a s nimi incidentni
hrany.
® Vrcholy v a w jsou hranové k-propojeny = v a w jsou propojeny, odstrani-
me-li z G libovolnych nejvyse k — 1 hran.
® (& je souvisly = libovolné dva vrcholy G jsou propojeny.
® G je k-souvisly (vrcholové resp. hranové) = |V| > k a libovolné dva vrcholy
jsou (vrcholové resp. hranové) k-propojeny.
Pozorovani: 1-propojenost je totéZ co propojenost, 1-souvislost (pro neprazdné grafy)
totéZz co souvislost. Jsou-li vrcholy v, w (vrcholové | hranové) k-propojeny, pak jsou také
(vrcholové | hranové) [-propojeny pro libovolné 0 < I < k. Jsou-li vrcholy v, w vrcholové
k-propojeny, jsou i hranové k-propojeny (misto kazdé hrany odebereme jeden z jejich
krajnich vrcholi). Totéz plati pro k-souvislost.

Umluva: Nadéle se omezime pouze na souvislost a 2-souvislost. Neuvedeme-li, o jakou
2-souvislost (resp. 2-propojenost) se jedna, budeme vzdy predpokladat hranovou.
Budeme studovat nasledujici relace a jejich vlastnosti:

® v < w = vrcholy v a w jsou propojeny.

® y = w = vrcholy v a w jsou hranové 2-propojeny.

® y «w w = vrcholy v a w jsou vrcholové 2-propojeny.

Obr. 1: 2-souvislost, mosty a artikulace
Lemma 1.1.2: Relace > a = jsou ekvivalence.

Dikaz: < je z definice reflexivni a symetricka, staci tedy ovéfit transitivitu. Pokud
U< vavérw,existuji cesty P=(u=py,...,pp=v)aQ =v=q,...,q, =w). Bud
x posledni vrchol cesty @, ktery se vyskytuje i v P, x = p; = g;. Potom cesta

<U =DP1y---3DPi-1,0; = 45545415+ -3qn = w>

spojuje u a w, a proto u > w.



Reflexivita a symetrie & plyne z reflexivity a symetrie <>, zbyva opét transitivita: Necht
u = v a v = w. Pak zvolime-li si libovolnou hranu e, v grafu G’ = G —e* bude (z definice
2-propojenosti) stile u <> v i v <> w, tim paddem i (diky transitivité <) v <> w. O

Definice 1.1.3:

® Fkvivalence <+ a = urcuji rozklady vrcholii grafu G na tridy. Témto triddm bu-
deme rikat komponenty souvislosti (pro <») a komponenty 2-souvislosti
(pro =). Pokud bude jasné, Ze hovorime o souvislosti, resp. 2-souvislosti, bu-
deme je nazyvat kratce komponenty, resp. 2-komponenty.

® Pokud vrcholy v a w z téZe komponenty nejsou 2-propojeny, existuje hrana e
takova, Ze v G — e neni v <> w; takovou hranu nazveme mostem oddélujicim
v od w.

e Analogicky pro vrcholovou 2-propojenost: Pokud v <> w a v «f w, existuje vr-
chol x, jehoz odstranénim prestane byt v <+ w; tento vrchol nazveme artikulaci
oddélujici v od w.

V grafu na obrazku 1 jsou dvé komponenty souvislosti, leva z nich je rozdélena mostem e
na dvé komponenty hranové 2-souvislosti. Cerné vrcholy a, a; a a, jsou artikulacemi grafu.

Pozorovani: Komponenty souvislosti jsou souvislé podgrafy, komponenty hranové 2-
souvislosti jsou hranové 2-souvislé podgrafy. Vrcholova 2-souvislost zadny takovy rozklad
vrcholt na komponenty neurcuje, jelikoz relace «~ neni ekvivalenci (neni totiz transitivni
— v ptikladu na obr. 1 jsou vrcholy x a a 2-propojené, a a y taktéz, ale z a y nikoliv,
protoze a je artikulaci, kterd je oddéluje).

Definice 1.1.4: Podgraf F' grafu G nazveme kostrou G, pokud je acyklicky a relace
propojenosti <>g a <> si jsou rovny. Jinymi slovy, F' je les, jehoz komponenty souvislosti
obsahuji tytéz vrcholy jako komponenty souvislosti grafu G. Hrany kostry budeme nazyvat
stromovymi, ostatni hrany grafu nestromovymi.

Lemma 1.1.5: Nasledujici tvrzeni o grafu G = (V, E) na alespoii dvou vrcholech jsou
ekvivalentni:

a) G je 2-souvisly.
b) G je souvisly a kazdd hrana e € E lezi na néjaké kruZnici.

¢) Pro kazdé 2 vrcholy v, w € V existuje uzavieny tah, ktery je obsahuje. (analogie
Mengerovy véty pro hranovou 2-souvislost)

Dukaz: (a) =(b): Mé&jme libovolnou hranu e = {v, w}. Diky 2-souvislosti G musi exis-
tovat v G — e cesta P mezi v a w. Tato cesta spolu s hranou e tvori kruznici v G.

(b) =>(c): Indukei podle vzdélenosti d(v, w). Pokud d(v, w) = 1, vede mezi v a w hrana, ta
lezi podle (b) na kruZnici a kazda kruznice je uzavienym tahem. Indukéni krok: Pokud jiz
tvrzeni plati pro d(v,w) < k a méme jej dokdzat pro d(v,w) = k, vezméme piedposledni
vrchol z na nejkratsi cesté z v do w. Pak d(v,z) = k — 1 a podle indukéniho pFepokladu
existuje uzavfeny tah 7', na kterém lezi v i z. Hrana {z,w} lezi podle (b) na néjaké
kruznici (x = xy,w = 1, Z9,...,Ty 1,T, = ). Vezméme nyni ¢ > 0 nejmensi takové, 7e
x; lezi na tahu 7. Pak 1ze T rozdélit na oteviené tahy T; (z x do z;) a T} (z x; zpét do )
a na jednom z nich (BUNOT na Tp) lezi v. Potom Ty U (2, 2;_1, ..., T9, w, ) je uzavieny
tah, ktery obsahuje jak v, tak w.

* @G po odebréani hrany e
1 Bez Ujmy Na Obecnosti



(c) =>(a): Pokud v a w lezi na spole¢ném uzavieném tahu 7, pak lezi i na spole¢né cesté,
takZze G je souvisly. Odstranime-li nyni z G libovolnou hranu e, pak budto e € T a tim
padem T spojuje v a wiv G —e anebo e € T, takze T — e je otevieny tah na téze
mnoziné vrcholi, tudiz opét spojuje v a w. O

Pozorovani: Zvolime-lisilibovolnou kostru 7' grafu G, musi vSechny mosty G lezet v té-
to kostre. To, které stromové hrany jsou mosty a které nikoliv, charakterizuje nasledujici
lemma.

Lemma 1.1.6: Bud G = (V,E) graf a T jeho libovolna kostra. Pak hrana e € E
je mostem v G pravé tehdy, kdyz e € T a neexistuje hrana ¢ € E — T spojujici obé
komponenty souvislosti grafu T —e (o takové hrané fikdme, 7e hranu e pokryva). (Jinymi
slovy: G je 2-souvisly <= G je souvisly a kazda hrana T je pokryta.)

Dukaz: =—: Pokud je e mostem, musi byt nutné soucésti kazdé kostry (kdyby nebyl,
jsou krajni vrcholy e spojeny v G — e cestou v kostie), tedy i T. G — e je nesouvisly a
T — e je jeho kostrou, tim padem nemitize existovat zadna hrana v G — T C G — e, ktera
by spojovala komponenty T — e, a tak pokryla e.

Obr. 2: Hrana e je pokryta hranou ¢, {z,...,p,q,...,y,x) je kruznice.

<=: Kazda hrana e € FE lezi na kruznici tvorené hranou c, ktera pokryva e, a cestou v 7T’
mezi krajnimi vrcholy c. Proto e nemiize byt mostem. Situace je vyznaCena na obr. 2:
hrany kostry jsou vysazeny tu¢né, hrana ¢ = {p, g} spolu s cestou v T mezi p a ¢ davaji
kruznici obsahujici hranu e = {z,y}. O

1.2. Minimalni kostry

Definice 1.2.1: Bud G = (V, E) graf, ¢ : E — R jeho hranové ohodnoceni a F jeho
kostra. Cenou kostry F' budeme nazyvat soucet ohodnoceni vSech v ni obsazenych hran,
tedy c(F) = 3. ) cle). Kostru G s nejmensi moZnou cenou nazveme minimdlni, jinak
téZ nejlevnéjsi kostrou.

Lemma 1.2.2: Kostra T grafu G s hranovym ohodnocenim ¢ : E(G) — R je minimélni
pravé tehdy, kdyz pro kazdou hranu {v,w} = e € E(G) — E(T) plati, Ze c(e) neni mensi
nez ceny vSech hran na cesté meziv aw v T.

Dukaz: —: Pokud by existovala néjakd hrana e = {v, w} mimo kostru a néjaka hrana
¢’ lezici na cesté v kostife mezi v a w a c(e) < c(e'), ziskali bychom nahrazenim ¢’ hranou
e kostru s mensi cenou, coz je spor s minimalitou 7'.

<=: Necht kostra T spliiuje nasi podminku (tu si oznaéime (*)) a 7' je libovolna z mini-
malnich koster. Dokazeme, 7e ¢(T) < ¢(T), a to postupnym upravovanim kostry 7' na T,
pii kterém nebude ¢(T) stoupat: T a T jsou kostry, takze maji stejny pocet hran, a tak
je-li T # T, existuje nutné hrana {v,w} = e € E(T) — E(T). Pak ozna¢ime é nékterou
z hran na cesté mezi v a w v T, kterd neni v T (kdyby zadna takova hrana neexistovala,
tvorila by tato cesta spolu s e kruznici v 7). Podle (x) je c¢(€) > c(e), takze nahradime-li
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v T hranu é hranou e, ziskdime opét kostru a ¢(T') nevzroste. Navic se velikost symetrické
diference |E(T) A E(T)| zmensi o 2, tudiz po konetném poctu kroki dokonéime kyzenou
transformaci. [

1.3. Dynamické grafové algoritmy

Definice 1.3.1: Dynamickym grafem nazveme dynamickou datovou strukturu, kte-
ra reprezentuje neorientovany graf modifikovany posloupnosti nékterych z nasledujicich
operaci:

® Build(graph G) - inicializuje strukturu tak, aby reprezentovala dany graf G.
e Insert(edge e) — vlozi hranu e do grafu.
® Delete(edge e) — odstrani hranu e z grafu.

® Backtrack — odstrani hranu, ktera byla vloZena jako posledni a nebyla dosud
smazana.

Definice 1.3.2: Dynamickym grafovym algoritmem pro k-souvislost nazveme dy-
namicky graf, na némz je mezi jednotlivymi modifikacemi struktury mozno provadét navic
nasledujici operace:

® boolean Query(vertex x, y) — testuje, zda jsou vrcholy x a y v reprezentova-
ném grafu k-propojeny.

® edge Bridge(vertex z, y) — (pouze pro hranovou 2-souvislost) pokud nejsou
vrcholy © a y 2-propojeny, vrati néktery z mosti, které je oddéluji.

e vertex Art(vertex z, y) — (pouze pro vrcholovou 2-souvislost) pokud nejsou
vrcholy x a y vrcholové 2-propojeny, vrati nékterou z artikulaci, které je oddé-
luji.

Definice 1.3.3: Dynamickym grafovym algoritmem pro udrzZovani kostry na-
zveme dynamicky graf, ktery navic udrzuje svoji kostru a na kazdou operaci Insert,

Delete, resp. Backtrack odpovi posloupnosti O(1) zmén kostry (Insert resp. Delete hrany
v kostre).

Umluva: Pii vyjadiovani ¢asové sloZitosti operaci grafového algoritmu bude n vidy
znacit pocet vrchold grafu a m pocet jeho hran.
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2. Dynamické stromy

Pro mnohé grafové problémy na stromech (resp. lesich) jsou znamy efektivni dynamické
algoritmy, které mnohdy slouzi jako zdklad algoritmi pro obecné grafy, a to jak algoritmi
dynamickych (jak uvidime v nésledujicich kapitolach), tak i statickych, jako je naptiklad
algoritmus pro hledani maximalniho toku v ¥idké siti uvedeny v [ST83].

Nejznaméjsi dynamickou reprezentaci lest jsou Sleator-Tarjanovy dynamické stromy za-
vedené v [ST83], které budou popsény v této kapitole. Umoziiuji udrzovat komponenty
souvislosti a ceny hran, pocitat celkové ceny cest mezi zadanymi dvéma vrcholy ¢i vyhledat
nejdrazsi hranu na takové cesté atd., to vSe v amortizovaném case O(logn).

Definice 2.1: Sleator-Tarjaniiv dynamicky strom je dynamicka datova struktura re-
prezentujici les slozeny s disjunktnich zakorenénych stromii, jejichz hrany jsou ohodnoceny
realnymi ¢isly (cenami hran). Na dynamickych stromech je mozno provadét nasledujici
operace:

e vertex Parent(vertex v) — vrdti otce vrcholu v. Pokud otec neexistuje (v je
korenem), vrati specidlni hodnotu null.

e vertex Root(vertex v) — vrati koren stromu obsahujiciho vrchol v.

e real Cost(vertex v) — pro vrchol v, ktery neni kofenem, vrati cenu hrany ve-
douci z v do jeho otce.

e vertex Mincost(vertex v) — pro vrchol v, ktery neni korenem, vrati vrchol w,
ktery je nejblize k Root(v) takovy, Ze hrana (w, Parent(w)) je nejlevnéjsi na
cesté z v do korene.

e Update(vertex v, real x) — pricte z k cendm vSech hran leZicich na cesté z vr-
cholu v do korene.

e Link(vertex v, w, real x) — spoji stromy s koreny v a w do jediného stromu
s kofenem v pridanim hrany (v, w) o cené z.

e real Cut(vertex v) — rozdéli strom obsahujici vrchol v, ktery neni korenem,
odstranénim hrany (v, Parent(v)) a vrdti cenu této hrany.

e vertex Evert(vertex v) — ucini v kofenem stromu, a to tak, Ze otoci orientaci
vSech hran na cesté mezi vrcholem v a piivodnim korenem. Vrati piivodni koren.

e list WalkPath(vertex v, w) — vrati seznam obsahujici vSechny vrcholy na cesté
meziv aw.

2.1. Reprezentace cest

Nejprve vyfesime jednodussi ptipad, a to dynamickou reprezentaci grafi, jejichz vSechny
komponenty souvislosti jsou orientované cesty. Tyto grafy budeme uklddat jako mnozinu
splay-stromt, kazdy splay-strom bude obsahovat informace o jedné cesté, a to tak, Ze
jeho listy v potradi zleva doprava budou odpovidat vrcholiim cesty sefazenym od zacatku
do konce cesty a vnitini vrcholy v inorder poradi hrandm cesty opét sefazenym od prvni
na cesté k posledni.

Vsechny vrcholy splay-stromu obsahuji polozky parent, lson a rson obsahujici ukazatel
na otce, levého syna a pravého syna vrcholu ¢i specialni hodnotu null, pokud prislusny
vrchol neexistuje. Kazdy vnitini vrchol v reprezentujici hranu e obsahuje navic:

® bhead, btail — ukazatele na nejlevéjsi a nejpravéjsi list v podstromu urceném
vrcholem v.

® grosscost — cena hrany e.

11



® grossmin — minimum z hodnot grosscost prifazenym vsem vnitinim vrcholim
tohoto podstromu.

® reversed — bit udavajici, zda je v celém podstromu uréeném vrcholem v proho-
zena leva a prava strana (toho vyuzivame k efektivnimu obraceni tiseki cesty).
Polozka Ilson tedy odpovida skuteénému levému synovi a rson pravému praveé
tehdy, je-li na cesté od tohoto vrcholu ke kofeni sudy pocet vrcholli s bitem
reversed nastavenym. Totéz plati pro bhead a btail.

Hodnoty grosscost a grossmin nebudeme mit ve vrcholech uloZzeny piimo, jelikoz by bylo
obtizné je udrzovat. Nahradime je relativnimi hodnotami:

® netcost = grosscost — grossmin (nezéaporné ¢islo udavajici, o kolik je hrana e
drazsi neZ nejlevnéjsi hrana na tiseku cesty reprezentovaném podstromem)

grossmin pokud v je kofen splay-stromu

° in =
netman { grossmin — grossmin(w) pokud w je otcem v ve splay-stromu

(to jest o kolik je grossmin vySsi neZ grossmin otce, coz musi pro kazdy vrchol
kromé kofene byt neziporné ¢islo)

Hodnotu grossmin mizeme nyni rekonstruovat se¢tenim vsech netmin na cesté od v ke ko-
Teni, grosscost pak seCtenim netcost a grossmin.

Jelikoz vSechny zmény struktury stromu jsou realizovany pridavanim hran, ubirdnim hran
a vynaSenim vrcholi do kotene (operace Splay tak, jak se standardné pro splay-stromy
definuje), staci, abychom dokazali informace uloZené ve vrcholech udrzovat pii téchto
operacich, coz je snadné, nebot bhead, btail a netmin muZeme kdykoliv rekonstruovat
z hodnot uloZenych v synech vrcholu, netcost nejlépe prevedeme na grosscost pred zapo-
¢etim operace a po jejim ukonceni jej spocitdme znovu. Bitu reverse neni nutno vénovat
zadnou zvlastni pozornost mimo toho, Ze si musime pamatovat, zda jsou v daném vrcho-
lu sméry prohozeny ¢i nikoliv. VSechny odhady c¢asové slozitosti operaci budou vychéazet
z nasledujici véty:

Véta 2.1.1 (Sleator & Tarjan): Amortizovand ¢asova sloZitost operace Splay ve splay-
stromu je O(logn).

Dukaz: Viz [ST83]. O

NBEBEBERED

v a

Obr. 3: Cesta a jeji reprezentace splay-stromem
Na této datové strukture snadno implementujeme nésledujici operace:

e path Path(vertex v) — vrati identifikitor cesty, na niz vrchol v lezi (provede-
me-li libovolnou operaci, ktera méni strukturu stromu, nejen vdhy hran, identi-
fikdtory se mohou zménit). To uéinime tak, ze vystoupame z v do kofene stromu
a prohlasime za identifikdtor tento kofen, coz zvlddneme v ¢ase O(d(v)), kde
d(v) je hloubka vrcholu v.

12



e vertex Head(path p) — vrati pocatecni vrchol cesty p. Jelikoz cestu identifiku-
jeme kofenem splay-stromu, ktery ji reprezentuje, staci vratit budto bhead(p)
nebo btail(p) podle toho, zda je bit reversed(p) nastaven & snulovan. Casova
slozitost: konstantni.

e vertex Tuil(path p) — vrati koncovy vrchol cesty p. Symetrické s Head.

e vertex After(vertex v) — vrati vrchol a lezici za v na piislusné cesté (pfedpo-
klad4, Ze v neni koncovy vrchol). Vystoupi po stromu z v do kofene, zapamatuje
si vSechny vrcholy na této cesté, spocte, v kterych z nich jsou prohozeny sméry,
a nalezne nejhlubsi vrchol w takovy, Ze do néj nalezena cesta prichazi zleva.
Tento vrchol reprezentuje hranu (v, a) — viz obrazek 3. Nejlevéjsi list v podstro-
mu pfipojeném k w zprava (ten nalezneme pomoci bhead ¢ btail v konstantnim
¢ase) je hledany néslednik vrcholu v. Casova slozitost této operace je O(d(v)).

e vertex Before(vertex v) — vrati vrchol lezici pfed v, neni-li v po¢ateéni vrchol
cesty. Symetrické s After.

® real Pcost(vertex v) — vrati cenu hrany (v, After(v)), existuje-li takové hrana.
Vystoupi z vrcholu v do kofene a pro vSechny vrcholy na této cesté spocte
prohozeni sméru a grossmin. Stejné jako u After nalezne vrchol w reprezentujici
hranu (v, After(v)). Nyni jiz staci vratit grosscost tohoto vrcholu, coz je soucet
netcost a vypocteného grossmin. Casové slozitost: O(d(v)).

e vertex Pmincost(path p) — vrati vrchol v nejblizsi k Tail(p) takovy, Ze hrana
(v, After(v)) je nejlevnéjsi na cesté p (pfedpoklada, Ze cesta p obsahuje vice jak
jeden vrchol). Za¢neme v kofeni p, spocteme grossmin a grosscost pro tento vr-
chol a oba jeho syny (levého [ a pravého r; pokud je libovolny ze syni listem, po-
vazujeme jeho hodnoty za nekoneéné velké). Pokud grossmin(p) = grossmin(r),
vyskytuje se néktera z nejlevnéjSich hran v podstromu uréeném pravym synem
a jelikoz nas zajima na cesté posledni vyskyt takové hrany, pokracujeme stej-
nym zpusobem v tomto podstromu, pouze pripadné prohodime sméry. Pokud
tomu tak neni a grossmin(p) = grosscost(p), je pravé hrana reprezentovana
vrcholem p posledni z nejlevnéjsich hran na cesté p. Ve zbyvajicich pripadech
se hledan4 hrana vyskytuje v levém podstromu. Casov4 slozitost: O(d(v)).

® Pupdate(path p, real x) — pfi¢te x k cendm vSech hran na cesté p. Staci pricist
x k netmin(p), ¢imz se implicitné zvysi ceny vSech hran na cesté, jakoZ i vSechna
vypo¢tena minima. Casova slozitost: konstantni.

® Reverse(path p) — obrati smér cesty p. Stadi znegovat bit reversed(p), a to
zvlddneme opét v konstantnim case.

e path Concatenate(path p, g, real ) — pfipoji cestu g za cestu p hranou o ce-
né x a vrati identifikdtor nové vzniklé cesty. Vytvori novy vrchol, u¢ini p jeho
levym synem a ¢ pravym, nastavi jeho netmin na minimum z netmin syni a
x, netcost na r — netmin, netmin synl snizi o nové vypocteny netmin otce a
vrati nové vytrofeny vrchol. Cas: konstantni.

e list Split(vertex v) — odstrani hrany incidentni s vrcholem v, a tak rozdéli
cestu obsahujici v na az tfi ¢asti. Vraci seznam [p, ¢, z,y], kde p je podcesta
vedouci do predchiidce v, ¢ podcesta pokracujici z naslednika v, x cena hrany,
kterd vedla do v a y cena hrany pivodné vedouci z v (pokud libovolné z téchto
hodnot nem4 smysl, pouZije se misto ni konstanta null). Operace Split funguje
tak, Ze stejné jako After(v) nalezne vrchol w odpovidajici hrané z v do jeho
néslednika, tento vrchol pomoci operace Splay(w) vynese do kofene stromu a
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odebere jej, ¢imz se strom rozpadne na levy podstrom, ktery reprezentuje cestu
od pocatku az k vrcholu v, a pravy podstrom odpovidajici cesté q; grosscost
odebraného vrcholu bude presné hledané cena y. Poté symetricky nalezne hranu
z predchiidce v do v a jejim vysplayovanim a odebranim ziskd p a z. Casova
slozitost: O(d(v) + logn).

e list Enumerate(path p) — sestroji seznam obsahujici vSechny vrcholy na cesté
p, a to tak, ze projde splay-strom reprezentujici tuto cestu do hloubky, coz
stihne v ¢ase O(|p|), tedy linedrné s velikosti vysledku.

Vsechny operace, které maji casovou slozitost linearni v hloubce vrcholu, se kterym pracuji
(tedy O(d(v))), je mozno upravit pfiddnim Splay(parent(v)) (misto v splayujeme jeho
otce, protoZze v mize byt listem stromu a my musime zajistit, aby listy zistaly listy). Tim
se celkovy ¢as zvétsi o trvani operace Splay, které je téz O(d(v)), ale jelikoZ z predchozi
véty vime, Ze Splay amortizované trva ¢as O(logn), musi i celd operace trvat O(logn).

2.2. Reprezentace stromu

Obr. 4: Rozdéleni hran na plné a ¢arkované, operace Ezpose a Evert

Nyni popis cest rozsifime na popis obecnych zakorenénych stromii. Hrany stromu zorien-
tujeme smérem ke kofeni a rozdélime je na plné a ¢arkované tak, aby do kazdého vrcholu
vedla nejvyse jedna plnd hrana (viz obr. 4). Tim se strom rozpadne na orientované ces-
ty slozené z plnych hran (tém budeme ¥ikat plné cesty), které jsou navzéjem propojeny
c¢arkovanymi hranami. Kazda ¢arkovana hrana vede z koncového vrcholu jedné cesty do
néjakého vrcholu cesty jiné. Cesty ulozime, jak jsme jiz popsali, jako splay-stromy, navic
si u kazdého koncového vrcholu cesty (coz je list splay-stromu) budeme pamatovat, zda
z néj vede néjakd ¢arkovana hrana a pokud ano, tak kam (dparent) a jakou mé cenu
(dcost).

Abychom mohli s touto datovou strukturou pracovat, aniz bychom se museli zajimat
0 to, které hrany jsme si zvolili jako ¢arkované a které jako plné, zavedeme nejprve Ctyri
zékladni operace pracujici s propojenim, oznac¢enim a orientaci hran. Tyto operace jsou
vyznaceny na obr. 4, Sedé je obarven kofen stromu, ¢erné vrchol, se kterym se operace
provadi.
e FErpose(vertex v) — ,odkryje“ vrchol, tj. pfeznaéi hrany tak, aby se cesta z vr-
cholu v do kofene stromu stala plnou cestou a vSechny hrany incidentni s touto
cestou ¢arkovanymi. Funguje takto:

function Ezpose(vertex v)

path p,q,7; lokalni proménné
vertex w;

real z, y;

[p, q, z,y] « Split(v); rozdél plnou cestu ve v
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if p # null —
dparent(Tail(p)) « v;
dcost(Tail(p)) + z;
p < Path(v);
if ¢ # null —
p < Concatenate(p, q, y);
while dparent(Tail(p)) # null do:
w « dparent(Tail(p));
7, q, 2, y] + Split(w);
if r # null —

¢ast pod v pripoj ¢arkované

p je 1-vrcholova cesta obsahujici v
obnov pripadnou plnou hranu z v
v nyni lezi na plné cesté p

dokud je nad v ¢arkovana hrana:
w je horni konec této hrany
rozdél plnou cestu obsahujici w
spodni ¢ast pripoj ¢arkované k w

dparent(Tail(r)) « w;
deost(Tail(r)) < x;
p < Concatenate(p, q, y); horni pripoj plné k cesté p

end

e vertex Fuvert(vertex v) — ,piekofeni strom, tj. obrati orientace hran na cesté
z korene stromu do v, ¢imz se vrchol v stane kofenem. Vrati pivodni kofen
stromu. Pracuje tak, 7e provede Fzpose(v) a poté Reverse(Path(v)).

e Link(vertex v, w, real x) — propoji dva stromy tak, ze kofen stromu v p¥ipoji
hranou o cené z pod vrchol w (pfepokladé, ze v je kofen a w je vrchol jiného
stromu). Funguje tak, Ze pomoci Fzpose(w) zméni cestu z w do kofene jeho
stromu na plnou a poté tuto cestu pripoji hranou o cené x za plnou cestu
obsahujici vrchol v.

e real Cut(vertex v) — rozdéli strom tak, Ze odstrani hranu vedouci z vrcholu v,
ktery neni kofenem, do jeho otce a vrati jeji cenu. Pomoci Ezpose(Parent(v))

zméni tuto hranu na ¢arkovanou, poté prenastavi dparent(v) < null a vrati
dcost(v).

Véta 2.2.1 (Sleator & Tarjan): Libovolnd posloupnost k operaci Ezxpose, Evert, Link
a Cut, kterd zac¢ind s lesem obsahujicim n vrcholi a zadné hrany, trvd O(k - logn), tedy
amortizovand slozitost kazdé z téchto operaci je O(logn).

Dukaz: Viz [ST83]. O

Vsechny ostatni operace na dynamickych stromech lze jiz prevést na Fzpose, Fvert a
operace na cestach:

e vertex Parent(vertex v) — Vrati After(v), pokud to neni null; v opa¢ném
pfipadé (to znamend, Ze v je na konci né&jaké plné cesty), vrati dparent(v).
Celkovy ¢as: O(logn).

e vertex Root(vertex v) — Provede Ezpose(v) a poté vrati Tail(Path(v)). Ca-
sové slozitost: O(logn).

e real Cost(vertex v) — Podobné jako Parent(v), tj. pokud After(v) # null,
vrati Pcost(v), jinak vrati dcost(v). Casova slozitost: O(logn).

e vertex Mincost(vertex v) — Ezpose(v) a poté vrati Pmincost(v), coZ zvladne
v ¢ase O(logn).

e Update(vertex v, real x) — Ezpose(v) a poté Pupdate(v, x), to celé opét v Case
O(logn).

e list WalkPath(vertex v, w) — Pomoci Fvert(w) a Expose(v) vytvoii plnou ces-
tu z v do w a poté zavold Enumerate(Path(v)). Nakonec opétovnym volanim
Evert strom prekofeni do ptivodniho stavu. Celkovy ¢as na provedeni této ope-
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race je O(logn+d(v,w)), kde d(v,w) je vzdalenost v od w, tedy velikost vyge-
nerovaného seznamu.

Véta 2.2.2: Vsechny operace na dynamickych stromech maji amortizovanou ¢asovou
slozitost O(logn + |vystup|). Dynamicky strom v kazdém okamziku zabird prostor O(n).

Diukaz: Casova slozitost plyne z véty 2.2.1 a z uvedené konstrukce zbyvajicich operaci.

Co se prostorové sloZitosti tyce, kazda plna cesta P zabird prostor O(|P|). Dynamicky
strom sestavd se z O(n) plnych cest o celkové délce n (¢arkované hrany jsou uloZeny
v koncovych vrcholech plnych cest), tedy uloZenych v prostoru O(n). O
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3. Semidynamické algoritmy

V této kapitole budeme studovat dynamické algoritmy kladouci omezeni na operace, kte-
ré je s dynamickym grafem mozno provadét, a to zejména na mazani hran. Takovym
algoritmiim se obvykle k4 semidynamické. Jsou to jednak inkrementalni algoritmy,
jez podporuji pouze vkladani novych hran, coz je ovSem vyvazeno extrémné malou ca-
sovou slozitosti operaci Insert a Query, dile se budeme zabyvat algoritmy umoznujicimi
Backtrack (mazani hran v opaném poradi, nez v jakém byly vkladény) a kvazidyna-
mickymi algoritmy, u nichz je mozno mazat libovolné hrany lezici mimo kostru a také
mosty.

3.1. Souvislost inkrementalné

Inkrementdalni udrzovani komponent souvislosti 1ze snadno redukovat na problém udrzo-
vani ekvivalence, pro ktery byl jiz roku 1975 nalezen R. Tarjanem velice efektivni algorit-
mus [T75], o ném? se pozdéji v [TL84] ukazalo, 7e jeho ¢asovou sloZitost 1ze pfi provedeni
k operaci omezit funkei O(k - a(k,n)), kde a(m,n) je inverzni funkce k Ackermannové
funkci*.

Definice 3.1.1: Problém udrZovani ekvivalence (zvany téz Union/Find problem)
tkvi v konstrukci dynamické datové struktury reprezentujici ekvivalenci na n-prvkové
mnoziné€ a poskytujici tyto operace:

® Init — inicializuje strukturu na trividlni ekvivalenci (kazdy prvek je ekvivalentni
pouze sam se sebou).

e class Find(element z) — nalezne tridu ekvivalence, v niz se nachazi prvek x.
e Union(class x, y) — spoji dvé tfidy ekvivalence v jednu.

Algoritmus 3.1.2 (UdrzZovani ekvivalence): Kazdou ekvivalencni tfidu budeme repre-
zentovat stromem orientovanym smérem ke koreni, jehoz vrcholy jsou jednotlivé prvky
tridy a koren slouzi jako identifikator tridy. JelikoZ budeme po cestach prochazet vzdy
smérem ke koreni, staci si u kazdého prvku x pamatovat jeho otce p(x) (null, je-li x
korenem) a pro koreny komponent navic velikosti komponent s(z).

Operace Init nastavi p(x) vSech prvkii na null a velikost s(x) na 1. Pri sjednocovani dvou
trid operaci Union(x, y) staci pridat hranu pripojujici koren mensi komponenty pod koren
komponenty vétsi, tedy pro s(z) < s(y) nastavit p(x) < y a zvysit s(y) o s(z). Kli¢ovym
mistem pro dosazeni kyzené efektivity je Sikovnd implementace operace Find(x): nejprve
projitim cesty z x do korene pres p(z), p(p(z)) atd. nalezneme identifikdtor komponenty
a poté tuto cestu kontrahujeme, to znamend nastavime p(y) vSech vrcholii y na této cesté
kromé korene na koren, ¢cimz zrychlime vsechny nasledujici Findy na dotycné vrcholy.

Véta 3.1.3 (Tarjan & van Leeuwen): Libovolnd posloupnost operaci tvorend pocatec-
nim volanim Init nasledovanym k operacemi Union a Find v libovolném poradi je zpra-
covana v ¢ase O(n+ k- a(k,n)) a prostoru O(n).

Dukaz: Viz [TL84]. O

Navic mizeme dodefinovat operaci integer Count(class z), kterd vrati s(z), tedy velikost
komponenty x, a to v konstantnim case.

Inverze Ackermannovy funkce je pravdépodobné nejpomaleji rostouci neomezenou funkei,
ktera se pfi analyze algoritmi viibec vyskytuje. Jeji limita pro n — oo je sice oo, ale ,,pro
libovolné n, které néjak souvisi s timto vesmirem, je a(n,n) < 4“. PVPU (pro viechny
praktické tcely) ji tak 1ze povazovat za konstantu, i kdyZ ji samoziejmé neni.
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Algoritmus 3.1.4 (Inkrementalni souvislost): Budeme udrzovat ekvivalenci <+ pomoci
predchozi struktury a operace na grafu prevedeme na praci s touto strukturou:

® Query(vertex v, w) — pro zjisténi, zda jsou vrcholy v a w propojeny, staci
porovnat Find(v) a Find(w).

e Insert(vertex v, w) — nejprve nalezneme pomoci Find(v) a Find(w) tridy ekvi-
valence <>, do nichz vrcholy v a w patii (tedy vlastné prislusné komponenty
souvislosti) a pokud se jednd o riizné tridy, pouzitim Union je slouc¢ime do
jedné.

Strukturu pro graf bez hran inicializujeme voldnim Init, ¢imz vytvorime trividlni ekviva-
lenci odpovidajici jednovrcholovym komponentam souvislosti.

Véta 3.1.5: Casova sloZitost algoritmu 3.1.4 pfi provedeni posloupnosti k operaci poc¢i-
najicich grafem bez hran je O(n+ k - a(k,n)), prostorovd O(n).

Dukaz: Kazdy Insert ¢i Query zptisobi provedeni O(1) operaci Find a Union na ekviva-
lenci «<», z ¢ehoz podle predchozi véty okamzité plyne odhad ¢asové i prostorové slozitosti.
O

3.2. 2-souvislost inkrementalné

vvvvvv

ukéazali Tarjan a Westbrook v [TW92], existuje pro néj stejné rychly algoritmus zaloZeny
opét na udrzovani ekvivalenci.

O grafu si budeme udrzovat nasledujici informace: ekvivalenci 1-propojenosti (+») a 2-pro-
pojenosti () a les B propojeni komponent 2-souvislosti. Vrcholy tohoto lesa odpovidaji
jednotlivym 2-komponentam, hrany pak mostim mezi nimi.

Operaci Query prevedeme na Find v ekvivalenci & stejné jako v predchozim ptipadé,

inicializace na prazdny graf vytvori trividlni ekvivalence <+ i & a les bez hran v case

O(n).

Pfi vkladani nové hrany e = {v,w} nejprve otestujeme, zda v <> w. Pokud ne, stava
se e mostem, takze nalezneme 2-komponenty, do nichz patii v a w a spojime je v B
novou hranou. Pokud v <> w i v &2 w, hrana e lezi v jedné 2-komponenté, takze ji je
mozno ignorovat. Ve zbyvajicim pfipadé v a w nalezi do riznych 2-komponent C,, a C,,,
C, a C, v B. Tim dochéazi ke spojeni v8ech 2-komponent na této cesté do jedné (jelikoz
vSechny krajni vrcholy zminénych mostl lezi na kruznici, jsou navzajem 2-propojené a
diky transitivité = jsou tak 2-propojené i vSechny ostatni vrcholy jejich 2-komponent).
7 této tvahy plyne nasledujici algoritmus pro Insert:

function Insert(vertex v, w)

if = Find,, (v, w) — v hw
Uniong, (v, w); Spojime 1-komponenty
Link (v, w); Priddme hranu do B
elsif - Find= (v, w) — v w, alev Fw
Condense(v, w); Kontrahujeme v B, tim i Union-
end

Potrebujeme tedy vhodné reprezentovat les B tak, abychom do néj byli schopni efektivné
pridavat hrany a nalézat a kontrahovat cesty. K tomu pouzijeme opét stromi oriento-
vanych smérem ke kofeni, pficemz pro snadné kontrahovani cest nebudeme informace
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o vrcholech ukladat primo, nybrz do struktury popisujici tfidy ekvivalence &. Pro kaz-
dou t¥idu C (¢ili pro kazdy vrchol lesa B) si budeme pamatovat libovolného reprezentanta
tfidy, kterd je v B otcem C. Diky tomu jsme pro kazdy vrchol lesa B (reprezentovany
libovolnym vrcholem ptivodniho grafu, ktery pat¥i do pfislusné 2-komponenty), schop-
ni nalézt provedenim jediné operace Find na relaci = jeho otce v B (reprezentovaného
stejnym zpisobem).

Operace na B zrealizujeme takto:

® Condense(v, w) — nalezneme cestu P mezi vrcholy v a w (to u¢inime tak, 7e bu-
deme vystupovat z v a z w smérem ke koreni, stfidavé po jedné hrané na jedné
a na druhé cesté, a budeme si znackovat navstivené vrcholy; jakmile narazi-
me na jiz oznackovany vrchol, nalezli jsme nejnizsiho spolecného predka v a w
a staci spojit cesty z v a w do tohoto spole¢ného predka, pricemz vrcholy od-
znackujeme) a zkontrahujeme ji do jediného vrcholu postupnym volanim Union
na <. Diky pouzitému triku pro uloZeni otcii vrcholi se tak automaticky vrchol
reprezentujici nové vzniklou komponentu stane otcem vSech synti kontrahova-
nych vrcholti. To v8e jsme zvladli na O(|P|) vyhledéani otce a |P| — 1 slouceni
komponent.

e Link(v, w) — budeme vzdy pfipojovat mensi strom v B k vétSimu (ve smyslu
poctu vrcholi prislusné komponenty souvislosti, coz pozname pomoci operace
Count,,; BUNO v lezi v tom vétsim). Nejprve otoéime sméry hran na cesté z w
do kofene, ¢imz se w stane novym kofenem, ktery poté pripojime pod v. To je
celkem d(w) vyhledani pointeru.

Lemma 3.2.1: Provedeni O(n) operaci Condense na lese, ktery ma na pocdtku n vr-
cholii, vyzaduje vykondani O(n) operaci Union a Find na ekvivalenci =. Pokud navic
provedeme O(n)-krat Link, zvysi se pocet téchto operaci na O(n -logn).

Dukaz: Vzhledem k tomu, Ze kontrakce podle cesty P odebere z B |P| — 1 vrchold,
musi byt celkova délka vSech cest, podle nichz se kontrahovalo, a tim padem i celkovy
pocet operaci na =, rovny O(n). Co se operace Link tyce, kazdy vrchol miZe lezet na
cesté, kterou otac¢ime, nejvyse log,n krat (pii kaZdém volani Link se totiZ minimalné
zdvojnésobi velikost stromu, v némz vrchol lezi), proto celkové provedeme O(n - logn)
operaci s témito vrcholy. [

Nyni jiz mizeme snadno odvodit ¢asovou slozitost operaci struktury pro 2-souvislost:

Véta 3.2.2: Provedeni posloupnosti k = Q(n-logn) operaci Insert a Query v libovolném
poradi na grafu, ktery zpocatku neobsahoval 7Zadné hrany, trva ¢as O(k-«a(k,n)) a zabere
prostor O(n).

Dukaz: Necht posloupnost obsahuje k; operaci Insert a k¢ operaci Query. Kazda takova
operace se skldda z rozhodovani v konstantnim case a operaci s ekvivalencemi <> a =.
Spocitejme nyni tyto operace:

Kazdy dotaz Query se pfimo prelozi na jednu operaci. VSech k; operaci Insert zpiisobi
O(kr) primych operaci a déle pak O(n) volani Condense a Link, kterd podle predchoziho
lemmatu dohromady uéini dalsich O(n-logn) operaci. Celkem tedy O(kg+kr+n-logn) =
O(k) operaci.

7 odhadu c¢asové slozitosti struktury pro udrzovani ekvivalence tak ziskdme slibeny cas
O(k - a(k,n)). Obé ekvivalence jsou definovany na n-prvkové mnoziné a strom B muze
mit maximalné n vrcholid a n — 1 hran, takze zabrany prostor je opravdu linearni. [
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Poznamka: Pokud bychom nezacinali s grafem bez hran, nybrz se souvislym grafem,
mizeme z odhadu slozitosti vynechat operaci Link, les B predem zkonstruovat spravné
zorientovany béhem inicializace struktury, a tak ziskat vySe zminény casovy odhad jiz pro
k = Q(n). Tarjan a Westbrook jdou v [TW92] jesté déle a zavedenim datové struktury na-
zyvané Link/Condense tree (coZ je pomérné komplikované zobecnéni Sleator-Tarjanovych
dynamickych stromit) doséhnou ¢asu O(k - a(k,n)) dokonce pro k libovolné.

3.3. Souvislost a 2-souvislost s backtrackem

Pro udrzovani komponent souvislosti s operacemi Insert a Backtrack navrhl Westbrook
ve [W89] strukturu pracujici v ¢ase O(logn/loglogn) na operaci, nicméné tento ¢as neni
podstatnym vylepSenim oproti nize uvedenému kvazidynamickému algoritmu. Pro udrzo-
vani 2-komponent dosahli La Poutré a Westbrook v [LW94] ¢asu O(logn) na operaci, coz
je opét stejné efektivni jako zde uvedend kvazidynamickd struktura. Tyto algoritmy proto
neuvedeme.

3.4. Souvislost a 2-souvislost kvazidynamicky

Kvazidynamické algoritmy udrzuji kostru dynamického grafu a umoznuji provadét Delete
libovolnych hran mimo tuto kostru a navic hran kostry, které jsou mosty. Hrana od-
stranovana operaci Backtrack evidentné tuto podminku vzdy splhuje, takze 1ze kazdou
kvazidynamickou strukturu pouZivat i jako Insert/Backtrack strukturu. Zde uvedeme al-
goritmus inspirovany ¢lankem [KR97] a vyuzivajici pozorovani o pokryvajicich hranich
z lemmatu 1.1.6.

Kostru grafu budeme udrzovat pomoci Sleator-Tarjanovych dynamickych stromi z kapi-
toly 2, pfiCemz ceny hran budou udéavat, kolik nestromovych hran danou stromovou hranu
pokryva. Jednotlivé operace realizujeme takto:

® boolean Query,(vertex v, w) (dotaz na propojenost) — prostfednictvim ope-
raci Root(v) a Root(w) zjistime komponenty kostry, do nichz v a w patii a
vratime true, pokud v = w.

® boolean Query,(vertex v, w) (dotaz na 2-propojenost) — v a w jsou 2-pro-
pojené, pravé tehdy, jsou-li propojené (to jiz umime zjistit) a vSechny hrany
na cesté v kostfe mezi v a w jsou pokryté alespon jednou hranou, coz zjistime
tak, Ze spo¢itdme volanim Fwvert(v), Mincost(w) a Cost minimalni cenu hrany
na této cesté.

® edge Bridge(vertex v, w) — most oddélujici nalezneme béhem Query, — je to
totiz libovolna hrana, v nizZ se minimum nabyvalo.

e Insert(v, w) — pokud jsou v a w v riznych komponentach (to jiZ zjistit umime),
pfiddme pomoci Evert(v) a Link(v, w, 0) novou nepokrytou hranu (most) mezi
kostry téchto dvou komponent. Pokud v a w lezi v téze komponenté, pak hrana
{v,w} pokryva vSechny hrany na cesté v kostie mezi v a w, takze volanim
Evert(v) a Update(w, 1) zvysime cenu vSech hran na této cesté.

® Delete(v, w) — zjistime, zda je hrana {v,w} mostem — na to staci zavolat
Fvert(v) a Cost(w)). Pokud ano, pak se jejim odebranim piislusnd kompo-
nenta rozpada, takze hranu vyjmeme z jeji kostry (Evert(v) a Cut(w)); po-
kud ne, pouze odkryvame hrany na stromové cesté mezi v a w (Evert(v) a
Update(w, —1)).
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Véta 3.4.1: Libovolna posloupnost k operaci Insert, Delete, Query,, Query, a Bridge,
kterd zacind s grafem neobsahujicim 7adné hrany, probéhne v ¢ase O(k -logn) a prostoru

O(n).

Dukaz: Uvédomme si, Ze kazda z téchto operaci provadi O(1) operaci na dynamickém
stromu plus konstantni praci, takze aplikovinim odhadu slozitosti dynamickych stromi
z véty 2.2.2 ziskdvame primo kyzeny vysledek. [

Tento algoritmus bohuzel nelze trividlné rozsifit na plné dynamicky, jelikoz v pripadé
smazani hrany kostry nejsme schopni efektivné nalézt jeji ndhradu mezi nestromovymi
hranami. V pristich kapitolach se pokusime sestrojit vhodné feSeni.

3.5. Minimalni kostra kvazidynamicky

Pro kvazidynamické udrzovani minimalni kostry pouzijeme opét dynamickych stromi,
kterymi budeme kostru reprezentovat, pricemz pii vkladani hran budeme podle lemmatu
1.2.2 testovat, zda ji mame zatradit do kostry ¢i nikoliv:

e Insert(vertex v, w, real ¢) — stejné jako u algoritmu pro kvazidynamickou
2-souvislost nejprve ovéfime, zda se hrana {v, w} stane mostem a pokud ano,
zafadime ji do kostry. Jinak pomoci Fvert(v) a Mincost(w) nalezneme nejlev-
néjsi hranu e na cesté mezi v a w v kostfe. Pokud c(e) > ¢, miZzeme nové
vloZenou hranu ignorovat, jinak (pomoci Evert, Cut a Link) hranu e nahradi-
me hranou {v, w}. Podle lemmatu 1.2.2 tim ziskdme minimélni kostru nového
grafu.

® Delete(vertex v, w) — pokud je hrana {v,w} soucésti kostry, musi byt mostem
(jinak by totiz toto volani Delete bylo ilegélni), a tak ji pomoci Evert(v) a
Cut(w) mizeme odstranit bez ndhrady. Neni-li souc¢asti kostry, pak jeji zruseni
muzeme ignorovat.

Obé operace je mozno snadno upravit tak, aby mimo volani Link a Cut jesSté generovaly
vystup v podobé seznamu O(1) operaci Insert a Delete, ktery popisuje provedenou upravu
kostry. Navic je mozno doplnit operaci Query stejné jako v kvazidynamické struktute pro
souvislost.

Véta 3.5.1: Libovolna posloupnost k operaci Insert a Delete, ktera zacina s grafem
neobsahujicim Zadné hrany, probéhne v ¢ase O(k -logn) a zabere prostor O(n).

Dikaz: Uvédomme si, 7e kazda z téchto operaci provadi O(1) operaci na dynamickém
stromu plus konstantni praci, takze aplikovanim odhadu slozitosti dynamickych stromu
z véty 2.2.2 ziskdme primo kyzeny vysledek. [

3.6. Souvislost s orakulem

V pripadé souvislosti lze dokonce slevit i z pozadavku na nemazéani hran kostry, pokud
pri vkladani hran predem vime, v jakém potfadi budou mazany:

Definice 3.6.1: Dynamickym grafem s orakulem nazveme dynamicky graf, u néjz pri
kazdé operaci Insert priradime hrané navic vahu takovou, ze Delete budeme vzdy pouzivat
pouze na hranu s nejvyssi vahou.

Na takovém dynamickém grafu mizeme komponenty souvislosti udrzovat velice snadno:
pouzijeme predchozi algoritmus pro udrzovani minimalni kostry vzhledem k zadanym
vaham a doplnime jej o Query tak, jak bylo popsano. Vzhledem k definici vah bude kazdy
Delete legalni: Kdybychom jej totiz volali na hranu {v, w}, ktera by byla sou¢asti kostry a
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pritom nebyla mostem, tedy byla pokryta néjakou hranou e mimo kostru, musela by byt
vaha hrany e byt vét§i nebo rovna vaze {v,w}, coZ je ovSem ve sporu s tim, 7e e dosud
nebyla smazéana.
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4. Topologické stromy

Sleator-Tarjanovy dynamické stromy jsou velice elegantni a efektivni datovou strukturou
pro feSeni mnohych grafovych problémii, nicméné maji jednu velice podstatnou nevyhodu:
nezohlediuji nikterak topologickou strukturu grafu, tudiz je obtizné (ne-li nemozné) roz-
§itit je o libovolnou reprezentaci nestromovych hran grafu. Vyhodnéjsi alternativou jsou
v takovych piipadech Fredericksonovy topologické stromy (ptivodné definovany v [F85],

vvvvvv

zékladni operace davaji také horni odhad ¢asu O(logn).

4.1. 3-omezenost

Topologické stromy jsou zalozeny na myslence rekurzivni clusterizace — rozkladu neorien-
tovaného lesa na clustery (vhodné zvolené podgrafy), jejichz kontrakei ziskame ,jedno-
dussi“ les, ktery opét clusterujeme atd. Zde uvedeny zpiisob clusterizace funguje pouze
pro grafy se stupni vSech vrcholi < 3 (takovym grafim budeme fikat 3-omezené), coz
ovSem neni na Skodu, jelikoz alespon pro potieby zkoumani souvislosti a 2-souvislosti lze
kazdy graf prevést na jiny, ktery je s nim ekvivalentni a tuto podminku spliuje:

Véta 4.1.1:  Ke kazdému grafu G existuje graf H a zobrazeni f : V(G) — V(H) takové,
Ze plati:

(i) Yv € V(H) : deg(v) < 3.

(ii) [V(H)| = O(|[V(G)| + |E(G)]), |[E(H)| = O(|V (H)]).

(iii) Pridani ¢i odebrani hrany v G zpiisobi pridani, resp. odebrani O(1) vrcholi a

hran v H. Preklad téchto operaci v G na operace v H Ize provést v ¢ase O(1).
(iv) Yo,w € V(G) : v ¢3¢ w <= f(v) &g f(w).
(v) Yo,w e V(G) : v 2gw < f(v) 25 f(w).

Obr. 5: Zavedeni kruhovych objezdi

Dukaz: Vrcholy stupnt vétSich nez 3 nahradime jeden po druhém ,kruhovymi objezdy*
— vrchol v stupné k£ > 3 nahradime kruznici C) tak, Ze kazda z hran incidentnich s v
bude nyni pripojena na néktery z vrcholi kruznice a zadny vrchol nepouzijeme vicekrat
(viz obr. 5). Nové pfidané hrany budeme nazyvat ¢arkovanymi. Funkce f bude kazdému
vrcholu grafu G se stupném < 3 prifazovat tentyz vrchol v grafu H, ostatnim vrcholim
pak libovolny vrchol jejich kruhovych objezdi. Takovy graf jisté spliiuje podminku (i).

(i1): Vrcholy grafu H sestavaji jednak z vrcholi G, jednak z vrchold vytvofenych kruhovych
objezdi, kterych je ovSem nejvySe tolik, kolik je Zvev(G) degov = 2|E(G)]. Jelikoz H mé
omezené stupné, musi mit pocet hran nejvyse linearni vzhledem k poc¢tu vrcholi.

(iii): Graf H je pro dany graf G urcen az na isomorfismus a potadi vrcholi na kruhovych
objezdech jednoznac¢né a pridani a odebrani hrany v GG jsou navzajem inverzni operace,
takZze stadi (iii) dokdzat pouze pro jednu z nich. P¥iddme-li hranu do G, pak pro kazdy
z jejich koncovych vrcholl nastane jedna z nésledujicich situaci: budto mé pfislusny vrchol
stupeni mensi nez 3 (pak zistdva tak, jak je) nebo jiz je nahrazen kruhovym objezdem
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(pak pridavame jeden vrchol a jednu ¢arkovanou hranu, abychom kruhovy objezd rozsifili),
piipadné z vrcholu musime vytvofit novy kruhovy objezd (¢imz p¥iddme 2 nové vrcholy a
3 ¢arkované hrany). Celkem tedy v H vytvofime nejvySe 7 novych hran a 4 nové vrcholy a
pfipadné pfepojime hrany od ptvodnich vrchold k novym, coz je dohromady O(1) zmén.

Pro efektivni prevod operaci v GG na operace v H sta¢i pamatovat si u vrcholi G jejich
stupné (ani neni nutné mit uloZeny graf samotny), funkci f, pfifazeni vrchold kruhovych
objezdi hrandm G a graf H ve formé seznamil hran incidentnich s jednotlivymi vrcholy.

(iv) =>: Necht v «<3g w a P = (v =py,...,p, = w) je cesta v G spojujici v a w. Potom
staci dokézat, ze Vi : f(p;) <> f(piy1) a z transitivity <> g ziskdme f(v) <35 f(w). OvSem
pokud mezi p; a p;;; vede v G hrana, musi v H vést hrana e mezi néjakym vrcholem g
na kruhovém objezdu vzniknuvsim z vrcholu p; (pokud deg(p;) < 3, povazujeme vrchol
samotny za trividlni kruhovy objezd a ¢; = p;) a néjakym vrcholem ¢ na kruhovém
objezdu p;y1. Proto jsou f(p;) a f(p;11) propojeny cestou vedouci nejprve z f(p;) po
kruhovém objezdu vrcholu p; do ¢, pak po hrané e do ¢’ a kone¢né po kruhovém objezdu
Pi+1 do f(piy1).

(iv) <=: Graf G je kontrakci grafu H podle v8ech ¢arkovanych hran kruhovych objezdi
(tak kazdy kruhovy objezd nahradime jednim vrcholem grafu G). Pokud jsou f(v) a f(w)
spojeny v H néjakou cestou P, pak v a w jsou v G spojeny kontrakci P, coz sice nemusi
byt cesta, ale <+4 je transitivni, takze v <>5 w.

(v) =: Potfebujeme ukazat, ze pokud v =5 w, pak pro kazdou hranu e € E(H) plati
f) <p_. f(w). Pokud je e ¢arkovanou hranou né&jakého kruhového objezdu, pak lze
pouzit tentyZ argument jako v (iv), jelikoZ kruhové objezdy jsou souvislé i po odebréani
libovolné jedné hrany. Je-li e hrana zdédéna z G, pak v <>g_. w a jelikoz H — e je
transformaci G — e pomoci kruhovych objezdl (pfipadné s podrozdélenou jednou hranou,
ale to na propojenosti vrcholii nic neméni), plyne z (iv), ze f(v) <> p_. f(w).

(v) «<=: Bud e € E(G) a f(v) 2y f(w), tedy i f(v) <5 . f(w); bud P cesta, kterd
to potvrzuje. Analogicky s dikazem (iv): G — e je kontrakci H — e, takze kontrakce P
je tah v G — e, ktery spojuje v s w, a proto v <>g_, w. [Pro (iv) a (v) ve skute¢nosti
nebyla struktura kruhovych objezdii vyznamné — stacilo, ze jsme vrcholy G nahrazovali
2-souvislymi grafy.] O

Nevyhodou této konstrukce ale je, Zze stromy nemusi prevadét na stromy. Ve vétSiné apli-
kaci to nebude na skodu, protoze budeme pracovat s obecnymi grafy, které nejprve trans-
formujeme, poté spo¢teme kostru, a tu teprve budeme clusterovat. Pro tplnost ovSem
vyslovime analogickou vétu i pro stromy.

Véta 4.1.2: Ke kazdému lesu T existuje les U a zobrazeni f : V(T') — V(U) takové, ze
plati:

(i) Yo € V(U) : deg(v) < 3.

(ii) [V(U)| = Oo(V (D)), [EWU)| = O([V(U)])-

(iii) Pridani ¢i odebrani hrany v T zpisobi pfidéni, resp. odebrani O(1) vrcholi a

hran v U. Preklad téchto operaci v T na operace v U lze provést v ¢ase O(1).

(iv) Yv,w € V(T) 1 v 30 w <= f(v) ¢ f(w).

Dikaz: Pouzijeme tutéz konstrukci jako v diikkazu predchozi véty, pouze z kazdého kruho-

vého objezdu vynechdme jednu ¢arkovanou hranu, ¢imz zabranime vzniku cykli. Vlastnos-
ti (i), (iii) a (iv) budou nadale platit, pro (ii) si sta¢i povSimnout, ze kazdy les ma O(|V|)
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hran, a tak O(|V(T)| + |E(T)|) = O(|V(T)|). Vlastnost (v) by sice pro tuto konstrukci
také platila, nicméné u lesi je bezpredmétné hovorit o 2-souvislosti. [l

4.2. Clusterizace
Nyni jiz mtizeme pfistoupit k definici clusterizace 3-omezenych grafii:
Definice 4.2.1: Bud'T = (V, E) les. Mnozinu ¢ indukovanych podgrafii lesa T nazveme
rozkladem T radu k, pravé tehdy, kdyz:
(i) VSechny clustery (prvky €) maji maximalné k vrcholi.

(ii) VSechny clustery jsou souvislé grafy.

(iii) Kazdy vrchol T je obsazen v pravé jednom clusteru.
Definice 4.2.2: Bud € rozklad lesa T. Pro kazdy cluster C € € nadefinujeme kardi-

nalitu |C| jako pocet vrcholi clusteru a vnéjsi stupeit D(C') jako pocet hran T — E(C')
incidentnich s vrcholy C. Dva clustery oznacime za sousedni, jsou v T" spojeny hranou.

Definice 4.2.3: % nazveme clusterizaci 3-omezeného lesa T, je-li € rozkladem T radu 2
a pro kazdy cluster C' € € jsou splnény nasledujici podminky:
(i) D(C) < 3 (C ma& vnéjsi stupeii nejvyse 3)
(i) D(C) =3 = |C| =1 (clustery stupné 3 jsou jednovrcholové)
(iii) C' neni mozno spojit s Zadnym sousednim clusterem, aniZ by byla poruSena
néktera z predchozich podminek.

Obr. 7: Dvé rizné clusterizace téhoz stromu

Obrazek 6 ukazuje vSech 7 moznych typi clusterti, obr. 7 pak dvé rizné clusterizace
téhoz stromu, které obé spliuji definici a lisi se nejen rozdélenim vrcholt do clustert, ale
i po¢tem clusterti. Z toho plyne, 7e podminka (iii) z definice clusterizace nevede nutné
k miniméalnimu poctu clusteri, pouze k lokdlné minimalnimu. Celkovy pocet clusteri je
ale mozno omezit alespon takto:

Véta 4.2.4 (Frederickson): Bud T 3-omezeny les a € jeho clusterizace. Potom || <
5/6-[V(T)I.

Dukaz: Viz [F85]. O
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ivni clusterizace

: Rekurzi

Obr. 8
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Clustery mizeme kontrahovat podle jejich vnitinich hran, ¢imz ziskame novy 3-omezeny
les, jehoz vrcholy odpovidaji clusteriim a hrany meziclusterovym hranam. Tento les je
mozno znovu clusterovat atd., az po koneéném poctu opakovani kazdou komponentu
puvodniho lesa zkontrahujeme do jediného vrcholu.

Definice 4.2.5: Posloupnosti Z = (1°,¢",T",6”,...,¢*,T") budeme rikat rekursi-
vni clusterizace 3-omezeného lesa T, pokud T° = T, € je clusterizace T" ', jeji kon-
trakci vznikne T* a T* neobsahuje 74dné hrany. Grafy T nazveme tirovnémi %, prvky
€* oznacime za clustery trovné i.

Tento proces je naznacen na obr. 8: jednotlivé Grovné jsou zobrazeny pod sebou, clustery
jsou ohraniceny teckované, hrany uvnitf clusterti vytazeny tu¢né, ¢arkované hrany ukazuji,
ktery vrchol na trovni k vznikl z kterého clusteru trovné k — 1.

Definice 4.2.6: Bud'T 3-omezeny les, % jeho rekursivni clusterizace s tirovnémi {T"}¥_,.
Topologickym stromem™ této clusterizace nazveme graf, jehoZ vrcholy jsou disjunktnim
sjednocenim vrcholit vsech T; a (v, w) je hranou pravé tehdy, kdyz Ji :v € T',w € T*" ! a
vrchol v vznikl kontrakci clusteru obsahujiciho vrchol w. Navic v a w na téZe trovni jsou
spojeny ¢arkovanou (pomocnou) hranou, jsou-li kontrakcemi sousednich clusteri.

Topologicky strom clusterizace z obr. 8 je ukdzan na obrazku 9.

Lemma 4.2.7: Topologicky strom libovolné rekursivni clusterizace 3-omezeného lesa
na n vrcholech ma hloubku O(logn) a velikost (to jest pocet vrcholi + pocet hran)
O(n).

Zde je Fredericksonova terminologie ponékud zavadéjici — topologicky strom viibec nemusi
byt souvisly a pokud uvazujeme i ¢arkované hrany, neni ani acyklicky. My se ji ovSem
budeme drzet, aby nevznikl jesté vétsi zmatek. Pokud ovSem bude hrozit nedorozuménti,
zdiraznime radéji, ze se jedna o topologicky les.
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Dukaz: Z véty 4.2.4 vime, ze |V (T")| < (5/6)" - n, tudiz pro k = [—logssn] musi
byt V(T*) < 1, takZe kofeny stromil topologického lesa se nachézeji na Grovni nejvy-
Se k = O(logn). Navic |V| = Zf:o V(T")| = O(n). Z kazdého vrcholu mohou vychézet
maximalné 3 hlavni hrany (k otci a ke dvéma synim) a maximélné 3 hrany pomocné
(existuji nejvyse 3 sousedni clustery), proto i hran je O(n). O

4.3. Udrzovani topologickych stromi

Clusterizaci stromu je mozno nalézt v linedrnim case prohleddnim grafu do hloubky z li-
bovolného listu. Prochézime vrcholy stromu v postorderu a pro kazdy vrchol sestrojime
clusterizaci podstromu urc¢eného timto vrcholem, a to takto: je-li v listem, ucinime jej
jednovrcholovym clusterem, jinak pro jeho syny w; a pfipadné w, (mohou byt maximalné
dva, jelikoZ pracujeme s 3-omezenym stromem a budto je v kofen a pak mé stupen nejvy-
Se 1 nebo neni, a pak z néj jedna hrana vede do jeho otce) nejprve spoéteme clusterizace
podstromiu uréenych w; a wy obsahujici clustery C,C, : w; € C; a poté za vyslednou
clusterizaci prohlasime jejich sjednoceni, ke kterému ovSem musime pfidat novy cluster
obsahujici vrchol v a pFipadné jej spojit s C; nebo Cy, abychom dodrzeli podminku (iii)
z definice clusterizace. Pokud ma v oba syny, je mozno v priclusterovat pouze k C; velikos-
ti 1, ze kterého nevede 7adna dalsi hrana (cluster stupné 3 musi mit jediny vrchol). Pokud
mé v pouze jednoho syna, mizeme v k jeho clusteru p¥ipojit jen tehdy, kdyz |Ci| =1 a
D(Cy) <2.

Iterovanim tohoto algoritmu, pficemz po kazdém prichodu vSechny clustery kontrahuje-
me, zkonstruujeme vSechny trovné rekursivni clusterizace v ¢ase O(n) (velikosti irovni
klesaji geometrickou fadou). Pfi vypocétu kontrakei je rovnéz mozno ve stejném Case se-
strojit prislusny topologicky strom.

Pro naSe tcely ovSem topologicky strom potifebujeme umét udrzovat dynamicky, to jest
prepocitat ho pri pridani nebo odebrani hrany v piivodnim grafu. Takové operace bohu-
zel nejsou lokalnimi pravami jedné Grovné clusterizace — odebrani jedné hrany zpusobi
na kazdé urovni budto zanik jedné meziclusterové hrany nebo rozdéleni clusteru, které
se musi promitnout o uroven vyse, a kone¢nym diisledkem je pak rozdéleni jedné kompo-
nenty topologického stromu na dvé, coz odpovida vzristu poc¢tu komponent v pivodnim
grafu; analogicky pro pridani hrany. Na§tésti je mozno prepocitavani Grovni zorganizovat
tak, Ze je poCet nutnych tprav omezen logaritmicky.

Algoritmus 4.3.1 (Update topologického stromu):

Topologicky strom budeme prochézet po iirovnich, pocinaje tirovni nultou (pivodni graf).
V kazdém kroku si budeme pamatovat seznam Lp zruSenych vrcholi, seznam Lo zméné-
nych vrcholii (to jsou ty, kterym se zménil budto néktery ze syni nebo k nim prislusné
meziclusterové hrany, takze je nutno ovérit, jedna-li se stale o korektni cluster) majicich
otce a seznam L 4 vrcholii, které nemaji otce, at jiz proto, Ze byly nové vytvoreny nebo
proto, ze byl jejich otec zruSen.

Na pocatku inicializujeme L4 a Lp na prazdné seznamy a Lc obsahuje oba krajni vrcholy
pridané, resp. odebrané hrany.

Pro kazdou troven odebirame vrcholy z téchto seznamii, zpracovavame je a zarazujeme
nové vrcholy bezprostiedné vyssi tirovné do novych seznamii L'y, L'}, a L. PFitom prepo-
Citavame carkované hrany, aby odpovidaly nové situaci, jak se ji dozvidame z predchozi
urovné stromu. Nejprve probereme Lp: pro kazdy vrchol x € Lp odstranime x z Lp,
zrusSime jej v reprezentaci topologického stromu vcetné hrany spojujici jej s jeho otcem y
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(pokud x neni koren) a nemd-li y dalsi syny, vlozime jej do L',. Ma-li y druhého syna ',
ktery dosud neni na Lo ani Lp, vioZzime 2’ do L.

Poté vyhledame vSechny vrcholy v L¢, které maji sourozence — bud x takovy vrchol, y
jeho otec a x' sourozenec x. Pokud cluster odpovidajici y je jesté stale korektnim clusterem
(to znamend, Ze x a x' jsou spojeny hranou a vnéjsi stupen y neprekracuje 2), odstranime
z ixz' z Lg (pokud tam jsou) a priddme y do L. V opacném pripadé odstranime hrany
spojujici x a 2' sy, vrcholy z a x' presuneme do L, ay do L.

Nasledné zpracujeme seznam L, a zbylé prvky seznamu L. Kazdy prvek x nékterého
z téchto dvou seznamii odebereme a rozlisime tyto pripady (necht C, je cluster reprezen-
tovany vrcholem x):

(1) D(C,) = 3 a x m4 néjakého souseda ' takového, ze D(C,) = 1. Pak C, a
C, spojime do jednoho clusteru a ' odebereme ze seznamu, jehoz je pripadné
¢lenem. Nemél-li ani x, ani 2’ otce, zaloZzime novy vrchol o droveri vyse a priddme
jej do L'y. Mél-li otce pravé jeden z nich, pripojime k nému i druhy vrchol a otce
zaradime do Ly . Pokud mély otce oba, pouZijeme otce y vrcholu x, pripojime
k nému i z', zafadime y do Ly a piivodniho otce y' vrcholu z' do L',.

(2) D(C,) = 3 a takovy soused neexistuje: C, bude jednovrcholovy cluster. Pokud
x mél otce y, vlozime y do Ly, jinak mu otce vytvorime a zaradime do L';.

(3) D(C,) = 2: Pokud z sousedi s x' takovym, Ze D(Cy) < 2 a ' nemd Zddného
sourozence (budto proto, Ze je jedinym synem nebo proto, Ze mu jesté zadny
otec nebyl vytvoren), spojime C, a Cy do jednoho clusteru stejné jako v pripadé
(1). Neexistuje-li takovy vrchol z', C, bude jednovrcholovym clusterem, ktery
zpracujeme stejné jako v pripadé (2).

(4) D(C,) = 1: analogicky s (3), pouze nevyzadujeme Zddné omezeni stupné sou-
sedniho clusteru.

(5) D(C,) = 0: z je nyni kofenem a neni mu potieba vénovat Zddnou dalsi pozor-
nost.

Nakonec nahradime vyprazdnéné seznamy L ,, Lp a Lo nové spoétenymi L'y, L', a L, a
pokud je alespon jeden z nich neprazdny, pokracujeme nasledujici tirovni.

Véta 4.3.2 (Frederickson): Algoritmus 4.3.1 prepocte topologicky strom po pridani ne-
bo odebréni hrany piivodniho grafu v ¢ase O(logn).

Dukaz: Viz [F85]. O

Disledek 4.3.3: Pomoci topologickych stromii je mozno v ¢ase O(logn) na operaci im-

plementovat plné dynamickou strukturu pro udrzovani komponent souvislosti lesa s ope-
racemi Link, Cut a Query.

Dikaz: Pomoci transformace z véty 4.1.2 prevadime pivodni les na ekvivalentni 3-
omezeny les (velikosti O(n)), ktery budeme reprezentovat pomoci topologického lesa. Kaz-
dou operaci Link ¢ Cut nahradime O(1) operacemi na 3-omezeném lese, které provedeme
v Case O(logn). Mame-li odpovédét na dotaz Query(z, y), nejprve zjistime reprezentanty
f(z) a f(y) vrcholii z a y v 3-omezeném lese, nacez nalezneme v ¢ase O(logn) kofeny r,
a r, stromil topologického lesa, ve kterych tito reprezentanti lezi. Pokud r, = r,, jsou x
a y v téze komponenté, jinak nikoliv. [

4.4. Rozklad cest

Na rozdil od Sleator-Tarjanovych dynamickych stromi topologické stromy pfimo neobsa-
huji informace o cestach v grafech. Nastésti je mozno vyuzit struktury clusterti a vhodnou
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reprezentaci cest zavést:

Definice 4.4.1: Kazdému clusteru C v rekurzivni clusterizaci priradime expanzi clus-
teru G(C), coz je podgraf pivodniho grafu, jehoZ postupnym kontrahovanim vznikl clus-
ter C. Vrcholy G(C) nazveme vnitfnimi vrcholy C a budeme je znacit I(C). Hra-
nié¢nimi vrcholy 0C nazveme ty vnitrni vrcholy, ze kterych vedou hrany spojujici C se
zbytkem grafu na téze tirovni (|0C| < D(C)).

Definice 4.4.2: Bud 7 topologicky strom. Kazdému clusteru C priradime ¢daste¢nou
a dplnou cestu podle nasledujicich pravidel:

(i) Je-li C cluster tirovné 0 (tedy vrchol pivodniho grafu), jeho c¢dstecnd cesta
obsahuje tento jediny vrchol, tiplna cesta je prazdna.
(ii) Je-li C cluster, ktery ma v topologickém stromu pouze jednoho syna, je mu
prirazena castecna i uplna cesta tohoto syna.
(iii) Je-li C cluster vznikly spojenim clusterii A a B (BUNO D(A) < D(B)) hranou
e, pak rozlisime tyto pripady:

(1) D(A) = 1,D(B) = 1 (C odpovida koreni topologického stromu):
castecna cesta je prazdna, uplna cesta je spojenim c¢astecnych cest A
a B hranou e.

(2) D(A) = 1,D(B) = 2 nebo D(A) = 2,D(B) = 2: cdstecnd cesta je
spojenim castecnych cest A a B hranou e, iplna cesta je prazdna.

(3) D(A) =1,D(B) =3 (v takovém pripadé je |B| = 1): ¢dstecnd cesta
obsahuje pouze jediny vrchol clusteru B, tplna cesta je spojenim
castecné cesty A, hrany e a vrcholu clusteru B.

Podle této definice je castecna cesta v clusteru stupné 2 cestou mezi jeho dvéma hrani¢nimi
vrcholy, v clusteru stupné 1 cestou ,,odnékud zevniti clusteru“ k jeho hrani¢nimu vrcholu
a konefné v clusteru stupné 3 jediny (tim paddem také hrani¢ni) vrchol. Na tuto cestu se
pfipadné miize napojovat plna cesta téhoz clusteru (to mize nastat pouze v piipadech,
kdy spojujeme clustery lichého stupné). Mistu jejiho napojeni budeme fikat vrsek této
cesty.

Lemma 4.4.3: Kazda hrana je obsazena v pravé jedné uplné cesté.

Dikaz: Vezméme cluster C' takovy, Ze obsahuje danou hranu e a zaddny z jeho podclusterti
ji uz neobsahuje (takovy cluster existuje pravé jeden). Jinymi slovy, C' vznikl spojenim
dvou clusterti hranou e, kterd se tak stava budto soudésti jeho tplné cesty (to tehdy,
jsou-li oba podclustery lichého stupné) nebo jeho ¢asteéné cesty, kterd na dalsi trovni
clusterizace stava soucasti dalsi ¢astecné cesty atd., az se dostane do néjaké plné cesty.
Uplné cesty se jiz nadale slufovani cest neticastni, takZe nemohou byt souéasti jinych
uplnych cest, ¢imz je lemma dokazano. [J

Véta 4.4.4: Kteroukoliv cestu mezi dvéma vrcholy v a w Ize v ¢ase O(logn) rozloZit na
O(logn) castecnych cest a samostatnych hran.

Dikaz: Sestrojime algoritmus, ktery tento rozklad nalezne. Vyhledejme nejnizsiho spo-
letného predka vrcholi v a w v topologickém stromu a oznaéme jej C. Expanze G(C) je
souvisly graf, ktery obsahuje v i w, tudiz i celou cestu P mezi nimi, jiz hleddme. Navic C'
musi byt tvofen spojenim néjakych dvou clustert C; a Cy hranou {x, 2} (kde z; € I(C;))
a v je vnitinim vrcholem C, zatimco w vnitinim vrcholem Cj5 — kdyby tomu tak nebylo,
tak jsou v i w vnitfnimi vrcholy téhoz syna, ¢ili C neni nejniz§im spoleénym piedkem.
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Proto se hledany rozklad musi skladat z rozkladu cesty v G(C1) z v do zy, hrany {z,z,}
a rozkladu cesty v G(Cs) z x5 do w.

Tim jsme ulohu prevedli na rozklad cesty v expanzi clusteru X z jeho vnitiniho vrcholu x
do hrani¢niho vrcholu y. Takovy rozklad nalezneme jednoduchou rekursivni procedurou:

® Je-li X cluster na trovni 0, odpovime cestou skladajici se z tohoto clusteru.
e Je-li X trividlni cluster (|X|=1), hledame stejnou cestu v jeho synovi.

® Jsou-li z a y hrani¢ni vrcholy X, vratime jako vysledek ¢astecnou cestu cluste-
ru X.

e Sklada-li se X z dvou clusteri X; a X, spojenych hranou e = {z,z,}, kde
z; € 0X; ay € 0Xy, rozlisime dva piipady: Pokud z € G(X5) (to zjistime
snadno podle toho, ze se X, vyskytuje v topologickém stromu na cesté z x
do C), lezi celd cesta z x do y v expanzi X,, takze YeSime tentyZ problém
s X, misto X. Pokud z € G(X,), skldda se hledana cesta z cesty v G(X;) z =
do z; (tu nalezneme rekursivnim aplikovanim téze procedury), hrany e a cesty

Tato procedura na kazdé hladiné topologického stromu stravi ¢as O(1). Vzhledem k tomu,
ze hloubka topologického stromu je logaritmickd a popsanou proceduru voldme béhem
vypoctu dvakrat, bude casova slozitost celého algoritmu a tim padem i velikost jeho
vystupu O(logn). O

Dusledek 4.4.5: Popsany rozklad cest miizeme pouzit napriklad k online vypoctiim cel-
kové ceny cesty mezi danymi dvéma vrcholy v hranové ohodnoceném stromu. U kazdé
hrany si budeme pamatovat jeji cenu a stejné tak celkovou cenu kazdé castecné cesty.
Pro kazdé vrcholy v a w miiZeme cestu mezi nimi rozlozit na O(logn) podcest, pro které
jiZ celkové ceny zndme, a tak odpovidat na dotazy v ¢ase O(logn). Pri iipravach stromu
(Link a Cut) vyuzijeme toho, Ze algoritmus pro aktualizaci rekursivni clusterizace upravu-
je clustery od nejnizsi irovné k nejvyssi, takze budeme-li prepocitavat v kazdém clusteru,
ktery lezi na seznamu Lq ¢i L, informace o jeho ¢astecné cesté z analogickych udaji
uloZenych pro jeho syny, miiZzeme si byt jisti, Ze informace v synech jsou jiz aktualni. Tim
padem i tato aktualizace bude trvat ¢as O(logn).

Podobné ndm topologické stromy daji stejné efektivni feSeni na vSechno, na co Sleator-
Tarjanovy dynamické stromy, ovSem za cenu daleko komplikovanéjsich algoritmi.
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5. ET-stromy

Treti klasickou dynamickou reprezentaci lesti jsou ET-stromy (Euler Tour trees) zavedené
v praci [HK95] a zde zobecnéné. Tyto stromy nejsou natolik flexibilni jako Frederickso-
novy topologické stromy ¢i Sleator-Tarjanovy dynamické stromy, le¢ jsou implementacné
daleko jednodussi. Proto je lze s vyhodou pouzivat u algoritmi, které si vystaci s nékolika
zékladnimi stromovymi operacemi, konkrétné rozdélovanim a spojovanim stromu a vy-
hledavanim informaci asociovanych s jejich vrcholy. ET-stromy navic poskytuji eulerovské
ocislovani vrcholii, na kterém je mozno zalozit elegantni reprezentaci nestromovych hran.

5.1. Eulerovské tahy

Obr. 10: Eulerovsky tah ve stromu

Méame-li reprezentovat neorientovany les 7', nejprve nahradime kazdou hranu dvojici ori-
entovanych hran, ¢im7 se kazda komponenta stane eulerovskou (vstupni a vystupni stu-
pen si budou u vSech jejich vrchold rovny). Poté ve vSech komponentach zkonstruujeme
uzavieny eulerovsky tah (ten ziskdme v linedrnim case tak, ze komponentu prohleddme
do hloubky a vypisujeme vrcholy jak v pripadé, kdy do nich vstupujeme, tak kdyz je
opoustime), v libovolném misté jej rozpojime (pii prohledédvani do hloubky vyjde p¥iro-
zené rozpojeni tahu v kofeni) a zkonstruujeme (a,b)-strom s b = 2a, jehoZ vnéjsi vrcholy
budou odpovidat hranam komponenty a inorderové poradi téchto vrcholi bude udavat,
jak tah hrany postupné navstévoval. Hranu reprezentovanou vrcholem w oznacime e,,.

ET-stromem (resp. ET-lesem) budeme nazyvat vzniklou mnozinu (a, b)-stromi spolu
s nasledujicimi pomocnymi informacemi: Ke kazdému vrcholu v ptivodniho stromu si za-
pamatujeme jeho vyznacény vyskyt designated(v) v ET-stromu, coz je libovolny vrchol,
ktery reprezentuje hranu z v vychazejici nebo null pro izolované vrcholy. Na obr. 10 je
vyobrazen eulerovsky tah v jednoduchém stromu, ¢erné jsou vyznaceny vyznacné vyskyty.

U kazdého vnéjsiho vrcholu w ET-stromu ulozime navic hodnoty from(w) a to(w), tedy
pocateéni a koncovy vrchol hrany e, v T a twin(w), coZ je vrchol odpovidajici hrané
opatné k e,. U vnitinich vrcholi misto toho udrzujeme hodnotu count(w) obsahujici
pocet vnéjsich vrcholid v podstromu vrcholem w uréeném. Operace s (a,b)-stromy jsou
vSechny definovany prostfednictvim Stépeni a slu¢ovani vnit¥nich vrcholti, p¥i nichz lze
snadno hodnoty count prepocitavat, a tak je udrzovat aktualni. Pokud chceme, abychom
operaci Delete zadavali ¢isla vrcholi a ne identifikdtor hrany (za ktery miizeme s vyhodou
prohlésit jeden ze dvou vrcholti v ET-stromu, které této hrané odpovidaji), musime si jesté
zalozit datovou strukturu (napfiklad také (a,b)-strom), ktera bude dvojicim ¢isel vrcholi
prirazovat identifikatory hran.

Nejprve nadefinujeme operaci Count(edge e), kterd hrané e ptifadi jeji pofadi na eu-
lerovském tahu. Budeme z vrcholu odpovidajiciho hrané e stoupat smérem ke kofeni a
v kazdém vnitfnim vrcholu, ktery navstivime, pri¢teme pocet vnéjsich vrcholt v pod-
stromech nalevo od toho, ze kterého jsme pfisli (to jsou budto trividlni podstromy nebo
podstromy urcené vnitFnim vrcholem, ve kterém jiz mame spoctenu hodnotu count).
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Obr. 11: Cut a Link v ET-stromu

P¥i odstranovani hrany operaci Cut(v, w) nejprve zjistime jeji identifikator, tedy vrchol e;
v ET-stromu odpovidajici jedné z orientaci této hrany, pomoci twin(e;) pak ziskdme
parovou hranu e, s opac¢nou orientaci. Poté zajistime, aby e; na eulerovském tahu lezela
pred ey (to budeme znadit e; < ey) — pomoci operace Count zjistime, zda tomu tak je, a
pokud neni, tak e; a e, prohodime. Nyni (a, b)-strom rozdélime na pét ¢asti:

T, = (hrany od pocatku do predchiidce e;)

TQ = <€1>
T3 = (hrany po e;, ale pted e,)
T4 = <€2>

Ts = (hrany po ey az do konce)

a spojime 7T} a Ty do jednoho stromu, ktery bude obsahovat eulerovsky tah v jedné
z vzniklych komponent, 75 bude reprezentovat tah v druhé z nich a 75 a T); zrusime. Navic
musime oSetfit, zda jsme neodstranili vyznac¢ny vyskyt pocatecniho vrcholu e; resp. e,
a pokud ano, nahradit jej hranou nasledujici po ey, resp. e; v pivodnim tahu; pokud
neexistuje, vrchol se tim stal izolovanym a jeho hodnotu designated nastavime na null.

vvvvvv

obsahujici v a analogicky 7T pro w. Nejprve predpoklddejme, Ze x ani y nejsou izolované
vrcholy. Nalezneme vyznacné vyskyty e, a e, vrcholi v a w. Nyni T" a T" rozdélime
nasledovné:

TY = (T, od zatatku do ptedchidce e,)

T35 = (T, od e, do konce)

Ty = (T, od zacatku do pfedchidce e,,)

Ty’ = (T, od e, do konce)

a sestrojime vysledny tah spojenim postupné 77, nové zaloZzeného jednovrcholového stro-
mu, 15", 71", druhého nového jednovrcholového stromu a 7% . Pokud byl v nebo w izolovany
(jeho designated byl null), pouZijeme misto jeho 77 a Ty prazdné stromy a nastavime
designated na nové vytvorenou hranu.

ET-strom je rovnéz mozno pouzit pro zjistovani, zda dva vrcholy lezi v téze komponenté
souvislosti — operaci Query(vertex v, w): nalezneme vyznatné vyskyty vrcholi v a w,

z kazdého z nich vystoupime do kofene pfislusného (a,b)-stromu a pokud jsou kofeny
rizné, lezi v a w v riznych komponentach, jinak ve stejnych.

Véta 5.1.1: Operace Count a Query na ET-stromu maji ¢asovou slozitost O(log,n),
operace Link a Cut O(a-log,n). Cely ET-strom zabere prostor O(a + n).

Dukaz: Count a Query prochézeji po cesté z daného vrcholu do kofene a hloubka (a, b)-
stromu je vidy O(log, n). Link provede O(1) rozdéleni a slouceni (a,b) stromi, z nichz
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kazdé trva O(a-log, n). Pokud navic udrzujeme pfifazeni dvojic vrcholt hrandm v (a, b)-
stromu, spotfebujeme dalsi ¢as O(a - log, n) na jeho aktualizaci. Cut nejprve v Case
O(log, n) nalezne a z pomocné struktury odstrani identifikdtor hrany, poté provede O(1)
operaci Count, rozdéleni a slouceni (a, b) stromi s ¢asy O(a-log, n). Kazdy (a,2a)-strom
zabira prostor O(a + n), pomocné struktury pak O(n). O

Disledek 5.1.2: Pokud jsme schopni dynamicky nebo semidynamicky udrzovat kostru
grafu tak, aby vloZeni resp. odebrani hrany v piivodnim grafu bylo zpracovani v ¢ase f(n)
a zpisobilo O(1) zmén kostry, pak udrzovanim kostry v ET-stromech a odpoviddnim
na propojenost vrcholii podle ni ziskame datovou strukturu stejného druhu pro souvislost
pracujici v ¢ase O( f (n)+a-log, n) na Insert a Delete a O(log, n) na Query pro libovolné a.

Disledek 5.1.3: Ze semidynamické struktury pro udrzovani kostry pracujici v case
O(log®n) (jako jsou ty, které jsme popsali v minulé kapitole) tak volbou a = logn zis-
kame semidynamickou strukturu pro souvislost, ktera provadi modifikace grafu rovnéz
v ¢ase O(log’n) a na dotazy odpovidd v ¢ase O(logn/loglogn). Pokud mé piivodni
struktura casovou slozitost O(n®), ziskdme volbou a = n® stejny ¢as na modifikace a O(1)
na odpovédi.

5.2. Nestromové hrany

ET-stromy je mozno rozsitit tak, aby obsahovaly informace o vSech hranach grafu. Budeme
si udrzovat kostru T reprezentovaného grafu G v ET-stromu (rozhodovani o tom, které
hrany jsou v kostie a jak se ma kostra upravovat v pfipadé pridavani ¢i odebirani hran G,
ponechme na uZivateli struktury). Nestromové hrany G pfipojime k ET-stromu tak, 7Ze
vSechny vyznac¢né vyskyty vrcholi G v ET-stromu doplnime o seznamy nestromovych hran
incidentnich s témito vrcholy (pokud je G neorientovany, pak kazdou hranu zafadime
k obéma jejim krajnim vrcholim) a do vnitinich vrchold (a,b)-stromu pfiddme navic
polozku ncount(w) udavajici pocet nestromovych hran uloZenych v daném podstromu
(tu budeme udrzovat stejné jako count(w)) a seznam N,, syni s nenulovym ncountem.

InsertNontree, jakoz i DeleteNontree nestromové hrany zvladneme v ¢ase O(log,n) —
staci totiz vyhledat vyzna¢ny vyskyt obou krajnich vrcholi, vlozit, resp. odebrat hranu
ze seznamu nestromovych hran piislusnych k tomuto vyskytu a nakonec vystoupat do ko-
fene (a,b)-stromu a prepocitat hodnoty ncount, coz miize znamenat vkladani a vyjiméani
vrcholl ze seznami N,,. Pokud se na hranu pii DeleteNontree neodkazujeme identifika-
torem, musime opét pFic¢ist O(a-log, n) na praci s pomocnou strukturou pro vyhledavani
hran. (Na rozdil od ,¢istych“ ET-stromii musime mit uloZeno az Q(n?) identifikatort, ale
nastésti log, n* = O(log, n), takZe asymptoticka slozitost zfistane zachovéna.)

Nadefinujme si nyni operaci edge FindNontree(vertex v), kterd nalezne nestromovou
hranu incidentni s komponentou obsahujici vrchol v. Bude fungovat tak, Ze nejprve na-
lezne vyznaény vyskyt v, a pak vystoupi do kofene w p¥islusného (a,b) stromu. Pokud
ncount(w) = 0, neexistuje v této komponenté Zadna nestromové hrana a vrati null, jinak
nalezne libovolného syna w’ takového, Zze ncount(w') > 0 a bude v ném pokracovat stejnym
zpisobem, az po O(log, n) krocich nalezne list s neprazdnym seznamem nestromovych
hran, jehoz prvni polozku vrati jako vysledek.

Navic potfebujeme operace Link a Cut na ET-stromech upravit tak, abychom pti zméné
vyznac¢ného vyskytu vrcholu automaticky presunuli seznam nestromovych hran k novému
vyskytu, coz je ovSsem mozno provést v konstantnim cCase.

Véta 5.2.1: Operace InsertNontree a DeleteNontree trvaji ¢as O(a-log, n), FindNontree
trvd O(log, n). Reprezentace m nestromovych hran zabere prostor O(m + n).
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Dikaz: InsertNontree a DeleteNontree jsme jiz analyzovali. U FindNontree trva hledani
kofene O(log, n) a poté kazdé nalezeni syna s kladnym ncountem zvladneme v konstant-
nim case diky seznamiim N,,, takze celkem hleddnim nestromové hrany stravime cas
O(log, n).

K vrcholim (a,b)-stromu jsme p¥idali nové polozky, kterych je dohromady O(n). Kazda
nestromova hrana je reprezentovana jednim nebo dvéma prvky seznamu, celkem tedy
O(m) pamétovych bunék. O

5.3. Nestromové hrany podruhé

Pti mazani stromovych hran v naSich kvazidynamickych algoritmech jsme potiebovali
nalézt nestromovou hranu, kterou je mozno smazanou hranu nahradit, jinymi slovy tako-
vou, ktera ji pokryva. V tom nam bohuzel pravé sestrojend struktura nepomuze, leda ze
bychom se spokojili s probiranim vSech nestromovych hran vedoucich z mensi z obou kom-
ponent a u kazdé z nich otestovali, vede-li do té vétsi — to by ovSem mohlo zabrat az cas
Q(m). Zde se pokusime tento problém redukovat na problém jiny, konkrétné na nalezeni
vhodné reprezentace bodi v roviné:

Definice 5.3.1: Plane shift strukturou nazveme datovou strukturu reprezentujici
kone¢nou mnozinu M miizovych bodi roviny 7Z? ohodnocenych prvky néjaké konecné
pologrupy (X, ®,0) s nédsledujicimi operacemi:
e InsertPoint(integer x, y, value v) — pridd do M novy bod o soufadnicich
(x,y) a ohodnoceni v € X.
® DeletePoint(integer z, y) — odebere z M bod o soufadnicich (z,y).

e value RectSum(integer x,, y;, T9, y2) — spocte & z ohodnoceni vSech bodi
z M vyskytujicich se v obdélniku s vrcholy (z1,v1), (T2, Y1), (Z2,%2) a (Z1,%2),
pricemz si miize zvolit libovolné poradi. V pripadé, ze dany obdélnik Zadné
body neobsahuje, vysledek je definitoricky O.

e integer RectMazX (integer z1, y1, To, Yo) — vrati maximalni x-ovou souradnici
bodu z M, ktery se vyskytuje v zadaném obdélniku. Analogicky jsou definovany
operace RectMazY , RectMinX a RectMinY .

e ShiftX (integer z, =5, z;) — kazdy bod (z,y) takovy, Ze v; < x < x, presune
na souradnice (r — x1 + 4,y) a ohodnoceni ponechd. Jinymi slovy pas roviny
vymezeny primkami r = x; a x = o presune tak, aby byl omezen primkami
T =2x;axr = x,+T9—x,. Pritom predpoklada, Ze v cilové oblasti se nevyskytuji
zadné body.

e ShiftY (integer yi, v, y;) — analogie ShiftX v druhé souradnici.

Na efektivni plane shift struktufe mizeme zalozit srovnatelné efektivni reprezentaci ne-
stromovych hran, kterd spliiuje nase pozadavky. Kazdou nestromovou hranu {v,w} ulo-
7ime do plane shift struktury R jako dvojici bodt (¢(v), c(w)) a (c(w), c(v)), kde ¢(v) je
pofadové ¢islo hrany designated(v) v tahu.

Vyhodou tohoto popisu je, ze vyjmeme-li z kostry libovolnou hranu e, rozpadne se in-
terval soufadnic pfifazeny eulerovskému tahu komponenty na pét podintervali (mozno i
prazdnych), pfi¢emz sjednocenim nékterych z nich ziskime mnoziny pofadovych ¢&isel N;
a NN, hran, které budou patrit do jedné, resp. druhé komponenty — viz diskuse o rozpadu
tahu pii operaci Cut. Body odpovidajici nestromovym hranam, které spojuji tyto dvé
komponenty (jinymi slovy pokryvaji e), musi podle definice nélezet do Ny x Ny U Ny X Ny,
coz je oviem sjednoceni O(1) obdélniki, takZe k nalezeni néjakého takového bodu miize-
me pouzit RectSum, zvolime-li za pologrupu (X, ®,0) mnozinu vSech identifikitort hran
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Obr. 12: Nestromové hrany — body v roviné

spolu s prvkem 0, ktery neidentifikuje zadnou hranu, a s operaci, jez vrati svij prvni ne-
nulovy operand (ta je uréité asociativni). Pokud takovou hranu nalezneme (RectSum # 0)
a pridame ji do kostry, pfesuneme poté pomoci operaci ShiftX a ShiftY naSe body tak,
aby odpovidaly nové kostre.

Obrazek 12 ukazuje, jak situace typicky vypada: nakreslené body odpovidaji nestromo-
vym hrandm vyobrazeného grafu. Pokud odstranime ¢arkovanou hranu z kostry, budou
hrany vedouci mezi obéma komponentami odpovidat bodim lezicim uvniti oznacenych
obdélniki (nalezneme tak jen jednu jejich orientaci, ale to staci).

Tolik intuice, nyni vSe nadefinujeme precizné. Jelikoz se beztak musime postarat o spravny
popis nesouvislych grafii, nebudeme nutné pracovat s kostrou, nybrz s obecnym acyklic-
kym podgrafem (budeme mu fikat pseudokostra) a pivodni nestromové hrany pro nés
nyni budou libovolné hrany, které do tohoto podgrafu nepatii (mohou tak spojovat i rtizné
jeho komponenty).

Definice 5.3.2: Struktura pro nestromové hrany (zkricené N-struktura) repre-
zentuje graf a jeho pseudokostru, pricemz podporuje nasledujici operace ((X,®,0) opét
budiz libovolné pologrupa):

e Link(vertex v, w), Cut(v, w) — pridani, resp. odebrdni hrany v pseudokostre.

® boolean IsTreeEdge(vertex v, w) — zjisti, zda {v,w} je hranou pseudokostry
i nikoliv.

e InsertNontree(vertex v, w, value z), DeleteNontree(vertex v, w) — priddni,
resp. odebrani nestromové hrany s ohodnocenim x € X.

e value SumNontree(vertex v, w) —spocte soucet (&) ohodnoceni vSech nestro-
movych hran vedoucich mezi vrcholy komponenty pseudokostry v niz lezi v a
komponenty, v niz lezi w, pricemz hrany zpracovava v libovolném poradi a vraci
0, pokud zadna takova hrana neexistuje.

® boolean Query(vertex v, w) — zjisti, zda jsou vrcholy v a w v téZe komponenté
pseudokostry.

Jak jsme jiz naznacili, pseudokostru budeme reprezentovat ET-stromem a nestromové
hrany pomoci bodi v roviné uloZenych v plane shift strukture. Abychom byli schopni
tuto reprezentaci pouzit i pro nesouvislé grafy, ocislujeme si vrcholy v,...,v, a pro v;
rezervujeme interval soufadnic [2n - (¢ — 1) + 1,2n - 4| a pokud bude z v; vychézet eule-
rovsky tah nékteré komponenty, pritadime hranam tahu ¢isla z prislusného intervalu. Pro
libovolnou komponentu Ize tak snadno urcit, ktery interval ji je prifazen — staci vyhledat
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index nejlevéjstho vrcholu v ET-stromu komponenty, coz zvladneme v ¢ase O(log, n). Pro
kazdy vrchol grafu pak snadno spoc¢teme jemu pridélenou soutradnici tak, ze vyhledame
komponentu a k za¢atku jejiho intervalu p¥ipo¢teme Count(designated(v)) — 1.

Zmény kostry operacemi Link a Cut nicméné zpusobuji prec¢islovani souradnic pridéle-
nych jednotlivym vrcholim grafu, takze potifebujeme plane shift strukturu aktualizovat.
Misto toho, abychom znovu analyzovali, jak se pfi téchto operacich zméni kostra a slozité
u jednotlivych pripadi rozebirali, jak je tfeba body pfesunout, vyuzijeme toho, Ze veske-
ré zmény kostry jsou sloZeny z rozdélovani a spojovani pfislusnych (a,b)-stromi a body
budeme presouvat pti téchto operacich.

Pii spojovani zjistime, jaké intervaly soufadnic jsou prifazeny vrcholim obou stromi
a presuneme interval druhého stromu tésné za interval prvniho (vzhledem k tomu, Ze
vysledny strom bude mit nejvyse 2n — 2 vrcholii, urc¢ité nepiekroc¢ime hranice pridéleného
prostoru):

function BeforeLink(tree A, B); spojujeme stromy A a B
i < index(First(A)); index prvniho vrcholu v A
j « index(First(B)); index prvniho vrcholu v B
a; < 2n-(1—1)+1; vrcholiim A jsou pfifazeny
ay < a; + Count(A); souradnice [ay, ay — 1]
by<2n-(j—1)+1; a vrcholim B [by, bo]
by < by + Count(B) — 1,
ShiftX (b, by, a0); presuneme v x
ShiftY (by, bo,a0); presuneme v y

end
Analogicky oSetfime rozdélovani stromi:

function BeforeSplit(tree A, vertex v) rozdélujeme A pred vrcholem v

i < index(First(A)); index prvniho vrcholu v A
J « index(v); index vrcholu v
a; < 2n-(1—1)+1; v A ziistanou vrcholy se souradnicemi
ay < ay + Count(v) — 2; [ay,a9 — 1],
by+2n-(j—1)+1; zbytek presuneme do [by, .. .|
ShiftX(ag,a; +2n—1,b); plesuneme v x
ShiftY (ag,a; +2n —1,by); prfesuneme v vy
end

Link ¢ Cut zptsobi O(1) rozdélovani a spojovani stromi, a tak O(1) operaci ShiftX a
ShiftY na R a O(1) dotazi na (a,b) strom vyhodnotitelnych v ¢ase O(log, n).

Funkci SumNontree(v, w) staci spocist, které intervaly I, a I, soufadnic jsou pfifazeny
stromtim pseudokostry, v nichz lezi v, resp. w a poté vyhodnoti RectSum pres obdélnik
I, x I,. Pro testy IsTreeEdge(v, w) si sta¢i pro kazdou hranu pamatovat, zda je tato
hrana soucasti pseudokostry ¢i nikoliv (k tomu se ndm opét hodi identifikdtory hran).

Véta 5.3.3: Existuje-li plane shift struktura R pracujici s m body v ¢ase T;(m) na Insert
a Delete, Tg(m) na RectSum a Ty;(m) na ShiftX a ShiftY a vyuzivajici prostor S(m), kde
T7, Tg, Ty a S jsou neklesajici funkce, pak pro kazdé a existuje struktura pro nestromové
hrany reprezentujici graf s n vrcholy a m hranami v prostoru O(n+a+S(2m)) a provadéjici
operace Link a Cut v ¢ase O(a -log,n + Ty(2m)), InsertNontree a DeleteNontree v Case
O(log, n+T7(2m)), SumNontree v ¢ase O(Ts(2m)), IsTreeEdge a Query v ¢ase O(log, n).
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Dikaz: Prostorovou slozitost ziskdme seCtenim prostorové slozitosti ET-stromu a pla-
ne shift struktury. Operace Link a Cut se skladaji z ptivodnich operaci na ET-stromech
doplnénych o O(1) volani ShiftX a ShiftY. InsertNontree a DeleteNontree se prekladaji
na dvé volani Count v ET-stromu a InsertPoint resp. DeletePoint v 'R; SumNontree pro-
vede konstantni vypocet intervalu a RectSum. IsTreeFEdge pouze vyhledava identifikator
hrany. [J

5.4. PIlné dynamicka souvislost a minimalni kostra

Pravé zavedené struktury pro reprezentaci nestromovych hran je mozno pouzit k sestrojeni
jednoduchého plné dynamického algoritmu pro udrzovani komponent souvislosti — budeme
udrzovat kostru grafu a na dotazy odpovidat podle této kostry, pouze musime pii mazani
hran kostry pomoci N-struktury vyhledavat pokryvajici hranu. Za pologrupu (X, @, 0) si
zvolime mnozinu identifikatord hran spolu se specidlnim prvkem 0, ktery neidentifikuje
zadnou hranu, a operaci @, jez vrati svij prvni nenulovy operand.

Query(vertex v, w) je zpracovano piimo N-strukturou.

Insert(vertex v, w) probihd tak, Ze nejprve pomoci Query(z, y) zjisti, zda jsou v a w
ve stejné komponenté. Pokud ne, je nové pfridana hrana mostem, takze stac¢i operaci
Link(v, w) spojit kostry obou komponent. Paklize je jiz v <» w, hranu pfiddvame jako
nestromovou pomoci InsertNontree(x,y, (x,y)).

Delete(vertex v, w) zprvu otestuje volanim IsTreeEdge(v, w), zda maZeme stromovou
hranu ¢ nikoliv. Pokud ne, sta¢i zavolat DeleteNontree(v, w). V opa¢ném piipadé pomoci
Cut(v, w) hranu vyjmeme z kostry. Poté za ni zkusime nalézt ndhradu volanim operace
SumNontree(v, w) a pokud ndhrada existuje, operaci Link ji do pseudokostry ptridame
a pomoci DeleteNontree ndhradu vyjmeme z mnoziny nestromovych hran, a tak vznikne
opét kostra.

Véta 5.4.1: Pokud kazda operace InsertNontree, DeleteNontree, SumNontree, Link
a Cut na struktufe pro nestromové hrany trva c¢as O(Tx(m,n)) a operace Query tr-
vd O(Tg(m,n)), to vSe v paméti O(S(m,n)), pak dynamicky algoritmus pro souvislost
pracuje v paméti O(S(m,n)) a operace Insert a Delete zpracovava s ¢asovou sloZitosti
O(Tx(m,n) 4+ Tg(m,n)) a operaci Query s O(Tp(m,n)).

Dikaz: Prostym sectenim casi operaci na ET-stromu, které pouzivame. [

Disledek 5.4.2: Tento algoritmus je rovnéZ mozno upravit tak, aby udrzoval minimalni
kostru grafu — stac¢i pri vyhledavani nahrady hrany pouzit pokryvajici hranu s nejmensi
moznou cenou. Toho docilime tim, ze operaci & predefinujeme tak, aby, dostane-li oba
operandy (identifikdtory hran) nenulové, vratila jako vysledek hranu s niZs$i vahou. VSech-
ny operace na ET-stromu pak snadno doplnime o vytvareni seznamu zmén kostry, ktery
tvori vystup algoritmu.
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6. Plné dynamicka 2-souvislost

Majice vybudovany struktury pro reprezentaci grafii véetné nestromovych hran, ptikroci-
me nyni k algoritmiim pro plné dynamickou hranovou 2-souvislost.

6.1. Naivni algoritmus

Prvni myslenkou, ktera se nabizi, je stejné jako v pripadé souvislosti jednoduse rozsitit
kvazidynamicky algoritmus z kapitoly 3.4, to jest oSetfit mazani stromovych hran. Vy-
hledani nahrazujici hrany jsme jiz vyfesili v plné dynamickém algoritmu pro souvislost,
pokryti této hrany jsme schopni zjistit snadno — sta¢i nechat N-strukturu spocist vSechny
nestromové hrany mezi obéma nové vzniklymi komponentami pseudokostry (za pologru-
pu zvolime pfirozend ¢isla se s¢itdnim a vSem hrandm pfifadime jednotkové ohodnoceni).
Mimo to se ovSem zméni i pokryti ostatnich hran kostry.

Obr. 13: Zména pokryti pfi nahrazeni stromové hrany

Cela situace je naznafena na obr. 13: nahrazujme stromovou hranu e = {z,y} hranou
¢ = {2',y'} a pozorujme, jak se méni, které stromové hrany jsou pokryty kterymi ne-
stromovymi. Odebereme-li vrcholy z, ', v a 9/, kostra se rozpadne na nékolik komponent
souvislosti: P, obsahujici cestu mezi x a z’, @, obsahujici cestu z y do 4, P; obsahujici
komponenty vSech vrcholi ptivodné incidentnich s x, které ale nepatii do Py; Ps, Q1 a (5
analogicky pro =/, y a ¥/

Nestromovych hran mezi vrcholy cest P; a P; ¢i Q; a (); se zména kostry netyka, pokryvaji
stale tytéz hrany kostry.

Vede-li néjaka nestromova hrana mezi vrcholy a € P; a b € (03, pokryvala ptvodné cestu
a...z,pak hranu e a cesty y...3" ay'...b. Po vyméné €' za e bude pokryvat cesty a...x
ax...z', hranu € a cestu y...b. Pro kazdou nestromovou hranu tohoto druhu se tedy
o 1 zvysi pokryti cesty z...z" o 1 snizi pokryti y...%3". To je mozné snadno oSet¥it tim,
ze si od struktury pro nestromové hrany nechame spocitat, kolik takovych hran mezi P;
a Q3 existuje a reprezentujice pokryti v dynamickém stromu, v ¢ase O(logn) opravime
jeho hodnoty. Stejné miizeme oSet¥it hrany mezi P; ¢i Py a Q; ¢i Q3.

Problémem ovSem jsou ostatni hrany (incidentni s P, nebo ()3) — kupfikladu hrana mezi
a € Pyab e @y pivodné pokryvala cestu a...x, hranu e a cestu y . . . b, nyni bude pokryvat
a...x', e ay ...b. Nacestach z...2" a y...y se tedy zméni pokryti, a to pro kazdou
hranu jinak, coz bohuZzel nejsme schopni po¢itanim nestromovych hran mezi ¢astmi kostry
a aktualizaci informaci o cestach v dynamickych stromech efektivné zohlednit. TTNPN.*

* Tak Tady Nam PsSenka Nepokvete, jak by fekl klasik.
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6.2. Pokryti ¢asteénych a aplnych cest

Vzhledem k uvedenym problémiim zvolime jinou reprezentaci pokryti stromovych hran,
a to na zakladé Fredericksonovy clusterizace. NasSe struktura je zalozena na pristupu
z [F97], misto komplikovanych dvourozmérnych topologickych stromi a ambivalentnich
datovych struktur vSak pouzijeme nasi strukturu pro nestromové hrany.

Jelikoz clusterizace funguje pouze pro 3-omezené grafy, nejprve podle véty 4.1.1 ptivodni
graf G transformujeme na 3-omezeny graf G' a kazdy Insert, Delete resp. Query na G|
budeme prekladat na O(1) analogickych operaci na G. Déle tedy budeme pfedpokladat, Ze
graf, s nimZ pracujeme, je 3-omezeny, nepfijemnym disledkem ale je, Ze G ma O(E(Gy))
vrcholll a fadové stejné hran, coz budeme muset zohlednit v odhadech ¢asové slozitosti.

Nalezneme kostru 7" grafu G a budeme ji uchovavat jednak jako ET-strom doplnény o N-
strukturu a jednak jako topologicky strom. Pro kazdy cluster C' rekursivni clusterizace
urcené timto topologickym stromem si budeme pamatovat, které hrany castecné a uplné
cesty tohoto clusteru jsou pokryty a které nikoliv — v pripadé ¢astecnych cest pokryvame
pouze nestromovymi hranami mezi vrcholy G(C), v pfipadé tplnych vSemi hranami grafu.
Téchto informaci o hranach je ovSem mnoho a bylo by obtizné je udrzovat pro kazdy cluster
oddélené, budeme se proto snazit vyuzit toho, Ze ¢astecné a uplné cesty obsahuji ¢astecné
cesty dil¢ich cluster.

Ke kazdé cesté (at jiz ¢astecné nebo uplné) si budeme uchovivat bindrni strom, jehoz
listy (ty budeme kreslit jako hranaté vrcholy) odpovidaji v inorderovém pofadi hranim
cesty a vniténi vrcholy (kulaté) obsahuji pomocné informace pro vyhledévani. P¥itom
strom odpovidajici cesté clusteru na trovni k£ miize obsahovat jako své podstromy stromy
cest clusterti urovné k — 1. Musime si ale dat pozor na to, abychom v piipadé zmén
struktury stromii aktualizovali i vSechny nadfazené stromy. Ty odpovidaji clusteriim,
které v topologickém stromu vzdy lezi na cesté z aktualizovaného clusteru do kofene.

C1

Obr. 14: Pokryvani ¢asteénych cest novymi hranami

Tyto stromy budeme konstruovat rekursivné, podobné jako jsme definovali ¢astecné a
uplné cesty. Pro trividlni clustery trovné 0 zkonstruujeme prazdné stromy, v clusterech
velikosti 1 pouze zdédime informace z nizsi trovné. Pokud spojujeme hranou e dva clustery
C, a Cy do jednoho, potfebujeme spocist pokryti hrany e, spojit stromy pro ¢asteéné
cesty v ('} a Cy a novy strom pro hranu e a upravit pokryti podle nové pribyvsich hran:
spojujeme-li cluster stupné 3 s clusterem stupné 1 (BUNO D(G;) = 3 a D(G,) = 1), jsou
to nestromové hrany vedouci mezi vrcholy G(Cy) a zbytkem grafu, v ostatnich pfipadech
hrany mezi vrcholy G(C;) a G(C3). Paklize jsou C; i Cy lichého stupné, popisuje vznikly
strom uplnou cestu C' a ¢astecna cesta je trividlni, v opa¢ném piipadé popisuje ¢astec¢nou
cestu a Uplna cesta je prazdna. Nové pokryté hrany tvori na vzniklé cesté souvisly tsek
— hrany uvnitf G(C;) musi byt pokryty nestromovou hranou z G(C;) do G(Cy) (¢ do
zbytku grafu v pfipadé ,,3+1“), a tak sta¢i nalézt prvni pokrytou hranu na ¢asteéné cesté

42



C; a vSe od ni az do konce této C¢astecné cesty je pokryto, analogicky pro Cy a posledni
pokrytou hranu (viz obr. 14).

Abychom mohli ve stromu efektivné vyhledavat pokryti libovolné hrany v ¢ase tmér-
ném hloubce stromu, doplnime si jesté do kulatych vrcholti nékolik pomocnych udaji:
délku segmentu length(w), bit allcover(w), ktery ik, zda segment cesty popsany timto
podstromem je cely pokryt (v takovém piipadé jsou hodnoty v ostatnich vrcholech pod-
stromu irelevantni) a bit reverse(w) indikujici, Ze v celém podstromu prohazujeme levé
a pravé syny (stejné jako u Sleator-Tarjanovych stromi). U listd stromu pfedpokladejme
length(w) = 1 a allcover(w) = 0, u prazdnych podstromi length(@)) = 0 a allcover () = 1.
V ¢&ase O(hloubka stromu) jsme pomoci téchto informaci schopni zjistit, zda je i-ta hrana
pokryta (oSetfovani reverse(w) budeme vynechavat, staci v piipadé, Ze je tento bit nasta-
ven, prohodit levého a pravého syna a reverse u tohoto vrcholu a u jeho synii znegovat —
to je ekvivalentni tprava):

function Covered(treevertex w, integer i);

ifi <1Vi> length(w) — return 0; je-li i mimo rozsah, konec
if allcover(w) — return 1; cely segment pokryt
if i < length(left(w)) — levy podsegment
return Covered (left(w),i);
else pravy podsegment

return Covered(right(w),i — length(left(w)));
end

Obr. 15: Spojovani stromu reprezentujicich pokryti ¢astecnych cest

Prepokladejme prozatim, Ze jsme schopni zjistit, zda je e pokryta a kolik hran na ¢as-
teénych cestach C; a Cy je pokryto (to si oznacime ¢; a ;) — detaily vyfeSime pozdéji.
Sestavovani stromt pii spojovani clusteri tak zafidime snadno (viz obr. 15):

a) pokud je hrana e nepokryta (tehdy nemohou byt nové pokryty ani zadné dalsi
hrany), zalozime kulaté vrcholy x a y a hranaty vrchol odpovidajici hrané e.
Pripojime jiz hotové podstromy 77 a T, ¢aste¢nych cest clustert C a Cy tak,
jak je naznacCeno na obrazku 15, a pfeorientujeme je tak, aby posledni vrchol
T: a prvni vrchol 75 incidovaly s e — pokud potfebujeme v 7T; otocit orientaci,
zkopirujeme jeho kofen a kopii znegujeme bit reverse. Poté nastavime: (r; je
kofenem T3)

allcover(z) = allcover(y) =0

length(y) = length(ry) + 1
length(z) = length(r,) + length(y)
b) pokud je hrana e pokryta, mize byt nové pokryta i ¢ast ¢asteénych cest clusteri

C, a Cy (jak jiz vime, jedna se o souvisly tsek délky ¢; v C;). Proto sestrojime

43



stromy T} odpovidajici T; bez nové pokrytych ¢; hran a zaloZzime nové kulaté
vrcholy z, y a z, pricemz z bude reprezentovat nové pokryty tsek a = a y
budou slouzit ke spojovani segmentii. Opét pripojime podstromy podle obr. 15
a nastavime: (r; je kofenem C)

allcover(z) =
allcover(y) = allcover(ré)
allcover(x) = allcover(r}) A allcover(y)

length
length

=ct+c+1
length(z) + length(r})
length(r) + length(y)

() =
(y) =

length(x) =

T| zkonstruujeme z T odstranénim c¢; hran zprava pomoci néasledujici funkce
CutRight(ry, ¢1):

function CutRight(treevertex w, integer 1)

ifi =0 - return w; neodstranujeme nic

if i > length(w) — return {; vSechny vrcholy pry¢

if i > length(right(w)) — cely pravy podstrom pryc
return CutRight(left(w),i — length(right(w)));

else jen c¢ast pravého
z < NewVertex; novy vnitrni vrchol
[« left(z) < left(w); levy podstrom zachovan

r < right(2) < CutRight(right(w),i);  pravy ofizneme
length(z) < length(l) + length(r);
allcover(z) < allcover(l) A allcover(r);
return z;
end

Funkce CutRight zpracuje nejvyse jeden vrchol v kazdém patie stromu 7] a pii-
padné jej nahradi jinym vrcholem. Proto probéhne v ¢ase linedrnim s hloubkou
stromu a tuto hloubku zachové. Strom T, sestrojime pomoci funkce CutLeft
symetrické ke CutRight.

Lemma 6.2.1: Hloubka stromii reprezentujicich ¢astecné a uplné cesty je logaritmicka.
Pro kazdy cluster jsme schopni stromy jeho cest sestrojit v ¢ase O(logn), zndme-li jiz
stromy castecnych cest clusterii, z nichz je sloZen.

Dukaz: Konstruujeme-li strom néjaké cesty uvedenym zpiisobem, vzroste jeho hloub-
ka maximalné o dvé patra za kazdé spojeni clusteri. To se ovSem muze stat nejvyse
O(logn)-krat, z ¢ehoz ziskdme logaritmicky odhad hloubky stromu. Konstrukce stromu
cesty sestava z konstantni prace a O(1) volani funkci CutRight a CutLeft, coz dava celkovy
¢as O(logn). O

6.3. Vyhledavani mosti

7 véty 4.4.4 vime, ze libovolnou stromovou cestu mezi dvéma vrcholy je mozno rozlozit
na O(logn) ¢astecnych cest a samostatnych hran, ale bohuzel nesta¢i prozkoumat stromy
téchto Castecnych cest, jelikoz hrany cest mohou byt pokryty i nestromovymi hranami
lezicimi mimo dany cluster. Pro iplné cesty se to ovSem stat nemiize — informace o jejich
pokryti, které mame, jsou definitivni. A tak mizeme ke kazdé ¢astecné cesté i ke kazdé
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samostatné hrané vyhledat, které Gplné cesty je soucCasti a urcit pokryti podle stromu
této uplné cesty. To provedeme v ¢ase O(logn), takze celé vyhodnoceni dotazu trva cas
O(log2 n). Existuje ovSem zpiisob, jak to provést rychleji, a ten zde popiSeme detailné.

Pro kazdou uplnou cestu P, kterd nepatii ke clusteru stupné 0 (takovy cluster je v topo-
logickém stromu kazdé komponenty souvislosti pravé jeden a je to jeho kofen), si zapama-
tujeme, kolik hran od vrsku cesty je pokryto, nez prijde prvni nepokryta. Této hodnoté
budeme fikat topcover. Pokud bude topcover = 0, je hned prvni hrana (incidentni s vrs-
kem cesty) mostem, pokud topcover = délka cesty, jsou vSechny hrany na cesté pokryty.

Hodnotu topcover mizeme pro libovolnou tplnou cestu zjistit prohledanim jejiho stro-
mu do hloubky. Pokud je vrskem cesty jeji prvni vrchol, spo¢teme pokryté hrany zleva
nasledujici funkci LeftCover, v opa¢ném pripadé funkci RightCover k ni symetrickou.

function LeftCover(treevertex w);

if leaf (w) — return 0; je-li v listem, koncime

if allcover(w) — return length(w); cely segment pokryt

if allcover(left(w)) — levy podsegment cely pokryt
return length(left(w)) + LeftCover(right(w));

else prvni nepokryta hrana vlevo

return LeftCover(left(w));
end

Tato funkce travi na kazdé trovni stromu cesty ¢as omezeny konstantou, dohromady tedy
O(logn).

S pomoci hodnot topcover mizeme rozhodnout, zda jsou dané 2 vrcholy v a w 2-propojeny,
tedy zda je kazda hrana cesty P v kostfe mezi v a w pokryta. Nalezneme nejprve nej-
nizsiho spole¢ného predka C vrcholi v a w v topologickém stromu. To je néjaky cluster,
ktery vznikl spojenim dvou clusterti niz$i irovné hranou obsazZenou v cesté P (tento argu-
ment jsme pouzili jiz jednou v dikazu véty 4.4.4) a celd cesta P je obsazena v expanzi C,
to znamenad v ¢astecné nebo uplné cesté clusteru C, ¢ili v tiplné cesté nékterého z nadraze-
nych clustert (té budeme fikat patef cesty P) a v plnych cestich vSech clusteri lezicich
v topologickém stromu pod C' (viz lemma 4.4.3).

pater

Obr. 16: Rozklad cesty na ¢asti iplnych cest

Uplné cesty protinajici se s P nalezneme snadnou modifikaci algoritmu pro vyhledavani
rozkladu cest (viz véta 4.4.4 a obr. 16). Budeme opét postupovat v topologickém stromu
od listi smérem ke spole¢nému piedkovi, ale jednotlivé ¢astecné cesty v ramci jedné tplné
cesty si budeme akumulovat, vyuzivajice toho, Ze na sebe navazuji a ze vzdy tvofi souvisly
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tisek od vrcholu, kde jsme na tiplnou cestu vstoupili (tato mista si zapamatujeme, budeme
je potfebovat), a7 k jejimu vrsku. Rovnéz si zapamatujeme mista, kde se posledni tiplna
cesta ve sméru od v, resp. od w dotyka patefe (pokud vrchol v ¢ w lezi pfimo na patefi,
je sdm dotykovym bodem).

Pro pater pomoci jeji stromové reprezentace zjistime, zda je isek mezi obéma dotykovymi
body pokryt (pfimocarou modifikaci funkce LeftCover, ziskdme pii tom i pfipadny most
na patefi). Pokud pokryt je, ovéiime jesté pokryti priniki P s jednotlivymi aplnymi
cestami. Tyto priniky jsou ovSem souvislé ¢asti od dotykového bodu predchozi tplné
cesty k vrsku cesty, takze stac¢i porovnat topcover cesty s pozici dotykového bodu. Pokud
je topcover mensi, udava opét polohu mostu.

Lemma 6.3.1: 2-propojenost dvou vrcholii Ize zjistit v ¢ase O(logn) pomoci stromii
uplnych cest a pomocnych informaci, které je ke kazdému stromu cesty mozno spocist
v case O(logn). Pokud zadané vrcholy nejsou 2-propojeny, nalezneme pii tom rovnéz
néktery z mostii, které je oddéluji.

Dikaz: Jediné pomocné informace, které potiebujeme, jsou topcovery a ty, jak jsme jiz
ukazali, lze v pozadovaném cCase spocitat. 2-propojenost pak testujeme rozkladem cesty
na patef a ¢asti aplnych cest (O(logn)), kontrolou patefe (O(logn)) a kontrolou tplnych
cest (O(1) na kazdou, celkové O(logn)). Oba typy kontrol navic v piipadé negativniho
vysledku vraci néktery z mosti (je ovSem tézké charakterizovat, ktery). O

6.4. Aktualizace struktury

K dynamickému udrzovani nasi 2-souvislostni struktury upravime plné dynamicky algo-
ritmus pro l-souvislost, ktery jsme odvodili v kapitole 5.4. Kostru grafu nyni budeme
ukladat nejen jako ET-strom, ale také jako Fredericksoniv topologicky strom.

Nejprve potiebujeme vytesit, jak v pripadé zmény kostry a nasledné modifikace topo-
logického stromu, aby odpovidal nové kostie, prepocitat stromy reprezentujici vSechny
dotcené castecné a uplné cesty. Pripomenme si algoritmus pro udrzovani topologického
stromu uvedeny v algoritmu 4.3.1: Postupujeme ve stromu zdola nahorii a na kazdé arov-
ni néjaké clustery zalozime, jiné zruSime a dalsi aktualizujeme. Pro kazdy zalozeny ci
aktualizovany cluster béhem toho muZeme pfepocist vSechny tdaje, které potiebujeme
pro 2-souvislost, tedy strom c¢astecné a uplné cesty a pripadné topcover. Pfitom vime,
ze clustery lezici v topologickém stromu pod pravé prepocitavanym clusterem jiz obsa-
huji aktualni informace, takze miZzeme vySe popsanym inkrementalnim algoritmem pro
konstrukci stromi cest tyto stromy pro dany cluster znovu sestrojit a poté podle stromu
uplné cesty spocitat topcover tak, jak bylo odvozeno v predchozi kapitole. Tak pri kaz-
dém piFidani nebo ubrani stromové hrany stravime ¢as O(logn) aktualizaci topologického
stromu podle véty 4.3.2 a néasledné prepocteme O(logn) clusteri.

PakliZze nahrazujeme strom cesty nové zkonstruovanym stromem, muZzeme pamét spotie-
bovanou tim piivodnim ihned uvolnit, pokud si pamatujeme, které vrcholy byly vytvoreny
pro tento strom a které zdédény z nizsich pater. Nadfazené stromy, které obsahuji soucasti
pravé ruseného stromu, se tim sice stanou nekonzistentnimi, ale to nevadi, protoze stejné
budou vzapéti prepocitany. Druhou moznosti je misto toho udrzovat u kazdého vrcholu
pocet odkazii a automaticky vrchol uvoliovat, kdykoliv tento pocet klesne na nulu. Tim
si uSetfime komplikace s rozpoznavanim zdédénych vrcholl za cenu udrzovani pocitadel.
Zminény inkrementalni algoritmus navic pro svoji ¢innost potiebuje védét, které hrany
jsou nové pokryty. Presnéji, spojujeme-li clustery C; a Cy do clusteru C' hranou e, chceme
znat nasledujici informace:
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Obr. 17: Hledani pokrytého tiseku pomoci eulerovského ¢islovani

® Pokryti hrany e: to ndm N-struktura zodpovi snadno: docasné odstranime e a
hrany vedouci z G(C) do zbytku grafu (téch je D(C) < 2) a polozime struktu-
fe dotaz na existenci hrany mezi komponentami G(C,) a G(Cs), coZ je pfesné
hrana, kterd by pokryvala e. Poté odstranéné hrany vratime zpét. (Misto od-
strafovani a pfidavani hran mtzZeme vyuzit toho, ze hrany G(C4) i G(Cs) tvoii
v eulerovském tahu O(1) intervali a pfevést tento dotaz na O(1) obdélnikovych
dotazii v plane shift struktufe.)

® Pocet ¢; nové pokrytych hran na konci ¢aste¢né cesty clusteru C', jinymi slovy
Castecnou cestu vede nestromova hrana budto do G(Cy) nebo do celého zbytky
grafu (pokud D(C3) = 3 a konstruujeme tiplnou cestu), coz je v kazdém piipadé
podgraf Z kostry, jehoz ¢isla hran podle eulerovského tahu tvofi O(1) intervali
(tah muiiZe vstoupit do Z a vystoupit z néj pouze na hranich incidentnich se Z,
a ty jsou maximéalné t¥i). Rovnéz tak éisla hran G(C}) tvofi intervaly: jeden
pro ¢ast tahu od hrany e k vnéjsi hrané vedouci mimo G(C'), druhy pro opaény
smér (nékterd z téchto ¢asti mize byt ve skutecnosti o¢islovina dvéma intervaly,
pokud v ni lezi misto, kde jsme ptuvodni uzavieny tah rozpojili, ale to nevadi,
pouze se tim mize zvysit celkovy pocet intervali).
Hledana nestromova hrana musi vést budto z vrcholu oéislovaného nejvétsim
moznym vyzna¢nym vyskytem hrany z prvni ¢asti tahu nebo naopak nejmen-
Sim moznym z druhé ¢asti (poloha vrcholu, ve kterém se podstrom obsahujici
krajni vrchol nestromové hrany dotyka ¢astecné cesty, je totiz v kazdém inter-
valu monoténni vzhledem k oéislovani hran v eulerovském tahu; viz obr. 17).
Stac¢i nam tedy v kazdém obdélniku kartézského soucinu intervali tvoricich ¢is-
la hran G(C}) a intervald tvoficich hrany podgrafu Z (téch je dohromady O(1))
urc¢it nejlevejsi, resp. nejpravéjsi bod, coz plane shift struktura zvladne pomoci
operace RectMinX resp. RectMazxX .

® Pocet ¢, nové pokrytych hran na zacatku ¢astecéné cesty clusteru Cy: symetricky.
Nyni jiz mizeme vyslovit nasledujici lemma:

Lemma 6.4.1: Informace potrebné pro udrzovani 2-souvislosti pro libovolny cluster
za predpokladu, Ze pro jeho subclustery je jiz zndme, prepocteme v c¢ase O(logn) plus
O(1) dotazii na strukturu pro nestromové hrany a O(1) obdélnikovych dotazii na plane
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shift strukturu. Pri kazdé zakladni operaci s topologickym stromem téchto prepocteni
provedeme O(logn).

Nakonec popiSeme, jak zrealizujeme jednotlivé operace (stale predpokladame, Ze graf, se
kterym pracujeme, je 3-omezeny):

® boolean Query, (vertex v, w) — dotazy na 1-propojenost vyhodnotime stejné
jako u plné dynamické struktury pro 1-souvislost, tedy dotazem na ET-strom
kostry.

® boolean Query,(vertex v, w) — dotaz na 2-propojenost vyhodnotime algorit-
mem uvedenym v minulé kapitole pomoci stromi cest a hodnot topcover, jez
si udrzujeme.

® edge Bridge(vertex v, w) — most oddélujici v a w nalezneme jako vedlejsi
produkt operace Query, (v, w).

e Insert(vertex v, w) — pii vkladani hrany nejprve pomoci Query(v, w) zjistime,
zda spojuje rtizné 1-komponenty grafu ¢i nikoliv.

o spojuje: hrana je novym mostem. Pridame ji do kostry, stejné jako
u algoritmu pro 1-souvislost aktualizujeme ET-strom a strukturu pro
nestromové hrany, navic jesté aktualizujeme topologicky strom a pod-
le lemmatu 6.4.1 tak zptisobime pfepoc¢teni pomocnych dat (stromi
cest a topcovert) pro O(logn) clustert.

© nespojuje: hrana muize nové pokryvat nékteré hrany kostry, takze
musime pifepocitat pomocné data pro vSechny clustery, které vznik-
nou spojenim dvou podclusteri C; a Cy takovych, ze hrana {v,w}
vede z G(C;) do G — G(C;). Clustery tohoto druhu se ov§em mohou
vyskytovat pouze na cesté v topologickém stromu z v ¢i w do kotene,
takze jich je O(logn).

® Delete(vertex v, w) — rozdélime na 3 piipady, opét analogicky s 1-souvislost-
nim algoritmem:

0 mazeme nestromovou hranu: hrana pokryvala ¢ast kostry, oSetfime
stejné jako pii vkladani nestromové hrany.

© maZeme stromovou hranu a ndhrada existuje (to zjistime dotazem na
strukturu pro nestromové hrany): odstranime hranu {v, w} z topolo-
gického stromu a pridame do néj jeji nahradu. Pfi tom prepoc¢teme
pomocna data v O(logn) clusterech.

© maZeme most (stromova hrana a nahrada neexistuje): pouze je od-
stranime z topologického stromu, coz nés opét stoji pfepocet pomoc-
nych dat v O(logn) clusterech.

Véta 6.4.2: Necht vsechny operace InsertNontree, DeleteNontree, SumNontree, Link a
Cut na strukture pro nestromové hrany a operace RectMinX a RectMaxX na v ni pouzité
plane shift strukture trvaji ¢as Tx(m,n) a operace Query trva T(m,n), to vSe v paméti
S(m,n), kde T, T a S jsou neklesajici funkce. Potom plné dynamicky algoritmus pro
2-souvislost 3-omezenych grafi pracuje v paméti O(n+ S(m,n)), operace Insert a Delete
zpracovava s casovou sloZitosti O(logn- (logn+Tx(m,n))), operaci Query, s O(Tg(m,n))
a operaci Query, s O(logn).

Dukaz: Kazda operace Insert & Delete zpiisobi O(1) operaci s topologickym stromem,
které trvaji O(logn), O(1) modifikaci struktury pro nestromové hrany (T'x(m,n) kazda)
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a prepocet pomocnych tdaji o O(logn) clusterech, pficemz pro kazdy cluster stravi-
me ¢as O(logn) praci se stromy cest a provedeme O(1) dotazii na nestromové hrany a
na plane shift strukturu. Celkem tedy O(logn) + O(Tx(m,n)) + O(logn) - (O(logn) +
O(Tx(m,n))) = O(logn - (logn + Tx(m,n))).

Prostorové naroky jsou tvoreny velikosti topologického stromu O(n), velikosti vSech stro-
mi cest (opét O(n)) a prostorem potFebnym pro struktury reprezentujici nestromové
hrany, coz celkové dava uvedeny odhad. [J
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7. Body v roviné

V predchozich dvou kapitolach jsme prevedli plné dynamické udrzovani komponent sou-
vislosti a 2-souvislosti na udrzovani bodid v roviné (plane shift strukturu, viz definice
5.3.1). Nyni popiSeme jednu z moznych datovych struktur pro tento problém a ukdzeme,
jaké z ni plynou odhady slozitosti nasich plné dynamickych grafovych algoritmi.

7.1. Plane shift struktura

Piipomenme, Ze podle definice 5.3.1 méa plane shift struktura reprezentovat mnozinu mii-
zovych bodi roviny ohodnocenych prvky néjaké koneéné pologrupy a umét jednak do této
mnoZiny pFidavat a z ni odstrafiovat jednotlivé body (operace InsertPoint a DeletePoint),
jednak zodpovidat dotazy na prinik této mnoziny s obdélniky (RectSum, RectMazX
apod.) a rovnéZ presouvat soufadnice bodt (ShiftX, ShiftY).

Reprezentované body (z1,¥1),- - ., (Zn, yn) rozdélime do piihradek P, ..., Py tak, aby pla-
tily nasledujici invarianty:
(i) a <b,(zi,y:) € P, (7,y;) € b=y <y
(piihradky tvori pasy roviny omezené rovnobézkami s osou z a jsou usporadany
vzestupné podle y-ové soufadnice)
(11) (xzayz) € Pa: (mjayj) € Paayi 7£ yj = |Pa| <z
(prihradky, které obsahuji body s rtiznymi y-ovymi soufadnicemi, maji velikost
nejvyse z; hodnotu z zvolime pozdéji)
(111) |Ca| + |Ca+1| >z
(zaddné dvé sousedni piihradky neni mozno spojit bez poruseni predchozi pod-
minky)

Lemma 7.1.1: At zvolime hodnotu z libovolné, libovolné korektni rozdéleni n bodu do
prihrddek ma O(n/z) prihradek.

Dikaz: Ptihraddky rozdélime na velké (ty obsahuji alesponi z/2 bodi) a malé (vSechny
ostatni). Velkych pfihradek mtize byt nejvyse 2n/z, jinak by totiz dohromady obsahovaly
vice nez n bodii. Malé prihradky se mohou vyskytovat pred prvni velkou, po posledni velké,
piipadné mezi velkymi, nikdy ov8em dvé za sebou, jelikoZ tim by porusily podminku (iii).
Malych piihradek proto je maximalné 2n/z + 1, a vSech piihradek tudiz O(n/z). O

Pro kazdou piihradku P, si budeme udrzovat celkovy pocet bodi v ni ¢(p) = |P,|, mini-
mélni a maximalni y-ovou soufadnici bodi z P, (miny(p) a mazy(p)) a binérni vyhledavaci
strom obsahujici vSechny body ulozené v této prihradce, usporadané podle z-ové sourad-
nice. V kazdém vrcholu tohoto stromu si budeme pamatovat soucet & ohodnoceni vSech
bodi reprezentovanych vrcholy v podstromu timto vrcholem urc¢eném; snadno ovérime,
Ze pri vkladani, odebirani, rozdélovani a slucovani stromt miiZeme tyto soucty prepocitat
podle souctl ulozenych v synech (blize viz [M84a]).

Podobné jako jsme ve Sleator-Tarjanovych stromech udrzovali implicitné vahy, zde bude-
me implicitné udrzovat soutadnice bodi: y-ové budou relativni vii¢i miny, x-ové budou
posouvany hodnotami shiftz(v) uloZenymi ve vnitinich vrcholech stromu. Skute¢né sou-
fadnice bodu ulozeného jako (z,y) tedy budou (z + s,y + miny), kde s je soucet vSech
shiftr na cesté z vrcholu reprezentujiciho tento bod do kotfene stromu. To ndm umozni
snadno premistovat celé prihradky resp. celé podstromy. Pti praci se stromy miizeme rela-
tivni hodnoty v dotéenych vrcholech udrzovat napfiklad tak, ze je pied zménou struktury
stromu (napf. rotaci) pfevedeme na absolutni a po ni zpét.
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Nejprve popiSeme tii interni operace, které nam poslouzi jako zakladni kameny pro kon-
strukci operaci ostatnich:

® Build(set S) (inicializace struktury tak, aby obsahovala body z mnoZiny S)
— usporddame body podle y-ové souradnice a ,hladové“ rozdélime do prihra-
dek: Zacneme s jednou prazdnou piihradkou. Poté vzdy nalezneme vSechny
dosud nezatrazené body s minimélni y-ovou soutadnici a pokud by velikost ak-
tualni pfihradky nepresahla z, umisime je do této prihradky. V opac¢ném pfti-
padé zalozime prihradku novou a presuneme body do ni. Nakonec setiidime
body v kazdé prihradce podle z, vytvorime vyhledavaci stromy a spocteme
¢, miny a mazxy. Build vytvori rozdéleni spliujici vSechny invarianty v case
O(n -logn).

e Split(integer y,) — prerozdéli body v pfihradkach tak, aby soufadnice y, tvo-
fila hranici p¥ihraddek (to jest aby Zadna p¥ihradka neobsahovala body s y-ovou
soutadnici vét$i i mensi nez y,). Pfitom miize porusit invariant (iii). Split pro-
vedeme tak, Ze projdeme vSechny pithradky (¢as O(k)), vyhleddme tu, kterd
obsahuje soufadnici g, ,uvnit¥ (pokud existuje) a rozdélime ji na dvé piihradky
(uvédomme si, Ze takova piihradka musela obsahovat body s riznymi y-ovymi
soutadnicemi, takze méla velikost < z — proto rozdéleni stihneme provést v case
O(z)). Celkovy ¢as operace Split tedy je O(k + z).

® Merge — slouci nékteré sousedni piihradky tak, aby invariant (iii) opét platil.
Projde vSechny prihradky a jakmile nalezne néjakou dvojici P,, P, ; takovou, zZe
| P,| +|Pas1] < 2, sloudi je dohromady (slévanim setfidénych posloupnosti bodi
a rekonstrukei stromu). Casova sloZitost celkem O(k) na vyhled4ni pithradek
plus O(z) na kazdé slouceni.

Standardni operace plane shift struktury implementujeme takto:

e [nsertPoint(integer z, y, value v) — nalezne piihradku, do které patii body
s touto y-ovou soutfadnici. Pokud neni plné (to znamena budto obsahuje méné
nez z bodi nebo vSechny body v ni maji stejné y), bod zatfidime do jejiho
stromu a aktualizujeme ¢, miny a mazy. Pokud plné je, provedeme Split(y)
resp. Split(y + 1) (pokud y = miny), abychom ji rozdélili na dvé piihradky
mensi a poté jiz novy bod miizeme pridat bez porusSeni invarianti pro jeho
prihradku. Mohlo se ndm ovSem stat, ze druhd c¢ast rozdélené prihradky mize
byt zkombinovana se svym druhym sousedem, coz oSetfime volanim Merge.
Vkladanim bodu tak stravime ¢as O(k) za hledani piihradek, O(logn) za praci
se stromy, pfipadné O(k + z) za Split a O(k + z) za Merge (slu¢ujeme nejvyse
jednou), celkem tedy O(k + z + logn).

® DeletePoint(integer x, y) — vyhledame piihradku, v niz se bod (z,y) vysky-
tuje, odebereme jej z jejiho stromu, prepocitame c, miny a mazry a zavolame
Merge, aby piihradku slouéil s nékterou ze sousednich, je-li toho t¥eba. Casov
slozitost: O(k) za hledani, O(logn) za mazani ze stromu, O(z) na pfepocitani
pomocnych hodnot a O(k + z) za Merge, celkem O(k + z + logn).

e value RectSum(integer ., y;, Ty, y3) — volanim Split(y,) a Split(y, + 1) roz-
délime prihradky tak, Ze kazdéa piihradka bude budto celd obsaZena v intervalu
y-ovych soutfadnic [y;, 2| nebo naopak bude celd mimo tento interval. Poté pro
kazdou prihraddek uvniti intervalu spoc¢teme pomoci jejiho binarniho stromu
soucet ohodnoceni bodi majici z € [z,x] a seCteme tyto soucty. Nakonec
zavoldme Merge a tim opét obnovime platnost invarianti. Tim stravime cas
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O(k + z) za Splity, O(klogn) za s¢itani v prihradkach a O(k + z) za Merge
(sluCujeme opét O(1) prihradek), celkem O(klogn + z).

e integer RectMinX (integer 1, y;, To, Yo) a RectMazX (integer x, yi, 9, Y)
— podobné jako RectSum, pouze misto s¢itani ohodnoceni bodi vyhledame
v kazdé piihrddce nejlevéjsi, resp. nejpravéjsi bod s z € [x1,z,]. Cas rovnéz
O(klogn + z).

e integer RectMinY (integer z, yi, To, ¥2) a RectMazY (integer x, yi, 9, ys)
— opét provedeme Split(y,) a Split(y, + 1) a prochdzime piihradky uvnit¥ [y, yo]
podle rostouci, resp. klesajici y-ové souradnice a pro kazdou pirihradku oveéri-
me, zda obsahuje né&jaky bod s x € [zi,2,] a pokud ano, probereme body
v této prihradce jeden po druhém a nalezneme bod s miniméalni, resp. maximal-
ni y-ovou soufadnici. Nasledné volanim Merge obnovime platnost invarianti.
Cas: O(k+ z) na Splity, pak projdeme O(k) piihradek a kazdou v ¢ase O(logn)
testujeme, az uspéjeme, stravime ¢as O(z) zkoumanim piihradky [velkymi pii-
hradkami se totiZ nemusime zabyvat] — celkem tedy O(klogn + z).

e ShiftX (integer z, =5, z;) — pro kazdou prihradku rozdélime jeji strom na ¢asti
odpovidajici intervalim [—oo, 1 — 1], [21, 22, [xo+ 1,24 — 1], [24, 24 + 22 — 1] &
[z, + 25 — 21 + 1, +00] (BUNO z, < ;). Poté interval [z, z,] piictenim z, — 24
k z-ovému offsetu v koreni prislusného stromu posuneme na spravné misto a
stromy opét slouc¢ime. To zvladneme v ¢ase O(logn) na piihradku, celkové tedy
O(klogn).

e ShiftY (integer yi, ys, y;) — rozdélime pomoci operaci Split(y,), Split(y + 1)
a Split(y;) pfihradky protnuté délicimi pfimkami, poté pfesuneme pfi¢tenim
Y — y1 k miny vSechny piihradky z rozsahu y-ovych soutadnic [y, y»] na jejich
nova mista a taktéz je premistime v seznamu piihradek. Nakonec operaci Merge
slou¢ime, co je t¥eba (konstantou omezeny pocet pithradek). Casova sloZitost:
O(k + z) na Splity, O(k) na posouvéani pifthradek a O(k + z) na Merge, tudiz
celkem O(k + z).

Vsechny standardni operace pracuji v ¢ase omezeném O(k-logn+2z) = O((n/z)-logn+z).
Proto z zvolime tak, abychom dosahli nejlepsi ¢asové slozitosti. Jelikoz s rostoucim z
prvni ¢len vyrazu klesd a druhy stoupé, optima dosdhneme, kdyz budou vyrovnany, tedy
(n/z)-logn = z, coz nastane pravé pro z = y/n - log n. Musime ale za¥idit, aby z mé&lo stale
radové tuto hodnotu a pokud pocet bodu ve strukture fadové vzroste nebo klesne, budeme
muset strukturu reinicializovat; tento ¢as pak amortizované rozlozime mezi jednotlivé
operace.

Véta 7.1.2: Vsechny operace na této implementaci plane shift struktury pracuji v amor-
tizovaném case O(+/n - logn) a prostoru O(n), kde n je poc¢et bodii uloZenych ve strukture.

Dukaz: Zapamatujeme si poc¢et bodi n, ve strukture v okamziku posledniho volani Build
(a volby z = y/ng - logngy; mezi témito inicializacemi struktury z neménime) a kdykoliv
n vzroste nad 2ny nebo klesne pod ny/2, strukturu zrekonstruujeme opétovnym voldnim
Build. Tak bude vzdy ny = O(n), z = ©(y/nlogn) a k = ©(n/z) = O(y/n/logn). Kazda
operace proto bude trvat O(k-logn+z), jak jsme ukazali vySe, coz je rovno O(y/n - logn).
Navic musime pfipoéist amortizaci reinicializaci struktury — ty trvaji O(ng - logng) a
mezi kazdymi dvéma z nich musi probéhnout miniméalné ny/2 operaci, amortizovana cena
na operaci tedy ¢ini O(logn).

Co se prostorové slozitosti tyce, plane shift struktura zabirad prostor O(k) na informace
o piihradkach plus O(n) na jednotlivé stromy reprezentujici vnitiky piihradek. O
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7.2. Aplikace v dynamickych algoritmech

Nyni dosadime tuto plane shift strukturu do dynamickych grafovych algoritmii odvoze-
nych v pfedchozich kapitolach (vSechny ¢asové slozitosti budou amortizované).

Podle véty 5.3.3 s volbou a = 4/n ziskdme strukturu pro ukldddni nestromovych hran
v prostoru O(m + n) s ¢asovou slozitosti O(y/n - logn) na operace Link, InsertNontree,
Cut, DeleteNontree a SumNontree a O(1) na IsTreeEdge. Z véty 5.4.1 pak ziskdme plné
dynamicky algoritmus pro 1-souvislost a minimalni kostru s ¢asem O(y/n - logn) na Insert
a Delete a Casem O(1) na Query, to vSe v prostoru O(n). Algoritmus pro plné dynamickou
2-souvislost 3-omezenych grafii ma pak podle véty 6.4.2 ¢asovou slozitost O(n'/?-log®? n)
na operace Insert a Delete a O(logn) na operaci Query. Pokud budeme obecné grafy
transformovat na 3-omezené podle véty 4.1.1, ziskdme tak dynamickou 2-souvislost pro
obecné grafy v ¢ase O(m'/? -1og®?n) na modifikace a O(logn) na dotaz.

Pomoci techniky sparsifikace zavedené Galilem, Eppsteinem a Italianem v [EGI92] a poslé-
ze vylepSené v [EGI93] je mozno tyto ¢asy redukovat na O(y/n -logn) na update a O(1)
na dotaz pro 1-souvislost a minimalni kostru a O(n'/? - log®?n) na update a O(logn)
na dotaz pro 2-souvislost v obecnych grafech. Detaily sparsifikace zde vynechame, jeli-
koz hlavnim cilem této prace jsou polylogaritmické prevody, u kterych neni sparsifikace
zapottebi, jelikoz logm = O(logn).

Pokud by se podarilo nalézt polylogaritmickou verzi plane shift struktury, ziskali bychom
polylogaritmické algoritmy pro vSechny tii v této praci studované grafové problémy:

Véta 7.2.1: Existuje-li plane shift struktura s polylogaritmickym ¢asem na operaci, pak
existuji dynamické algoritmy pro souvislost, minimalni kostru a 2-souvislost majici poly-
logaritmicky ¢as na modifikaci grafu a ¢as O(logn) na dotaz.

Dikaz: Dosazenim do vét 5.3.3, 5.4.1, 6.4.2 a 4.1.1. O

Mehlhorn v [M84b]| odvozuje nékolik dvojrozmérnych datovych struktur, z toho jednu
polylogaritmickou (range trees), nicméné zadné z nich nespliuje nase pozadavky. Rovnéz
ukazuje odmocninovy dolni odhad pro obdélnikové dotazy, nicméné pouze pro struktury,
které jsou omezeny linedrni paméti (range trees pouzivaji pamét O(nlogn) a odpovidaji
na obdélnikové dotazy v ¢ase O(log?n)). To dava nadéji, ze by polylogaritmickd plane
shift struktura mohla existovat.

54



8. Polylogaritmické algoritmy

Holm, Lichtenberg a Thorup popsali v [HLT97a] plné dynamické algoritmy pro udrzo-
vani komponent souvislosti a minimélni kostry s amortizované polylogaritmickym ca-
sem na modifikaci struktury pii vloZeni ¢i odstranéni hrany, jakoz i na dotaz. Pozdéji
(v [HLT97b]) na podobné myslence zalozili i polylogaritmické plné dynamické algoritmy
pro udrzovani hranové i vrcholové 2-propojenosti.

8.1. Souvislost

Nejprve popiSeme mySlenku, na niz je algoritmus zalozen. Budeme udrzovat kostru F'
dynamického grafu G. Kazdé hrané e € E(G) (af jiz to je stromova ¢i nestromova hrana)
pfifadime troven £(e) < L = |log, n|. Oznadime F; podgraf F' indukovany hranami tirovné
alespon :. Bude tedy platit F' = Fy; D F; D --- D F},. Budeme zachovavat nasledujici
invarianty:
(i) F je maximalni kostra grafu G vzhledem k vdhadm danym Grovnémi hran.
(Jinymi slovy pokud {v,w} je nestromova hrana, v <> w v grafu Fj, ..)
(i) Maximéalni velikost komponenty souvislosti v grafu F; je nejvyse n/2¢,
(Proto trovné vétsi nez L jsou v8echny préazdné a nemd je smysl uvazovat.)

Intuitivné feceno, kazda aroven tvori rozklad kostry do stromi prislusné velikosti, které
jsou tvoreny stromovymi hranami této a vysSich drovni a navzdjem propojené hranami
nizSich drovni. Nestromové hrany na trovni ¢ vzdy vedou mezi vrcholy téhoz stromu
rozkladu. V idedlnim pripadé by na nejvyssi trovni byly vSechny stromy jednovrcholové a
na kazdé dalsi irovni by pak vznikaly spojenim dvou stromt bezprostiedné vyssi Grovné
hranou, tvotice rozklad grafu podobny Fredericksonové clusterizaci bez omezeni stupni
vrcholi. Udrzovat tento fixni tvar je ovSem netinosné, misto toho budeme trovné hran
postupné zvySovat, jakmile objevime, Ze krajni body hrany jsou v G dostatecné blizko
a Cas straveny neuspésnym zkouméanim hrany pri hledani ndhrady za smazané stromové
hrany vzdy amortizujeme tim, ze se zvysi jeji iroven, takze staci, aby kazdy Insert zaplatil
¢as téchto nejvyse L zvySeni.
Nyni popiSeme jednotlivé operace:
® Init — na pocatku nastavime vSem hrandm troven 0, a tak jsou oba invarianty
splnény.
® Insert(vertex v, w) — hrané e = {v,w} pridélime aroven 0. Pokud v < w,
pridame ji jako nestromovou, jinak jako stromovou do F' = Fj.
® Delete(vertex v, w) — odstranime hranu e = {v, w} z na$i reprezentace grafu,
pokud byla nestromovou hranou, nic se nedéje, pokud byla stromovou, musime
podobné jako v algoritmu 5.4 vyhledat jeji ndhradu, kvili dodrzeni invarian-
tu (i) ovSem na nejvyssi mozné rovni. Jelikoz F je maximalni kostra, musi mit
takova hrana (pokud vibec existuje) Groven maximalné £(e). Za¢neme proto
prohledévat jednotlivé arovné od £(e) k niz§im a na kaZdé se pokusime nahradu
nalézt:
Necht pravé zpracovavame turoven i a T, a T, jsou stromy v F; obsahujici
vrcholy v a w (BUNO |T,| < |T,]|). Pfedtim, ne# jsme smazali hranu e, byl
T =T,U{{v,w}} UT, strom trovné i a mél alespon 2 - |7T,| vrcholi. Podle
invariantu (ii) mél T nejvyse n/2° vrchold, tudiz T, jich nyni ma nejvyse n/2",
a proto muzeme pii dodrzeni obou invarianti pfesunout vSechny hrany stromu
T,, které maji Groven ¢, na uroven 7 + 1.
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Poté budeme probirat jednu nestromovou hranu tirovné 7 incidentni s 7}, po dru-
hé. Pokud nalezneme hranu, ktera spojuje 7T, s 7T,,, pravé jsme nasli nahradu
za e a muzeme ji zaradit do kostry a operaci Delete tspésné ukoncit. Pokud
nespojuje, pak to znamend, ze vede mezi dvéma vrcholy 7, (z invariantu (i)
totiz vime, Ze pivodné vedla uvniti T'), a proto zvysime jeji iroveir na 1+ 1 (in-
variant (i) neporusime, jelikoZ jsme vSechny hrany 7T, pfesunuli o troven vyse),
¢imz zaplatime marné zkouméani této hrany.

Pokud prozkouméame vSechny incidentni hrany na trovni ¢, budeme pokracovat
urovni 7 — 1 atd., pokud nenalezneme ndhradu ani na nulté drovni, byla e
mostem a v a w jsou nyni v riznych komponentach souvislosti.

Abychom tyto operace implementovali efektivné, musime zvolit vhodnou reprezentaci lesi
F; a nestromovych hran. PouZijeme k tomu pro kazdé i jeden ET-strom (viz 5.2) pro
a = 2 popisujici eulerovsky tah v F; (tedy stromové hrany arovni < 7) a nestromové
hrany trovné pravé i. V kazdém vnitinim vrcholu w si budeme navic udrzovat (podobné
jako udrzujeme tdaje popsané v definici ET-stromu) pocet ve(w) vrchold v prislusném
podstromu a pocet tcount(w) listl reprezentujicich stromové hrany Grovné pravé i.

Query prelozime na ET-stromové Query na Fy, které trva ¢as O(logn).

Insert bude proveden trividlné — jako Query a budto Link nebo InsertNontree na ET-
stromu reprezentujicim Fy. To vSe v ¢ase O(logn).

Delete nejprve pomoci IsTreeFEdge na Fy zjisti, zda mazeme stromovou hranu a provede
O(logn) operaci s ET-stromy (odstraiovani hrany a vkladani ndhrady do az L trovni).
Pfi hledani nédhrady vidy pomoci ET-stromu pro F; v ¢ase O(logn) spo¢teme velikost
komponenty (sta¢i vyhledat kofen a pouzit jeho vc), nasledné vyhleddme vSechny stro-
mové hrany trovné pravé ¢ (to dokdZeme v ¢ase O(logn) na jednu hranu analogicky
s FindNontree pouzitim hodnot tcount) a kazdou z nich v ¢ase O(logn) priddme do Fj ;.
Poté opakované volame FindNontree pro vyhledani nestromovych hran (O(logn) na kaz-
dou), ty z F; odstraniujeme (O(logn) na DeleteNontree), testujeme, zda druhy konec padne
do T,, (vyhledani kofene v ¢ase O(logn)) a koneéné v pfipadé netispéchu hranu vlozime
do ET-stromu tirovné i+1 (O(logn) na InsertNontree). Casova sloZitost operace Delete je
O(log” n) plus cena za netspéna zkoumani hran. Jeliko7 viak jedné hrané zvysime tiroveit
nejvyse log, n-krat, trvaji za celou dobu existence hrany jeji netispésna zkoumani nejvyse
O(log® n), kteryzto ¢as miiZeme piipocist k trvani operace Insert, a tak jej amortizovat.

Operaci Query lze navic pri zachovani asymptotickych ¢ast operaci Insert a Delete zrych-
lit podle dtisledku 5.1.3 na O(logn/loglogn).

Véta 8.1.1: Popsany dynamicky algoritmus udrzuje komponenty souvislosti v ¢ase O(log?

na Insert a Delete a O(logn/loglogn) na Query, to vse v prostoru O(m + nlogn).
Dukaz: Casova slozitost plyne z diskuse vyse. Prostorovu slozitost ziskdme se¢tenim
prostorovych naroki ET-stromi podle véty 5.2.1. [J

8.2. 2-souvislost

Polylogaritmicky algoritmus pro dynamické udrzovani 2-propojenosti uvedeny v [HLT97b]
je pomérné komplikovany a vymyka se rozsahu této prace. Proto zde uvedeme pouze
nasledujici vétu:

Véta 8.2.1 (Holm, De Lichtenberg, Thorup): Existuje plné dynamicky algoritmus pro
udrzovani vrcholové i hranové 2-propojenosti pracujici v ¢ase O(log* n) na operaci.
Diikaz: Viz [HLT97b]. O
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9. Zavér

V predchozich kapitolach jsme popsali dynamické datové struktury s logaritmickou caso-
vou slozitosti slouZici k reprezentaci stromi — dynamické stromy (u nich jsme se spokojili
s jednodussim logaritmickym odhadem slozitosti), topologické stromy (omezili jsme se
na 2-rozklady na v8ech tirovnich clusterizace) a ET-stromy (ty jsme rozsifili a doplnili
analyzu). Na zdkladé téchto struktur jsme posléze odvodili nékolik polylogaritmickych
semidynamickych a plné dynamickych grafovych algoritmii pro problémy souvislosti, hra-
nové 2-souvislosti a udrzovani minimalni kostry neorientovanych grafi.

Rovnéz jsme ukazali polylogaritmickou redukci reprezentace nestromovych hran grafu,
a tim padem také plné dynamickych verzi studovanych grafovych problémi, na problém
reprezentace bodd v roviné s presouvanim (plane-shift problem). Pro plane-shift pro-
blem jsme sestrojili jednoduchou datovou strukturu, ktera sice neni polylogaritmicka,
nicméné pii pouziti ve zminénych algoritmech dava vysledky srovnatelné s predchozimi
Fredericksonovymi pracemi (zpomaleni o O(y/logn) vyvazené zna¢nym zjednoduSenim
algoritmu diky tomu, Ze neni zapotiebi udrzovat vicerozmérné topologické stromy ani
ambivalentni struktury). Z této redukce vyplyva, Ze pokud je reprezentace bodi v roviné
feSitelna v polylogaritmickém case, pak existuji plné dynamické grafové algoritmy pro
souvislost, miniméalni kostru i hranovou 2-souvislost s taktéz polylogaritmickou slozitosti.

Na zavér jsme demonstrovali nové Thorupovy, De Lichtenbergovy a Holmovy polyloga-
ritmické vysledky. Jimi je kapitola dynamické souvislosti vice méné uzaviena a zbyva jiz
prostor pouze pro logaritmickd zrychleni a v ptripadé 2-souvislosti rovnéz pro zjednodusSo-
vani algoritmi.

Tato prace ukazuje alternativni pohled na problematiku dynamickych grafovych algoritmi
a popisuje Cetné techniky pro jejich konstrukci, které mohou byt vyuzity pro efektivni
dynamické TeSeni dalSich grafovych problémii.
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